
Contents of Volume 1

Chapter 1. Formal Languages: an Introduction and a Synopsis
Alexandru Mateescu and Arto Salomaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1. Languages, formal and natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 Historical linguistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Language and evolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Language and neural structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2. Glimpses of mathematical language theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1 Words and languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 About commuting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 About stars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4 Avoiding scattered subwords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.5 About scattered residuals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3. Formal languages: a telegraphic survey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1 Language and grammar. Chomsky hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Regular and context-free languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 L Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.4 More powerful grammars and grammar systems . . . . . . . . . . . . . . 35
3.5 Books on formal languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Chapter 2. Regular Languages
Sheng Yu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
1. Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2. Finite automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.1 Deterministic finite automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2 Nondeterministic finite automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.3 Alternating finite automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.4 Finite automata with output . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3. Regular expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.1 Regular expressions – the definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2 Regular expressions to finite automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3 Finite automata to regular expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.4 Star height and extended regular expressions . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.5 Regular expressions for regular languages of polynomial density 80

4. Properties of regular languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.1 Four pumping lemmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2 Closure properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.3 Derivatives and the Myhill-Nerode theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . 92



x Contents

5. Complexity issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.1 State complexity issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.2 Time and space complexity issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

Chapter 3. Context-Free Languages and Pushdown Automata
Jean-Michel Autebert, Jean Berstel, and Luc Boasson . . . . . . . . . . . . . . . 111
1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

1.1 Grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
1.2 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

2. Systems of equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
2.1 Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
2.2 Resolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
2.3 Linear systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
2.4 Parikh’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

3. Normal forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
3.1 Chomsky normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
3.2 Greibach normal forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
3.3 Operator normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4. Applications of the Greibach normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.1 Shamir’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.2 Chomsky-Schützenberger’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.3 The hardest context-free language . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.4 Wechler’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

5. Pushdown machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.1 Pushdown automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.2 Deterministic pda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
5.3 Pushdown store languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
5.4 Pushdown transducers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

6. Subfamilies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.1 Linear languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.2 Quasi-rational languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
6.3 Strong quasi-rational languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
6.4 Finite-turn languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
6.5 Counter languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
6.6 Parenthetic languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
6.7 Simple languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
6.8 LL and LR languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

Chapter 4. Aspects of Classical Language Theory
Alexandru Mateescu and Arto Salomaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
1. Phrase-structure grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

1.1 Phrase-structure grammars and Turing machines . . . . . . . . . . . . . 176
1.2 Normal forms for phrase-structure grammars . . . . . . . . . . . . . . . . 180



Contents xi

1.3 Representations of recursively enumerable languages . . . . . . . . . . 180
1.4 Decidability. Recursive languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

2. Context-sensitive grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
2.1 Context-sensitive and monotonous grammars . . . . . . . . . . . . . . . . 186
2.2 Normal forms for context-sensitive grammars . . . . . . . . . . . . . . . . 190
2.3 Workspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
2.4 Linear bounded automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
2.5 Closure properties of the family CS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
2.6 Decidable properties of the family CS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
2.7 On some restrictions on grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

3. AFL-theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
3.1 Language families. Cones and AFL’s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
3.2 First transductions, then regular operations . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

4. Wijngaarden (two-level) grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
4.1 Definitions, examples. The generative power . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
4.2 Membership problem and parsing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
4.3 W-grammars and complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

5. Attribute grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
5.1 Definitions and terminology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
5.2 Algorithms for testing the circularity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
5.3 Restricted attribute grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
5.4 Other results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

6. Patterns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
6.1 Erasing and nonerasing patterns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
6.2 The equivalence problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
6.3 The inclusion problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
6.4 The membership problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
6.5 Ambiguity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
6.6 Multi-pattern languages. Term rewriting with patterns . . . . . . . . 241

7. Pure and indexed grammars. Derivation languages . . . . . . . . . . . . . . . 242
7.1 Pure grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
7.2 Indexed grammars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
7.3 The derivation (Szilard) language . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

Chapter 5. L Systems
Lila Kari, Grzegorz Rozenberg, and Arto Salomaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

1.1 Parallel rewriting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
1.2 Callithamnion roseum, a primordial alga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
1.3 Life, real and artificial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

2. The world of L, an overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
2.1 Iterated morphisms and finite substitutions: D0L and 0L . . . . . . 257
2.2 Auxiliary letters and other auxiliary modifications . . . . . . . . . . . 264
2.3 Tables, interactions, adults, fragmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268



xii Contents

3. Sample L techniques: avoiding cell death if possible . . . . . . . . . . . . . . 275
4. L decisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

4.1 General. Sequences versus languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
4.2 D0L sequence equivalence problem and variations . . . . . . . . . . . . 285

5. L Growth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
5.1 Communication and commutativity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
5.2 Merging and stages of death . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
5.3 Stagnation and malignancy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298

6. L codes, number systems, immigration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
6.1 Morphisms applied in the way of a fugue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
6.2 An excursion into number systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
6.3 Bounded delay and immigration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308

7. Parallel insertions and deletions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
8. Scattered views from the L path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324

Chapter 6. Combinatorics of Words
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