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9.6 The Kagomé Lattice Ising Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
9.7 A Modified Star-Triangle Transformation

and Three-Spin Correlations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
9.8 The Star-Triangle Ferrimagnet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
9.9 The Unsymmetrical Ising Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
9.10 A Competing Interaction Magnetic Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
9.11 Decorated Lattice Mixtures of Orientable Molecules . . . . . . . . . . . 273
9.12 The Decorated Lattice Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

9.12.1 General Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
9.12.2 A Water-Like Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
9.12.3 Maxithermal, Critical Double and Cuspoidal Points . . . . 283

9.13 Decorated Lattice Gas Mixtures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290



Table of Contents XI

10. The Six-Vertex Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
10.1 Two-Dimensional Ice-Rule Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
10.2 Parameter Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
10.3 Graphical Representation and Ground States . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
10.4 Free Energy and Transfer Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
10.5 Transfer Matrix Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301

10.5.1 The Case n = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
10.5.2 The Case n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
10.5.3 The General n Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304

10.6 The Low-Temperature Frozen Ferroelectric State . . . . . . . . . . . . . . 306
10.7 Wave-Number Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
10.8 The Solution of the Integral Equation for −1 < ∆ < 1 . . . . . . . . . 309
10.9 The Free Energy of the Disordered State . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

10.9.1 The KDP Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
10.9.2 Square Ice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
10.9.3 Non-Zero Polarization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

10.10 The Ferroelectric Transition in Zero Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
10.11 The Antiferroelectric State . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316
10.12 Field-Induced Transitions

to the Completely Polarized State . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
10.13 An Antiferroelectric in an Electric Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322
10.14 The Potts Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

10.14.1 The Staggered Six-Vertex Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
10.14.2 The Solvable Case ξhξv = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
10.14.3 The Solvable Case ξhξv = −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
10.14.4 The Polarization and Internal Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
10.14.5 Critical Exponents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332

A. Appendices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
A.1 Regular Lattices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
A.2 Elliptic Integrals and Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

A.2.1 Elliptic Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338
A.2.2 Elliptic Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
A.2.3 Results Required for Chapter 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340

A.3 The Water Molecule and Hydrogen Bonding . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342
A.4 Results for the Six-Vertex Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

A.4.1 The Proof of I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
A.4.2 The Proof of II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
A.4.3 The Proof of III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
A.4.4 The Proof of IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348

A.5 Fourier Transforms and Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349
A.5.1 Fourier Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349
A.5.2 Fourier Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349



XII Table of Contents

References and Author Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351

Subject Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365



http://www.springer.com/978-3-540-64437-8


