26 Statistische Schatztheorie

Die Schiitztheorie gehort neben der Testtheorie (siehe Kap.27-29) zu wichti-
gen Gebieten der mathematischen Statistik. Thre Aufgabe besteht darin, auf-
grund von Stichproben Methoden zur Ermittlung von Schétzungen fir un-
bekannte Parameter und Verteilungsfunktionen einer betrachteten Grundge-
samtheit (ZufallsgrofSe X) anzugeben.

ﬁ

Im Rahmen des vorliegenden Buches beschriinken wir uns auf Schétzungen
unbekannter Parameter fir eine ZufallsgroRe X. Schitzungen fiir unbekann-
te Verteilungsfunktionen lassen sich unter Verwendung empirischer Vertei-
lungsfunktionen durchfithren (siehe Abschn.23.3).

*

26.1 Einfiihrung

Bei statistischen Untersuchungen kénnen folgende zwei Fille auftreten: -
Man kennt fiir eine vorliegende Grundgesamtbeit (siche Kap.23), deren be-
trachtetes Merkmal durch eine ZufallsgrifSe X beschrieben wird,

* weder die Verteilungsfunktion (Wahrscheinlichkeitsverteilung) noch de-
ren Parameter (Erwartungswert, Varianz/Streuung,...).

* - die Verteilungsfunktion (Wahrscheinlichkeitsverteilung), aber nicht deren
Parameter (Erwartungswert, Varianz/Streuung,...).

Der letzte Fall tritt bei einer Reihe praktischer Untersuchungen auf, in de-
nen man die Verteilungsfunktion aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes
(sieche Abschn.20.3) bzw. der Eigenschaften bekannter Verteilungsfunktio-
nen (siche Kap.18) niherungsweise kennt. Illustrieren wir die Problematik
an einfachen Beispielen.

Beispiel 26.1:

a) Betrachten wir die Aufgabe aus Beispiel 18.2b. Dort haben wir ange-
nommen, dag bei der Produktion von Bolzen deren Léinge (ZufallsgrifSe
X) normalverteilt ist. Die Normalverteilung kann man hier aufgrund des
zentralen Grenzwertsatzes niherungsweise voraussetzen, da sich bei der
Produktion der Bolzen eine Reihe unabhingiger zufilliger Effekte tiber-
lagert. Des weiteren haben wir im Beispiel 18.2b den Erwartungswert
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H=50 mm (Sollwert) und die Standardabweichung 6=0.2 mm angenom-
men, d.h. eine N(50,0.2)-Normalverteilung. Ein Bolzen kann in diesem
Beispiel nicht mehr verwendet werden (d.h. ist defekt), wenn seine Lin-
ge um mehr als 0.25 mm vom Sollwert (Erwartungswert) 50 mm ab-
weicht.

Hier liegt der Idealfall vor, daR

*  Verteilungsfunktion (Normalverteilung)

*  Frwartungswert

*  Standardabweichung

der betrachteten ZufallsgroRe X bekannt sind.

aD)Es kann jedoch der Fall auftreten daf nur der Erwartungswert p=50
mm als Sollwert bekannt ist, wihrend man die Standardabweichung
¢ nicht kennt. Fir diesen unbekannten Parameter ¢ lassen sich
Schdtzwerte anhand entnommener Stichproben berechnen.
Wenn man in der betrachteten Grundgesamtbeit der Bolzen das
Merkmal der Ldnge (in mm) als ZufallsgréSe X verwendet, kann man
mit einem aus einer Stichprobe berechneten Schéitzwert fiir die Stan-
dardabweichung ¢ mittels der Verteilungsfunktion der Normalvertei-
lung N(50,0) bzw. der standardisierten Normalverteilung ®(x) z.B.
die Wabrscheinlichkeit dafur berechnen, daf ein der Produktion ent-
nommener Bolzen defekt ist:

P(X-501>025) =1 - P(JXx-50/<0.25)

= 1-P(50-025<X<504+025)=1-P(50.25)+P (4975)

<
o (g (o}

1o P(so-o.zs—so X-50 _ 5o+o.25—50)

=1-(®025/0) - ®(-025/06)) =2-(1~d0.25/0))

Einen Schdtzwert fir die unbekannte Standardabweichung ¢ der
ZufallsgréfSe X erhilt man beispielsweise, wenn man fiir eine aus der
Grundgesamtheit entnommene Stichprobe die Stichprobenstandard-
abweichung sy berechnet (siche Abschn.24.5.1).

a2)Hiufiger tritt bei dem betrachteten Beispiel der Fall auf, daf der Er-
wartungswert W unbekannt ist, wihrend man die Standardabwei-
chung ¢ kennt, da die zur Produktion der Bolzen verwandten Ma-
schinen Toleranzgrenzen haben. In diesem Fall ist man an Schitzwer-
ten fir den unbekannten Erwartungswert interessiert, die z.B. aus
entnommenen Stichproben durch Berechnung des Stichprobenmittels
gewonnen werden.
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b) Die Anzahl der beim Zerfall einer radioaktiven Substanz pro Zeiteinheit

o)

zerfallenen Atome iRt sich durch eine Zufallsgrofe X beschreiben, die
der Poisson-Verteilung geniigt. Diese diskrete Verteilung ist durch die
Wabrscheinlichkeiten
A,
P(X=k)=—k—'—-e (k=0,1,2,..)
vollstindig charakterisiert, wenn man den Parameter A (Erwartungs-
wert) kennt (sieche Abschn.18.1). Anhand von Stichproben kann man
Schdtzwerte fur den unbekannten Erwartungswert A berechnen, wenn

man z.B. die aus den Stichproben berechneten Stichprobenmittel heran-
zieht (sieche Abschn.24.5.1).

Bei der Produktion von Leuchtraketen ist die Wabrscheinlichkeit p ge-
sucht, dag eine beliebig entnommene Rakete funktioniert, d.h. brauch-
bar ist.

Der Ereignisraum Q fir dieses Zufallsexperiment enthilt nur die beiden
Elementarereignisse ®, (unbrauchbar) und ®, (brauchbar), d.h., er hat
die Form

Q = {(00,(01}

Um die Wahrscheinlichkeit p fiir einen bestimmten Produktionszeitraum

exakt zu bestimmen, miiRte man alle produzierten Raketen ausprobie- .
ren. Dieses Verfahren ist aber praktisch (6konomisch) nicht vertretbar.

Deshalb wird nur eine zufdllige Stichprobe entnommen, um einen

Schdtzwert fur die unbekannte Wahrscheinlichkeit p zu erhalten. Da das

zu untersuchende Merkmal einen qualitativen Charakter (unbrauchbar,

brauchbar) besitzt, definieren wir eine zugehérige Zufallsgrifie X bei-

spielsweise in der Form

X(0,)=0 , X(®,)=1

Diese Zufallsgrdfse X gentigt einer Null-Eins-Verteilung (siehe Abschn.
18.1) mit dem Erwartungswert

EX=p
Fir eine aus der Produktion entnommene (eindimensionale) Stichprobe

X1, Xpy 00e, X

n -

vom Umfang n kann man deshalb als Schétzwert fiir die unbekannte
Wahrscheinlichkeit p den empirischen Mittelwert (Stichprobenmittel)

n
— 1
x=1%5
n i=1
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verwenden, wenn fir die Werte x; der Stichprobe 0 bzw. 1 gesetzt wird,
falls die entsprechende Rakete unbrauchbar bzw. brauchbar war.
L4

=

Die gegebenen Beispiele lassen erkennen, daR zur Bestimmung unbekann-
ter Parameter © der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Grundgesamtheit
nur die Moglichkeit bleibt, durch entnommene Zufallsstichproben Informa-
tionen zu erhalten. Dabei stellt eine zufdllig entnommene Stichprobe eine
Realisierung der die betrachteten Merkmale der Grundgesamtbeit beschrei-
benden Zufallsgroffen X, Y, ... dar, wie aus Kap.23 zu ersehen ist.

Die Schdtzung unbekannter Parameter © einer Grundgesamtheit (Zufalls-
grofSe X) bildet einen Schwerpunkt der Schditztheorie. In der Schitztheorie
unterscheidet man zwischen Punkt- und Intervallschitzungen fir die unbe-
kannten Parameter:

* Eine Punktschdtzung liefert einen Schdtzwert © fiir den unbekannten
Parameter O.

*  Eine Intervallschdtzung liefert ein Intervall, in dem der unbekannte Pa-
rameter © mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt.

Beide Arten von Schitzungen lernen wir in den Abschn.26.3 und 26.4 ken-
nen. Da Schitzungen auf der Basis von Schdtzfunktionen durchgefiihrt wer-
den, besprechen wir diese vorher im Abschn.26.2.

L4

=

Bei einer Reihe praktischer Aufgaben kennt man die Verteilungsfunktionen
ndberungsweise aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes (siehe Abschn.
20.3) bzw. der Eigenschaften bekannter Verteilungsfunktionen (siehe Kap.
18), so daR nur unbekannte Parameter zu schitzen sind.

Falls jedoch die Verteilungsfunktion F(x) einer Grundgesamtheit (Zufallsgri-
Jf8e X) unbekannt ist, kann man durch eine entnommene Stichprobe mittels
der empirischen Verteilungsfunktion

F ()

eine Schdtzung fur F an der Stelle x geben (siche Abschn.23.3).
L4

26.2 Schatzfunktionen

Die Schdtzung © eines unbekannten Parameters © einer Grundgesamtheit
(ZufallsgréfSe X) wird fiir eine mathematische Stichprobe

(X;, Xy, oo, X))

vom Umfang n mittels Stichprobenfunktionen
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0= 60X, X;, .., X)

durchgefiihrt. Diese Stichprobenfunktionen sind ebenfalls wieder Zufalls-
grdfen, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Verteilungsfunktion
der Grundgesamtheit (ZufallsgréfSe X) abhingen kann (siehe Abschn.23.5).

=

Im Rahmen der Schditztheorie heilen Stichprobenfunktionen Punktschdit-
zungen, Punkischdtzfunktionen, Schdtzfunktionen, Schéitzungen oder
Schatzer. Wir verwenden im vorliegenden Buch die Bezeichnung Punkt-
schadtzfunktion. Eine Punkischdtzfunktion ist somit eine Zufallsgrofe und
besitzt eine Wabrscheinlichkeitsverteilung.

Eine Realisierung

(:)r= 0 (X1, X5, ooy, X))
der Punktschdtzfunktion
0= 0(X,X,, .., X))

fir eine konkrete eindimensionale Stichprobe

Xy, Xz, oo, Xp

vom Umfang n bezeichnet man als Schdtzwert

~

8]

T
fir den unbekannten Parameter
e

d.h., man erhalt diesen Schitzwert, indem man in die Punktschitzfunktion
die Zahlenwerte einer konkreten Stichprobe einsetzt.
¢
Beispiel 26.2:
Im Beispiel 23.4 haben wir die Punktschdtzfunktion
X; + X, + .. +X

X= X(X,X;,..,%X)= n
n

fir die mathematische Stichprobe

X, Xy, oy X,

kennengelernt, die man zur Schdtzung des unbekannten Erwartungswertes
EX) einer vorliegenden Grundgesamtheit (ZufallsgréfSe X) heranziehen
kann. Die so berechnete Funktion X (Stichprobenmittel) ist ebenfalls eine
Zufallsgréfe, die fur grofes n ndberungsweise normalverteilt ist, selbst
wenn die Zufallsgrofe X der Grundgesamtheit eine andere Wahrscheinlich-
keitsverteilung besitzt. Dies ist eine Folgerung aus dem zentralen Grenz-
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wertsatz, da sich X als Summe unabhingiger Zufallsgrofen darstellt (siche

Abschn. 20.3). Fur eine konkrete Stichprobe
Xy, Xg, oor 5 Xp

vom Umfang n ergibt sich durch Einsetzen als Schdtzwert der empirische
Mittelwert X (Stichprobenmittel)

Xy + X, + .+ X,

n

fir den unbekannten Erwartungswert E(X). Einen weiteren Schitzwert kann
man unter Verwendung des empirischen Medians gewinnen (siehe Abschn.
24.5.1 und Beispiel 26.3).

.

26.3 Punktschatzungen

Eine Punkischdtzfunktion
6= 06X, X, ..., X)

ist eine Stichprobenfunktion, die dadurch charakterisiert ist, da man durch
Einsetzen einer konkreten eindimensionalen Stichprobe

Xl ’ X2 [} LY Xn

vom Umfang n einen einzigen Zahlenwert gewinnt, den man als Schdizwert
fiir den unbekannten Parameter © einer vorliegenden Grundgesamtheit
(Zufallsgrife X) verwendet. Hiermit erhilt man aber keine Aussagen uber
die Genauigkeit des berechneten Schdtzwertes.

=

Bei Stichproben mit kleinem Umfang konnen bei Punktschdtzungen erhebli-
che Febler auftreten. Deshalb werden in der statistischen Schitztheorie zu-
sitzlich Intervallschdtzungen entwickelt, die bzgl. der Genauigkeit Aussa-
gen liefern (siehe Abschn.26.4).

¢

=

In einer Reihe von Fillen lassen sich zur Schdtzung eines unbekannten Pa-
rameters
e

mebrere Punkischdtzfunktionen

a~

)

angeben. So kann man z.B. zur Schitzung des unbekannten Erwartungswer-
tes EX) einer ZufallsgrofSe X den

*  empirischen Mittelwert
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*  empirischen Median

heranziehen (siehe Beispiel 26.3).
¢

Von dem Statistiker R.A. Fisher wurden folgende Eigenschaften fur eine
Punkischdtzfunktion

0= 0(X,, Xy, oo, XD

gefordert, um eine moglichst “gute” Schétzung fir einen unbekannten Pa-
rameter

0

zu erhalten:
o Erwartungstreue (Unverzerrtheil)

Eine Punkischdtzfunktion
0= 06X, Xy, oo, X))

eines unbekannten Parameters © heiflt erwartungstreu (unverzerr,
wenn gilt Y
E(&)=0

d.h., der Erwartungswert der gelieferten Schitzung O ist gleich dem ge-
suchten Parameter © .

Gilt diese Eigenschaft nur in der schwicheren Form fiir n—ee, so heifdt .

die Schitzung 6 asymptotisch erwartungstreu bzw. asymptotisch unver-
zerrt.

o Konsistenz

Eine Punktschdtzfunktion
0= 0(X,, Xy, .., X))

eines unbekannten Parameters © heifdt konsistent, wenn sie fir n—oeo
gegen den gesuchten Parameter © in Wahrscheinlichkeit konvergiert,
d.h. fiir beliebiges € > 0 folgendes

lim P(1O® (X,,X,, ..., X)-0O|<e)=1

n—oo
gilt.
s Effizienz

Betrachten wir zwei erwartungstreue und konsistente Punkischdtzfunk-
tionen

0,=6,(X,,%X,, ..., X)) und 0, =0,(X,, X, ..., X))
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fiir einen unbekannten Parameter © . Dann heiftt die Punkischdtzfunk-
tion

0,=06,(X;, X,, ., Xp)

n

effizienter (wirksamer) als

0, =6,(X,, X, , ..., X)

wenn fiir ihre Varianzen/Streuungen gilt
6%(6,) < 6%(0,)

Als effiziente Punkischdtzfunktion wird diejenige mit der kleinsten Va-
rianz/Streuung bezeichnet. Eine nichteffiziente Punktschitzfunktion wird
als ineffizient bezeichnet.

=

Gibt es fiir eine praktische Aufgabe mehrere Punktschitzfunktionen, die alle
gegebenen Eigenschaften besitzen, so wird man eine von diesen verwen-
den. Wenn nur Schitzfunktionen vorliegen, die einige dieser Eigenschaften
haben, so muR der Anwender iiber die Auswahl entscheiden.

L4

=

Das Nachpriffen der gegebenen Eigenschaften ist fiir eine vorliegende
Punktschitzfunktion nicht immer einfach. Deshalb geben wir im folgenden
die Eigenschaften fur die zwei hiufig benétigten Punkischitzfunktionen
Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz.

*

=

Betrachten wir Punbktschditzfunktionen fur die beiden Parameter Erwar-
tungswert und Varianz/Streuung einer ZufallsgréfSe X. Man kann beweisen,
daR die Punktschdtzfunktion

s oz o XatXer. X, 13

|
\g|
25

(Stichprobenmittel)
n n g

fir die Zufallsgrofe X mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung
erwartungsireu, konsistent und effizient ist.

Eine Realisierung des Stichprobenmittels fir eine konkrete eindimensio-
nale Stichprobe
Xy, X3, o, X
vom Umfang n liefert als Schdtzwert fir den Erwartungswert
EX) =p

den empirischen Mittelwert (siehe Abschn.24.5.1)
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=1

X

i=1

Edl
1]
=l

Der Median (siehe Abschn.24.5.1) liefert ebenfalls eine erwartungstreue
Schditzung fiir den Erwartungswert, die allerdings nicht effizient ist.

1 —
* 8% = — Z(Xi ~ X)? (Stichprobenvarianz)

fur die Zufallsgréffe X mit einer beliebigen Verteilung erwartungstreu
und konsistent ist.

Eine Realisierung der Stichprobenvarianz fir eine konkrete eindimen-
sionale Stichprobe

X1, X5, o, Xp

vom Umfang n liefert als Schétzwert fur die Varianz/Streuung
VX) = ¢? N
die empirischen Varianz/Streuung (siehe Abschn.24.5.1)

1 n

2 =2
sy = . E x;—-X)
X n-1 < i

Wenn man in der Formel der Stichprobenvarianz statt durch n—1 durch
n dividiert, d.h., die Formel in der Form

verwendet, so ist die hierdurch erhaltene Punktschitzfunktion nicht er-
wartungstreu, sondern nur asymptotisch erwartungstreu.

n-1 43

* Sy = J 1 -2‘(Xi -X)? (Stichprobenstandardabweichung)

fir die ZufallsgréfSe X mit einer beliebigen Verteilung als Schdtzung fir
die Standardabweichung © nicht erwartungstreu ist. Obwohl die Stich-
probenvarianz

Sk

erwartungstreu ist, kann fir Sy nur asymptotisch erwartungstreu nach-

gewiesen werden.
¢
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=

Die Systeme MATHCAD und MATLAB stellen zur Berechnung von empiri-
schen Mittelwert, Median und Varianz/Streuung vordefinierte Funktionen
zur Verfiigung, die wir bereits im Abschn.24.5.1 kennenlernten. Damit kén-
nen beide Systeme erfolgreich zur Schdtzung von Erwartungswert und Va-
rianz/ Streuung einer Grundgesamtheit (ZufallsgrdfSe X) herangezogen wer-
den, wie wir im Beispiel 26.3 illustrieren. Da man in beiden Systemen be-
liebige Funktionen einfach definieren kann (siehe Abschn.13.1.3) lassen sie
sich auch zur Berechnung beliebiger Punktschdtzfunktionen einsetzen.

¢

Beispiel 26.3:

Betrachten wir ein Zablenbeispiel fir die Schédtzung (Punktschdtzung) der
unbekannten Parameter

*  Erwartungswert L

*  Varianz/Streuung c¢*

fir eine gegebene ZufallsgréfSe X:

Wir untersuchen die Produktion eines Zubehorteils, d.h., die betrachtete
Grundgesamtheit besteht aus den in einem bestimmten Zeitraum produzier-
ten Teilen. Das zu untersuchende Merkmal dieser Grundgesamtheit sei die
Linge des Zubehorteils (in cm) und werde durch die ZufallsgréfSe X be-
schrieben. Fir die Zufallsgrofe X kann niherungsweise eine Normalvertei-
lung aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes vorausgesetzt werden, da sich
bei der Produktion des Zubehorteils eine Reihe unabhingiger zufilliger Ef-
fekte {iberlagert. Fur die folgenden Rechnungen benétigen wir keine Aus-
sagen uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

Um Aussagen Uber die ZufallsgrifSe X zu erhalten, wird eine Zufallsstich-
probe von sieben Teilen aus der Produktion entnommen und gemessen,
wobei folgende Zahlenwerte (in cm) fir die Linge erhalten werden:

2.33 2.34 2.37 2.32 2.35 2.37 2.34

Diese MeRwerte bilden eine Stichprobe vom Umfang 7 aus der betrachteten
Grundgesamtheit der Zubehorteile, fiir die wir im folgenden mittels MATH-
CAD und MATLAB als Schdtzwert fir

e den unkannten Erwartungswert

* 23457  mittels des empirischen Mittelwertes (erwartungstreue und
effiziente Schitzung)

* 2,34 mittels des Medians (erwartungstreue aber ineffiziente
Schitzung)

¢ die unbekannte Varianz/Streuung
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0.0003619  mittels der empirischen Varianz/Streuung (erwartungstreue
und effiziente Schitzung)

erhalten:

2.33
2.34
2.37
x:=| 2.32
2.35
2.37
2.34

mean ( x) = 2.3457 median ( x )=2.34 var (x) = 3.619x 107

>>x=[2.33 2.34 237 232 2.35 2.37 2.341];
>> mean ( X )
ans =
2.3457
>> median (x)
ans =
2.3400

>>var (x)

ans =

3.6190e—-004

Bisher haben wir vorgegebene Punkischdtzfunktionen betrachtet und diese
bzgl. spezieller Eigenschaften (Erwartungstreue, Konsistenz, Effizienz..) un-
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tersucht. Es stellt sich nun die Frage, wie man iiberhaupt zu einer Punki-
schéitzfunktion gelangt, die zusitzlich noch gewisse Eigenschaften besitzt.
Hierzu wurden Methoden entwickelt, von denen wir die

*  Maximum-Likelibood-Methode
*  Methode der kleinsten Quadrate
*  Momentenmethode

in den folgenden Abschn.26.3.1-26.3.3 kennenlernen.
.

26.3.1 Maximum-Likelihood-Methode

Die von R.A. Fisher entwickelte Maximum-Likelibood-Methode zur Kon-
struktion einer Punkischdtzfunktion setzt voraus, daf3 die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Grundgesamtheit (Zufallsgrofse X) bekannt ist, wihrend
gewisse Parameter unbekannt sind. Wir beschrinken uns im folgenden auf
einen unbekannten Parameter @, da die Problematik bei mehreren Parame-
tern analog ist, wie wir im Beispiel 26.4c fiir zwei Parameter illustrieren.
Ausgangspunkt der Maximum-Likelibood-Methode ist eine konkrete Stich-
probe vom Umfang n, die aus der zu untersuchenden Grundgesamtheit (Zu-
fallsgréfSe X) entnommen wurde. Das Prinzip dieser Methode besteht darin,
bei vorliegenden Daten einer Stichprobe dasjenige Modell zu verwenden,
unter welchem diese Daten die grofSte Wabrscheinlichzkeit des Auftretens
besitzen.

Um das Prinzip einer Maximum-Likelibood-Metbode bei einem unbekann-
ten Parameter © zu realisieren, bildet man die Likelibood-Funktion

L(X;, X3, ovr s X5350)
der konkreten Stichprobe
Xy, Xy oo, Xp

vom Umfang n, die von den Zahlenwerten dieser Stichprobe und dem un-
bekannten Parameter © abhingt und folgendermafen definiert ist:

o L(x;, X3, ..., X,;0)=
P(X =xy; ) P(X=x,;0) .. ‘P(X=x,;0)
fiir eine diskrete ZufallsgrdfSe X mit den Einzelwabrscheinlichkeiten

P(X=x;;0) (i=1,2,..,n)

Wenn man die Wabrscheinlichkeitsfunktion [ verwendet (siehe Abschn.
18.1), so schreibt sich die Likelibood-Funktion fur diskrete Zufallsgrofen
in der Form

L(Xl 5 XZ y ety Xn;e) = f(xl;e)'f(XZ;e)' ses -f(Xn,@)
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o L(xy, X3, v, X330) = f(%4;0)-f(x,;0) ... -f(x,;0)

fur eine stetige ZufallsgréfSe X mit der Wabrscheinlichkeitsdichte
f(t; ©)

=

Wir haben gesehen, daf8 sich die Likelibood-Funktion allgemein in der Form

L(xy, X3, ..., X,;0)

f(x,; 0)-f(x,;0)- ... -f(x,; 0)

[Ifcx; o
k=1

schreibt, worin f fiir
*  diskrete ZufallsgréfSen

die Wahrscheinlichkeitsfunktion
*  stetige ZufallsgrofSen

die Wahrscheinlichkeitsdichte

bezeichnet. Wenn man in die Likelibood-Funktion die Zahlenwerte

Xy, Xg, -, Xq

einer konkreten eindimensionalen Stichprobe vom Umfang n einsetzt, so ist
sie nur noch eine Funktion des unbekannten Parameters © .
¢

=

Die Vorgebensweise bei der Anwendung der Maximum-Likelibood-Methode
besteht im folgenden:

* Es wird ein Schdtzwert (Maximum-Likelibood-Schdtzwerd) fur den unbe-
kannten Parameter © in Abhingigkeit von einer vorliegenden Stichpro-
be so bestimmt, daf die Likelibood-Funktion bzgl. © ein Maximum an-
nimmt.

*  Unter der Voraussetzung, daf die Likelibood-Funktion differenzierbar ist,
kann man die notwendige Bedingung

0

6 L(x;, X, ooo, X1350) =0
fiir ein relatives Maximum heranziehen und eventuell noch zusitzlich
die binreichende Bedingung verwenden, um das Maximum von L zu
bestimmen. Damit erhdlt man als Losung der gegebenen Gleichung ei-
nen Schdtzwert (Maximume-Likelibood-Schéitzwer?) fir den unbekannten
Parameter © .
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* Hiufig ist es fiir die Berechnung glinstiger, den natirlichen Logarithmus
der Likelibood-Funktion zu benutzen, d.h.

InL(x;, X;, .., X;50) = Ylnf(x,;0)
k=1

Diese Funktion besitzt offensichtlich die gleichen Maxima wie die ur-
spriingliche Funktion. Man erhilt hierfiir die folgende notwendige Be-
dingung fiir ein Maximum:

Jd Q& L 1 d

— YInf(x;0) = —— —f(x%,,;0) = 0

20 El k kzl f(x,;0) 00 &

.

W

For die mittels der Maximum-Likelibood-Methode bestimmte Punkischiitz-
Sfunktion (Maximum-Likelibood-Schdtzfunktion) kann man unter gewissen
Bedingungen beweisen, daR sie asymptotisch erwartungstreu, konsistent
und asymptotisch normalverteilt sind.

.

Wenn man die Likelibood-Funktion fir eine Aufgabe per Hand aufgestellt
hat, kann man zur Bestimmung ihres Maximums die Systeme MATHCAD
und MATLAB heranziehen, indem man die vordefinierten Funktionen zur
Differentiation und Gleichungsauflosung beider Systeme verwendet, wie im
folgenden Beispiel 26.4a—c illustriert wird.

MATLAB besitzt zusitzlich vordefinierte Funktionen zur Maximum-Likeli-
hood-Methode:

MATLAB stellt mit der allgemeinen vordefiniertenn Funktion
mle ( ‘Verteilung , x)

eine Maximum-Likelibood-Schétzfunktion fur die unbekannten Parameter
einer Zufallsgrofe X mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung ‘Verteilung zur
Verfiigung, wobei sich die Zahlenwerte der konkreten Stichprobe im Vektor
x befinden miissen. Dabei ist fiir ‘Verteilung der MATLAB-Name fiir die
vorliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung einzusetzen. Die Anwendung
dieser Funktion illustrieren wir im Beispiel 26.4a. .
Des weiteren sind in MATLAB noch Maximum-Likelibood-Schdtzfunktionen
fiir spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen vordefiniert, wie z.B.

* binofit(x,n)
fur die Binomialverteilung

* normfit(x)
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far die Normalverteilung
* poissfit(x)
far die Poisson-Verteilung

Die Anwendung dieser Funktionen gestaltet sich problemlos, wobei x den
Vektor der Zahlenwerte der vorliegenden Stichprobe darstelit. Der Anwen-
der erhilt zusitzliche Informationen zu diesen Funktionen aus der Hilfe von
MATLAB. Deshalb sind im folgenden alle Funktionen zur Parameterschit-
zung aus dem MATLAB-Hilfefenster aufgelistet:

Parameter estimation.
betafit - Beta parameter estimation.
binofit - Binomial parameter estimation.
expfit - Exponential parameter estimation.
gamfit - Gamma parameler estimation.
mle - Maximum likelibood estimation.
normfit - Normal parameter estimation.
poissfit - Poisson parameter estimation.
raylfit - Rayleigh parameter estimation.
unifit - Uniform parameter estimation.
weibfit - Weibull parameter estimation.

Wir illustrieren die Anwendung dieser in MATLAB vordefinierten Funktio-
nen im Beispiel 26.4a und c fiir die Funktionen normfit, poissfit und mle.

Beispiel 26.4:

a2) Bestimmen wir einen Maximume-Likelibood-Schéitzwert fur den unbe-
kannten Parameter © = A (Erwartungswert) einer Poisson-verteilten
Grundgesamtheit (diskrete ZufallsgréfSe X) anhand einer konkreten Stich-
probe

Xy, Xg, oor 5, Xp

vom Umfang n. Mit der Wabrscheinlichkeit
k

P(X=k)=%-e”‘ (k=0,1,2,..)

fur die Poisson-Verteilung (siche Abschn.18.1) ergibt sich damit die fol-
gende Likelibood-Funktion

n A,xk
L(Xy, X3, eor, Xp3A) = e'“'}‘-l I—
k=1 Xk
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..

Da sich die Maximierung dieser Funktion schwierig gestaltet, empfiehlt
sich die Logarithmierung der Likelibood-Funktion:

InL(X;, X3, oo, Xp;A) = —n-A+Ink- Y, x, - iln(xk!)
k=1

k=1

fiir die die notwendige Bedingung

1 n
InL(x;, X3, ., Xp5A)=—n+ — 2 x, =0
ETY 1 2 MZ; k
die Losung
7»= l‘EXk=i
n g=1

liefert, d.h., der berechnete Maximum-Likelibood-Schétzwert fir den Er-
wartungswert A ist gleich dem empirischen Mittelwert X .

Die per Hand durchgefithrten Rechnungen kénnen von MATHCAD er-
ledigt werden:

MATHCAD berechnet mit seinem vordefinierten Operator zur Differen-
tiation und dem Schliisselwort solve zur Gleichungslosung (siehe Ab-
schn.12.5) das per Hand berechnete Ergebnis nur bei Verwendung der
logarithmierten Likelihood-Funktion:

n

Y x

n n
Q_ n(2)- 2 Z in(xk!) — n-A | = 0 solve, A —>-15-n—1—

Mit MATLAB ist es dem Autor nicht gelungen, die erforderlichen symbo-
lischen Rechnungen zur Berechnung der Maximum-Likelibood-Schiditz-
wertes fir den Erwartungswert A der Poisson-Verteilung mittels der vor-
definierten Funktionen diff und solve zur Differentiation bzw. Glei-
chungslosung durchzufiihren.

Deshalb wenden wir die vordefinierte Funktion poissfit von MATLAB
an, um fir eine konkrete Stichprobe den Maximum-Likelibood-Schditz-
wert fir den Erwartungswert A zu berechnen:
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Dazu betrachten wir die Anzaht X der in einem kurzen Zeitintervall zer-
fallenden Atome eines radioaktiven Stoffes, die einer Poisson-Verteilung
geniigen soll, und verwenden folgende konkrete Stichprobe:

1011912138
MATLAB berechnet mittels

>>x=[10119121381];
>> poissfit (x)
ans =

10.5000

als Maximum-Likelibood-Schdtzwert des Erwartungswertes A den zu Be-
ginn theoretisch berechneten empirischen MittelwertX , wie die Berech-

nung des empirischen Mittelwerts mittels der in MATLAB vordefinierten
Funktion mean zeigt:

>> mean ( X )
ans =
10.5000

Das gleiche Ergebnis ergibt sich, wenn man die allgemeine Funktion
mle auf die Poisson-Verteilung anwendet:

>> mle (’poiss’ , x)

ans =

10.5000

N

b) Verwenden wir die Maximum-Likelibood-Metbode um die unbekannte
Wabrscheinlichkeit p=P(A) fiir das Eintreten eines Ereignisses A zu
schditzen, d.h., es ist der Parameter © = p zu schéitzen. Dazu verwendet
man eine Null-Eins-verteilte ZufallsgréfSe X der folgenden Form

X 0 Ereignis A nicht eingetreten
Tl Ereignis A eingetreten

mit den Wabrscheinlichkeiten
PX=0)=1-p und P(X=1)=p

Zur Bestimmung eines Schéitéwertes fir die unbekannte Wahrscheinlich-
keit p fithrt man n Zufallsexperimente (zufillige Versuche) durch (z.B.
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n=100) und beobachtet, wie oft hierbei das Ereignis A eintritt. Damit ha-
ben wir eine konkrete eindimensionale Stichprobe

X1, X3, .00 5 X900

vom Umfang 100 vorliegen, wobei die Stichprobenwerte nur die Zahlen
1 oder 0 annehmen kénnen, je nachdem ob das Ereignis A eingetreten
ist oder nicht.

Wenn das Ereignis A in der Stichprobe z.B. 70 mal eintritt, so hat die Li-
kelibood-Funktion folgende Gestalt

L(X;, X3, e, Xp3P) = P(X=0; p)*-P(X=1;p)°
=1-p®. p

Wenn wir die logarithmierte Likelibood-Funktion

InL(x;, x5, ... , X05P)=30-In(Q-p) + 70-1np

nach p differenzieren und Null setzen, so ergibt sich die folgende Glei-

chung als notwendige Bedingung fiir ihr Maximum

_0 0
1-p p

Aus dieser Gleichung erhilt man durch einfache Auflosung nach p die

Ldsung

0

Die durchgefiihrten Rechnungen lassen sich in MATHCAD und MATLAB
mit den Moglichkeiten zur Differentiation und Gleichungslosung erledi-
gen:

Wir verwenden den vordefinierten Operator zur Differentiation und das
Schliisselwort solve zur Gleichungsiosung (siehe Abschn. 13.2 und 12.5),
um die notwendige Bedingung fiir ein Maximum aufzustellen und nach
p aufzuldsen:

—C—l—(30-ln(1—p) + 70-1n(p)) = 0 solve , p - A
dp 10

Damit berechnet MATHCAD als Ldsung 7/10.
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9]

Wir verwenden die beiden vordefinierten Funktionen diff und solve zur
symbolischen Differentiation bzw. Gleichungslésung (siehe Abschn. 13.2

und 12.5), um die notwendige Bedingung fiir ein Maximum aufzustellen
und nach p aufzul6sen:

>>syms p ;solve (" diff (30 *log (1 ~-p)+70*log(p)=0,p)’
P

ans =

7/10

Damit berechnet MATLAB als Losung 7/10.

Die berechnete Losung 0.7 ist ein Maximume-Likelibood-Schétzwert fir
die unbekannte Wabrscheinlichkeit p. Man sieht, daf dieser Maximum-
Likelibood-Schétzwert die relative Hiufigkeit liefert (sieche Abschn.16.2.2).

Verwenden wir die Maximum-Likelibood-Methode um den unbekannten
Erwartungswert i und die unbekannte Varianz/Streuung o fir eine
N(u,0)-normalverteilte ZufallsgréfSe X zu schitzen. In diesem Beispiel
sind zwei Parameter zu schitzen, d.h. die Likelibood-Funktion hat fir
eine konkrete eindimensionale Stichprobe

Xl 3 X2 ’ cer y Xn

vom Umfang n fir die Normalverteilung die folgende Gestalt

1
1 )

2 20
L(xy, X3, ., Xp; H,0°) = ———€ !

(\lz-n-oz)n

d.h., sie ist eine Funktion der zwei Variablen p und 6*. Zur einfacheren
Berechnung eines lokalen Maximums wird die Likelibood-Funktion loga-
rithmiert. Danach ergeben sich als notwendige Bedingungen fiir ein
Maximum die beiden Gleichungen

n
dlnL _ :7172 (Xi —H)= 0
i=1

M:

x - p)?

0

op

dlnL n 1 <
3 2 2.54'2 (x-pf =0

i=1
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deren Losungen

M=
2
i
ol

Ii
—

1
=
n

1 n
o’=— ¥ (x-pnf = sk
n =1

man z.B. durch Elimination erhilt.

Die erhaltenen Losungen liefern die Maximum-Likelibood-Schdtzfunktio-
nen fir die beiden unbekannten Parameter Erwartungswert i und Vari-

anz/Streuung o° der Normalverteilung. Man sieht, daf sich als Maxi-
mum-Likelibood-Schdétzfunktion fur

* den Erwartungswert
— 1 &
das Stichprobenmittel X = =-Y X,
n g

* die Varianz/Streuung

1 & =
die Stichprobenvarianz % =—-,(X;~X)?
n

ergeben, wobei allerdings fir die Varianz/Streuung nur der asympto-
tisch erwartungstreue Wert geliefert wird, da in der berechneten Formel
durch n dividiert wird (siehe Abschn.24.5.1).

Berechnen wir die eben per Hand erhaltenen Maximum-Likelibood-
Schdtzfunktionen mittels MATHCAD und MATLAB:

Mittels MATHCAD [t sich das Ergebnis ohne Logarithmierung der Li-
kelihood-Funktion berechnen. Wir setzen die Variable

o’ gleich s.

Damit ermittelt MATHCAD mit seinem vordefinierten Operator zur Diffe-
rentiation und dem Schliisselwort solve zur Gleichungslosung (siehe
Abschn.12.5) das gegebene Ergebnis, wobei das Ergebnis fiir s in einer
anderen Form geschrieben wird. Die Uberfiihrung in die oben gegebene
Form uberlassen wir dem Leser:
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n
-1 2
— 2. (sw) 2
i=1
€

' =0 EEEDRIEN
A <

Bei MATLAB ist es dem Autor nicht gelungen, die erforderlichen symbo-
lischen Rechnungen zur Berechnung der Maximum-Likelibood-Schditz-
Sunktion fir Erwartungswert und Varianz/Streuung der Normalverteilung
mittels der vordefinierten Funktionen diff und solve zur Differentiation
bzw. Gleichungslésung durchzufiihren.

Deshalb wenden wir die vordefinierten Funktionen normfit und mle
von MATLAB an, um fiir eine konkrete Stichprobe die Maximum-
Likelibood-Schdtzwert fur Erwartungswert und Varianz/Streuung zu be-
rechnen: )
Wir betrachten dazu die Aufgabe aus Beispiel 26.3, in der wir die Pro-
duktion eines Zubehorteils untersuchen d.h., die betrachtete Grundge-
samtheit besteht aus den in einem bestimmten Zeitraum produzierten
Teilen. Das zu untersuchende Merkmal dieser Grundgesamtheit sei die
Linge des Zubehorteils (in cm) und werde durch die ZufallsgréfSe X be-
schrieben.

Um Aussagen iber die ZufallsgréfSe X zu erhalten, werden zufillig sie-
ben Teile aus der Produktion entnommen und gemessen, wobei wir fol-
gende Zahlenwerte (in cm) annehmen:

2.33 2.34 2.37 2.32 2.35 2.37 2.34

Diese MeBwerte bilden eine Stichprobe vom Umfang 7 aus der betrachte-
ten Grundgesamtheit der Zubehorteile.

MATLAB berechnet mittels

>>x =[2.33 2.34 2.37 2.32 2.35 2.37 2.34 ] ;

>>[m,s]=normfit (x)

m=

2.3457
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s =
0.0190

fiir die gegebene Stichprobe als Maximum-Likelibood-Schdtzwert den
empirischen Mittelwert m =2.3457 und die empirische Standardabwei-
chung s=0.0190

Bei Anwendung der allgemeine Funktion mle auf die Normalverteilung
berechnet MATLAB:

>>x =[2.33 2.34 2.37 2.32 2.35 2.37 2.34 ] ;
>> mle ( ’norm’ , X )
ans =

2.3457  0.0176

d.h., fiir die berechnete empirische Standardabweichung ergibt sich eine
kleine Abweichung.

4

26.3.2 Methode der kleinsten Quadrate

Die bekannte bereits von GauR angewandte Methode der kleinsten Quadrate
haben wir schon bei der empirischen Regression kennengelemt (siche
Abschn.24.6), so da wir das Prinzip nur anhand eines Beispiels illustrieren.
Des weiteren werden wir diese Methode im Kap.30 im Rahmen der Korre-
lation und Regression erfolgreich einsetzen.

Die Methode der kleinsten Quadrate ist eng mit der Maximum-Likelibood-
Methode verwandt und kann noch benutzt werden, wenn die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der betrachteten Grundgesamtheit (Zufallsgrofe X) nicht
bekannt ist.

Betrachten wir als Anwendungsbeispiel die Schitzung des unbekannten Er-
wartungswertes E(X)=p einer Grundgesamtheit (Zufallsgréfse X) mittels der
Methode der kleinsten Quadrate.

Beispiel 26.5:

Fiir eine konkrete eindimensionale Stichprobe

X1, Xg, 0, X

vom Umfang n soll mittels der Methode der kleinsten Quadrate ein Schditz-
wert (Kleinst-Quadrate-Schdtzwer?) fir den unbekannten Erwartungswert

EX)=pn
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einer gegebenen Grundgesamtheit (ZufallsgrofSe X) bestimmt werden.

Das Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate besteht darin, einen Schdtz-
wert X fur p so zu bestimmen, daf die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen zwischen den Stichprobenwerten und dem gesuchten Parameter p
minimal werden, d.h., es ist die folgende Minimierungsaufgabe zu lésen:

Z(X —x)z— memum Z(X —-u)z

i=1

Die Losung dieser Aufgabe ergibt sich einfach aus der notwendigen Bedin-
gung fir ein relatives Minimum durch Nullsetzen der ersten Ableitung bzgl.
{. Man erhilt das Ergebnis

n
o1
R
i=1

d.h., der ermittelte Kleinst-Quadrate-Schdtzwert ist gleich dem empirischen
Mittelwert X . Als Kleinst-Quadrate-Schdtzfunktion ergibt sich damit das
Stichprobenmittel X
n
l 2 X;
n g
*

<

Die Systeme MATHCAD und MATLAB konnen erfolgreich fiir die Methode
der kleinsten Quadrate herangezogen werden, da sie die hier auftretenden
Minimierungsaufgaben mittels ihrer vordefinierten Funktionen zur Differen-
tiation und Gleichungslosung 16sen koénnen.

L4

26.3.3 Momentenmethode

Diese einfach zu handhabende Methode wurde bereits ofters angewandt.
Das Prinzip der Momentenmethode besteht darin, einen Parameter, der sich
durch ein theoretisches Moment ausdriicken liRt (siehe Kap.19), durch den
entsprechenden Ausdruck des empirischen Moments zu schitzen. Als be-
kannteste Fille hierzu haben wir

*  empirischen Mittelwert
1 n
3
n S

*  empirische Varianz/Streuung
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1 = —~2
* z ( Xi—X )
n-1 i3
als Schdtzwerte fur Erwartungswert bzw. Varianz/Streuung kennengelernt,
wobei die zugehorigen Punktschitzfunktionen (Stichprobenmittel bzw.

Stichprobenvarianz) konsistent und mindestens asymptotisch erwartungs-
treu sind.

W

Da die Systeme MATHCAD und MATLAB zur Berechnung von empirischen
Mittelwert und Varianz/Streuung vordefinierte Funktionen zur Verfiigung

stellen, kénnen beide erfolgreich fiir die Momentenmethode herangezogen
werden.

¢
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