
Contents

Physical Constants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .XXIII

1. Quantum Phenomena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 The Franck and Hertz Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Interference of Matter Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 The Young Double-Slit Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 Interference of Atoms in a Double-Slit Experiment . . . . 7
1.2.3 Probabilistic Aspect of Quantum Interference . . . . . . . . 8

1.3 The Experiment of Davisson and Germer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.1 Diffraction of X Rays by a Crystal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2 Electron Diffraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Summary of a Few Important Ideas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2. The Wave Function and the Schrödinger Equation . . . . . . . . 17
2.1 The Wave Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.1 Description of the State of a Particle . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.2 Position Measurement of the Particle . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Interference and the Superposition Principle . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.1 De Broglie Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.2 The Superposition Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.3 The Wave Equation in Vacuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Free Wave Packets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.1 Definition of a Wave Packet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.2 Fourier Transformation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.3 Structure of the Wave Packet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.4 Propagation of a Wave Packet: the Group Velocity . . . 26
2.3.5 Propagation of a Wave Packet:

Average Position and Spreading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4 Momentum Measurements and Uncertainty Relations . . . . . . . 28

2.4.1 The Momentum Probability Distribution . . . . . . . . . . . . 29
2.4.2 Heisenberg Uncertainty Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.5 The Schrödinger Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



XII Contents

2.5.1 Equation of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5.2 Particle in a Potential: Uncertainty Relations . . . . . . . . 32
2.5.3 Stability of Matter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.6 Momentum Measurement in a Time-of-Flight Experiment . . . 34
Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3. Physical Quantities and Measurements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.1 Measurements in Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.1 The Measurement Procedure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.1.2 Experimental Facts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.1.3 Reinterpretation of Position

and Momentum Measurements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Physical Quantities and Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Expectation Value of a Physical Quantity . . . . . . . . . . . 42
3.2.2 Position and Momentum Observables . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.3 Other Observables: the Correspondence Principle . . . . . 44
3.2.4 Commutation of Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3 Possible Results of a Measurement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3.1 Eigenfunctions and Eigenvalues of an Observable . . . . . 45
3.3.2 Results of a Measurement

and Reduction of the Wave Packet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.3 Individual Versus Multiple Measurements . . . . . . . . . . . 47
3.3.4 Relation to Heisenberg Uncertainty Relations . . . . . . . . 47
3.3.5 Measurement and Coherence of Quantum Mechanics . . 48

3.4 Energy Eigenfunctions and Stationary States . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4.1 Isolated Systems: Stationary States . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.4.2 Energy Eigenstates and Time Evolution . . . . . . . . . . . . . 50

3.5 The Probability Current . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.6 Crossing Potential Barriers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6.1 The Eigenstates of the Hamiltonian . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.6.2 Boundary Conditions at the Discontinuities

of the Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.3 Reflection and Transmission on a Potential Step . . . . . . 54
3.6.4 Potential Barrier and Tunnel Effect . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.7 Summary of Chapters 2 and 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4. Quantization of Energy in Simple Systems . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.1 Bound States and Scattering States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.1.1 Stationary States of the Schrödinger Equation . . . . . . . 64
4.1.2 Bound States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.1.3 Scattering States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2 The One Dimensional Harmonic Oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . 66



Contents XIII

4.2.1 Definition and Classical Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2.2 The Quantum Harmonic Oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2.3 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3 Square-Well Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3.1 Relevance of Square Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3.2 Bound States in a One-Dimensional

Square-Well Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.3.3 Infinite Square Well . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.3.4 Particle in a Three-Dimensional Box . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4 Periodic Boundary Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.4.1 A One-Dimensional Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.4.2 Extension to Three Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.4.3 Introduction of Phase Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.5 The Double Well Problem and the Ammonia Molecule . . . . . . 78
4.5.1 Model of the NH3 Molecule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.5.2 Wave Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.5.3 Energy Levels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.5.4 The Tunnel Effect and the Inversion Phenomenon . . . . 82

4.6 Other Applications of the Double Well . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5. Principles of Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.1 Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.1.1 The State Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.1.2 Scalar Products and the Dirac Notations . . . . . . . . . . . . 90
5.1.3 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.1.4 Bras and Kets, Brackets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.2 Operators in Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.2.1 Matrix Elements of an Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.2.2 Adjoint Operators and Hermitian Operators . . . . . . . . . 93
5.2.3 Eigenvectors and Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2.4 Summary: Syntax Rules in Dirac’s Formalism . . . . . . . . 95

5.3 The Spectral Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3.1 Hilbertian Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3.2 Projectors and Closure Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.3.3 The Spectral Decomposition of an Operator . . . . . . . . . 96
5.3.4 Matrix Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.4 Measurement of Physical Quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.5 The Principles of Quantum Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.6 Structure of Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.6.1 Tensor Products of Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.6.2 The Appropriate Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.6.3 Properties of Tensor Products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.6.4 Operators in a Tensor Product Space . . . . . . . . . . . . . . . 106



XIV Contents

5.6.5 Simple Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.7 Reversible Evolution and the Measurement Process . . . . . . . . . 107
Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6. Two-State Systems, Principle of the Maser . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.1 Two-Dimensional Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.2 A Familiar Example: the Polarization of Light . . . . . . . . . . . . . 116

6.2.1 Polarization States of a Photon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.2.2 Measurement of Photon Polarizations . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.2.3 Successive Measurements and “Quantum Logic” . . . . . . 119

6.3 The Model of the Ammonia Molecule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
6.3.1 Restriction to a Two-Dimensional Hilbert Space . . . . . . 120
6.3.2 The Basis {|ψS〉, |ψA〉} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.3.3 The Basis {|ψR〉, |ψL〉} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

6.4 The Ammonia Molecule in an Electric Field . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.4.1 The Coupling of NH3 to an Electric Field . . . . . . . . . . . 124
6.4.2 Energy Levels in a Fixed Electric Field . . . . . . . . . . . . . . 125
6.4.3 Force Exerted on the Molecule

by an Inhomogeneous Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
6.5 Oscillating Fields and Stimulated Emission . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.6 Principle and Applications of Masers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

6.6.1 Amplifier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.6.2 Oscillator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
6.6.3 Atomic Clocks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

Further Reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

7. Commutation of Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.1 Commutation Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
7.2 Uncertainty Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.3 Ehrenfest’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

7.3.1 Evolution of the Expectation Value of an Observable . . 138
7.3.2 Particle in a Potential V (r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.3.3 Constants of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

7.4 Commuting Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.4.1 Existence of a Common Eigenbasis

for Commuting Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.4.2 Complete Set of Commuting Observables (CSCO) . . . . 142
7.4.3 Completely Prepared Quantum State . . . . . . . . . . . . . . . 143
7.4.4 Symmetries of the Hamiltonian

and Search of Its Eigenstates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
7.5 Algebraic Solution of the Harmonic-Oscillator Problem . . . . . . 148

7.5.1 Reduced Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
7.5.2 Annihilation and Creation Operators â and â† . . . . . . . 148
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