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Polynominterpolation

Dieses Kapitel ist der Approximation einer Funktion gewidmet, die durch
ihre Knotenwerte gegeben ist.

Priziser gesagt, besteht das Problem darin, fiir m + 1 Paare (z;,y;) eine
Funktion ® = ®(z) derart zu bestimmen, dass ®(x;) = y; fiir i =0,...,m
gilt, wobei y; gewisse gegebene Werte sind. Wir sagen, dass ® die Werte
{yi} in den Knoten {z;} interpoliert. Wir sprechen von Polynominterpola-
tion, wenn ® ein algebraisches Polynom ist, von trigonometrischer Appro-
ximation, wenn ® ein trigonometrisches Polynom ist, oder von stiickweiser
Polynominterpolation (oder Spline-Interpolation), wenn ® nur lokal ein Po-
lynom ist.

Die Zahlen y; kénnten die Werte darstellen, die von einer Funktion f in
den Knoten z; angenommen werden, die in geschlossener Form oder auch
durch experimentelle Daten bekannt ist. Im ersten Fall zielt der Approxima-
tionsprozess auf die Ersetzung von f durch eine einfacher zu handhabende
Funktion, insbesondere im Hinblick auf ihre numerische Integration oder
Differentiation. Im zweiten Fall ist das primiire Ziel der Approximation ei-
ne kompakte Darstellung der verfiighbaren Daten zu liefern, deren Zahl oft
sehr grof} ist.

Polynominterpolation wird in den Abschnitten 8.1 und 8.2 behandelt,
wohingegen stiickweise Polynominterpolation in den Abschnitten 8.3, 8.4
und 8.5 eingefiihrt wird. Abschliessend betrachten wir univariate und pa-
rametrische Splines in den Abschnitten 8.6 und 8.7. Interpolationsprozesse,
die auf trigonometrischen oder algebraischen orthogonalen Polynomen ba-
sieren, werden im Kapitel 10 studiert.
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8.1 Polynominterpolation

Betrachten wir n+1 Paare (z;,y;). Das Problem besteht darin, ein Polynom
I1,, € P,,, ein sogenanntes Interpolationspolynom, zu finden, so dass

Oy (z) = amael + ...+ a1z +ap =y, i=0,...,n, (8.1)

gilt. Die Punkte z; heilien Interpolationsknoten. Wenn n # m gilt, ist das
Problem iiber- oder unterbestimmt und wird in Abschnitt 10.7.1 bespro-
chen. Ist n = m, so gilt das folgende Resultat.

Theorem 8.1 Seien n + 1 verschiedene Punkte xq,...,z, und n + 1 ent-
sprechende Werte yo, . - ., yn gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimm-
tes Polynom I1,, € P,,, so dass I,,(z;) = y; firi =0,...,n gilt.

Beweis. Um die Existenz zu zeigen, benutzen wir einen konstruktiven Ansatz,
der einen Ausdruck fiir IT, liefert. Bezeichnet {l;};_, eine Basis in Py, so kann
II,, in der Form II,(z) = Y I, bil;(x) dargestellt werden, wobei

M (zi) = ijlj (i) =yi, 1=0,...,n, (8.2)

gilt. Definieren wir

liE]P’n: ll(ﬂ?):Hw_x] i:O,...,TL, (83)

=0

so gilt I;(z;) = di; und wir erhalten aus (8.2) unmittelbar b; = y;.
Die Polynome {l;, i =0,...,n} bilden eine Basis in P, (siche Ubung 1). Somit
gibt es ein Interpolationspolynom und es hat die (Lagrangesche) Form

) = Zyili (z). (8.4)

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass ein weiteres Interpolati-
onspolynom ¥,, vom Grade m < n existiert, so dass ¥, (z;) = y; fiir i =0,...,n
gilt. Dann verschwindet das Polynom der Differenz IT,, — ¥,, in n + 1 verschie-
denen Punkten z; und stimmt folglich mit dem Nullpolynom iiberein. Daher gilt
v, =1II,.

Ein anderer Zugang zum Beweis der Existenz und Einzigkeit von II,, wird in
Ubung 2 gezeigt. <&

Es kann gezeigt werden (siehe Ubung 3), dass

n+1( )

i w
Z "“ ys (8.5)
i=
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gilt, wobei w1 die Knotenpolynome vom Grade n + 1 sind, die durch

wnii(2) = [[(@ — ) (8.6)
i=0
definiert sind. Formel (8.4) heifit die Lagrangesche-Darstellung des Inter-
polationspolynoms und die Polynome [;(x) die Basis-Polynome. In Abbil-
dung 8.1 sind die Basis-Polynome l»(z), I3(x) und l4(x), im Fall n = 6 auf
dem Interval [-1,1] dargestellt, wobei dquidistante Knoten, die Endpunkte
eingeschlossen, genommen wurden.

1 05 0 0.5 1
Abbildung 8.1. Basis-Polynome der Lagrange-Darstellung.

Beachte, dass |l;(z)| groBer als 1 innerhalb des Interpolationsintervalles
werden kann.

Gelten fiir eine gegebene Funktion f die Beziehungen y; = f(x;),
i=0,...,n, so wird das zugeordnete Interpolationspolynom II,,(z) durch
I1,, f(z) bezeichnet.

8.1.1 Der Interpolationsfehler

In diesem Abschnitt schitzen wir den Interpolationsfehler ab, der bei Er-
setzung einer gegebenen Funktion f durch ihr Interpolationspolynom II,, f
mit den Knoten zg, 1, .. ., T, entsteht. Hinsichtlich weiterer Resultate ver-
weisen wir auf [Wen66], [Dav63].

Theorem 8.2 Seien xg,x1,...,T, verschiedene Knoten und x ein Punkt
aus dem Definitionsbereich einer gegebenen Funktion f. Wir nehmen an,
dass f € C"HU(1,) gilt, wobei I, das kleinste die Knoten xo,x1,...,Ty
und x enthaltene Intervall ist. Dann ist der Interpolationsfehler im Punkt
x durch

)

Bn(@) = f(z) =T flw) = Zo—7

Wnt1 (), (8.7)
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gegeben, wobei £ € I, und w1 das Knotenpolynom vom Grade n + 1 ist.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich, wenn z mit irgendeinem Interpolati-
onsknoten zusammenfillt. Andernfalls definieren wir fiir jedes ¢ € I, die Funktion
G(t) = En(t) —wnt1(t) En () Jwnti1(z). Da f € "D (I,) und wn 41 ein Polynom
ist, ist G € C("‘Ll)(Im) und besitzt n + 2 verschiedene Nullstellen in I.., denn

G(xi) = En(%i) — wnt1 (i) Bn(2) /wng1(z) =0, i=0,...,n
G(z) = En(2) — wnt1(2) En(2) /wnt1(z) = 0.

Nach dem Mittelwertsatz besitzt G’ n + 1 verschiedene Nullstellen und mittels
Rekursion GY) n + 2 — j verschiedene Nullstellen. Folglich hat G™*Y) genau eine
Nullstelle, die wir mit £ bezeichnen wollen. Andererseits bekommen wir wegen
B () = £ (1) und wP (2) = (n + 1)

(n+1)!

GO =10 - L
n+

En(l‘),

was, ausgewertet in ¢ = £, den gewiinschten Ausdruck fiir E,(z) ergibt. <&

8.1.2 Nachteile der polynomialen Interpolation auf
aquidistanten Knoten und Runge’s Gegenbeispiel

In diesem Abschnitt analysieren wir das Verhalten des Interpolationsfehlers
(8.7) wenn n gegen Unendlich strebt. Dazu definieren wir fiir jede Funktion
f € C%([a,b]) ihre Mazimumnorm

Iflloo = mass |£(z)]. (83)

Ferner fiihren wir eine untere Dreiecksmatrix X endlicher Dimension — die
Interpolationsmatriz auf [a,b] — ein, deren Eintrige x;;, fir 4,5 = 0,1,...,
die Punkte auf [a,b] darstellen, wobei wir annehmen, dass in jeder Zeile
alle Eintriage voneinander verschieden sind.

Somit enthélt fiir jedes n > 0, die n + 1-te Zeile von X n + 1 unterschied-
liche Werte, die wir als Knoten identifizieren kénnen, so dass wir fiir eine
gegebene Funktion f ein Interpolationspolynom II, f vom Grade n eindeu-
tig in diesen Knoten bestimmen kénnen (jedes Polynom II,, f héngt sowohl
von X, als auch von f ab).

Nachdem wir f und eine Interpolationsmatrix X fest vorgegeben haben,
definieren wir den Interpolationsfehler

Als néchstes bezeichnen wir durch p!, € P, die beste polynomiale Approzi-
mation, fiir die

gilt.
Es gilt das folgende Vergleichsresultat (zum Beweis siehe [Riv74]).
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Eigenschaft 8.1 Seien f € C°([a,b]) und X eine Interpolationsmatriz auf
[a,b]. Dann gilt

Epo(X) < EX(1+An(X)), n=01,..., (8.10)

wobei A, (X) die Lebesquekonstante von X bezeichnet, die als

Aa(X) = |1 (8.11)

o0

definiert ist. Hierbei ist l](.n) € P,, das j-te charakteristische Polynom, das

zur n + 1-ten Zeile von X gehért, das also lj(-n) (®nk) = Oji, 4,k =0,1,...
gentgt.

Da E; nicht von X abhéngt, miissen alle Informationen, die den Einfluss
von X auf E, (X) betreffen in A, (X) gesucht werden. Obwohl eine In-
terpolationsmatrix X* existiert, so dass A, (X) minimiert wird, ist es im
Allgemeinen nicht einfach ihre Eintriige explizit zu bestimmen. Wir werden
in Abschnitt 10.3 sehen, dass die Nullstellen der Tschebyschew-Polynome
eine Interpolationsmatrix auf dem Intervall [—1,1] mit einer sehr kleinen
Lebesguekonstante liefern.

Andererseits gibt es fiir jede mégliche Wahl von X eine Konstante C' > 0,
so dass (siehe [Erd61])

2
An(X)>;log(n+1)—C, n=0,1,....

Diese Eigenschaft zeigt, dass A,,(X) — oo fiir n — oo. Diese Tatsache be-
sitzt wichtige Folgerungen: insbesondere lisst sich beweisen (siehe [Fab14]),
dass zu einer gegebenen Interpolationsmatrix X auf einem Intervall [a, D],
immer eine auf [a, b] stetige Funktion f existiert, so dass I, f nicht gleich-
miBig (d.h. in der Maximumnorm) gegen f konvergiert. Folglich, eignet
sich die polynomiale Interpolation nicht zur Approximation jeder stetigen
Funktion, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.1 (Runge’s Gegenbeispiel) Angenommen wir approximieren die
Funktion

—5<z<5 (8.12)

mit Hilfe der Lagrange-Interpolation auf einem dquidistanten Gitter. Es kann
gezeigt werden, dass es einige Punkte z innerhalb des Interpolationsintervalls
gibt, so dass

Jim |f(@) =T (2)| 0.

Speziell divergiert die Lagrange-Interpolierende fiir || > 3.63 . ... Dieses Phiino-
men ist, wie in Abbildung 8.2 ersichtlich, besonders deutlich in Umgebung der
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Randpunkte des Interpolationsintervalls und ist auf die Verwendung #quidistan-
ter Knoten zuriickzufithren. Wir werden in Kapitel 10 sehen, dass durch geeignet
gewidhlte Knoten die gleichmifiige Konvergenz der Interpolationspolynome gegen
die Funktion f ermdoglicht wird. o

2

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 8.2. Lagrange-Interpolation der Funktion f(z) = 1/(1 + 2?) auf dqui-
distanten Knoten: die Interpolationspolynome IT5 f und ITio f sind als gepunktete
bzw. gestrichelte Kurve dargestellt.

8.1.8 Stabilitdt der Polynom-Interpolation

Betrachten wir eine Menge von Funktionswerten { f(z) }, die eine Storung

der Daten f(z;) in den Knoten z;, i = 0,...,n, im Intervall [a, b] sei. Die
Storung kann beispielsweise durch Rundungsfehler oder durch Fehler bei
der experimentellen Messung der Daten verursacht sein.

Indem wir durch II,, f das Interpolationspolynom auf der Menge der Wer-

te f(x;) bezeichnen, erhalten wir

IITL,, f = T flloo = nax > (fxs) = fla;)(z)

<z<b

Folglich lassen kleine Anderungen der Daten nur dann kleine Anderungen
des Interpolationspolynoms zu, wenn die Lebesguekonstante klein ist. Diese
Konstante spielt die Rolle der Konditionszahl des Interpolationsproblems.
Wie zuvor bemerkt, wichst A, mit n — oo und speziell im Fall der
Lagrange-Interpolation auf dquidistanten Knoten kann

n+1
A (X) ~ 2

enlogn
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25

1.5f

15k . . . .
-1 -0.5 0 05 1
Abbildung 8.3. Instabilitdt der Lagrange-Interpolation. Durchgezogene Kurve
II31 f mit den ungestorten Daten, gestrichelte Kurve II»; f mit den gestorten
Daten fiir das Beispiel 8.2.

bewiesen werden (siehe [Nat65]), wobei e ~ 2.7183 die Nepersche Zahl ist.
Dies zeigt, dass fiir grofie n diese Art der Interpolation instabil werden
kann. Beachte, dass wir bis jetzt auch die Fehler vollstindig vernachlissigt
haben, die durch den Interpolationsprozess bei der Konstruktion der II,, f
erzeugt werden. Es i}t sich jedoch zeigen, dass die Auswirkungen solcher
Fehler im Allgemeinen vernachlissigbar sind (siehe [Atk89)]).

Beispiel 8.2 Wir interpolieren auf dem Intervall [—1,1] die Funktion f(z) =
sin(27z) in 22 dquidistanten Knoten x;. Danach erzeugen wir eine gestérte Men-
ge von Werten f(z;) der Funktionsauswertungen f(z;) = sin(2mz;) fiir deren
Abweichung maxi—o, o1 |f(zi) — f(zi)| ~ 9.5 - 10~* gilt. In Abbildung 8.3 ver-
gleichen wir die Polynome II»; f und Hzlfz beachte, dass die Differenz zwischen
den beiden Interpolationspolynomen in Umgebung der Endpunkte des Inter-
polationsintervalls viel grofier als die aufgepriigte Stérung ist (tatséchlich gilt
21 f — Mo flloo ~ 2.1635 und Asr ~ 24000). .

8.2 Newtonsche Darstellung des
Interpolationspolynoms

Vom praktischen Standpunkt aus ist die Lagrangesche Darstellung (8.4) des
Interpolationspolynoms nicht die geeigneteste. In diesem Abschnitt fithren
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wir eine andere Darstellung ein, die sich durch geringeren numerischen
Aufwand auszeichnet. Unser Ziel ist das Folgende:

Zu gegebenen n + 1 Paaren {z;,y;}, ¢ = 0,...,n, wollen wir II,, (mit
I, (x;) = y; fir i =0,...,n) als Summe von II,_; (mit I,,_;(x;) = y; fir
i=0,...,n—1) und einem Polynom vom Grade n darstellen, das von den

Knoten z; und von nur einem unbekanntem Koeffizienten abhéngt. Wir
setzen folglich

I (2) = M1 (%) + gn(), (8.13)

wobei ¢, € P,. Da ¢,(z;) = II,,(z;) — U,,—1(z;) =0 fiir i =0,...,n—1
gilt, muss notwendigerweise

Gn(x) = an(x —x0) ... (¢ — Tp_1) = apwn(x)

sein. Um den unbekannten Koeflizienten a,, zu bestimmen, nehmen wir an,
dass y; = f(z;), i =0,...,n gilt. Hierbei ist f eine geeignete Funktion, die
nicht in expliziter Form gegeben sein muss. Wegen II,, f (z,,) = f(z,) folgt
aus (8.13)

fxn) — Hn—lf(wn)_

wn(xy,)

(8.14)

Ap =

Der Koeffizient a, heiflit n-te Newtonsche dividierte Differenz und wird
iiblicherweise durch

an = flzo, @1, .., 2] (8.15)
fiir n > 1 bezeichnet. Damit kann (8.13) in der Form
I, f(z) = Moy f(2) + wn () flzo, 21, - - -, 2y) (8.16)

dargestellt werden. Setzen wir yo = f(z0) = f[zo] und wg = 1, so erhalten
wir aus (8.16) durch Rekursion in n die Formel

I, f(x) = Zwk(:n)f[:no,...,mk]. (8.17)
k=0

Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms sichert, dass der obige Aus-
druck das gleiche Interpolationspolynom ergibt, das durch die Lagrangesche
Darstellung erzeugt wird. Die Darstellung (8.17) ist gemeinhin als die New-
tonsche dividierte Differenzenformel des Interpolationspolynoms bekannt.

Das Programm 65 liefert eine Implementation der Newtonschen Formel.
Die Eingabevektoren x und y enthalten die Interpolationsknoten bzw. die
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dazugehorigen Funktionswerte von f, wohingegen der Vektor z die Abszis-
sen enthilt an denen das Polynom II,, f ausgewertet werden soll. Dieses
Polynom ist im Ausgabevektor £ gespeichert.

Program 65 - interpol : Lagrangesches Polynom unter Verwendung der
Newtonschen Darstellungsformel

function [f] = interpol (x,y,z)

[m n] = size(y);

forj=1m
a (1) =y ()"
fori = 2:n
ad(i:n,i) = (‘a(i:n,i-1)-a(i-1,i-1) )./(x(i:n)-x(i-1))";
en
f(j,:) = a(n,n).*(z-x(n-1)) + a(n-1,n-1);
for i = 2:n-1
f(G.:) = f(j.2).*(z-x(n-1))+a(n-i,n-i);
end
end

8.2.1 Finige Eigenschaften der Newtonschen dividierten
Differenzen

Die n-te dividierte Differenz f[zo,...,x,] = a, kann auch dadurch charak-
terisiert werden, dass sie der Koeffizient von ™ in II,, f ist. Selektieren wir
diesen Koeffizienten aus (8.5) und setzen ihn gleich dem entsprechenden
Koeffizienten in der Newtonschen Darstellungsformel (8.17), so gewinnen
wir die explizite Darstellung

flzo, .. xn]—z fx’ (8.18)

i=0 n+1 wl
Diese Formel hat zwei bemerkenswerte Folgerungen:

1. der von der dividierten Differenz angenommene Wert ist invariant in
Bezug auf Permutationen der Knotenindizes. Dieser Umstand kann
vorteilhaft ausgenutzt werden, wenn Stabilititsprobleme einen Wech-
sel der Indizes nahelegen (z.B. wenn 2 der Punkt ist, in dem das Poly-
nom berechnet werden muss, ist es bequem eine Permutation der In-
dizes derart einzufiihren, dass |z — x| < |z —xp—1 | mit k =1,...,n);

2. gilt f = ag + Bh fiir gewisse a, f € R, so folgt

flzo,- .-, xn] = aglzo, ..., xzn] + Bhlzo, . .., zy);
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3. ist f = gh, so gilt die folgende Formel (Leibniz-Formel genannt) (siehe
[Die93])

FT0r - 2a) = S gl0s o 2 A -y )
7j=0

4. eine algebraische Umformung von (8.18) (siche Ubung 7) liefert die
Rekursionsbeziehung zur Berechnung der dividierten Differenzen
Flaoy .. yan] = L@l 2 I 00, vman] oy (g4

In — To

Das Programm 66 implementiert die Rekursionsbeziehung (8.19). Die Funk-
tionswerte von f in den Interpolationsknoten x werden im Vektor y gespei-
chert, die Ausgabematrix d (untere Dreiecksmatrix) enthilt die dividierten
Differenzen, die in der Form

zo | flzo]

T f[331] f[wo,fﬂl]

Ty | flze] flzy, x2] flwo, w1, 22]

tn | flanl Slnri@nl Flan-s @ns@n] .. floo,-.. .z

gespeichert sind. Die in der Newtonschen Formel involvierten Koeffizienten
sind die Diagonaleintrige der Matrix.
Program 66 - dividif : Newtonsche dividierte Differenzen

function [d]=dividif(x,y)
[n,m]=size(y);

ifn==1,n=m; end
n=n-1; d=zeros (n+1,n+1); d (:1) =y’
for j = 2:n+1
for i = jin+1
d (i) = (d (-Lir)-d (i-1)/(x (H+1)x ());
end
end

Wenn man (8.19) nutzt, werden n(n + 1) Summationen und n(n + 1)/2 Di-
visionen bendétigt, um die Gesamtmatrix zu erzeugen. Wenn eine neue Aus-
wertung von f in einem neuen Knoten x,; verfiighar wire, wiirde nur die
Berechnung einer neuen Zeile der Matrix erforderlich werden (f[z,, Zn11],
eou flzo,z1,. .., Zps1]). Fiir die Konstruktion von II,, 41 f aus II,, f geniigt
es somit, den Term @, 41wy,+1(2) mit einem Rechenaufwand von (n+ 1) Di-
visionen und 2(n + 1) Summationen zu II,, f zuaddieren. Zur Vereinfachung
der Schreibweise nutzen wir unten D" f; = flx;, @it1, ..., Ty
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Beispiel 8.3 In Tabelle 8.1 sind die dividierten Differenzen der Funktion f(z) =
1+ sin(3z) auf dem Intervall (0,2) angegeben. Die Funktionswerte f und die ent-
sprechenden dividierten Differenzen wurden unter Verwendung von 16 signifikan-
ten Stellen berechnet, obgleich nur die ersten 5 Ziffern angegeben wurden. Wenn
der Wert von f im Knoten z = 0.2 verfiigbar wire, wiirde eine Aktualisierung der
Tabelle der dividierten Differenzen nur die Berechnung der in Tabelle 8.1 kursiv
dargestellten Eintrige erfordern. °

Tabelle 8.1. Dividierte Differenzen fiir die Funktion f(z) = 1+sin(3z) im Fall, in
dem die Auswertung von f in z = 0.2 auch verfiighar wird. Die neu berechneten
Werte sind kursiv dargestellt.

T f(z;) fles, o] D?f; D3f; D*fi D°f; D°f;
0 1.0000

0.2 1.5646 2.82

0.4 | 1.9320 1.83 -2.46

0.8 | 1.6755 -0.64 -4.13 -2.08

1.2 | 0.5575 -2.79  -2.69 1.483 2.93

1.6 | 0.0038 -1.38 1.76 3.71 1.62 -0.81

2.0 | 0.7206 1.79 3.97 1.83 -1.17 -1.55 -0.36

Beachte, dass f[xo,...,z,] = 0 fiir jedes f € P, gilt. Diese Eigenschaft
ist jedoch nicht immer numerisch erfiillt, da die Berechnung der dividierten
Differenzen stark durch Rundungsfehler beeinflufit sein kann.

Beispiel 8.4 Wir betrachten erneut die dividierten Differenzen fiir die Funktion
f(z) = 1+ sin(3z) nun aber im Intervall (0,0.0002). In einer hinreichend klei-
nen Nachbarschaft von 0 verhilt sich die Funktion wie 1 + 3z, so dass wir bei
wachsender Ordnung der dividierten Differenzen kleinere Zahlen erwarten. Je-
doch weisen die mit dem Programm 66 erhaltenen Ergebnisse, die in Tabelle 8.2
in Exponentenschreibweise auf die ersten 4 Ziffern (obgleich zur Berechnung 16
Stellen verwendet wurden) dargestellt sind, ein grundlegend anderes Bild auf. Die
bei der Berechnung der dividierten Differenzen niederer Ordnung auftretenden
Rundungsfehler wirken sich dramatisch auf die dividierten Differenzen héherer
Ordnung aus. °

8.2.2 Der Interpolationsfehler bei der Verwendung dividierter
Differenzen

Betrachten wir die Knoten zy, ..., z, und sei Il,, f das Interpolationspoly-
nom von f in diesen Knoten. Nun sei x ein von den bereits vorhandenen
verschiedener Knoten. Wir setzen x,,; = x und bezeichnen durch I, f
das Interpolationspolynom von f in den Knoten xy, k = 0,...,n+ 1. Unter
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Tabelle 8.2. Dividierte Differenzen der Funktion f(z) = 1 + sin(3z) auf dem In-
tervall (0,0.0002). Beachte den vollstandig falschen Wert in der letzten Spalte (er
miisste niherungsweise Null sein), der auf die Ausbreitung von Rundungsfehlern
durch den Algorithmus zuriickzufiihren ist.

T f(zi)  flzi, zii] D’fi D’fi D’ f; D’ fi
0 1.0000

4.0e-5 | 1.0001 3.000

8.0e-5 | 1.0002 3.000 -5.39e-4

1.2e-4 | 1.0004 3.000 1.08¢-3  -4.50

1.6e-4 | 1.0005 3.000 -1.62e-3  -4.49  1.80e+1

2.0e-4 | 1.0006 3.000 2.15e-3  -4.49 7.23

Verwendung der Newtonschen dividierten Differenzen erhalten wir
Mo f(8) =T f(t) + (t —x0) ... (¢ — zn) flTo, .-y T,y t].

Da IT,,11 f(z) = f(z) gilt, ergibt sich die folgende Formel fiir den Interpo-
lationsfehler im Punkt ¢t = z

En(z) = f(z) —Tnf(2) = Mpp f(z) — M f(z)
= (x—20)...(x —zn)f[ro,...,Tn, 7] (8.20)
= wpyi(@)flzo, ..., zn,x].

Die Annahme f € C(®*t1)(I,) und der Vergleich von (8.20) mit (8.7) er-
bringt

F )

(n+1)! (8:21)

flzo, .. xn, 2] =
fiir ein geeignet gewiihltes & € I,. Da (8.21) dem Restglied der Taylor-
entwicklung von f &hnelt, wird die Newtonsche Formel (8.17) fiir das In-
terpolationspolynom oft als abgebrochene Entwicklung um zy angesehen,
vorausgesetzt, dass |z, — zo| nicht zu gross ist.

8.3 Stiickweise Lagrange-Interpolation

In Abschnitt 8.1.2 haben wir den Fakt erwihnt, dass fiir dquidistante In-
terpolationsknoten die gleichméfige Konvergenz IT,, f gegen f fiir n — oo
nicht gesichert ist. Andererseits sind dquidistante Knoten numerisch be-
deutend einfacher zu handhaben und die Lagrange-Interpolation niederen
Grades ausreichend genau, wenn hinreichend kleine Interpolationsintervalle
betrachtet werden.

Daher ist es naheliegend, eine Partition 7, von [a,b] in K Teilintervalle
I; = [zj,2j41] der Lange hj, mit h = maxo<j<x—1 hj, einzufithren, so
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Tabelle 8.3. Interpolationsfehler der stiickweisen Lagrange-Interpolation vom
Grade k = 1 und k¥ = 2 im Fall der Runge-Funktion (8.12); p bezeichnet den
Trend des Exponenten von h. Beachte, dass fiir h — 0, wie durch (8.23) voraus-
gesagt, p — k + 1 geht.

h ”f_HIlz”oo p ”f_Hg”oo p

5 0.4153 0.0835

2.5 0.1787 1.216 0.0971 -0.217
1.25 0.0631 1.501 0.0477 1.024
0.625 0.0535 0.237 0.0082 2.537
0.3125 0.0206 1.374 0.0010 3.038
0.15625 0.0058 1.819 1.3828e-04 | 2.856
0.078125 0.0015 1.954 1.7715e-05 | 2.964

dass [a,b] = U]K:Bl I; gilt und die Lagrange-Interpolation auf jedem I;

unter Verwendung von n + 1 dquidistanten Knoten {xg.i), 0<:i< k} bei

kleinem k anzuwenden.
Fiir k£ > 1 fithren wir auf 7}, den stiickweise polynomialen Raum

Xy ={v e Ca,b]) : vlr, € PR(I;)VI; € Tr} (8.22)

als Raum der auf [a,b] stetigen Funktionen, deren Einschrinkungen auf
jedem I; Polynome vom Grade < k sind, ein.

Fiir eine beliebige, auf [a, D] stetige Funktion f stimmt dann die stick-
weise polynomiale Interpolation Hﬁf auf jedem I; mit dem Interpolations-

polynom von f|7; in den k + 1 Knoten {mg.i), 0<i< k} iiberein. Folglich

erhalten wir fir f € C**!([a,b]) unter Verwendung von (8.7) in jedem
Teilintervall die Fehlerabschétzung

1f =T} flloo < ORI P . (8.23)

Beachte, dass ein kleiner Interpolationsfehler auch fiir kleine k erzielt wer-
den kann, wenn nur h geniigend “klein” ist.

Beispiel 8.5 Kehren wir zu der Funktion des Gegenbeispiels von Runge zuriick.
Jetzt werden stiickweise Polynome vom Grade k = 1 und k = 2 verwendet. Wir
testen experimentell das Verhalten des Fehlers bei fallendem h. In Tabelle 8.3 sind
die absoluten Fehler gemessen in der Maximumnorm iiber dem Intervall [—5, 5]
und die entsprechenden Abschitzungen der Konvergenzordnung p in Bezug auf h
dargestellt. Abgesehen vom Fall der Verwendung einer extrem kleinen Zahl von
Teilintervallen entsprechen die Resultate der theoretischen Abschétzung (8.23),
dh.p=k+1. .
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Neben der Abschitzung (8.23) gibt es Konvergenzresultate in Integral-
normen (siehe [QV94], [EEHJ96]). Hierzu fithren wir den Raum

b

12(a,b) =4 f: (a,b) > R, /|f(:n)|2da:<+oo , (8.24)
mit
b 1/2
7 = | [1@)Pds (8.25)

ein. Die Formel (8.25) definiert eine Norm auf L?(a,b). (Wir erinnern dar-
an, dass Normen und Halbnormen von Funktionen auf gleiche Weise de-
finiert werden konnen, wie dies in Definition 1.17 in Band 1 fiir Vektoren
gemacht wurde.) Wir machen den Leser darauf aufmerksam, dass das In-
tegral der Funktion |f|? in (8.24) im Lebesgue Sinne aufzufassen ist (siehe
z.B. [Rud83]). Insbesondere muss f keineswegs iiberall stetig sein.

Theorem 8.3 Sei 0 < m < k+ 1 mit k > 1 und nehmen wir an, dass
f € L*(a,b) fir 0 < m < k + 1. Dann gibt es eine positive Konstante
C', unabhingig von h, so dass

I =TI )™y < CRE M FED |z ). (8.26)
Firk =1 und m =0 oder m =1 erhalten wir insbesondere
If =T flleqany) < Crh?(1f" 2 (an)s
I(f = T, ) lIL2 @by < Cohll £ llLz(a.m).

mit positiven Konstanten Cy und Cs.

(8.27)

Beweis. Wir beweisen nur (8.27) und verweisen auf [QV94], Kapitel 3 fiir den
Beweis von (8.26) im allgemeinen Fall.
Setze e = f —1II}, f. Da e(z;) = 0 fiir alle j = 0, ..., K, folgt aus dem Satz von
Rolle die Existenz von &; € (zj,zj+1) fir j =0,...,K — 1, so dass €'(¢;) = 0.
II} f ist eine lineare Funktion auf jedem I;, somit erhalten wir fiir « € I

e(x) = /; e (s)ds = ’ f(s)ds,

j &
woraus

Tj41

@< [T @l i o€ ol (8.28)
zj

Wir erinnern an die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

< (/j uz(a:)da:> v (/j v2(m)dm>l/2 , (8.29)

/j u(z)v(x)dz
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die fiir u,v € L2(a, 3) gilt. Wenden wir diese Ungleichung auf (8.28) an, bekom-
men wir

Tjt1 V2w e
@) < / 12de / 1 (s) 2 ds
i i 12 (8.30)
Tjt1
<h? / 1" (s)2ds
Tj

Um eine Schranke fiir |e(z)| zu finden, erwidhnen wir, dass

e(r) = /: e (s)ds

J

gilt, woraus mittels (8.30)

Tj41 Tj41
le(@)] < / e (s)lds < B3 ( / ’

J J

1/2
If"(S)|2d8> (8.31)

folgt. Weiter gilt
Tjt1 Tjt1 Ti41 Tj41
[e@ra<n [ i oras wd [ le@Pa<nt [ 17 ors,

zj zj zj zj

woraus wir durch Summation iiber den Index j von 0 bis K —1 und durch Ziehen
der Quadratwurzel auf beiden Seiten

([ o) "< ([ oper)”

erhalten, die die gwiinschte Abschitzung (8.27) mit C; = C> = 1 ist. O

und

8.4 Hermite-Birkoff-Interpolation

Die polynomiale Lagrange-Interpolation kann auf den Fall verallgemeinert
werden, in welchem auch die Werte der Ableitungen einer Funktion f in
gewissen (oder allen) Knoten z; bekannt sind.

Wir wollen nun annehmen, dass (z;, f*)(z;)), gegebene Daten sind, wo-
beii=0,...,n, k=0,...,m; und m; € N. Sei ferner N = Y7 (m; + 1).
Es kann bewiesen werden (siehe [Dav63]), dass wenn alle Knoten {x;} ver-
schieden sind, ein eindeutig bestimmtes Polynom, das Hermitesche Inter-
polationspolynom, Hy_1 € Pn_; existiert, so dass

H](\f)_l(a:l) :ygk), i=0,....,n k=0,...,my
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gilt. Das Hermitesche Interpolationspolynom ist von der Form

n m;

HN 1 Zzyl zk (832)

i=0k=0

mit yz(k) =f®)(2;),i=0,...,n,k=0,...,m;
Die Funktionen L;, € Py_1 werden die Hermiteschen charakteristischen
Polynome genannt und sind durch die Beziehungen

— (L
dxP

v 1 ifi=jund k=p,
0 andernfalls

definiert. Fiihrt man die Polynome

N\ n _ mp+1
lij(w)z(w -mZ) H<x wk) , 0=0,..0,m, j=0,...,m;,

4! e \Ti — Ty
k#i
ein und setzt Lim, (z) = lim, (z) fiir ¢ = 0,...,n, so erhalten wir fiir die

Polynome L;; die Rekursionsbeziehung

Li]( _lZJ Zl z ) jzmi—l,mi—Q,...,O.
k=j+1

Was den Interpolationsfehler anbetrifft, gilt die folgende Abschétzung

F™M(E)
N

flz) —Hy_1(z) = On(z) VzeR,

wobei & € I(x;xo, . -.,x,) und Qx das durch
On(2) = (x — o)™ (x — 2)™ (2 — z,) " (8.33)
definierte Polynom vom Grade N sind.

Beispiel 8.6 (Oskulierende Interpolation) Sei m; =1 fiir i = 0,...,n ge-
setzt. In diesem Fall ist N = 2n + 2 und das interpolierende Hermite-Polynom
wird oskulierendes Polynom, genannt. Es ist durch

n

Hy_i(z) = Z (yiAz( )+ yzl)B (= ))

i=0
gegeben, wobei A;(x) = (1 — 2(x — z;)l}(z:))l;(x)? und B;(z) = (z — z;)li(z)?,
fir i =0,...,n, mit

n
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o 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Abbildung 8.4. Lagrangesche und Hermitesche Interpolation der Funktion
f(z) = sin(4nz) auf dem Intervall [0, 1].

sind. Zum Vergleich verwenden wir die Programme 65 und 67, um das Lagrange-
sche bzw. das Hermitesche Interpolationspolynom der Funktion f(z) = sin(4nrz)
auf dem Intervall [0, 1] mit vier &quidistanten Knoten (n = 3) zu berechnen. Ab-
bildung 8.4 zeigt die Graphen der Funktion f (gestrichelte Kurve) und der beiden
Polynome II, f (gepunktete Kurve) und Hy—1 (durchgezogene Kurve). °

Das Programm 67 berechnet die Werte des oskulierenden Polynoms in den
Abszissen, die im Vektor z enthalten sind. Die Eingabevektoren x, y und dy
enthalten die Interpolationsknoten und die entsprechenden Funktionswerte
von f bzw. f'.

Program 67 - hermpol : Oskulierendes Polynom

function [herm] = hermite(x,y,dy,z)
n = max(size(x)); m = max(size(z)); herm = [];
forj=1:m
xx = z(j); hxv = 0;
for i = 1:n,
den = 1; num = 1; xn = x(i); derLi = 0;
for k = 1:n,
if k "= i, num = num*(xx-x(k)); arg = xn-x(k);
den = den*arg; derLi = derLi+1/arg;
end
end
Lix2 = (num/den)"2; p = (1-2*%(xx-xn)*derLi)*Lix2;
q = (xx-xn)*Lix2; hxv = hxv+(y(i)*p+dy(i)*q);
end
herm = [herm, hxv];
end
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8.5 Erweiterung auf den zweidimensionalen Fall

In diesem Abschnitt widmen wir uns kurz der Erweiterung der vorangegan-
genen Konzepte auf den zweidimensionalen Fall und verweisen auf [SL89],
[CHQZ8S], [QV94] fiir weitere Details. Wir bezeichnen durch € ein be-
schrinktes Gebiet in R? und durch x = (z,y) den Koordinatenvektor eines
Punktes in .

8.5.1 Polynominterpolation

Eine besonders einfache Situation tritt auf, wenn Q = [a,b] X [¢,d], d.h.
wenn das Interpolationsgebiet ) das Tensorprodukt zweier Intervalle ist.
In diesem Fall fithren wir die Knoten a = 29 < 21 < ... < x, = b und
c=Yy <y <...<ym = dein und das Interpolationspolynom II,, ., f
kann in der Form IT, y f(z,y) = iy 2 jog ijli(2)l;(y) geschrieben wer-
den, wobei l; € P, ¢ = 0,...,n, und [; € Ppp,, j = 0,...,m, die charak-
teristischen eindimensionalen Lagrangeschen Polynome in Bezug auf die z
bzw. y Variable und a;; = f(x;,y;) sind.

Die Nachteile der eindimensionalen Lagrange-Interpolation sind auch
dem zweidimensionalen Fall eigen, wie durch das Beispiel in Abbildung 8.5
bestatigt wird.

AES55N
555N
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/,,;/,’,;,/;lm OIS

7y PIREEASS
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(RN
/ o “‘\“\\\\\\
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0
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Abbildung 8.5. Runges Gegenbeispiel erweitert auf den zweidimensionalen Fall:
Interpolationspolynom auf einem Gitter von 6 x 6 Knoten (links) und 11 x 11
Knoten (rechts). Beachte den Wechsel der senkrechten Skalierung in beiden Dar-
stellungen.

Bemerkung 8.1 (Der allgemeine Fall) Ist Q kein Rechteck oder sind
die Interpolationsknoten nicht gleichférmig tiber ein kartesisches Gitter ver-
teilt, ist das Interpolationsproblem schwierig zu 16sen und es ist im All-
gemeinen vorteilhafter, zur kleinste Quadratelésung zu greifen (siehe Ab-
schnitt 10.7). Wir verweisen auch darauf, dass in d Dimensionen (mit d > 2)
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das Problem der Bestimmung eines Interpolationspolynoms vom Grade n
in Bezug auf jede Raumvariable auf n + 1 verschiedenen Knoten schlecht
gestellt sein kann.

Betrachten wir beispielsweise ein Polynom vom Grade 1 in Bezug auf z
und y der Gestalt p(x,y) = aszy + a2z + a1y + ap um eine Funktion f
in den Knoten (—1,0), (0,—1), (1,0) und (0,1) zu interpolieren. Obwohl
die Knoten verschieden sind, besitzt das Problem (das nichtlinear ist) im
Allgemeinen keine eindeutig bestimmte Losung; tatséichlich gelangen wir
durch Auferlegung der Interpolationsbedingungen zu einem System, das
fiir jeden Wert des Koeffizienten ag erfiillt ist. |

8.5.2  Stiickweise polynomiale Interpolation

Im mehrdimensionalen Fall ermoglicht die grossere Flexibilitdt der stiick-
weisen Interpolation Gebiete komplexer Struktur leichter zu handhaben.
Nehmen wir an, dass  ein Polynom im R? ist. Dann kann Q in K nichtiiber-
lappende Dreiecke (oder Elemente) T zerlegt werden. Diese sogenannte Tri-
angulation des Gebietes werden wir durch 7, bezeichnen. Offensichtlich gilt

Q= |J T. Nehmen wir an, dass die maximale Linge der Dreieckskanten
TeTh
kleiner als eine positive Zahl h ist. Wie in Abbildung 8.6 (links) dargestellt,

sind nicht alle Zerlegungen erlaubt. Genauer gesagt, sind die zuléssigen Zer-
legungen jene, fiir die jedes Paar nicht disjunkter Dreiecke eine Ecke oder
eine Kante gemeinsam haben.

AN

Y

H :Z/\ y ag’
' Fr |
/a,{

EA

4

Abbildung 8.6. Die linke Seite des Bildes zeigt zulissige (oben) und nicht zuldssige
Triangulierungen, die rechte Seite die affine Abbildung des Referenzdreiecks 7" auf
das allgemeine Element T € Tp,.

z

1

X/
e

Jedes Element T' € Tp, der Fliche |T| ist das Bild der affinen Abbildung
x = Fr(x) = Brx + by des Referenzdreiecks T mit den Ecken (0,0), (1,0)
und (0,1) in der x = (Z,9) Ebene (siehe Abbildung 8.6, rechts), wobei die
invertierbare Matrix Bt bzw. der rechte Seite Vektor b durch

T2 — T r3 — T
Br =
Y2—Y1 Ys— Y1

] , brp=(z1,y)7, (8.34)
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gegeben sind und die Koordinaten der Ecken von 7' durch a(Tl) = (z1,y)7,
1 =1,2,3, bezeichnet wurden.

[ (x.y) A
i 1\ L CGY)
l 1

v 2

— ik N
1J i : 1I A

z . .

i Zj

Abbildung 8.7. Charakteristisches stiickweise Lagrangesche Polynom, in einer und
zwei Raumdimensionen. Links k£ = 0; rechts k£ = 1.

Die affine Abbildung (8.34) ist bei praktischen Berechnungen von immen-
ser Bedeutung, da, wenn einmal eine Basis zur Darstellung der stiickweise
polynomialen Interpolation auf T erzeugt wurde, es durch Koordinaten-
wechsel x = Fr(x) moglich ist, das Polynom auf jedem Element 7" von Tj,
zu rekonstruieren. Wir sind daher interessiert, lokale Basisfunktionen zu
finden, die auf jedem Dreieck vollstdndig ohne zusétzliche Informationen
benachbarter Dreiecke beschrieben werden kénnen.

Zu diesem Zweck fithren wir auf 7, die Menge Z der stickweisen Interpo-
lationsknoten z; = (z;,y;)", 4 =1,..., N, ein und bezeichnen durch P (),
k > 0, den Raum der algebraischen Polynome vom Grade < k in den
rdumlichen Variablen z,y

k
Pr(Q) =< pla,y) = Y aia’y’, z,y € Q3. (8.35)
i<k
Fiir k£ > 0 sei schlieflich P{ () der Raum stiickweiser Polynome vom Grade
< k, so dass fiir jedes p € P{(Q2) die Einschrinkung p|r in Py (T) fiir jedes
T € Tp, liegt. Eine einfache Basis fiir P{(Q2) besteht aus den Lagrangeschen
charakteristischen Polynomen l; = l;(z,y), so dass l; € Pf(Q2) und

li(Zj) :(Sij, i,j:].,...,N, (836)

mit dem Kroneckersymbol d;; gilt. Wir zeigen in Abbildung 8.7 die Funk-
tionen [;, k = 0, 1, gemeinsam mit den eindimensionalen Entsprechungen.
Im Fall £ = 0 sind die Interpolationsknoten in den Schwerpunkten der
Dreiecke gelegen, wogegen die Knoten im Fall £ = 1 mit den Ecken der
Dreiecke iibereinstimmen. Diese Wahl, die wir im Folgenden beibehalten
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wollen, ist nicht die einzig mogliche. Die Mittelpunkte der Dreieckskan-
ten konnten ebenso verwendet werden, was zu einer unstetigen stiickweise
polynomialen Interpolation iiber ) fiihren wiirde.

Fiir k > 0 ist das Lagrangesche stiickweise interpolierende Polynom I1¥ f €
P5(Q2) von f durch

N

0} f(z,y) = > f(zi)li(z,y) (8.37)

i=1

definiert. Beachte, dass II9 f eine stiickweise konstante Funktion ist, woge-
gen II} f eine lineare Funktion auf jedem Dreieck darstellt, die in den Ecken
stetig und damit auch global stetig ist.

Fiir jedes T € Tj bezeichnen wir durch II%f die Einschrinkung des
stiickweise interpolierenden Polynoms von f auf dem Element 7. Nach
Definition ist II%f € Py(T); wegen dy = dimPy(T) = (k + 1)(k + 2)/2
kénnen wir somit schreiben

di—1

s f(zy) = Y f@ ) mr(z,y), VT €Th. (8.38)
m=0
In (8.38) haben wir durch Z(Tm), m = 0,...,d, — 1, die stiickweisen In-

terpolationsknoten auf T' und durch I, r(z,y) die Einschrinkung des La-
grangeschen charakteristischen Polynoms auf 7' bezeichnet, das in (8.37)
den Index i besitzt, der in der Liste der “globalen” Knoten z; dem “lokalen”
5(m)
Zr

Knoten entspricht.

Fahren wir mit dieser Notation fort, haben wir /; r(x) = l} o Fr'l(x),
wobei l} = l}(fc), j=0,...,dp —1, die j-te Lagrangesche Basisfunktion fiir
Pi(T) ist, die auf dem Referenzelement 7' erzeugt wurde. Wir vermerken,
dass wenn k = 0 ist, dy = 1 gilt, d.h. es existiert nur ein lokaler Interpo-
lationsknoten (der mit dem Schwerpunkt des Dreiecks T iibereinstimmt).
Wohingegen d; = 3 fiir k = 1 gilt, d.h. drei lokale Interpolationsknoten exi-
stieren, die mit den Ecken von T iibereinstimmen. In Abbildung 8.8 sind
die lokalen Interpolationsknoten auf T fiir k = 0, 1 und 2 dargestellt.

Abbildung 8.8. Lokale Interpolationsknoten auf T; links k = 0, Mitte k = 1,
rechts k = 2.

Hinsichtlich der Interpolationsfehlerabschitzung gilt das folgende Resultat
(zum Beweis sieche [CL91], Theorem 16.1, S. 125-126 und [QV94], Bemer-
kung 3.4.2, S. 89-90)
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If = 1% flloor < CREP D) o, B> 0. (8.39)

Hierbei sei fiir jedes T' € Tj, durch hp die maximale Kantenlinge von T
bezeichnet und fiir jedes g € C°(T'), ||g||lco, 7 = maxxer |g(x)|. Ferner ist C
in (8.39) eine positive Konstante unabhingig von hy und f.

Wir wollen annehmen, dass die Triangulation 7, reguldr ist, d.h. dass es
eine positive Konstante o gibt, so dass

hy
max— < g
TeTh pT

gilt. Hier sei pr fiir alle T € Tp, der Durchmesser des 7' einbeschriebenen
Kreises. Dann ist es moglich aus (8.39) die folgende Interpolationsfehler-
abschétzung auf dem Gesamtgebiet

1f =T} fllooso < CREF ¥ 00, k>0,  VfelH'(Q)
(8.40)
abzuleiten.

Die Theorie der stiickweisen Interpolation ist ein grundlegendes Werk-
zeug der finiten Elemente Methode, einem numerischen Verfahren, das weit
verbreitet bei der numerischen Approximation partieller Differentialglei-
chungen ist (siehe Kapitel 12 fiir den eindimensionalen Fall und [QV94] fiir
eine vollstiindige Darstellung der Methode).

Beispiel 8.7 Wir vergleichen die Konvergenz der stiickweisen polynomialen In-
terpolation vom Grade 0, 1 und 2, der Funktion f(z,y) = e~ @) quf Q =
(—1,1)% In Tabelle 8.4 sind der Fehler & = ||f — IT} f||oo,q, fiir k = 0,1,2, und
die Konvergenzordnung p;, als Funktion der Netzweite h = 2/N fir N = 2,...,32
dargestellt. Deutlich kann man lineare Konvergenz fiir die Interpolation vom Gra-
de 0 erkennen, wohingegen die Konvergenz in Bezug auf h quadratisch fiir die
Interpolation vom Grade 1 und kubisch fiir die Interpolation vom Grade 2 ist. o

Tabelle 8.4. Konvergenzraten und Ordnungen fiir stiickweise Interpolation vom
Grade 0, 1 und 2.

&o Do & D1 Es D2
0.4384 0.2387 0.016

0.2931 0.5809 0.1037 1.2028 1.6678-10"2 3.2639
0.1579 0.8924 0.0298 1.7990 2.8151-10"* 2.5667
0.0795 0.9900 0.0077 1.9524 3.5165-10~°  3.001
0.0399 0.9946 0.0019 2.0189 4.555-1075  2.9486

;|>~ [ RN TSI I~
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8.6 Splineapproximation

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Approximation einer gegebenen
Funktion unter Verwendung von Splines, die eine stiickweise Interpolation
bei globaler Glattheit ermdglicht.

Definition 8.1 Seien n + 1 verschiedene Knoten zy, ..., z, in [a,b] mit
a=x9<x <...<x,=>bgegeben. Die auf dem Intervall [a,b] definierte
Funktion s (z) ist ein Spline vom Grade k beziiglich der Knoten z;, wenn

Sk|[e;.e541]) € Py J=0,1,...,n—1, (8.41)
sp € O a, b]. (8.42)
|

Bezeichnen wir durch S, den Raum der Splines s;, auf [a, b] beziiglich n+1
verschiedener Knoten, so ist dim Sy = n + k. Offensichtlich ist jedes Poly-
nom vom Grade k auf [a, b] ein Spline; in der Praxis wird jedoch ein Spline
durch verschiedene Polynome auf jedem Teilintervall dargestellt und kann
daher unstetig in der k-ten Ableitung in einem inneren Knoten 1, ..., 2,1
sein. Die Knoten, in denen dies tatsichlich der Fall ist, heiflen aktive Kno-
ten.

Es ist einfach zu sehen, dass die Bedingungen (8.41) und (8.42) nicht aus-
reichen, um einen Spline vom Grade k zu charakterisieren. Die Restriktion
Sk,j = Sk|[z;,z;4,) Kann in der Form

k
sk,j(x) = Zs”(x —x;)', wenn z € [x;,T;11] (8.43)
i=0

dargestellt werden, so dass tatsichlich (k + 1)n Koeffizienten s;; bestimmt
werden miissen. Andererseits folgt aus (8.42)

s,(crr;ll(xj) = s%)(a:j), j=1...,n—=1, m=0,...k—1
was das Stellen von k(n — 1) Bedingungen beinhaltet. Folglich verbleiben
(k+ 1)n — k(n — 1) = k + n Freiheitsgrade.
Auch wenn der Spline interpolierend, d.h. derart ist, dass sy(z;) = f; fiir
7 =0,...,ngilt, wobei fo, ..., fn gegebene Werte sind, wiirden immer noch
k — 1 unbestimmte Freiheitsgrade auftreten. Aus diesem Grund werden
weitere Bedingungen auferlegt, die auf

1. periodische Splines fithren, wenn

si (@) = sy (b), m=0,1,... k1 (8.44)
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2. natiirliche Splines fithren, wenn fiir £ = 2] — 1 mit [ > 2
sy =s"py=0, j=0,1,...,1-2, (8.45)

gilt. Aus (8.43) ist ersichtlich, dass ein Spline bequem mit Hilfe von k + n
Spline-Basisfunktionen dargestellt werden kann, so dass (8.42) automa-
tisch erfiillt ist. Die einfachste Wahl, die aus der Verwendung einer ge-
eignet angereicherten monomialen Basis (siche Ubung 10) besteht, ist vom
numerischen Standpunkt ungeeignet, da sie schlecht konditioniert ist. In
den Abschnitten 8.6.1 und 8.6.2 werden mdogliche Beispiele von Spline-
Basisfunktionen angegeben: Kardinal-Splines fiir den Spezialfall £ = 3 und
B-Splines fiir ein allgemeines k.

8.6.1 Interpolierende kubische Splines

Interpolierende kubische Splines sind besonders wichtig, da: ¢. sie Splines
minimalen Grades sind, die C? Approximationen liefern; ii. sie hinreichend
glatt beim Vorhandensein kleiner Kriimmungen sind.

Betrachten wir also in [a,b] die n + 1 geordneten Knoten a = zg < 1 <
... < xp = bund die entsprechenden Auswertungen f;, i =0,...,n. Unser
Ziel ist es, ein effizientes Verfahren zur Konstruktion kubischer Splines, die
jene Werte interpolieren, zu liefern Da der Spline vom Grade 3 ist, miissen
seine zweiten Ableitungen stetig sein. Wir wollen die folgende Notation
einfiihren

fi:S3(CUZ’), mi:sg(wi), Mi:Sg(ZIZi), iZO,...,n.

Da s3 ;-1 € P3 ist s% .. linear und
’ 3,i—1

sé',i_l(:v) = Mi—l mzh_ 217 + Mz% fiir x € [wi_l,wi], (846)
wobel h; = x; —x;—1, 1 =1,...,n. Zweifache Integration von (8.46) ergibt
(z; — x)* (x—m;1)? ~
i = M;_ M; Ci1(z — 2 Ci1,
s3,i—1() 1 6l + 6l + (@ —xi1) + 1
und die Konstanten C;_; und C~’i,1 sind durch Aufprigen der Endpunkt-
werte s3(z;—1) = fi—1 und sz(xz;) = f; bestimmt. Dies ergibt fiir i =
1,...,n—1
~ h; i~ fio1 by
Ci1= fi-1— Mi—léa Cio1 = fol - E(Mz — M;_y).
Fordern wir nun die Stetigkeit der ersten Ableitungen in x;, so erhalten wir
ok hiyy o fim fi
ss(z;) = El}fwi—l + gthi + %
= TRy firr = fi _ s (e,
3 6 hiva
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+

wobel s5(z57) = tlin(l)sg (z;+t). Dies fithrt zu dem linearen Gleichungssystem
—

(M-Stetigkeitssystem genannt)

wiMi—q +2M; + A\iMiy1 =d; i=1,...,n—1 (847)
wobei wir
Y RN TV
YT +hi+1, ok +hi+1,
d - 6 (fi+1_fi_fi_ i1>, i=1. . n—1

gesetzt haben. Das System (8.47) hat n + 1 Unbekannte und n — 1 Glei-
chungen; somit sind noch 2(= k — 1) Bedingungen offen. Im Allgemeinen
konnen diese Bedingungen von der Gestalt

2Mo + XMy =dy, ppMy_1 +2M, = dy,

mit 0 < Ao, i, < 1 und dp, d,, gegebene Werte sein. Um zum Beispiel die
natiirlichen Splines zu erhalten, (die s4(a) = s§(b) = 0 geniigen,) miissen
wir die obigen Koeffizienten gleich Null setzen. Eine populdre Wahl ist
X = pp = 1 und dy = dy, d, = dp—1, die der Fortsetzung der Splines
iiber die Endpunkte des Intervalls hinaus und de Behandlung von a und
b als innere Punkte entspricht. Diese Strategie fithrt zu einem Spline mit
“glattem” Verhalten. In allgemeinen ist das resultierende lineare System
tridiagonal von der Form

2 A 1
o0 0 My do
1 2 A1 . M,y dq
0 .. o ; = (8.48)
M, dp_
Hn—1 2 >\n—1 M ! d !
| 0 0 Mn 2 ] " "

und kann effizient mit dem Thomas-Verfahren (3.53) gelost werden (vgl.
Band 1).

Eine Abschlussbedingung fiir das System (8.48), die niitzlich sein kann,
wenn die Ableitungen f'(a) und f'(b) nicht bekannt sind, besteht dar-
in, die Stetigkeit von s4’(z) in z; und z,-; zu fordern. Da die Knoten
z1 und z,_; nicht wirklich zur Konstruktion des kubischen Spline bei-
tragen, wird er als ein nicht-ein-Knotenspline bezeichnet. Dieser hat die
“aktiven” Knoten {xg, za,...,%,_2, %, } und interpoliert f in allen Knoten

{1'0,1'1,1'2, e 7xn727xn717$n}-

Bemerkung 8.2 (Spezielle Software) Verschiedene Pakete existieren
fiir die Splineinterpolation. Im Fall kubischer Splines erwidhnen wir den
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Befehl spline, der die oben eingefiihrte nicht-ein-Knoten Bedingung ver-
wendet, oder im Allgemeinen, die Spline-Toolbox von MATLAB [dB90)
und die Bibliothek FITPACK [Die87a], [Die87b]. [ ]

Ein vollig anderer Zugang zur Erzeugung von s3 besteht in der Angabe
einer Basis {y;} fiir den Raum S; kubischer Splines, dessen Dimension
n + 3 ist. Wir betrachten hier den Fall, in dem die n + 3 Basisfunktionen ¢;
globalen Tréger im Intervall [a, b] haben und verweisen auf Abschnitt 8.6.2
fiir den Fall einer Basis mit lokalem Tréger.

Die Funktionen ¢;, ¢,j = 0,...,n, werden durch die folgenden Interpo-
lationsbedingungen festgelegt

pi(z;) = dij, ©i(wo) = pi(xn) =0,

und zwei weitere Splines, ¢, 11 und @,42, miissen hinzugefiigt werden.
Wenn zum Beispiel der Spline gewissen vorgeschriebenen Ableitungsbedin-
gungen in den Endpunkten geniigen soll, fordern wir, dass

) .7 = 07 —e T SOITL+1 (II?()) = 1’ go,ln+1(an) = 07

, J=0,.n @) s(x0) =0, ¢ o) =1

Pn+1 (wj) =

Pn+2 ('TJ) =

Auf diese Weise nimmt der Spline die Form
s3(2) = ) fipi(@) + fopns1(2) + Frpnia(®)
i=0

an, wobei f) und f} zwei gegebene Werte sind. Die resultierende Basis
{pi, 1 =0,...,n + 2} wird kardinale Splinebasis genannt und héufig bei der
numerischen Losung von Differential- oder Integralgleichungen verwendet.

Abbildung 8.9 zeigt einen allgemeinen Kardinal-Spline, der iiber prak-
tisch unbeschrinktes Intervall berechnet wurde, wobei die Interpolations-
knoten z; ganze Zahlen sind. Der Spline wechselt das Vorzeichen in jeweils
benachbarten Intervallen [z;_1,z;] und [z, z;41] und klingt rasch auf Null
ab.

Beschriinken wir uns auf die positive Achse, so kann gezeigt werden (sie-
he [SL89]), dass die Extremante der Funktion auf dem Intervall [z}, 2;41]
gleich der Extremanten auf dem Intervall [z;1, 2 2] multipliziert mit ei-
nem Abklingfaktor A € (0,1) ist. Auf diese Weise werden mogliche auf ei-
nem Intervall auftretende Fehler schnell auf dem benachbarten geddmpft,
was die Stabilitit des Algorithmus sichert.

Wir wollen nun die Haupteigenschaften interpolierender kubischer Spli-
nes zusammenfassen und verweisen fiir die Beweise und allgemeinere Er-
gebnisse auf [Sch81] und [dB83].
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Abbildung 8.9. Kardinal-Spline.

Eigenschaft 8.2 Seien f € C?([a,b]) und s3 der f interpolierende natiirli-
che kubische Spline. Dann ist

b b

/ (84 ()P < / " (@) 2, (3.49)

a a

wobei das Gleichheitszeichen genau fir f = s3 gilt.

Das obige Resultat ist als die minimale Normeigenschaft bekannt und hat
die Bedeutung des minimalen Energieprinzips in der Mechanik. Die Eigen-
schaft (8.49) gilt auch, wenn die Bedingungen fiir die ersten Ableitungen des
Splines in den Endpunkten anstelle der natiirlichen Bedingungen auferlegt
werden (in solch einem Fall heifit der Spline gebunden, siche Ubung 11)
Der interpolierende kubische Spline s einer Funktion f € C?([a,b]), mit
st (a) = f'(a) und s (b) = f'(b), geniigt auch der folgenden Eigenschaft

b b

/ [f"(x) — s} (z)Pda < / [ (z) — s"(2)]?dx, Vs € Ss.

a a

In Bezug auf die Fehlerabschétzung gilt folgendes Ergebnis.

Eigenschaft 8.3 Sei f € C*([a,b]) und fiziere eine Zerlegung von [a,b] in
Teilintervalle der Breite h; derart, dass h = max; h; und 8 = h/min; h;.
Sei sg der f interpolierende kubische Spline. Dann gilt

177 = 5§ lloe < Coh* 1 W loe, 7 =0,1,2,3, (8.50)

mit Cp = 5/384, C; = 1/24, Cy = 3/8 und Cs = (B + 3~1)/2.

Somit konvergieren fiir h gegen Null der Spline s3 sowie seine ersten
und zweiten Ableitungen gleichmiissig gegen f und deren Ableitungen. Die
dritten Ableitungen konvergieren ebenso, vorausgesetzt, dass 3 gleichmifig
beschrénkt ist.
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Beispiel 8.8 Abbildung 8.10 zeigt den kubischen Spline, der die Funktion im
Runge-Beispiel approximiert, sowie seine Ableitungen erster, zweiter und drit-
ter Ordnung auf einem Gitter von 11 dquidistanten Knoten. In Tabelle 8.5 wird
der Fehler ||s3 — f||s als Funktion von h zusammen mit der berechneten Kon-
vergenzordnung angegeben. Die Ergebnisse zeigen deutlich, dass p gegen 4 (der
theoretischen Ordnung) konvergiert, wenn h gegen Null geht. °

Tabelle 8.5. Experimentell bestimmter Interpolationsfehler fiir die Run-
ge-Funktion unter Verwendung kubischer Splines.

h 1 0.5 0.25 0.125 0.0625
[[s3 = flleo || 0.022 0.0032 2.7741e-4 1.5983e-5 9.6343e-7
p - 2.7881 3.5197 4.1175 4.0522

09 @
08
0.7]
0.6]
05
04
03
02

0.1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 8.10. Interpolierender Spline (a) und seine Ableitung erster (b), zwei-
ter (c) sowie dritter (d) Ordnung (als durchgezogene Kurve) fiir die Funktion des
Beispiels von Runge (als gestrichelte Kurve).
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8.6.2 B-Splines

Kehren wir zu Splines allgemeinen Grades k zuriick und betrachten die
B-Spline (oder engl.: bell-spline) Basis, die sich auf die in Abschnitt 8.2.1
eingefiihrten dividierten Differenzen bezieht.

Definition 8.2 Der normalisierte B-Spline B; 41 vom Grade k bezogen

auf die verschiedenen Knoten z;, ..., x;1 11 ist definiert als
Bii+1(2) = (Titr+1 — ) g[Tiy - -y Titkt1]s (8.51)
wobei
(t—z)* wenn x <t,
g(t) = (t — )t = { (8.52)
0 andernfalls.
|
Substitution von (8.18) in (8.51) liefert die explizite Darstellung
k41
Bij1(2) = (@ipasr — x)iwgm—_w)i (8.53)
= H (Tij — Tit)
5

Aus (8.53) folgt, dass die aktiven Knoten von B; 41 (z) gerade die Punk-
te ..., %ipk+1 sind, und dass Bjg4i1(x) nur innerhalb des Intervalls
[Zi, it k+1] von Null verschieden ist.

Tatséchlich kann gezeigt werden, dass es der einzige nicht verschwinden-
de Spline mit minimalem Triger bezogen auf die Knoten x;,...,Zitr+1
ist [Sch67]. Es kann auch gezeigt werden, dass B; y+1(z) > 0 [dB83] und
1B 1 (@) = | B, (@irsn)] fir L= 0,...,k — 1 gilt [Sch81]. B-Splines
erlauben die rekursive Darstellung ([dB72], [Cox72])

)

1 wenn x € [z, %y1],
Bl 1 (CU) -
0 andernfalls, (8.54)

T — T Titk+1 — T

B py1(z) = k(z) + Bit1x(z), k> 1,

Tivk — T Titk4+1 — Tit1

die gewshnlich gegeniiber (8.53) favorisiert wird, wenn ein B-Spline in ei-
nem gegebenen Punkt auszuwerten ist.

Bemerkung 8.3 Es ist moglich, B-Splines sogar im Fall teilweise iiber-
einstimmender Knoten zu definieren, wenn die Definition dividierter Dif-
ferenzen geeignet erweitert wird. Dies fiithrt auf eine neue rekursive Form
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Newtonscher dividierter Differenzen, die gegeben ist durch (fiir weitere De-
tails siehe [Die93])

f[l'l,---,Z‘n]—f[l'o,---,l'nfl] fiirzg <21 <...<zp
Ty —
flzo, ... xn] = L " 0
£ () o
—_— ir oo =21 = ... = T,.
(n+1)| 0 1 n
Angenommen m (mit 1 < m < k + 2) der k + 2 Knoten ;, ..., Zitr11

stimmen iiberein und sind gleich A, dann wird (8.46) eine Linearkombina-
tion der Funktionen (A — x)iﬂfj, j = 1,...,m, enthalten. Folglich kann
der B-Spline stetige Ableitungen in A nur bis zur Ordnung k — m besitzen,
und ist daher unstetig, wenn m = k + 1 gilt. Es lift sich zeigen [Die93],

dass fiir ;01 < z; = ... =2 < Tigppt
Titlk x k
itk+1 —
— wenn xr € (T, Titk+1
Bigt1(x) = <$i+k+1 - wz) 2, l
0 andernfalls,
wahrend fiir x; < ;41 = ... = Tiprr1 < Titk+2
k
( T — > el ]
_ _ wenn ¢ € [z;, Tiyk41],
Biks1(z) = Titk+1 — Tg

0 andernfalls

gilt. Die Kombination dieser Formeln mit der rekursiven Beziehung (8.54)
ermoglicht die Konstruktion von B-Splines mit zusammenfallenden Knoten.
[ |

Beispiel 8.9 Untersuchen wir den Spezialfall kubischer Splines auf &quidistan-
ten Knoten zj+1 = x; + h, 1 = 0,...,n — 1. Gleichung (8.53) wird

6h°B; 4(z) =

(x — )3, wenn x € [zi, Tit1],

h® 4307 (x — xi41) + 3h(x — zit1)® — 3(x — 2541)%, wenn € [ri41, Tito],
h® 4+ 3h7(zits — x) + 3h(xivs — )° — 3(xirs — )%, wenn x € [ri42, Tita],

(Tita — )%, wenn z € [Tiy3, Tital,

L 0 andernfalls.

In Abbildung 8.11 ist der Graph von B; 4 im Fall verschiedener und teilweise
zusammenfallender Knoten dargestellt. .
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Abbildung 8.11. B-Spline mit verschiedenen Knoten (als durchgezogene Kurve)
und mit drei im Ursprung zusammenfallenden Knoten (als gestrichelte Kurve).
Beachte die Unstetigkeit der ersten Ableitung.

Sind n+ 1 verschiedene Knoten z;, j = 0,...,n gegeben, so kénnen n —k
linear unabhéngige B-Splines vom Grade k konstruiert werden, obwohl 2k
Freiheitsgrade noch verfiighar sind, um eine Basis fiir Sy zu erzeugen. Ein
Weg des Vorgehens besteht darin, 2k fiktive Knoten

Top STopt1 < ... <21 ST =q,
(8.55)
b=2p <Tpt1 <o < Tpgk

einzufiihren, denen die B-Splines B; 41, mit i = —k,...,—lund i =n —
k,...,n — 1, zugeordnet sind. Auf diese Weise kann jeder Spline s;, € Si
eindeutig in der Form

si(z) = i ¢iBi j41(x) (8.56)
i——k

dargestellt werden. Die reellen Zahlen ¢; sind die B-Splinekoeffizienten von
si. Die Knoten (8.55) werden gewohnlich zusammenfallend oder periodisch
gewdhlt.

1. Zusammenfallend: diese Wahl ist geeignet, um die Werte die ein Spli-
ne am Ende des Definitionsintervalls annimmt, zu erzwingen. In die-
sem Fall bekommen wir dank Bemerkung 8.3 iiber B-Splines mit zu-
sammenfallenden Knoten in der Tat

sp(a) = c—g, sp(b) = cp1. (8.57)
2. Periodisch, d.h.

T ;=2Zpi—b+a, Tipn=x;+b—a, i=1,... k.
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Diese Wahl ist niitzlich, wenn Periodizitdtsbedingungen (8.44) aufer-
legt werden miissen.

Bemerkung 8.4 (Einfiigen von Knoten) B-Splines anstelle von Kar-
dinal-Splines zu verwenden ist vorteilhaft, wenn mit reduziertem Aufwand
eine gegebene Konfiguration von Knoten, fiir die ein Spline s; bekannt ist,
verdndert werden soll. Nehmen wir an, dass die Koeffizienten ¢; von si (in
der Form (8.56)) iiber den Knoten &_, _j11, ..., Zptk bekannt sind, und
dass wir zu diesen einen neuen Knoten Z hinzufiigen wollen.

Der Spline 53, € S, der iiber der neuen Knotenmenge definiert ist, kann

in Bezug auf eine neue B-Spline-Basis {Bi,kH} in der Form

n—1
Su(z) = ) diBjji ()
i=—k

dargestellt werden. Die neuen Koeffizienten d; lassen sich aus den bekann-
ten Koeffizienten ¢; unter Verwendung des folgenden Algorithmus berech-
nen [Boe8&0]:

sei ¥ € [xj,2;41); dann konstruiere eine neue Knotenmenge {y;}, so dass

Yi = T; fﬁri:_ka"'aja yj+1:§7

Yi=wxi— firi=j4+2,....n+k+1;

definiere
1 fiir i = —k,...,j — k,
wi=d LTV k1,
Yitk+1 — Yi
0 firi=74+1,...,m;
berechne
d; = wic; + (1 —wi)ci i1=—k,...,n—1.

Dieser Algorithmus besitzt gute Stabilitdtseigenschaften und kann auf den
Fall verallgemeinert werden, in dem mehr als ein Knoten gleichzeitig ein-
gefiigt wird (siehe [Die93]). |

8.7 Splines in parametrischer Form

Die Verwendung interpolierender Splines besitzt die beiden nachfolgend
genannten Nachteile:
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1. die resultierende Approximation ist nur dann von guter Qualitit,
wenn die Funktion f keine grofien Ableitungen besitzt (insbeson-
dere fordern wir, dass |f'(z)] < 1 fiir jedes x). Anderenfalls kann
oszillatorisches Verhalten im Spline auftreten, wie durch das in Ab-
bildung 8.12 betrachtete Beispiel demonstriert wird. Diese Beispiel
zeigt als durchgezogene Kurve den interpolierenden kubischen Spline
auf der folgenden Datenmenge (aus [SL89])

a:i|8.125 8.4 9 9.845 9.6 9.959 10.166 10.2
fi|0.0774 0.099 0.28 0.6 0.708 1.3 1.8 2.177

2. s, héngt von der Wahl des Koordinatensystems ab. Fiihrt man in
dem obigen Beispiel eine Rotation des Koordinatensystems um 36
Grad in Uhrzeigerrichtung aus, wiirde man tatséichlich zu dem Spline
ohne fadenscheinige Oszillationen gelangen, der in der umrahmten
Box in Abbildung 8.12 dargestellt ist.

Alle Interpolationsverfahren, die bislang betrachtet wurden, hiingen
vom gewahlten kartesischen Referenzsystem ab, was ein negatives
Kennzeichen ist, wenn der Spline zur grafischen Darstellung einer
gegebenen Figur (z.B. einer Ellipse) benutzt werden soll. Wir wiirden
gern eine solche Darstellung haben, die unabhéngig vom Referenzsys-
tem ist, d.h. die einer geometrischen Invarianzeigenschaft geniigt.

25

15F

0.5F

0

8 8.5 9 9.5 10 10.5

Abbildung 8.12. Geometrische Nichtinvarianz eines interpolierenden kubischen
Splines s3: die Datenmenge fiir s3 in der gerahmten Box ist die gleiche wie im
Hauptbild, rotiert um 36 Grad. Die Rotation verringert die Steigung der inter-
polierten Kurve und eliminiert jede Oszillation von s3. Beachte, dass die Ver-
wendung eines parametrischen Splines (gestrichelte Kurve) die Oszillationen in
s3 ohne jede Rotation des Referenzsystems entfernt.
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Eine Losung ist durch parametrische Splines gegeben, bei denen jede Kom-
ponente der in parametrischer Form geschriebenen Kurve durch eine Spline-
Funktion approximiert wird. Betrachte eine ebene Kurve in parametrischer
Form P(t) = (z(t),y(t)), t € [0,T], nimm dann die Menge von Punkten
in der Ebene der Koordinaten P; = (z;,y;), ¢ = 0,...,n, und fiihre eine
Zerlegung auf [0,7]: 0 =tg < t; < ... < t, =T ein.

Verwenden wir die beiden Mengen von Werten {t;, z;} und {¢;,y;} als In-
terpolationsdaten, erhalten wir die beiden Splines s, ,, und sy, ,,, in Abhéngig-
keit von der unabhéingigen Variablen ¢, die z(t) bzw. y(t) interpolieren. Die
parametrische Kurve Sy (t) = (sg,z(t), sk,y(t)) wird parametrischer Spline
genannt. Offensichtlich liefern verschiedene Parametrisierungen des Inter-
valls [0, T'] verschiedene Splines (siche Abbildung 8.13).

Eine verniinftige Wahl der Parametrisierung verwendet die Linge jedes
Segmentes P;_1P;,

li=/(vi —wi1)? + (yi —yi—1)?, i=1,...,n.

Setzt man to = 0 und ¢; = >, _, 1l fiir i = 1,...,n, so stellt jedes ¢;
die aufsummierte Linge des Polygonzuges dar, der die Punkte von Py
nach P; verbindet. Diese Funktion heifit kumulativer Ldngenspline und
approximiert sogar Kurven mit grofler Kriimmung zufriedenstellend.

Dariiber hinaus kann auch bewiesen werden (siehe [SL89]), dass er geo-
metrisch invariant ist.

-2 0 2 4 6

Abbildung 8.13. Parametrische Splines fiir eine spiralférmige Knotenverteilung.
Der Spline kumulativer Lénge ist als durchgezogene Kurve dargestellt.

Das Programm 68 implementiert die Konstruktion kumulativer parame-
trischer kubischer Splines in zwei Dimensionen (und kann leicht auf den
dreidimensionalen Fall verallgemeinert werden). Zusammengesetzte para-
metrische Splines kénnen ebenso durch Aufprigen geeigneter Stetigkeits-
bedingungen erzeugt werden (siehe [SL89]).
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Program 68 - par_spline : Parametrische Splines

function [xi,yi] = parspline (x, y)
t (1) = 0;
for i = lilength (x)-1
td(i+1) =t (i) + sqrt ( (x(i+1)-x(1))"2 + (y(i+1)-y(i))"2 );
en
z = [t(1):(t(length(t))-t(1))/100:t(length(t))];
xi = spline (t,x,z);
yi = spline (t,y,z);

8.7.1 Bézier-Kurven und parametrische B-Splines

Die Bézier-Kurven und parametrische B-Splines sind bei grafischen Anwen-
dungen weit verbreitet, wobei die Lage der Knoten durch gewisse Unsicher-
heiten beeinflusst sein kann.

Seien Py, Py,...,P,, n + 1 geordnete Punkte in der Ebene. Das durch
sie gebildete orientierte Polygon heifit das charakteristische Polygon oder
Bézier-Polygon. Wir wollen die Bernstein-Polynome auf dem Intervall [0, 1]
einfithren, die als

n n!

hoa®) = () #0077 = gt 07

fir n = 0,1,... und & = 0,...,n definiert sind. Sie konnen durch die
Rekursionsformeln

bn,O(t) = (1 - t)n
bop(t) = (1= O)bp1p(t) + b 15 1), k=1,...,m, t€[0,1]

erhalten werden. Es ist leicht zu sehen, dass by, ;, € P, fiir k =0, ..., n gilt.
Ferner stellt {b, %, k=0,...,n} eine Basis fiir P,, dar. Die Bézier-Kurve
ist wie folgt definiert

Bn(Po,Py,..., Py, t) = Prbus(t), 0<t<1 (8.58)
k=0

Dieser Ausdruck kann als gewichtetes Mittel der Punkte P; mit den Ge-
wichten by, 1, (t) aufgefasst werden.

Die Bézier-Kurven kénnen auch durch einen rein geometrischen Zugang
beginnend mit dem charakteristischen Polygon erhalten werden. Fiir jedes
feste ¢ € [0, 1] definieren wir P; 1 (¢t) = (1 —t)P; +tP;4q fir i =0,...,n—1
und, fiir festes ¢, bilden die stiickweise, die neuen Knoten P;;(¢) verbin-
denden Linien eine Polygonzug von n — 1 Ecken. Wir kénnen nun dieses
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Verfahren durch die Erzeugung neuer Ecken P; »(¢) (i =0,...,n — 2) wie-
derholen und brechen ab, sobald das Polygon nur aus den Ecken Pg ,,_1 (%)
und Py ,_1(t) besteht. Es lisst sich zeigen, dass

Pon(t) = (1 —=t)Pop_1(t) +tP1,n_1(t) = By(Po,P1,..., Py, 1),

d.h. Py ,,(t) ist gleich dem Funktionswert der Bézier-Kurve B,, in den Punk-
ten, die festen Werten von t entsprechen. Wiederholung dieses Prozesses
fiir verschiedene Werte des Parameters t ergibt die Konstruktion der Kurve
in dem betrachteten Bereich der Ebene.

-3

2 4 6 8 10 12 14 16

Abbildung 8.14. Berechnung des Wertes von Bs beziiglich der Punkte (0,0), (3,7),
(14,7), (17,0) fiir t = 0.5 unter Verwendung der im Text beschriebenen grafischen
Methode.

Beachte, dass bei gegebener Knotenkonfiguration entsprechend der Rei-
henfolge der Punkte P; verschiedene Kurven konstruiert werden kénnen.
Dariiber hinaus stimmt die Bézier-Kurve B,,(Py, Py, ...,P,,t) abgesehen
von der Orientierung mit B,,(P,,,P,_1,...,Pg,t) iiberein.

Das Programm 69 berechnet b,  im Punkt z fiir 2 € [0, 1].

Program 69 - bernstein : Bernstein-Polynome

function [bnk]=bernstein (n,k,x)

if k ==0,

c=1,
else,

C = prod ([1:n])/( prod([1:k])*prod([1:n-k]));
end

bnk = C * x“k * (1-x)"(n-k);

Das Programm 70 zeichnet die Bézier-Kurve die sich auf die Menge von
Punkten (x,y) bezieht.
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Program 70 - bezier : Bézier-Kurven

function [bezx,bezy] = bezier (x, y, n)

i=0;,k=0;
for t = 0:0.01:1,

i =i+ 1; bnk = bernstein (n,k,t); ber(i) = bnk;
end
bezx = ber * x (1); bezy = ber * y (1);
for k = 1:n

i=0;

for t = 0:0.01:1

i =i+ 1; bnk = bernstein (n,k,t); ber(i) = bnk;
end
bezx = bezx + ber * x (k+1); bezy = bezy + ber * y (k+1);

end

plot(bezx,bezy)

In der Praxis werden die Bézier-Kurven selten verwendet, da sie keine
geniigend genaue Approximation des charakteristischen Polygons liefern.
Aus diesem Grunde wurden in den 70er Jahren die parametrischen B-
Splines eingefiihrt und in (8.58) anstelle der Bernstein-Polynome verwen-
det. Parametrische B-Splines sind in Paketen fiir Computer Grafiken weit
verbreitet, da sie die folgenden Eigenschaften besitzen:

1. die Storung einer einzelnen Ecke des charakteristischen Polygons lie-
fert nur eine lokale Storung der Kurve um die Ecke selbst;

2. der parametrische B-Spline approximiert das Kontrollpolygon besser
als die entsprechende Bézier-Kurve es tut, und er ist stets in der
konvexen Hiille des Polygon enthalten.

In Abbildung 8.15 werden Bézier-Kurven und parametrische B-Splines
fiir die Approximation eines gegebenen charakteristischen Polygons vergli-
chen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass parametrische
kubische B-Splines durch die geradlinige Ausrichtung von vier aufeinander-
folgenden Punkten lokal gerade Linien ermoglichen (sieche Abbildung 8.16),
und dass ein parametrischer B-Spline durch einen speziellen Punkt des cha-
rakteristischen Polygons geht, wenn drei aufeinanderfolgende Punkte des
Polygons mit dem gewiinschten Punkt iibereinstimmen.



38 8. Polynominterpolation

Abbildung 8.15. Vergleich einer Bézier-Kurve (links) mit einem parametrischen
B-Spline (rechts). Die Ecken des charakteristischen Polygons sind durch x mar-
kiert.

X X

Abbildung 8.16. Einige parametrische B-splines als Funktion der Anzahl und der
Lage der Ecken des charakteristischen Polygons. Beachte in der letzten Abbil-
dung (rechts) die Lokalisierungseffekte, die durch die Bewegung eines einzelnen
Knotens verursacht werden.

8.8 Anwendungen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Probleme, die bei der Lésung von
Differentialgleichungen vierter Ordnung und bei der Rekonstruktion von
Bildern bei der axialen Tomografie auftreten.

8.8.1 Finite FElemente Analyse eines eingespannten Balkens

Wir wollen stiickweise Hermitesche Polynome (siche Abschnitt 8.4) fiir die
numerische Approximation der Querbiegung eines eingespannten Balkens
verwenden. Dieses Problem wurde bereits in Abschnitt 4.7.2 betrachtet, in
dem finite Differenzen verwendet wurden.

Das mathematische Modell ist das Randwertproblem (4.74) (vgl. Band 1)
vierter Ordnung, hier in der allgemeinen Formulierung

{ (a(z)u (z)" = f(x), O0<z<L

(8.59)
u(0) = u(L) =0, w'(0) = u'(L) =0
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préisentiert. Im Spezialfall (4.74) (vgl. Band 1) haben wir @« = EJ und f =
P; fiir das Folgende nehmen wir an, dass « eine positive und beschrinkte
Funktion auf (0, £) ist, und dass f € L2(0, £).

Wir multiplizieren (8.59) mit einer beliebigen, hinreichend glatten Funk-
tion v und integrieren zweimal partiell, um

c c
/au"v"dw - [au”'v]oﬁ + [au”v']OL = /fvd:n
0 0

zu erhalten. Das Problem (8.59) wird nun durch das folgende Problem in
Integralform ersetzt

c c
findeu € V| so dass /au”v”da: = /fvda:, Yv eV, (8.60)
0 0

wobei
V= {v c0® € L2(0,£), k= 0,1,2, v (0) = o® (£) = 0, k = 0,1}.

Das Problem (8.60) besitzt eine eindeutige Losung, die die deformierte Kon-
figuration beschreibt, die die Gesamtenergie des Balkens iiber den Raum
V minimiert (siehe beispielsweise [Red86], S. 156)

J(u) = j (%a(u”V - fu> dz.

0

Zur numerischen Losung des Problems (8.60), fiihren wir eine Zerlegung
Tr von [0, £] in K Teilintervalle Ty, = [z_1,zx], k = 1,..., K, von gleicher
Lénge h = £/K mit x; = kh durch und den endlich dimensionalen Raum

Vi, = {’Uh € 01([0,£]), 'Uh|T € ]P3(T)

8.61
VT € T, ol (0) = v} (£) = 0, k = 0,1} (561

ein. Wir versehen Vj mit einer Basis. Hierzu ordnen wir jedem inneren
Knoten z; (i = 1,..., K — 1) einen Triger o; = T; U Tj4+1 und zwei Funk-
tionen ;, 1¥; zu, die wie folgt definiert sind: fiir jedes k gilt ;|7 € P3(Tk),
ilr, € P3(T)) und fiir jedes j =0,..., K,

(8.62)

pi(z;) = bij, ¢i(x;) =0
vi(z;) =0,  i(z;) = 0y
Beachte, dass die obigen Funktionen in V}, liegen und eine Basis

Bh:{(pla 1/}1’7':157[(_1} (863)
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bilden. Diese Basisfunktionen konnen auf das Referenzintervall T' =10,1]
fiir 0 < Z < 1 durch die affine Abbildung = = h# + xj_; zwischen T und
Ty, fur k=1, ..., K, transformiert werden.

Wir konnen daher auf dem Intervall T die Basisfunktionen 4/3(()0) und 4/3(()1)

einfiihren, die dem Knoten & = 0 entsprechen, sowie @ﬁo) und ¢>§1>, die
dem Knoten & = 1 zugeordnet sind. Jede dieser Basisfunktionen hat die
Gestalt ¢ = ag + a12 + a»22? + as2?; insbesondere miissen die Funktionen
mit der hochgestellten “0” den ersten beiden Bedingungen von (8.62) und
die mit der hochgestellten “1” den restlichen beiden Bedingungen geniigen.
Die Losung des dazugehorigen (4x4) Systems liefert

o0 (%) =1 - 382 +23, o\ (&) = & — 282 + 22, o)
8.6
P\ (@) =33 —2i%, @V (@) = —i + 4%,

Die Graphen der Funktionen (8.64) sind in Abbildung 8.17 (links) darge-
stellt, wobei (0), (1), (2) und (3) die Funktionen ¢\, ¢\*, ¢{" bzw. ¢
bezeichnen.

03| Q) ()
10

0.6,
10"
0.4

10

0.2

-20
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung 8.17. Natiirliche Hermite-Basis auf dem Referenzintervall 0 < z <1
(links); Konvergenzverlauf fiir die Methode der konjugierten Gradienten bei der
Losung des Systems (8.69) (rechts). Auf der z-Achse ist die Iterationszahl k
angegeben, auf der y-Achse die GroBe |[r®||s/||b1]|> dargestellt, wobei r das
Residuum des Systems (8.69) ist.

Die Funktion u; € V}, kann dargestellt werden als
K—1 K—1
1
up(z) = Zulcpl(x) + Zug )¢i($)- (8.65)
i=1 i=1
Hierbei haben die Koeffizienten und die Freiheitsgrade von uj, die folgende
Bedeutung: u; = up(z;), ugl)(xi) = uj(x;) fiir i = 1,..., K — 1. Beachte,

dass (8.65) ein Spezialfall von (8.32) ist, ndmlich m; = 1 in (8.32) gesetzt
wurde.
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Die Diskretisierung des Problem (8.60) lautet
c
findeuy, € V3, so dass /au%v}{dm = /fvhda:, Vv, € B,.  (8.66)
0

Sie wird Galerkin finite Elemente Approximation des Randwertproblems

(8.59) genannt. Hinsichtlich einer ausfiihrlicheren Diskussion und Analyse

der Methode verweisen wir auf Kapitel 12, Abschnitte 12.4 und 12.4.5.
Unter Verwendung der Darstellung (8.65) gelangen wir zu folgendem

System in den 2K — 2 Unbekannten wuy,us, ..., ux 1, ugl),ug), cs ug)_

,_.

c c
u; /agp}'cpg'da: + ugl)/az/};'gog'da: /fcplda:
0

<.
|

(8.67)

c
Z uj [ el de +ul) / aylf P! dz / fida,
J=1 0 0
fir + = 1,..., K — 1. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass der
Balken die Einheitsldnge £ habe, und dass a sowie f zwei Konstanten sind.
Berechnen wir die in (8.67) auftretenden Integrale, lautet das zu losende
System in Matrixform

Au+Bp= b,
(8.68)

BTu+Cp= 0,
wobei die Vektoren u, p € RE~! die unbekannten Knotenwerte u; und ugl)
enthalten, by € RE~1 der Vektor mit den Komponenten gleich h*f/« ist,
und

A = tridiagy_, (~12,24, —12),
B = tridiagg_,(—6,0,6),
C = tridiagp_4(2,8,2).

Das System (8.68) hat die Grofie 2(K — 1); durch Elimination der Unbe-
kannten p aus der zweiten Gleichung kann es auf das System (der Grofie
K-1)

(A-BC 'BT)u=hb;. (8.69)

reduziert werden. Da B anti-symmetrisch und A symmetrisch, positiv defi-
nit sind (s.p.d.), ist auch die Matrix M = A—BC~!'B7 s.p.d.. Die Cholesky-
Faktorisierung ist zur Losung des Systems (8.69) ungeeignet, da C~! eine
vollbesetzte Matrix ist. Alternativ bietet sich das Verfahren der konjugier-
ten Gradienten (CG) in Kombination mit einen geeigneten Vorkonditio-

nierer an, denn die spektrale Konditionszahl von M ist von der Ordnung
h=* = K*.



42 8. Polynominterpolation

Wir bemerken, dass die Berechnung des Residuum in jedem Schritt & > 0
die Losung eines linearen Gleichungssystems erfordert, dessen rechte Seite
der Vektor BTu®) mit der aktuellen Iterierten u®) ist und dessen Koef-
fizientenmatrix die Matrix C ist. Dieses System kann mit dem Thomas-
Algorithmus (3.53) (vgl. Band 1) mit einem Aufwand von K flops gelost
werden.

Das CG-Verfahren bricht mit dem kleinsten Wert von k ab, fiir den
le®)||s < u||by]> gilt, wobei r(*) das Residuum des System (8.69) und u
die Rundungseinheit bezeichnen.

Die mit dem CG-Verfahren im Fall einer gleichméafligen Zerlegung von
[0,1] in K = 50 Elemente und a@ = f = 1 erzielten Ergebnisse wurden
in Abbildung 8.17 (rechts) zusammengefasst. Sie zeigt den Konvergenzver-
lauf sowohl fiir die nichtvorkonditionierte Form (durch “Non Prec.” ge-
kennzeichnet), als auch fiir den SSOR-Vorkonditionierer (durch “Prec.”
gekennzeichnet) bei einem gesetzten Relaxitionsparameter von w = 1.95.

Wir bemerken, dass das CG-Verfahren aufgrund von Rundungsfehlern
nicht innerhalb von K — 1 Schritten konvergiert. Beachte auch die Effizi-
enz des SSOR-Vorkonditionierers in Bezug auf die Reduktion der Iterati-
onszahlen. Jedoch veranlassen uns die hohen numerischen Kosten dieses
Vorkonditionierers einen anderen Vorkonditionierer zu wihlen. Ausgehend
von der Struktur der Matrix M ist ein natiirlicher Kandidat fiir einen Vor-
konditionierer M = A — BC™'B”, wobei C die Diagonalmatrix mit den
Eintrigen ¢; = Zf;ll lcij| ist. Die Matrix M ist eine Bandmatrix, so
dass Thre Inversion wesentlich geringere Kosten verursacht als der SSOR-
Vorkonditionierer. Dariiber hinaus fiithrt die Verwendung von M zu einem
dramatischen Absinken der Iterationszahl wie aus der Tabelle 8.6 ersicht-
lich ist.

Tabelle 8.6. Iterationszahl als Funktion von K.

K | Ohne Vorkond. || SSOR | M
25 51 27 | 12
50 178 61 | 25
100 685 118 | 33
200 2849 237 | 34

8.8.2 Geometrische Rekonstruktion mittels
Computertomographie

Eine typische Anwendung der in Abschnitt 8.7 vorgestellten Algorithmen
ist die Rekonstruktion einer dreidimensionalen Struktur der inneren Organe
des menschlichen Korpers mit Hilfe der Computertomographie (CT).

Die Computertomographie (CT) liefert iiblicherweise eine Folge von Bil-
dern, die die Bereiche eines Organs in verschiedenen horizontalen Ebenen
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Abbildung 8.18. Querschnitt eines Blutgefifies (links) und ein entsprechendes 16
Punkte P; benutzendes charakteristisches Polygon (rechts).

darstellen; als Vereinbarung legen wir fest, dass eine CT Querschnitte in der
x,y Ebene zu verschiedenen Werten von z liefert. Das Ergebnis ist analog
zu dem, was man durch schichtenweises Zerlegen des Organs bei verschie-
denen Werten von z und Fotografieren der Querschnitte bekommen wiirde.
Offensichtlich besteht der grofie Vorteil bei der Anwendung der CT dar-
in, dass das zu untersuchende Organ visualisiert werden kann ohne hinter
benachbarten versteckt zu sein, wie es bei anderen Arten medizinischer
Bilder, z.B. bei Angiogrammen, passieren kann.

Das fiir jeden Querschnitt erhaltene Bild wird in eine Matrix von Pizeln
(abgekiirzt: von Bildelementen) in der x,y Ebene kodiert; ein bestimmter
Wert ist mit jedem Pixel verbunden und driickt die Graustufe des Bildes
in diesem Punkt aus. Diese Stufe wird aus der Dichte der Rontgenstrah-
lung bestimmt, die von einem Detektor nach dem Durchgang durch den
menschlichen Korper aufgefangen wird. In der Praxis wird die in einem CT
enthaltene Information in einem gegebenen Wert z als Menge von Punkten
(xi,y:), die den Rand des Organs bei z identifizieren, ausgedriickt.

Zur Verbesserung der Diagnostik ist es oftmals niitzlich die dreidimen-
sionale Struktur des zu untersuchenden Organs ausgehend von den vom
CT gelieferten Querschnitten zu rekonstruieren. Fiir dieses Ziel ist es erfor-
derlich, die pixelkodierte Information in eine parametrische Darstellung zu
tiberfithren, die durch geeignete Funktionen ausgedriickt werden kann, die
das Bild in einigen wichtigen Punkten seines Randes interpolieren. Diese
Rekonstruktion kann unter Verwendung der im Abschnitt 8.7 beschriebe-
nen Methoden ausgefiihrt werden, wie Abbildung 8.19 zeigt.

Eine Menge von Kurven, wie die in Abbildung 8.19 kann geeignet geschich-
tet werden, um eine Gesamtansicht des untersuchten Organs zu erzeugen.
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Abbildung 8.19. Rekonstruktion des inneren Geféfles von Abbildung 8.18 unter
Verwendung verschiedener interpolierender Splines mit dem gleichen charakteri-
stischen Polynoms: (a) Bézier-Kurven, (b) parametrische Splines und (c) Para-
metrische B-Splines.

8.9 Ubungen

1.

Beweise, dass die in (8.3) definierten charakteristischen Polynome I; € P,
eine Basis fiir P, bilden.

. Ein anderer Zugang zu der Methode von Theorem 8.1, der Konstruktion

des Interpolationspolynoms, besteht darin, direkt die n + 1 Interpolations-
bedingungen auf II,, aufzuprigen und die Koeffizienten a; zu berechnen.
Wenn wir so verfahren, erhalten wir ein lineares Gleichungssystem Xa=
y, wobei a = (ao,...,a,)", ¥y = (yo,...,yn)” und X = [x{] X wird Van-
dermondesche Matriz genannt. Beweise, dass X nichtsingulér ist, wenn die
Knoten z; verschieden sind.

[Hinweis: Zeige durch Rekursion in n, dass det(X)= H (zi —xj).]

0<j<i<n
n
Beweise, dass wy, (7)) = 1—[(acZ — z;) wobel wp+1 das Knotenpolynom
j=0
i

(8.6) ist. Uberpriife dann (8.5).

Gib eine Abschitzung von ||wn+1||sc in den Féllen n = 1 und n = 2 fiir
dquidistante Knoten an.

Beweise, dass
(n= D" (@ = 20 1)@ — 2)|

|wnt1 ()]

|wnt1 ()]

<
< "Nz — a1 (@ — 2,

wobei n gerade, —1 =20 <21 < ... < ZTp-1 < Tp =1, 2 € (Tn_1,%n) und
h =2/n sind.
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[Hinweis : Setze N = n/2 und zeige zunichst, dass
wnt1(z) = (x + Nh)(z + (N —1)h)...(z + h)x
(8.70)
(x—h)...(x = (N —1)h)(z — Nh).

Nimm dann z =rh mit N —1 <r < N|]

. Zeige unter den Annahmen von Ubung 5, dass |wn1] fiir € (Tp—1,Tn)

maximal wird (beachte, dass |w,+1| eine gerade Funktion ist).
[Hinweis : Verwende (8.70) um zu zeigen, dass |wn41(z + h)/wpt1(z)| > 1
fiir jedes z € (0,2,,—1) und = kein Interpolationsknoten ist.]

. Beweise die Rekursionsbeziehung (8.19) fiir die Newtonschen dividierten

Differenzen.

. Bestimme ein Interpolationspolynom H f € P,, derart, dass

(H) P (z0) = FB(20),  k=0,...,m,

und zeige, dass

") (g .
i) =Y L0 (o gy

i
gilt. Dies bedeutet, dass das Hermitesche Interpolationspolynom auf einem
Knoten mit dem Taylorpolynom iibereinstimmt.

Beweise, dass fiir die gegebene Menge von Daten
{fo=f(-)=1, i=f(-1)=1, o=fQ)=2, fa=f(2) =1}

das Hermite-Birkoff-Interpolationspolynom H3 nicht existiert.

[Lésung : Fiir den Ansatz Hs(z) = a3x>+asr’+a1r+ao muss man zeigen,
dass die Matrix des linearen Gleichungssystems Hs(z;) = fi, i = 0,...,3,
singulér ist.]

Zeigen Sie, dass jedes si € Si[a, b] eine Darstellung der Form

k g
sk(z) = Zbiml + ch(m — )k
i=0 i=1

besitzt, d.h. 1,z,2%,..., 2% (z —z1)%, ..., (x — z,)% bilden eine Basis fiir
Skla, b].

Beweise die Eigenschaft 8.2 und zeige die Giiltigkeit auch in dem Fall, wenn
der Spline s Bedingungen der Form s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b) geniigt.
[Hinweis: Beginne mit

b

/ [f"(z) = s"(2)] §" (x)dx = Z / [f"(z) = s"(x)] s" da

a

und integriere zweimal partiell.]
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Sei f(z) = cos(z) =1— 2—? + % — ”g—e; +. ... Betrachte die folgende rationale

Approximation

( )_ ao +a2m2+a4a:4

71
1+ bax? ’ (8:71)

die Padé Approzimation genannt wird. Bestimme die Koeffizienten von r
derart, dass

f(@) —r(z) = vz’ +y102™ % + ...

[Losung: ap =1, as = —7/15, as = 1/40, b2 = 1/30.]

Angenommen, die Funktion f des vorigen Beispiels sei auf einer Menge
von n dquidistanten Punkten z; € (—7w/2,7/2), i = 0,...,n, bekannt.
Wiederhole Ubung 12, indem die Koeffizienten von r mittels MATLAB
auf solche Weise bestimmt werden, dass die Grofe 37 |f(zi) — r(zi)|?
minimiert wird. Betrachte die Fille n = 5 und n = 10.
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