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1.1.7 Funktionen (Aufgabe 25 bis 30)

Seien A und B nichtleere Mengen. Eine Funktion f von A in die Menge B
ist eine Vorschrift, die jedem Punkt a aus A eindeutig (d.h. genau) einen
Punkt f(a) aus B zuordnet. Dabei heiflen A und B der Definitions- bzw.
Bildbereich von f. Das Bild oder auch der Wertebereich von f ist die
Menge aller Punkte aus B, die Bilder von Punkten aus A sind, d.h.

f(A) =Bild(f) :={b|be B, Jac A mit b= f(a)}.

Man verlangt also im Allgemeinen nicht, dass alle Elemente von B als Bil-
der vorkommen. Wozu braucht man dann noch den Bildbereich? Warum
betrachtet man nicht gleich den Wertebereich von f? Wenn man die Vor-
schrift f kennt, ist es im Allgemeinen nicht leicht, den Wertebereich zu
bestimmen; so zum Beispiel (und dieses Beispiel ist relativ einfach!) fiir

f:IR=IR, f(m):%.

Man kann eine Funktion auf verschiedene Arten angeben, definieren. Ist die
Menge A endlich, so kann dies durch eine Tabelle geschehen; z.B. fiir die
taglichen Durchschnittstemperaturen des vergangenen Jahres, die in einer
Wetterstation (z.B. der Zugspitze) gemessen und dann errechnet werden,
oder fiir die Kurswerte an der Frankfurter Borse.

Héufig wird eine Funktion angegeben in der Form f : A — B zusammen mit
einer Beschreibung (etwa durch eine Gleichung), wie jedem = € A das Ele-
ment f(x) zuzuordnen ist. Gelegentlich wird — unkorrekt aber bequem — die
Funktion f mit dem (unbestimmten) Funktionswert f(z) identifiziert, also
z.B. 22 als Funktion bezeichnet, wo x — 22 korrekt wire.

Ist A eine beliebige Menge, so bezeichnet id 4 die Identitét oder die identi-
sche Abbildung von A; es ist die Vorschrift, bei der Definitionsbereich und
Bildbereich gleich A sind, und die jedem a € A wieder a zuordnet. Ist B eine
weitere Menge und b € B fest, so kann man die konstante Abbildung b
betrachten, die jedem a aus A den Wert b zuordnet. Eine Funktion mit zwei-
elementigem Wertebereich haben wir schon kennengelernt (auch wenn wir das
dort nicht so bezeichnet haben): Jeder Aussage wird entweder ,,wahr“ oder
»falsch® als Wahrheitswert zugeordnet; also ist {w, f} der Wertebereich.
Sind A und B Teilmengen von IR, so kann man f : A — B mit Hilfe
einer Rechenvorschrift definieren, z.B. durch ein Polynom oder durch ei-
ne rationale Funktion, d.h. als Quotient von zwei Polynomen; dabei darf
natiirlich A keine Nullstelle des Nenners enthalten. Hiermit ist die néchste
Fragestellung vorbereitet. Gegeben sei eine Verkettung von Operationen
und bekannten Funktionen, in welchen eine unbestimmte reelle Zahl x vor-
kommt. Gesucht ist die grofite Teilmenge von IR — der sog. maximale De-
finitionsbereich —, auf welcher dieser Ausdruck sinnvoll ist, so dass hier
durch diesen Ausdruck eine Funktion definiert werden kann. (Man kann
sich natiirlich viel schlimmere Beispiele vorstellen als etwa die Zuordnung
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z +— /1022 —In(23 — 622 + 11z — 6)!). Auch Funktionen auf Teilmengen

von IR™ oder € nach IR™ oder € werden betrachtet. So z.B. f : IR* — IR,

fxy,m9) = i oder g: € = €, g(2) = 2] + 22 -3z+5.

Egal was man untersucht, erforscht, misst, experimentiert, die erzielten Resul-
tate kann man fast immer mit Hilfe von Funktionen ausdriicken. Die meisten
Ergebnisse menschlicher T#tigkeiten oder von Naturph&dnomenen kénnen und
werden durch Funktionen erfasst und beschrieben. Nicht nur in der Technik
und in den Natur- und Ingenieurwissenschaften trifft man bei jedem Schritt
auf Funktionen (wenn man sie sehen will oder kann!), sondern iiberall in der
Wirtschaft, Demographie, Demoskopie, Medizin, Politik, Rechtswissenschaft,
Kunst, Sprachwissenschaften, Verwaltung, Ernihrung, usw. Einige Beispiele:

—  Dosierungen von Arzneimittel sind Funktionen vom Kérpergewicht.

—  Die Borsenkurse in Frankfurt konnen als Funktionen von zwei oder drei
Variablen — Datum und Firma (fiir die Schlussnotierung) oder Datum,
Uhrzeit und Firma — angesehen werden.

—  Wahlergebnisse konnen in Prozenten oder in Wéhlerzahlen veréffentlicht
werden.

—  Abstimmungsergebnisse in verschiedenen Gremien sind dreiwertige Funk-
tionen. (Die Funktionswerte sind ja, nein oder Enthaltung).

—  Prognosen verschiedener Institute iiber die Zahlen zur wirtschaftlichen
Entwicklung bzw. Bevilkerungsentwicklung sind ebenfalls in Form von
Funktionen darstellbar.

—  Haushaltsdaten und Sportergebnisse verschiedener Art liefern Funktio-
nen.

Oft sind Vorgiinge derart komplex (z.B. in der Wirtschaft, Medizin oder Bio-
logie), dass das Herausfinden einer Funktion, die den untersuchten Vorgang
exakt beschreibt, eine fast uniiberwindbare Aufgabe ist, und deshalb macht
man vereinfachende Annahmen, um den Vorgang durch Funktionen beschrei-
ben zu kénnen, die einigermassen handhabbar sind.

Die Funktion f : A — B ist eindeutig durch ihren Graphen G; :=
{(a,f(a)) € Ax B | a € A} bestimmt. Umgekehrt ist eine Teilmenge
G C A x B der Graph einer (eindeutig bestimmten!) Funktion genau dann,
wenn jedes a € A in genau einem Element aus G als erste Komponente vor-

kommt. In diesem Fall ist die zweite Komponente das Bild von a unter der
dadurch definierten Funktion.

Seien f : A — B und f; : Ay — B; Funktionen mit A C Ay, B C B;
und f(a) = fi(a) fiir alle a aus A. Dann heifit f eine Einschrinkung von
f1 und f; heifdt eine Fortsetzung von f. Obwohl die Zuordnungsvorschrift
fiir alle Elemente aus A dieselbe ist, werden f und f; — falls A # A; oder

wenigstens B # B; — als verschieden betrachtet. Die Zuordnung = — ﬁ%‘“
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hat IR\{0} als maximalen Definitionsbereich; dadurch wird eine Funktion
f 1 IR\{0} = IR\{—4} definiert. Die Funktion f; : IR = IR, fi(z) =z —4 ist
eine Fortsetzung von f. Auch f5 : IR = IR, fa(z) = f(z) fir z € IR\{0} und
f2(0) = 0 ist eine Fortsetzung von f .

Ist f: A — B eine Funktion, so ordnet f jedem a € A genau ein b € B zu;
dabei ist nicht ausgeschlossen, dass zwei verschiedene Elemente a; und as
auf dasselbe Element b abgebildet werden, und es ist auch mdoglich, dass ein
b € B existiert, das nicht im Bild von f liegt. Folgt aus f(a;) = f(az) stets
a1 = as, so nennt man f injektiv. Gibt es fiir jedes b € B ein a € A mit
f(a) = b, so heiflt f surjektiv. Um auszudriicken, dass f : A — B surjek-
tiv ist, kann man auch sagen: f ist eine Funktion von A auf B. So ist z.B.
f:IR = IR, f(z) = 2% weder injektiv noch surjektiv, da f(1) = f(—1) gilt
und —1 kein Urbild hat. Die Einschrinkungen [0, co[— IR und IR — [0, oo von
f sind dagegen injektiv bzw. surjektiv. Die Einschrinkungen [0, co[— [0, co]
und | — 00,0] — [0,00[ von f sind sowohl injektiv als auch surjektiv. Eine
solche Funktion nennt man bijektiv.

Sind f: A — B und g: B — C Funktionen, so wird durch a — ¢(f(a)) eine
Funktion A — C definiert, die mit g o f bezeichnet wird, und die Kompo-
sition von f und g heifit. Fiir jedes a € A wird also zunichst der Funk-
tionswert f(a) ermittelt und zu diesem Element aus B wird anschliessend
das Bild g(f(a)) bzgl. g bestimmt. Diese Operation ist assoziativ, d.h.: Fiir
f:A—=>B,g:B—-Cundh:C — D gilt: ho(go f) = (hog)o f. Sind
f und g zwei Funktionen von A nach A, so sind im Allgemeinen f o g und
g o f verschieden. Sind f : A - B und g : B — C beide injektiv oder beide
surjektiv, so hat g o f dieselbe Eigenschaft. Deshalb ist g o f bijektiv, falls f
und g es sind. Ist f : A — B bijektiv, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion g: B - A mit go f =id4 und f o g = idp. Diese Funktion g wird
mit f~! bezeichnet und heift die Inverse von f; f(a) = bund f~1(b) = a
sind also dquivalent.

Fiir eine feste natiirliche Zahl n > 1 heifit jede bijektive Abbildung von
{1,...,n} auf {1,...,n} eine Permutation. Mit Hilfe vollstindiger Induk-
tion kann man sich {iberlegen, dass es n! verschiedene Permutationen der
Menge {1,...,n} gibt.

Sei nun A C IR. f : A — IR heifit monoton wachsend (streng monoton
wachsend), falls aus a; < as immer f(a;) < f(as) (bzw. f(a1) < f(a2))
folgt. Analog definiert man monoton fallend und streng monoton fal-
lend. Der Betrag| |:IR — IR ist keine monotone Funktion, da zwar —3 < 1
und —3 < 5 gilt, aber | — 3| > |1] und | — 3| < |5|. Die Einschrinkungen des
Betrages auf | — 00, 0] und [0, oo[ sind streng monoton fallend bzw. wachsend.
Es ist klar, dass die strenge Monotonie die Injektivitdt impliziert, aber das
Umgekehrte gilt nicht. (Z.B. f : [0,1]U[2,3] — IR, f(z) = z fiir z € [0,1]
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und f(z) =5 — 2 fiir z € [2, 3] ist injektiv, aber nicht monoton.)

Sei f: A x B — C eine Funktion; sind ay € A und by € B fest gewihlt, so
kann man die Funktionen A — C, a — f(a,by) und B — C, b — f(aop,b)
betrachten; sie werden mit f(-,bp) bzw. f(ag, ) bezeichnet. Diese Funktionen
sind Kompositionen von A - Ax B, a+ (a,bp) und B — Ax B, b+~ (ag,b)
mit f .

Zwei Mengen A und B heiflen gleichméchtig, wenn eine bijektive Funktion
von A nach B existiert. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, d.h. sie
ist symmetrisch (A ist gleichmichtig zu A), reflexiv (ist A gleichmiichtig
zu B, so ist B gleichmiichtig zu A) und transitiv (ist A gleichmiichtig zu
B und B gleichmiéchtig zu C, so ist A gleichméchtig zu C'). Die Menge aller
Mengen, die zu A gleichmiichtig sind, nennt man die Aquivalenzklasse von
A. Die Aquivalenzklasse von A heiBt die Michtigkeit oder Kardinalzahl
von A. Gibt es zu A eine natiirliche Zahl n > 1, so dass A und {1,...,n}
gleichméchtig sind, so ist n eindeutig bestimmt, und A heifit endlich mit der
Kardinalzahl n. Sonst heifit A —falls A nicht die leere Menge ist — unendlich.
Ist A gleichméchtig zu IN, so nennt man A abzdhlbar. Alle anderen unend-
lichen Mengen heiflen iiberabzdhlbar. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist
abzihlbar; als bijektive Abbildung von IN auf Z kann man nehmen: 2k — k
und 2k + 1 — —k — 1 fiir k& € IN. Das ist gleichzeitig ein Beispiel dafiir, dass
eine Menge dieselbe Machtigkeit haben kann wie eine echte Teilmenge. Bei
endlichen Mengen ist das nicht moglich. Es ist nicht allzu schwer zu zeigen,
dass auch @ und IN™ fiir eine beliebige natiirliche Zahl m > 1 abzihlbar

sind. Etwas mehr muss man sich anstrengen um nachzuweisen, dass IR und
€ iiberabzdhlbar sind.

1.1.8 Polynome, Horner-Schema (Aufgabe 31 und 32)
Teilt man das Polynom P, P(z) = apz™+ ...+ a1z + ag durch x — xg, so folgt
aus
anz™ + ...+ a1z + ag = (v — o) (bn_lxn_l—{—...—{—blw—{—bo) +7r
durch Koeffizientenvergleich

bp—1 = an , bp—2 = apn—1 + Tobp_1,..., (111)

bn—k = @n—k+1 + Tobn—k+1,---,bo = a1 + Tob1 , 7 = ag + wobo -
Deshalb sind die Koeffizienten des Quotienten Q(x) = b, _12™ 1 +...4+biz+bo
und der Rest r leicht mit Hilfe des sog. Horner-Schemas zu berechnen:
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Qan Anp—1 o Qp—k+1 .. aiq (1))
i) l’obn,1 N I'Obnfk+1 N ﬂfobl l’obo
bn—l bn_Q “e bn—k “e b(] r o,

wobei die letzte Zeile mit Hilfe von (1.11) gewonnen wird. Aus P(z) =
(r — 20)Q(x) + r folgt (durch Einsetzen von xg): P(zo) = r. Also: zg ist
eine Nullstelle von P genau dann, wenn P(zo) = 0 gilt.
Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom P n-ten
Grades mit komplexen (insbesondere auch mit reellen) Koeffizienten genau n
(im Allgemeinen komplexe) Nullstellen besitzt, wenn man mit Vielfachheiten
z&hlt. Das bedeutet Folgendes: Es gibt k& paarweise verschiedene komplexe
Zahlen x1, ...z sowie k positive natiirliche Zahlen myq, ..., my, so dass gilt:
k k
P(z) =a, H(w —2;)™  mit ij =n. (1.12)
Jj=1 Jj=1
m; ist die Vielfachheit der Nullstelle z; von P. Sind die Koeffizienten
ag,ai, ... ,ay, reell, so ist mit z; auch Z; eine Nullstelle von P, da

n n e n
P(f]) = Za;ﬁ? = ZE;@L‘? = Zakﬂfg-c = P(mJ)
k=0 k=0 k=0

gilt. Ist also z; € €\IR eine Nullstelle von P, soist auch T; # x; eine Nullstelle

von P, und die Faktoren z—x; und £—7%; kommen in (1.12) mit denselben Ex-
ponenten vor (was man sich leicht mit vollstindiger Induktion und auf Grund
der folgenden Bemerkung iiberlegen kann). Das Produkt (z — z;)(z — T;)
ist ein Polynom zweiten Grades mit reellen Koeffizienten, denn:

(z —z;)(x —T;) = 2° — (z; + T;)z + 2,;7; = 2° — 2(Rez;)z + |z;|* .

Deshalb lisst sich das Polynom P mit reellen Koeffizienten ag, a1, ..., a, wie
folgt schreiben:

P(z) = [ (2 + bjz + ;)™ ] (z — di)P* (1.13)
j=1 k=1

mit s,r € IN, m; > 1 fiir alle j € {1,...,s}, pr > 1fir alle k € {1,...,r}
und 2375, m;j+37,_, pr = n. Dabei sind die Falle s = 0 und r = 0 moglich,
d.h., P konnte nur reelle Nullstellen oder gar keine reellen Nullstellen haben.
Allerdings ist es oft schwer, die Zerlegungen (1.12) und (1.13) konkret anzuge-
ben. Als kleine Hilfe in einem Spezialfall kann das folgende, leicht nachpriifba-
re Ergebnis dienen: Sind die Koeffizienten von P(z) = 2" + ap_12" ' +...+
a1z + ag (der hochste Koeffizient ist also 1!) ganze Zahlen, so ist jede ratio-
nale Nullstelle von P auch ganz, und zwar ein Teiler von ag. Uber irrationale
Nullstellen ist dabei nichts gesagt; Beispiel: 22 — 2 = (z — v/2)(z + v/2).
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Aufgabe 1

Fiihren Sie fiir die Funktion f, f(z) = z|2*> — 3z| das Kurvendiskussionspro-
gramm durch. Untersuchen Sie insbesondere die Existenz der ersten und der
zweiten Ableitung von f in den Punkten 0 und 3.

Lésung:
a) Die Funktion ist auf IR definiert; es gilt:

z3 —32? falls z €] — 00,0] U [3, 0]

flz) =
3z% — x3  sonst.
Man hat: lim f(z) = —oco, lim f(z) = oo. f hat keine Asymptote, weil
T——00 T—00
sie auf IR definiert ist und weil gilt:
3 _ 9.2
lim M: lim ik L lim (2% — 3z) = lim x2(1—§):oo,
r—oo I r—00 €T r—00 r—00 i
3 _ 9.2
lim @: lim ik L lim (2 —3z) = lim 1'2(1—%):00.
r——00 I r——00 €T r——00 r——00 i

b) Die Funktion f ist stetig auf | — oo, 0[ U 0, 3[ U ]3, oo[, da auf diesen drei
Intervallen f jeweils ein Polynom ist. In den Punkten 0 und 3 ist f ebenfalls
stetig (und damit auf IR), weil:

lim f(z) = lim (2® —32%) =0= f(0) = lim (32> —32%) = lim f(z),

r—0— r—0— xr—0+ r—0+

lim f(z) = lim (32° —2%) =0= f(3) = lim (2 —32?) = lim f(z).

z—3— r—3— z—3+ z—3+

c) Auf ] — 00,0[U]0,3[U]3, 0] ist f unendlich oft differenzierbar. Man hat:

_ 3 _ 2
g B O et =8 (z* —32) =0,
r—0— x—0 r—0— X r—0—
_ 2 _ .3
i L@ =IO 3o e —a?) =0,
r—0+ x—0 r—0+ x r—0+
_ 2 _ .3
i L@ =) 3T (ca?) = o,
r—3— r—3 z—3— 1 —3 r—3—
_ 3 _ 2
lim u = lim ﬂ = lim (.Z'Q) =9.

r—3+ r—3 z—=3+ r—3 z—3+
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Also: f ist in 0 differenzierbar, in 3 nicht. Es gilt

!
xTr) =
f@ 6z — 32> |, falls z €]0,3[ .

{3x2 — 6z ,fallsz €] — o00,0]U]3, 0],

Die Nullstellen von f’ sind 0 und 2. Da f(z) < 0 fiir z < 0 und f(x) > 0 fiir
x > 0 gelten, hat f im Nullpunkt kein lokales Extremum.

d) f' ist in O nicht differenzierbar (in 3 wird gar nicht untersucht, da f'(3)

nicht existiert!), weil: lim @=L — 1y 32° 62— g iy LSO
z—0— =0 z—0— z z—0+ =0

lim %2=32" — 6. Damit hat man:

xr—0+

6x—6 ,fallsze€]—o00,0[U]3,00[,
f'(z) =
6— 6z ,fallsz€]0,3].

Insbesondere ist f"(2) =6 —6-2 = —6 < 0, und damit besitzt f in 2 ein
lokales Maximum, nédmlich f(2) =4.

Die einzige Nullstelle von f liegt in 1. Da f"(z) > 0 fiir z €]0,1] und
f"(z) <0 fir z €]1, 3[ gilt, ist 1 ein Wendepunkt fiir f.

e) Die folgende Tabelle hilft uns bei der graphischen Darstellung von f:

T -1 0 1 2 3 4

f'(z) ++ +0+3+0 -]+ + +
f() |—00 /=4 10 12,74 \,0,16 /oo
() - = =] +0-==|+++

Danach wéchst die Funktion f auf dem Intervall ] — 0o0,0] von —oo bis 0,
und ist dabei konkav. Im Nullpunkt hat f einen Wendepunkt, und dabei
ist die Tangente zum Graphen von f die a-Achse. Auf dem Intervall [0, 1]
wichst f weiter, von 0 bis 2, und ist dabei konvex. Im Punkt 1 gibt es einen
Wendepunkt; die Tangente in diesem Punkt hat die Steigung 3. Auf [1,2]
wichst f von 2 bis 4. In 2 gibt es ein lokales Maximum; danach auf [2, 3]
nimmt f von 4 bis auf 0 ab. Dabei ist f auf [1, 3] konkav. SchlieBlich wichst
f auf [3,00] vom relativen Minimum 0 bis co, und dabei ist f konvex. Man
beachte, dass die Funktion f weder gerade noch ungerade ist, weil f(1) = 2
und f(—1) = —4 gilt.

Mit diesen Daten erhalten wir die folgende Skizze der Funktion f geméifl
Abbildung 2.15; diese Funktion ist weder ein Polynom, noch eine rationale
Funktion. (Fiir Polynome und rationale Funktionen kommt ein Verhalten wie
in der Umgebung von 3 nicht vor! Diese Aussage méchten wir an dieser Stelle
nicht vertiefen!)
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flz)a
4o
|
|
|
3 !
ol -/
| |
1 L
| |
| |
-1 1 2 3 @
-1
-2 Abbildung 2.15.
3 Skizze der Funktion f,
f(z) = x|z? — 3x|
Aufgabe 2

Sei P eine Platte mit konstanter Dichte, die wie folgt beschrieben wird:

r={(i) =

Bestimmen Sie den Flicheninhalt und den Schwerpunkt von P .

0§$§3,0§y§3m2—m3}.

Lésung:
Fiir z €0, 3[ gilt 322 — 2% = 22(3 — x) > 0. Deshalb ist der Flicheninhalt der
Platte P :
3 NP 81 27
x
—z”)dx = 3 =2T——=—.
/ 3z% — 2%)dx = (m 1 ) . 7 1 1
0

Die Koordinaten zg und ys des Schwerpunktes S von P werden berechnet
mittels

3 3
/Z’(3.’E2—.’E3)d$ %/ z? — o3

zg =12 3 und ygs = 03
/(3m2—m3)dm /3:17 — 3

0 0
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Es gilt
h 3 1 3 11 243
/1’(3“32‘““”3””(1“‘5%5) =2 (1m5) =%
h 9 N\ P 729
[ —apaa= (3o -2t 4 T )| =T
0

: _ 243 .27 _ 9 — (1 .27 _
und damit s = 55 : F =2, ys = (5-55) : 3 = 55 -

Aufgabe 3
Seien a < b reelle Zahlen.

a)  Berechnen Sie das Integral f: B — "

@2 16)
b)  Zeigen Sie, dass [;° W

c¢) Berechnen Sie das uneigentliche Integral aus b).

dz existiert.

Losung:
a) Wie immer fiir solche rationalen Funktionen fiihrt man eine Partial-
bruchzerlegung durch. Der Ansatz (x2+‘i)_(fc2+16) = ggif + sz_ﬁg fithrt zu

4—22 =16B+ D + (16A+ C)z + (B + D)2? + (A + C)z® und damit zu
A+C=0,16A+C =0sowiezul6B+D =4, B+ D = —1.

Die Losung des ersten Systems ist die triviale L(‘)sung A = C = 0; dagegen
hat das zweite System die Losung B = % , D = —=. Deshalb hat man

4 — a2 11 4 1
(2 +1)(z2+16) 3 22+1 3 22+16°

Da [arctan(cz)]' = 5= gilt, ist § arctan( ) eine Stammfunktion fiir &

und arctan z eine Stammfunktion fiir m. Man hat also

b
/ 4o do = 1 tan b t tan 2 + arctan &
- r = = | arctanb — arctan a — arctan — + arctan —
(z2 4+ 1)(x2 + 16) 3 4 4
a
| 2| 4Jrz2 1
b) Wegen (z2+1)(z2+16) < D) PrEa]
fo 2 T1de = 7 gilt, ist nach dem Majorantenkriterium die rationale Funk-

< fiir £ € IR und da

tion W uneigentlich integrierbar auf [0, 00 .

fo (x2+1 (x2+16) = bginoo fo (x2+1 (x2+16) dzr = 0, weil:
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lim %[arctanb — arctan0 — arctan(2) + arctan0] = 2 (2 —0—-Z +0) =0
b—o0
Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Eigenwerte und dazu jeweils einen Eigenvektor fiir die
Matrix

3 07
0 5 0
7 0 3
Losung:
3 0 7 100 3—-2A 0 7
Die Matrix | 0 5 0|-A]10 1 0 0 5—A 0 hat die
7 0 3 0 01 7 0 3—-A
Determinante (3 — A)(5—A)(3—=X) —49(5 —\) = (5= )N)[(A=3)> = 7] =

G-ANAN=-3-7(A\=-3+ 7) (5 — A)(A = 10)(\ + 4). Die Eigenwerte der
Matrix sind also 5,10 und —4. Ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist eine
nichttriviale Losung von

(3—/\)$1 +7£L’3 =0

3 0 7 T I
0 5 0 To | = A | 2o , dh.von (5-XNzy=0
7 0 3 I3 I3

Te1 +(3—XN)z3 =0.

Fiir A = 5 erhilt das lineare Gleichungssystem die Form —2z; + 7Tx3 = 0,
Try —2x3 = 0, was zu x1 = x3 = 0 fithrt. Damit ist z; =0, 22 =1, 23 =0
eine nichttriviale Losung des Systems.

Fiir A = 10 hat das System die Gestalt —7x1 + 7Tx3 =0, —5z5 =0; 1 = 1,
z9 =0, x3 =1 ist eine nichttriviale Losung dafiir.

Schliellich bekommt man fiir A = —4 das System 7z, + 7x3 = 0, =925 = 0;
eine nichttriviale Losung ist nun 21 = 1, 22 =0, z3 = —1.

Damit sind (0,1,0)7,(1,0,1)7 und (1,0, —1)7 Eigenvektoren der angegebe-
nen Matrix zu den Eigenvektoren 5,10, bzw. —4 .

Aufgabe 5

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
8) Y@ +y@he=o, y(1)=1.
b) 2y () —y(@)lnz+y(@)’z7* =0, y(1)=1.

Lésung:
a) Setzt man p(z) :=lnz, f(z) =27, 0 = 1 und yo = 1 in die Formel
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t

y(z) = exp <—/mp(t)dt> : [jf(t)exp (/p(f)d7>dt+yo} ;

Zo Zo

ein, so erhilt man diejenige Losung der gegebenen inhomogenen linearen Dif-
ferenzialgleichung, welche der Anfangsbedingung geniigt. Man erhélt durch
partielle Integration

T T T

¢ 1
/p(t)dt:/lntdt:tlnt —/t-zdtzl—m—f-xlnx.
1
1 1 1

Daraus folgt

t z

/f(t) exp </p(7')d7' > dt = /t‘t exp(l —t+tint)dt = e/t—te—tetlntdt
1 1 1

1

T

= e/t_te_tttdt = e/e_tdt =—e-et

1 1

x
=—ele®—e)=1-¢""
1

und damit
y(z) = exp(z—1—zlnz)[l—e' "*+1] = * Lz 7¥(2—'7%) = (26" ' =1)2™" .
Die Losung des Anfangswertproblems lautet

y(z) = (2" P = 1)z™® firalle z>0.

Probe: Es gilt y(1) = (2¢' ! — 1)17! = 1. Wegen

y'(r) = 217 + (2e* ! - 1) - [~z - 27" + 272 - (=1) - Ina] =
2 1p7® 4+ (1 — 2e" 1)z72(1 + Inx) ergibt sich 3'(z) + p(z)y(z) =
2177 4+ (1 -2e* Nz (1 +Inz) + (2e* ' =)z %Inz =27% = f(x) .
b) Die vorliegende Differenzialgleichung ist vom Typ Bernoulli; fiir diese Ber-
noullische Differenzialgleichung machen wir den Ansatz z(x) = y 2(z). Es
ergibt sich

22'(x) — (1=3)z(z)lnz+ (1-3)z* =0, dh 2'(z)+z@)hs=2".

Dies ist genau die in a) geloste Differenzialgleichung; auch die Anfangsbe-
dingung ist dieselbe: z(1) = y~2(1) = 1. Da y(1) = 1 gelten muss, folgt aus
z(z) =y~? -

nur y(z) = . Damit lautet die gesuchte Losung

w
—
~

y(z) = = fir alle z>0.
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Aufgabe 6

Sei f:IR* 5 IR, f(z,y) :==a>+y> -2z +3.

a) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen von f .

b)  Was folgern Sie daraus iiber das Taylor-Polynom von f von der Ordnung
n > 2 in einem festen Entwicklungspunkt?

c) Geben Sie das Taylor-Polynom von f zweiter Ordnung im Punkt
(3,—1)7 an.

d) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f .

e) Bestimmen Sie alle Punkte (zq,yo)? der Ebene, so dass ein & = &(xg, o)
und entweder eine differenzierbare Funktion g : Jzg —¢&, 20 +¢[ = IR mit
9(z0) = yo und {(,4)7 | f(z.y) = F(z0,y0), 0 — £ < & < g + £} =
{(z,9(z))T | zo —e < x < mo + &} oder wenigstens eine differenzierbare
Funktion h : Jyo —¢&,yo +¢[ — IR mit h(yo) = zo und {(z,y)T | f(z,y) =

f(@o,y0),90 —e <y <yo+e} ={(h),y)" | yo—e <y <y +e}
existieren.

Lésung:

a) BEs gilt fiir einen beliebigen Punkt (z,y)” aus IR® : %(m,y) =

) a2 22 a2
2.’1]'—2, 8—£($,y):2y, 8—z‘£($,y):2, ng(m,y):o, a_yg(may)ZQ
Da jede partielle Ableitung einer konstanten Funktion die Nullfunktion ist,

ai+jf
ozt 0y

folgt daraus, dass alle weiteren partiellen Ableitungen fiir alle (4,7)

mit i + j > 3 auf IR® verschwinden.

b) Da alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung > 3 identisch verschwin-
den, sind alle Taylor-Polynome von f der Ordnung > 2 in einem festen Ent-
wicklungspunkt (zg,30)” gleich, d.h. sie sind von der Gestalt

2
. 0) + G2 G, 00) (& = 20) + 52 (o, 40) 0 = 0) + 5.5 (0,0 — 20

2 2
+ 22 . 0) = a0) = 0) + 5L 0, 0) 0~ 0 =

= f(zo0,90) + (2z0 — 2) + (2y0) (¥ — yo) + 2(z — 20)> + 2(y — yo)* .

¢) Fiir (zo,y0)" = (3,=1)7T ist f(xo,y0) = 7 und damit sind alle Taylor-
Polynome von f der Ordnung > 2 im Entwicklungspunkt (3, —1)7 gleich

T+4(x—3)—2(y+1)+2(x—3)* +2(y +1)*.

Bemerkung:
Dieses Ergebnis kann man natiirlich auch elementar erhalten; die folgende
Umformung fiihrt also zum Taylor-Polynom von f der Ordnung 2 :



386 2 Differenziation, Integration und Matrizenkalkiil

f@y)=B+@E@-3)+[-1+@y+1)>-2B+(x-3)]+3
=94+6(x—3)+(x -3 +1-2w+1)+@w+1)*-6—-2(x—3)+3
=744z -3) -2+ 1)+ (-3 +(@y+1)>.
d) Aus %(m,y) = 2z — 2 und g—{}(ac,y) = 2y folgt, dass der einzige Punkt,
in welchem f ein lokales Extremum haben kénnte, (1,0)7 ist. Da die Matrix
*f o°f
oz%  Dudy (1,0) = (2 0> positiv definit ist, und %(1,0) =2>0

’f  2%f 0 2
Oz 0y 0y2

gilt, hat f in (1,0)7 ein lokales Maximum.

Bemerkung:

Das (und sogar mehr!) ergibt sich auch durch die folgende elementare Um-
formung: f(z,y) = (x — 1)® + y? + 2. Hieraus sieht man, dass f in (1,0)7
sogar ein absolutes Minimum hat.

e) Kurz gesagt, sollen wir alle Punkte (xg,y0)” der Ebene bestimmen, in
welchen aus der Gleichung f(z,y) = f(%o,yo) entweder z sich als Funktion
von y oder y sich als Funktion von z in einer Umgebung von yo bzw. zg
mexplizitieren® 14sst.

Gilt (%(mo,yo), g—g’;(xo,yg)) # (0,0), so kann man gemif dem Satz iiber im-
plizite Funktionen entweder = als Funktion von y oder y als Funktion von z
»Hlokal“ explizitieren.

Ist (z0,%0)" eine Nullstelle des Gradienten von f, so hat man zu untersuchen,
ob um z oder um y, eine ,Explizitierung“ moglich ist. Der einzige Punkt,
der in unserem Fall in Frage kommt, ist (1,0)7. f(x,y) = f(1,0) fiihrt zu
2? + 9% — 2y + 3 = 2 und damit zu 2% + y? — 22 + 1 = 0. Die einzige Losung
der Gleichung (z — 1)?2 + 3% = 0 ist z = 1, y = 0. Deshalb kann man weder
x als differenzierbare Funktion von y auf einem Intervall | — ¢, e[ noch y als
differenzierbare Funktion von z auf einem Intervall ]1 — &,1 + £] schreiben.

Der einzige Punkt, der nicht zur gesuchten Menge gehort, ist also (1,0)7 .
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