1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Im Zentrum der linearen Algebra stehen zwei Operationen — beide werden
mit Vektoren ausgefiihrt. Wir addieren Vektoren v, w, um v+w zu erhalten.
Wir multiplizieren sie mit Zahlen ¢ und d, um c¢v und dw zu erhalten. Die
Kombination dieser Operationen ergibt die Linearkombination cv + dw.

Im ersten Kapitel werden diese beiden zentralen Ideen erldutert, auf de-
nen anschlieflend alles weitere aufbaut. Wir beginnen zundchst mit zwei- und
dreidimensionalen Vektoren, denn diese sind auch zeichnerisch gut darstell-
bar. Danach gehen wir zu hoéheren Dimensionen iiber. Das wirklich Beein-
druckende an der Linearen Algebra besteht darin, dass dieser Schritt in den
n-dimensionalen Raum problemlos durchfiithrbar ist. Die geometrische Vor-
stellung aus zwei und drei Dimensionen bleibt hierbei vollig korrekt, auch
wenn man einen zehndimensionalen Vektor nicht mehr zeichnen kann.

Dorthin wird das Buch uns fiithren (in den n-dimensionalen Raum), und
als erste Schritte betrachten wir die beiden Operationen, die in den Abschnit-
ten 1.1 und 1.2 eingefiihrt werden:

1.1 Vektoraddition v + w und Linearkombinationen cv + dw.
1.2 Das Skalarprodukt v-w und die Ldnge ||v|| =+/V - V.

1.1 Vektoren und Linearkombinationen

,Man kann Apfel nicht mit Birnen vergleichen.“ Das mag nichts Neues sein,
doch der Satz enthilt fiir uns einen wesentlichen Inhalt. Seltsamerweise be-
steht hierin der Grund dafiir, dass es Vektoren gibt! Wenn man némlich die
Anzahl der Apfel getrennt von der Anzahl der Birnen betrachtet, so erhilt
man ein Paar von Zahlen. Dieses Paar ist ein zwetdimensionaler Vektor v:

v = U1 v; = Anzahl der Apfel
T vy vy = Anzahl der Birnen.

Hierbei haben wir v als einen Spaltenvektor geschrieben. Die Zahlen v,
und vy sind seine ,Komponenten.“ Ein wesentlicher Aspekt liegt darin, dass
wir einen einzigen Buchstaben v (fett gedruckt) fiir das Zahlenpaar v; und v
(kursiv gedruckt) schreiben. Selbst wenn wir v; nicht zu vs addieren kénnen,
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so kénnen wir doch Vektoren addieren. Die ersten Komponenten von v und
w werden dabei getrennt von den zweiten Komponenten behandelt:

V2 2 V2 + w3

v = [”1] und w = [51} addieren sich zu v+ w = {vl +w1}'

Diese Vorgehensweise ist berechtigt und man erkennt leicht den Grund.
Die Gesamtzahl der Apfel ist v; + w1, die Gesamtzahl der Birnen ist vy 4 ws.
Die auf diese Weise erklirte Vektoraddition ist grundlegend und wichtig. Die
Subtraktion von Vektoren wird analog durchgefiihrt: Die Komponenten von
v—w sind vy —w; und .

Vektoren koénnen mit 2 oder —1 oder mit einer beliebigen Zahl ¢ multi-
pliziert werden. Es gibt zwei Moglichkeiten, einen Vektor zu verdoppeln. Die
eine besteht in der Addition v + v. Die andere Moglichkeit (der iibliche Weg)
ist, jede Komponente von v mit 2 zu multiplizieren:

2v = [2U1] und —v= {—m} .
209 )

Die Komponenten von c¢v sind cv; und cvy. Die Zahl ¢ wird ein ,,Skalar®
genannt.

Man beachte, dass die Summe von —v und v den Nullvektor ergibt. Fiir
diesen Vektor schreiben wir 0, was nicht der Zahl Null entspricht. Vielmehr
hat der Vektor 0 die zwei Komponenten 0 und 0. Man moge mir verzeihen,
dass ich derart auf dem Unterschied zwischen einem Vektor und seinen Kom-
ponenten herumreite. Die lineare Algebra ist auf diesen Operationen v + w
und cv aufgebaut — Addition von Vektoren und Multiplikation mat
Skalaren.

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, einen Vektor zu veranschaulichen,
wodurch alle seine Komponeneten gleichzeitig erkennbar werden. Der Vektor
v kann némlich durch einen Pfeil dargestellt werden. Wenn v zwei Kompo-
nenten hat, so liegt der Pfeil im zweidimensionalen Raum (einer Ebene). Sind

V2

v
1o_12
| /B : jv_[l]
1 1 | 1 1 ! 1 1 vl
4

Abb. 1.1. Der Pfeil beginnt normalerweise im Ursprung (0, 0); cv ist immer parallel
zZu v.
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Abb. 1.2. Die Vektoraddition v + w bildet die Diagonale des Parallelogramms.
Man addiert die ersten und die zweiten Komponenten getrennt voneinander.

v1 und vy die Komponenten des Vektors, so zeigt der Pfeil v; Einheiten nach
rechts und vy Einheiten nach oben. Ein solcher Vektor ist in Abbildung 1.1 auf
zwei verschiedene Weisen gezeichnet. Einmal beginnt er im Ursprung (dort,
wo sich die Achsen treffen) — und dies ist die iibliche Darstellungsweise. Nur
in Ausnahmefillen werden unsere Vektoren nicht im Ursprung (0,0) begin-
nen. Im zweiten Fall ist der Anfangspunkt des Pfeils nach A verschoben. Die
Pfeile OP und AB reprisentieren jedoch denselben Vektor. Ein Grund dafiir,
prinzipiell alle Startpunkte fiir Vektoren zu erlauben, besteht darin, dass sich
dadurch die Summe v + w zweler Vektoren grafisch darstellen lasst.

Vektoraddition (Spitze zum Anfang) Setze den Anfang von w an die
Spitze von v.

Wir folgen zunéchst v vom Anfang bis zur Spitze und gehen dann lings w.
Oder aber wir nehmen die Abkiirzung entlang v + w. Das gleiche Ergebnis
ergibt sich, wenn man zunichst w folgt und anschlieend lings v geht. Anders
gesagt, w+v ergibt dasselbe wie v+w. All dies sind verschiedene Wege durch
das Parallelogramm (das im gewé#hlten Beispiel speziell ein Rechteck ist). Der
Endpunkt in Abbildung 1.2 ist der diagonal zum Urpsrung liegende Punkt
v + w, was wiederum dasselbe ist wie w + v.

Uberpriifen wir unser Vorgehen durch Nachrechnen: die erste Komponente
von v + w ist v; + wy, und dies ist identisch zu w; + v;. Die Reihenfolge der
Addition macht somit keinen Unterschied:

com BB 4 e

Der Nullvektor besitzt die Koordinaten v; = 0 und vs = 0. Er ist zu kurz,
um ihn durch einen Pfeil darzustellen, aber wir wissen, dass v + 0 = v gilt.
Um 2v zu zeichnen, verdoppeln wir die Linge des Pfeils. Wir kehren seine
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Richtung um, um —v zu erhalten. Diese Umkehrung liefert eine geometrische
Moglichkeit, Vektoren zu subtrahieren.

Vektorsubtraktion Um v —w zu zeichnen, geht man vorwdrts
ldngs v und dann rickwdrts ldngs w (Abbildung 1.3). Die Kom-
ponenten von v —w sind vy — w; und vy — ws.

Bald werden wir das ,,Skalarprodukt® von Vektoren kennenlernen. Es handelt
sich hierbei jedoch nicht um den Vektor mit den Komponenten vyw; und
VaW2.

Linearkombinationen

Bislang haben wir Vektoren addiert, subtrahiert und mit Skalaren multi-
pliziert. Die Ergebnisse v + w, v — w, und ¢v werden komponentenweise
berechnet. Indem wir diese Operationen kombinieren, bilden wir jetzt ,Li-
nearkombinationen® von Vektoren v und w. Apfel bleiben immer noch von
Birnen getrennt — die Linearkombination in Abbildung 1.3 liefert vielmehr
einen neuen Vektor cv + dw.

DEFINITION Die Summe von cv und dw ist eine Linearkombi-
nation von v und w.

woom = goaff] 1]

Hierin besteht die grundlegende Konstruktion der Linearen Algebra: Mul-
tipliziere und addiere. In diesem Sinne stellt die Summe v + w lediglich eine
spezielle Kombination mit ¢ = d = 1 dar. Das Vielfache 2v ist der Spezialfall
mit ¢ = 2 und d = 0. Schon bald werden wir sdmtliche Linearkombinationen
von v und w betrachten — also gleichzeitig eine ganze Familie von Vektoren.
Auf diesen grundlegenden Gedanken, néimlich den Ubergang von zwei Vek-
toren zu einer ganzen ,,Ebene von Vektoren“, baut die ganze lineare Algebra
auf.

Die Konstruktion einer Linearkombination von v und w ist sehr einfach.
Sind die Faktoren ¢ = 3 und d = 2 gegeben, so multiplizieren wir und addieren
anschliefend um 3v + 2w zu erhalten. Ein Problem ergibt sich jedoch in der
umgekehrten Richtung, wenn ¢ und d , Unbekannte“ sind. In diesem Fall
liegt uns nur das Ergebnis vor: cv + dw hat die Komponenten 8 und —1.
Gesucht sind dann die richtigen Faktoren ¢ und d. Die beiden Komponenten
der Vektoren liefern zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten ¢ und d.

Die beste Art, 100 Unbekannte zu finden, die die Faktoren vor 100 Vek-
toren mit je 100 Komponenten sind, wird in Kapitel 2 erldutert werden.
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Abb. 1.3. Vektorsubtraktion v—w (links). Die Linearkombination 3v+2w (rechts).

Vektoren in drei Dimensionen

Jeder Vektor v mit zwei Komponenten korrespondiert mit einem Punkt in der
zy-Ebene. Die Komponenten von v sind die Koordinaten des Punktes: x = vy
und y = vy. Der Pfeil endet im Punkt (vy,vs), wenn er in (0, 0) beginnt. Von
nun an wollen wir auch Vektoren mit drei Komponenten betrachten. Dabei
wird die zy-Ebene durch den dreidimensionalen Raum ersetzt.

Hier sind einige typische Vektoren (immer noch Spaltenvektoren, aber mit
drei Komponenten):

1 2 3
v=1|2|, w=| 3 und v+w= |5
2 -1 1

Der Vektor v korrespondiert mit einem Pfeil im dreidimensionalen Raum.
Normalerweise startet der Pfeil im Ursprung, also an dem Ort, wo sich die
x-, die y- und die z-Achse treffen und dessen Koordinaten (0,0, 0) sind.

Der Pfeil des Vektors v endet im Punkt mit den Koordinaten z = 1,
y = 2, z = 2. Also gibt es eine vollige Ubereinstimmung zwischen einem
Spaltenvektor, dem Pfeil vom Ursprung und dem Punkt, in dem der
Pfeil endet. Dies sind drei dquivalente Moglichkeiten, denselben Vektor zu
beschreiben.

)|
Von nun an wird v = {2 auch als v =(1,2,2) geschrieben.
2]

Der Grund fiir die Spaltenschreibweise (in eckigen Klammern) besteht darin,
dass Vektoren mit Matrizen vertriglich sein sollen. Der Grund fiir die Zei-
lenschreibweise (in runden Klammern) besteht darin, Platz zu sparen. Dies
wird insbesondere bei langen Vektoren wichtig. Den Vektor (1,2,2,4,4,6) in
einer Spalte zu schreiben, wire sicherlich Platzverschwendung.

Wichtiger Hinweis: v = (1,2,2) ist kein Zeilenvektor. Der Zeilenvektor
[1 2 2] ist etwas vollig anderes, auch wenn er dieselben drei Komponenten
besitzt. Vielmehr ist dies der zu v ,transponierte“ Vektor.
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Ein Spaltenvektor kann somit auch horizontal (mit Kommata und runden
Klammern) geschrieben werden. Daher ist (1, 2, 2) tatséchlich ein Spaltenvek-
tor — er hat sich nur zeitweise hingelegt.

y z
T (3,2) (1,-2,2) 1

g B
- 2 2

Abb. 1.4. Vektoren [;] und [;] korrespondieren mit den Punkten (z,y) und
(z,y,2).

Auch in drei Dimensionen werden Vektoren Komponente fiir Komponente
addiert. Die Summe v + w hat die Komponenten v; + w; und vs + ws und
v3 + ws — die Komponenten kénnten nun etwa Apfel, Birnen und Orangen
entsprechen. Man erkennt jetzt, wie man Vektoren in 4, 5 oder n Dimensionen
addiert. Damit ist das Ende der Linearen Algebra fiir Gemiisehéndler erreicht!

Die Addition v + w wird durch Pfeile im Raum dargestellt. Beginnt w
am Ende von v, so ist die dritte Seite durch v + w gegeben. Folgt v auf w,
so erhalten wir die anderen Seiten eines Parallelogramms. Frage: Liegen alle
vier Seiten in derselben Ebene? Ja. Und die Summe v +w —v —w beschreibt
einen Rundgang um das Parallelogramm und ergibt

Eine typische Linearkombination dreier Vektoren in drei Dimension ist
u+4v — 2w:

1 1 2 1
Linearkombination O +4112| -2 3| =12
3 1 -1 9

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Frage: Welche Fliche im dreidimen-
sionalen Raum erhélt man aus allen Linearkombinationen von u und v? Die
Fliche enthélt die Gerade durch u und die Gerade durch v. Sie enthilt den
Nullvektor (die Linearkombination Ou+0v). Die Fliche enthilt auch die dia-
gonale Gerade durch u + v — und jede andere Kombination cu + dv (ohne
w zu benutzen.) Diese gesamte Fldche ist eine Ebene (es sei denn, u
ist parallel zu v).

Eine Bemerkung zum Rechnen mit dem Computer: Angenommen, die Kom-
ponenten des zehndimensionalen Vektors v sind v(1), ..., v(N), und eben-
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so fiir w. In einer Programmiersprache wie FORTRAN verwendet man eine
Schleife, um die Komponenten einzeln zu addieren:

DO 10 I = 1,N
10 VPLUSW(I) = v(I)+w(I)

MATLAB hingegen arbeitet direkt mit Vektoren und Matrizen. Sind v
und w definiert, dann wird v + w sofort verstanden. Das Ergebnis wird
ausgegeben, falls die Zeile nicht mit einem Semikolon endet. Wir kénnen
Vektoren als Zeilen eingeben — das anschlieflende Hochkomma, ' verwandelt
sie in Spalten. Dann lassen wir v + w und eine andere Linearkombination
ausgeben:

v=1_[2 3 4]1’; w=1I[1 1 1]’; u=v +w

2%v - 3w
Die Summe wird als u = ausgegeben. Die unbenannte Linearkombination
wird mit ans = ausgegeben!:

u= ans=
3 1
4 3
3 3

Die wesentlichen Punkte

1. Ein Vektor v im zweidimensionalen Raum hat zwei Komponenten v; und
Vy.

2. Vektoren werden Komponente fiir Komponente addiert und subtrahiert.

3.Das skalare Vielfache ist ev = (cvq, cvs). Eine Linearkombination von v
und w ist cv + dw.

4.Siamtliche Linearkombinationen zweier nicht paralleler Vektoren v und w
bilden eine Ebene.

Aufgaben 1.1

Die Aufgaben 1-9 betreffen die Addition von Vektoren und Line-
arkombinationen.

1. Zeichnen Sie die Vektoren v =[] ,w = [ 73], v+w und v — w gemein-
sam in der xy-Ebene.

2. Berechnen und zeichnen Sie die Vektoren v und w, fiir die gilt v + w =
[$] und v —w = [1].

3. Bestimmen Sie die Komponenten von 3v + w, v — 3w und cv + dw fiir
die Vektoren v = [2] und w = [3].

! fiir engl. ,answer® = , Antwort“, Anm. d. Ubers.
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Berechnen Sie u + v, u+ v + w und 2u + 2v + w fiir die Vektoren

1 -3 2
u= (2|, v=| 1|, w=|-3
3 -2 -1

Die Komponenten jeder Linearkombination von v = (1, —2,1) und w =
(0,1, —1) addieren sich zu auf. Bestimmen Sie ¢ und d, so dass
v +dw = (4,2,-6) gilt.

Zeichnen Sie die folgenden neun Linearkombinationen in der zy-Ebene:

c|:i’:|—|—d|:(1):| mit ¢=0,1,2 und d=0,1,2.

(a) Die Subtraktion v —w geht vorwérts lings v und riickwérts lings w.
In der Abbildung 1.3 ist auch ein zweiter Weg zu v — w aufgezeigt.
Welcher ist es?

(b) Wenn Sie alle Kombinationen von v und w betrachten, welche ,, Vek-
torenfliche® erhalten Sie?

Das Parallelogramm in Abbildung 1.2 hat die Diagonale v + w. Wie
ist seine andere Diagonale darstellbar? Was ergibt die Summe beider
Diagonalen? Zeichnen Sie diese Vektorsumme.

Wenn ein Parallelogramm die drei Ecken (1, 1), (4,2), und (1,3) besitzt,
welche moglichen vierten Ecken gibt es? Zeichnen Sie zwei davon.

In den Aufgaben 10-13 geht es um die Linge von Vektoren. Rech-
nen Sie mit der Formel (Linge von v)? = v} + v3.

10.

11.

12.

Das Parallelogramm mit den Seiten v = (4,2) und w = (—1,2) ist ein
Rechteck (vgl. Abbildung 1.2). Uberpriifen Sie den Satz des Pythagoras
a® +b? = 2, der nur fiir Dreiecke mit rechtem Winkel gilt:

? = (Lange von v + w)?.

(Lange von v)? + (Linge von w)
Im rechtwinkligen Fall funktioniert die Formel a’?+b% = % auch fiir v—w.
Uberpriifen Sie in Abbildung 1.2, dass

(Lénge von v)? + (Linge von w)? = (Linge von v — w)?
gilt. Finden Sie ein Beispiel fiir v und w (nicht rechtwinklig) fiir die diese
Formel falsch ist.

Um zu betonen, dass rechtwinklige Dreiecke besondere Dreiecke darstel-
len, bestimmen Sie Vektoren v und w, die keinen Winkel von 90° mit-
einander bilden. Vergleichen Sie nun (Lénge von v)? + (Liinge von w)?
mit (Linge von v + w)?2.
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Uberpriifen Sie in Abbildung 1.2 dass (Linge von v) + (Linge von w)
grofer ist als (Linge von v + w). Diese ,,Dreiecksungleichung® ist fiir je-
des Dreieck richtig, ausgenommen das absolut diinne Dreieck, in dem v
und w sind. Beachten Sie, dass die Lingen hier nicht quadriert
werden.

4:00

(1,0,0)

In den Aufgaben 14-18 geht es um spezielle Vektoren in Wiirfeln
und Uhren.

14.

15.

16.

17.

18.

Zeichnen Sie den Wiirfel ab, und bestimmen Sie die Vektorsumme von
i=(1,0,0),j=(0,1,0) und k = (0,0, 1) grafisch. Die Summe i+ j ergibt
die Diagonale von

Drei Kanten des Einheitswiirfels sind i, j und k. Drei Ecken sind (0, 0,0),
(1,0,0) und (0,1,0). Welches sind die anderen fiinf Ecken, und was sind
die Koordinaten des Mittelpunktes? Die Mittelpunkte der sechs Fléchen
des Wiirfels sind .

Wie viele Ecken hat ein Wiirfel in 4 Dimensionen? Wie viele Flichen?
Wie viele Kanten? Eine typische Ecke ist (0,0,1,0).

(a) Was ist die Summe V der zwolf Vektoren, die vom Mittelpunkt einer
Uhr zu den Zeiten 1:00 Uhr, 2:00 Uhr, ..., 12:00 Uhr zeigen?

(b) Bestimmen Sie die Summe der verbleibenden elf Vektoren, wenn der
Vektor zu 4:00 Uhr herausgenommen wird.

(c) Nehmen Sie an, der 1:00-Uhr-Vektor sei halbiert. Addieren Sie ihn zu
den anderen elf Vektoren.

Nehmen Sie an, die zwolf Vektoren beginnen nicht in der Mitte bei (0, 0),
sondern in (0, —1) am unteren Ende der Uhr. Dann ist der Vektor zu 6:00
Uhr der Nullvektor, und der Vektor zu 12:00 Uhr wird zu (2j) verdoppelt.
Summieren Sie die zwolf auf diese Weise konstruierten Vektoren auf.
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w

u

Aufgaben 19—22 in einer Ebene Aufgaben 23-27 im dreidimensionalen Raum

Die Aufgaben 19—22 behandeln Linearkombinationen von v und w

(sieche Abbildung).

19. Die Abbildung zeigt den Vektor u = $v + 1w. Zeichnen Sie die Punkte
%v + iw, iv + %w und v + w ein.

20. Markieren Sie die Punkte —v + 2w und einer weiteren Linearkombination
cv+dw mit c+d = 1. Zeichnen Sie die Gerade aller Linearkombinationen
mit c+d=1.

21. Bestimmen Sie 1v 4+ +w und 2v + 2w. Auf welcher Geraden liegen die
Kombinationen c¢v +cw? Welchen Strahl erzeugen die Kombinationen fiir
¢ = d mit der Einschrédnkung ¢ > 07
22. (a) Zeichnen Sie die Vektoren 1v + w und v + $w. Schraffieren Sie den
Bereich, den die Vektoren ¢v + dw mit 0 < ¢ < 1lund 0 < d <1
ausfiillen.
(b) Zeichnen Sie den ,Kegel“ aller Kombinationen ¢v + dw mit 0 < ¢

und 0 < d.

In den Aufgaben 23 — 27 geht es um Vektoren u,v und w im drei-
dimensionalen Raum (siehe Abbildung).

23. (a) Wo liegen fu+ iv + tw und fu+ $w in der Abbildung?
(b) Eine kleine Herausforderung: Unter welchen Bedingungen an ¢, d und
e stellen die Vektoren cu + dv + ew die Ebene dar, in der die Spitzen
von u,v und w liegen?

24. Die drei Seiten des gestrichelten Dreiecks sind v—u, w—v und u—w. Ihre
Summe ist . Zeichnen Sie die Spitze-Anfang-Summe des ebenen
Dreiecks (3,1) plus (—1,1) plus (-2, —2).



1.2 Léngen und Skalarprodukte 11

25. Schraffieren Sie die Pyramide aus den Linearkombinationen cu+ dv + ew
mit ¢ > 0,d >0, e > 0und c+d+e < 1. Liegt der Vektor 1 (u+v +w)
innerhalb oder auflerhalb der Pyramide?

26. Gibt es einen Vektor, der nicht als Linearkombination cu + dv + ew
dargestellt werden kann, wenn man alle Kombinationen von u,v und w
zulésst?

27. Welche Vektoren liegen gleichzeitig in der u-v-Ebene und in der v-w-
Ebene?

28. (a) Zeichnen Sie Vektoren u, v und w so, dass ihre Linearkombinationen
cu + dv + ew auf nur einer Geraden liegen.
(b) Zeichnen Sie Vektoren u, v und w so, dass ihre Linearkombinationen
cu + dv + ew lediglich eine Ebene ausfiillen.

29. Welche Kombination der Vektoren {;] und {i erzeugt [13] ? Formu-

lieren Sie diese Frage in Form von zwei Gleichungen fiir die Koeffizienten
¢ und d in der Linearkombination.

1.2 Lingen und Skalarprodukte

Im ersten Abschnitt wurde die Multiplikation von Vektoren zwar erwihnt,
jedoch nicht weiter verfolgt. Wir werden jetzt hierauf genauer eingehen und
das ,,Skalarprodukt® von Vektoren v und w definieren. In dieser Multipli-
kation tauchen wohl die beiden einzelnen Produkte der Komponenten vjw;
und vewsy auf, damit ist aber noch nicht Schluss. Denn diese beiden Zahlen
werden zudem addiert und ergeben eine einzige Zahl v-w.

DEFINITION Das Skalarprodukt oder das Innere Produkt von v =
(v1,v2) und w = (wy,ws) ist die Zahl

VW = 01wy + vaws. (1.1)

Beispiel 1.2.1 Das Skalarprodukt der Vektoren v = (4,2) und w = (-1,2)

ist Null:
4 -1
4[] = avam0

Null ist in der Mathematik stets eine besondere Zahl. Bei Skalarprodukten
bedeutet das Auftreten der Null, dass die beiden Vektoren senkrecht zuein-
ander stehen. Der Winkel zwischen ihnen ist 90°. Als wir die Vektoren in
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Abbildung 1.2 gezeichnet haben, sahen wir ein Rechteck — nicht nur irgend-
ein Parallelogramm. Das einfachste Beispiel rechtwinkliger Vektoren ist das
Paar i = (1,0) lings der z-Achse und j = (0,1) léings der y-Achse. Auch hier
ist das Skalarprodukt i-j = 0 + 0 = 0 und die Vektoren i und j bilden einen
rechten Winkel.

Die Vektoren v = (1,2) und w = (2,1) stehen nicht senkrecht aufeinan-
der. Thr Skalarprodukt ist 4. Bald wird es uns dieser Wert ermoglichen, den
Winkel zwischen ihnen anzugeben (der nicht 90° ist).

Beispiel 1.2.2 Wir legen ein Gewicht 4 an den Punkt 2 = —1 und das Ge-
wicht 2 an den Punkt x = 2. Wiire die z-Achse eine Wippe mit Mittelpunkt
z = 0, wiirden sich die Gewichte ausbalancieren, denn das Skalarprodukt ist
(4)(-1) +(2)(2) = 0.

Dies ist ein typisches Beispiel aus den Ingenieur- und Naturwissenschaf-
ten. Der Gewichts-Vektor ist (wq,ws) = (4,2), der Abstandsvektor (vy,vs) =
(—1,2). Kraft mal Abstand, w; mal vy, ergibt das ,Drehmoment“ des ersten
Gewichtes. Die Gleichung, die das Gleichgewicht der Wippe beschreibt, ist
durch wyvy + wove = 0 gegeben.

Das Skalarprodukt w-v ist gleich v-w.
Die Reihenfolge von v und w ist somit unwichtig.

Beispiel 1.2.3 Man begegnet Skalarprodukten auch in den Wirtschaftswis-
senschaften und im Geschiftsalltag. Stellen wir uns vor, wir hétten fiinf Pro-
dukte, die wir kaufen oder verkaufen. Die Preise seien (p1, p2,ps,ps,ps) fur
jeweils eine Einheit des jeweiligen Produktes — dies ergibt den , Preisvektor®
p. Die Mengen, die wir ein- oder verkaufen, seien (qi, g2, q3, g4, qs) — positiv
fiir den Verkauf, negativ im Falle des Einkaufs. Wenn wir ¢; Einheiten des
ersten Produktes zum Preis p; verkaufen, bringt das Einnahmen in Héhe von
q1p1- Die Gesamteinnahmen ergeben sich dann aus dem Skalarprodukt q-p:

Einnahmen = (q1,¢2,...,¢5)-(P1,P2,-..,DP5) = Q1p1 + @2p2 + - - + ¢5Ds.

Ist das Skalarprodukt Null, so bedeutet dies, dass die Bilanz ausgeglichen
ist — die Gesamteinnahmen sind gleich den Gesamtausgaben, falls q-p =0
gilt. In diesem Falle steht der Vektor p senkrecht auf dem Vektor q (und zwar
im fiinfdimensionalen Raum). Fiir fiinf Produkte sind die Vektoren fiinf-
dimenstional. Durch Beispiele dieser Art wird man in der linearen Algebra
sehr schnell in hohe Dimensionen gefiihrt.

Noch ein kleiner Hinweis: Tabellenkalkulationen sind im Geschéftsleben
zu unverzichtbaren Hilfsmitteln geworden. Was ist eine Tabellenkalkulation
eigentlich? In ihr werden Linearkombinationen und Skalarprodukte berech-
net, und was man auf dem Computerbildschirm sieht, ist nichts anderes als
eine Matrix.
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Merkregel: Um das Skalarprodukt auszurechnen, multipliziert man jedes v;
mit w;, und addiert die Einzelprodukte auf.

Liangen und Einheitsvektoren

Ein wichtiger Fall ist das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst, wenn
v = w gilt. Das Skalarprodukt des Vektors v = (1,2,3) mit sich selbst ist
v-v = 14:

1 1
vv=|2]|-12]| =14+44+9=14.
3 3

Das Ergebnis ist nicht Null, weil v nicht senkrecht zu sich selbst steht.
Anstelle eines 90°-Winkels haben wir einen 0°-Winkel. In diesem Spezialfall
ergibt das Skalarprodukt v-v das Quadrat der Ldinge.

DEFINITION Die Ldnge (oder Norm) eines Vektors v ist die Quadrat-

wurzel aus v-v:

Linge von v = ||v|| = V/v-v.

Im Zweidimensionalen ist die Linge durch vv? + v3 gegeben, in drei Di-
mensionen durch Vv? + v3 + v2. Entsprechend der Rechnung oben hat v =
(1,2,3) die Linge ||v]| = v14.

V14

©,2) (1,2)

Abb. 1.5. Die Linge /v-v zwei- und dreidimensionaler Vektoren.

Diese Definition ldsst sich plausibel machen. ||v]| ist einfach die ganz nor-
male Lange eines Pfeiles, der den Vektor darstellt. Im Zweidimensionalen
liegt der Pfeil in einer Ebene und ist dort die dritte Seite eines rechtwinkli-
gen Dreiecks, dessen andere Seitenldngen durch die Komponenten des Vektors
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gegeben sind, zum Beispiel 1 und 2 fiir den Vektor v = (1,2). Die drei Sei-
tenlingen sind iiber die Formel a? + b? = ¢ miteinander verbunden, d.h., es
gilt 12 + 22 = ||v||%.

Um die Linge von v = (1,2,3) zu bestimmen, benutzen wir den Satz
des Phythagoras zweimal. Zunichst hat der Vektor in der z — y-Ebene die
Komponenten 1,2,0 und die Linge /5. Dieser Vektor steht senkrecht auf
dem Vektor (0,0, 3), der gerade nach oben zeigt. Deswegen hat die Diagonale
des gestrichelten Quaders die Linge ||v]| = v/5 + 9 = V14.

Die Linge eines vierdimensionalen Vektors wiire vV} + v3 + v2 + v3. So
hat zum Beispiel (1,1,1,1) die Linge /12 + 12 + 12 + 12 = 2, gerade die
Lange der Diagonalen durch einen Einheitswiirfel im vierdimensionalen Raum.
Die Diagonale in n Dimensionen hat die Linge /n.

Das Wort ,,Einheits-“ bedeutet immer, dass irgendein Maf} gleich eins ist.
Der Einheitswiirfel hat zum Beispiel Seiten der Lénge eins. Ein Einheitskreis
hat den Radius eins. Nun kénnen wir auch die Idee eines ,,Einheitsvektors®
einfiithren.

DEFINITION Ein Einheitsvektor u ist ein Vektor mit der Linge eins.
Hier gilt uu = 1.

Ein vierdimensionales Beispiel ist u = (%, %, %, %), dessen Skalarprodukt u-u

gerade % + % + % + % = 1 ist. Wir haben den Vektor v = (1,1,1,1) durch
seine Linge ||v|| = 2 dividiert, um diesen Vektor zu erhalten.

Beispiel 1.2.4 Die Standardeinheitsvektoren lings der z- und der y-Achse
werden mit 1 und j bezeichnet. Der Einheitsvektor in der zy—Ebene, der mit
der z-Achse einen Winkel 6 bildet, ist durch (cos 8, sin#) gegeben:

. |1 . |0 _ | cosf
1—{0} und J—|:1:| und u_{sine]'

Fiir = 0 wird der Vektor u gerade zu i. Falls § = 90° (oder § im Bogenmaf),
ist u derselbe Vektor wie j. Aber fiir jeden Winkel ergeben die Komponenten
cos® und sin @ gerade u-u = 1, weil cos? 6 4 sin?# = 1 gilt. Diese Vektoren
zeigen zu den Punkten auf dem Einheitskreis in Abbildung 1.6. Also sind cos @
und sin # ganz einfach die Koordinaten des Punktes auf dem Einheitskreis mit
zugehorigem Winkel 6.

In drei Dimensionen sind i, j und k die Einheitsvektoren lings der drei Ko-
ordinatenachsen. Thre Komponenten sind (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1). Be-
achten Sie, dass jeder dreidimensionale Vektor eine Linearkombination von i,
Jj und k ist. Der Vektor v = (2,2,1) ist zum Beispiel gleich 2i + 2j + k, seine

Lange ist v22 4 22 + 12, also ||v]| = 3.
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i=(0,1) i+j=(1,1) J u_{cost‘)}
A _ | siné
u=(1,1)/v2
i »i=(1,0) i

—J
Abb. 1.6. Die Koordinatenvektoren i und j. Der Einheitsvektor u im Winkel von
45° (links) und der Einheitsvektor (cos6,sin6) im Winkel 6.

Da (2,2,1) die Linge 3 hat, hat der Vektor (2,2, 1) die Lénge 1. Um
einen Einheitsvektor zu erzeugen, dividiert man einfach v durch seine Linge

vl

1A Einheitsvektoren Man teile einen Vektor v ungleich dem Null-
vektor durch seine Ldnge. Dann ist u = v/||v|| ein Einheitsvektor in
dieselbe Richtung wie v.

Im Dreidimensionalen haben wir so u = (%, %, %) gefunden. Rechnen Sie

nach, dass uu = % + % + % = 1 gilt. Es zeigt also u auf einen Punkt der ,,Ein-
heitskugel“ mit Mittelpunkt im Ursprung. Einheitsvektoren korrespondieren
generell mit Punkten auf der Kugel mit Radius eins.

Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir haben schon erwéhnt, dass fiir rechtwinklige Vektoren v-w = 0 gilt.
Das Skalarprodukt ist null, wenn der Winkel zwischen den Vektoren 90° ist.
Um dies zu begriinden, miissen wir rechte Winkel mit Skalarprodukten in
Verbindung bringen. Das wird uns darauf bringen, wie uns v-w den Winkel
zwischen zwei beliebigen Vektoren (ungleich dem Nullvektor) liefert.

1B Rechte Winkel Das Skalarprodukt v-w ist null, falls v recht-
winklig zu w steht.

Beweis. Wenn v und w zueinander rechtwinklig stehen, bilden sie zwei Sei-
ten eines rechtwinkligen Dreiecks. Die dritte Seite (die Hypotenuse, die in
Abbildung 1.7 von links nach rechts geht) ist dann v — w. Damit wird aus
der Gleichung a® + b? = ¢? fiir die Seitenléingen
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VI + ||w]|* = ||v — w||* (fiir senkrechte Vektoren). (1.2)

Schreibt man die Formeln fiir die Léngen in zwei Dimensionen aus, wird
daraus

V3 + 03 +wi +wh = (v —wy)? + (v — w2)?. (1.3)

Nach Ausmultiplikation fingt die rechte Seite mit v? — 2v;w; + w? an. Des-
wegen kann man auf beiden Seiten der Gleichung v} und w} subtrahieren.
Genauso enthilt (v2 — ws)? die Terme v3 und w3 sowie —2v2ws. Subtrahiert
man wieder auf beiden Seiten, bleiben nur noch —2v;w; und —2vsw, tibrig.
(In drei Dimensionen hitte man auerdem noch —2wvzws.) Im letzten Schritt
dividiert man durch —2 und erhélt:

0 = —2vyw; — 2vowy  und daher wvyw; + vows = 0. (14)

Schlussfolgerung Rechte Winkel ergeben ein Skalarprodukt v-w = 0. Wir
haben damit Satz 1B bewiesen. Das Skalarprodukt wird null, wenn der
Winkel 6 = 90° ist. Dann gilt cos@ = 0. Der Nullvektor v = 0 steht senkrecht
auf jedem Vektor w, weil 0-w immer Null ergibt.

‘Winkel kleiner als 90° in dieser Hilfte
v-w>0

}
5 V20 .

w

4 4 4 y
t t t 1

v-w<0
Winkel grofler als 90 °
in dieser Hilfte

Abb. 1.7. Fiir senkrechte Vektoren gilt v-w = 0. Der Winkel ist geringer als 90°
wenn v-w > 0 gilt.

Nehmen wir nun an, dass v-w ungleich null ist. Das Skalarprodukt kann
positiv, aber auch negativ sein. Das Vorzeichen von v-w sagt uns sofort, ob
der Winkel grofier oder kleiner als ein rechter Winkel ist. Der Winkel ist
kleiner als 90°, wenn v-w positiv ist. Er ist grofler, wenn v-w negativ ist.
Abbildung 1.7 zeigt einen typischen Vektor w = (1,3) in der rechten Halb-
ebene, mit v-w > 0. Fiir den Vektor W = (—2,0) in der linken Halbebene
gilt v.-W = —8.

Die Grenzlinie bilden die Vektoren, die senkrecht zu v stehen. Auf dieser
Geraden zwischen positivem und negativen Vorzeichen ist das Skalarprodukt
null.

Auf der néchsten Seite werden wir einen weiteren Einblick in die Geome-
trie des Skalarprodukts erhalten. Wir werden mit seiner Hilfe den genauen
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Winkel 8 bestimmen. Dies ist eigentlich nicht notwendig fiir die lineare Alge-
bra, Sie konnten hier aufhtren zu lesen! Denn haben wir erst einmal Matrizen
und lineare Gleichungen erreicht, so werden wir dem 6 den Riicken kehren.
Aber da es in diesem Abschnitt noch um Winkel geht, ist dies die richtige
Stelle, um die Formel einzufiihren. Sie wird uns zeigen, dass der Winkel 6
zwischen v = (4,2) und w = (1, 3) in Abbildung 1.7 genau 45° ist.

Wir beginnen mit Einheitsvektoren u und U. Das Vorzeichen von u-U
gibt an, ob € < 90° ist oder # > 90°. Da die Vektoren die Linge eins haben,
konnen wir aber noch mehr erfahren. Das Skalarprodukt u-U ist der
Kosinus von 6. Dies gilt sogar in beliebig vielen Dimensionen!

1C (a) Wenn u und U Einheitsvektoren sind, so gilt u-U = cos# .
(b) Wenn u und U Einheitsvektoren sind, so gilt [u-U| < 1.

Die Aussage (b) folgt direkt aus der Aussage (a). Erinnern Sie sich lediglich
daran, dass cos# niemals grofler als 1 ist und niemals kleiner als —1. Das
Skalarprodukt zweier Einheitsvektoren liegt zwischen —1 und 1.

In Abbildung 1.8 erkennt man die obige Aussage deutlich an den Vektoren
u = (cosf,sinf) und i = (1,0). Ihr Skalarprodukt ist u-i = cos#@, also der
Kosinus des Winkels zwischen ihnen.

Dreht man diese um irgendeinen Winkel «, so sind es immer noch Ein-
heitsvektoren, und der Winkel zwischen ihnen ist immer noch . Die neuen
Vektoren sind u = (cos «, sin &) und U = (cos (4, sin ). Ihr Skalarprodukt ist
cosacos f + sinasin 8. Nach den Additionstheoremen fiir trigonometrische
Funktionen ist dies dasselbe wie cos(f — a), und da f — a = 6 gilt, sind wir
bei der Formel u-U = cos # angelangt.

_ | cosB
U= [ sin 6]

[cosﬂﬂ]

sin B o
A Y e[
Iu~i=cosa [(ﬂ I 6=p-a

Abb. 1.8. Das Skalarprodukt von Einheitsvektoren ist der Kosinus des Winkels 6.

In Aufgabe 24 wird die Ungleichung |u-U| < 1 direkt ohne Bezugnahme
auf Winkel gezeigt. In Aufgabe 22 wird eine andere trigonometrische Formel
angewendet, nédmlich der Kosinussatz. Die Ungleichung und die Kosinusfor-
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mel u-U = cosf gelten fiir beliebige Dimensionen. Das Skalarprodukt dndert
sich nicht, wenn die Vektoren gedreht werden, weil # dabei unverindert bleibt.

Wie stellt sich die Situation dar, wenn v und w keine Finheitsvektoren
sind? Dann ist ihr Skalarprodukt im Allgemeinen nicht mehr cos§. Dividieren
wir sie aber durch ihre Lingen, um Einheitsvektoren u = v/||v|| und U =
w/||w|| zu erhalten, so ist das Skalarprodukt dieser skalierten Vektoren wieder
cosé.

Unabhingig vom Winkel wird das Skalarprodukt von v/||v|| mit w/||wl||
niemals grofer als eins. Das ist die ,,Schwarz’sche Ungleichung*” fiir Skalarpro-
dukte — oder richtiger die Cauchy-Schwarz-Buniakowsky’sche Ungleichung.
Sie wurde in Frankreich, in Deutschland und in Russland entdeckt (und
womoglich noch andernorts — es handelt sich hier um die wichtigste Un-
gleichung der Mathematik). Mit dem zusiitzlichen Faktor ||v]| ||w]|| aus der
Umskalierung in Einheitsvektoren erhalten wir jetzt fiir cos8:

1D (a) Kosinusformel Sind v und w Vektoren ungleich null, dann gilt
\ B
———— = cosf .
VIl wl
(b) Schwarz’sche Ungleichung Sind v und w beliebige Vektoren, so

gilt [v-w| < [[v]|lw]| .

Beispiel 1.2.5 Bestimmen Sie den Winkel zwischen v = [3] und w = [1] in
Abbildung 1.7b) .

Losung Das Skalarprodukt ist v-.w = 4 + 6 = 10. Die Linge von v ist
|[v] = v/20. Die Linge von w ist |[w| = +/10. Also ist der Kosinus des
Winkels

vw 10 _L
Iviliwll V2010 V2’

Der Winkel mit diesem Kosinus ist also gerade 45°. Er ist kleiner als 90°, weil
v-w = 10 positiv ist. Nach der Schwarz’schen Ungleichung ist [|v]| ||w] =
V200 groBer als v-w = 10.

und damit ist 6 = 45°.

cosf =

Beispiel 1.2.6 Das Skalarprodukt von v = (a,b) und w = (b, a) ist 2ab. Die
Schwarz’sche Ungleichung liefert 2ab < a® + b%, zum Beispiel ist 2(3)(4) =
924 < 32 4+ 42 = 25.

Begriindung Die Léngen sind ||v|| = ||w|| = va? + b?>. Dann wird v-w = 2ab
niemals ||v]|||w]|| = a? + b* {iberschreiten, da die Differenz zwischen a? + b?
und 2ab niemals negativ werden kann:

a® 4+ b* — 2ab = (a — b)* > 0.
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Diese Beziehung ist besser bekannt, wenn man = = a® und y = b? setzt, denn
dann heift sie: Das ,,geometrische Mittel“ ist nicht grofler als das ,,arithme-
tische Mittel“, also der Mittelwert von = und y:

a® + b?

ab < wird zu  /zy < :CT+y

Die Berechnung von Skalarprodukten und Winkeln Die Zeit ist
reif fiir einen Augenblick der Wahrheit. Dem Skalarprodukt v-w begegnet
man normalerweise in der Form Zeile mal Spalte:

An Stelle von B] - {i] sieht man hiufiger [1 2] {i] .

In FORTRAN benutzt man eine Schleife, um die Komponenten miteinander
zu multiplizieren und aufzuaddieren:

DO 10 I = 1,N
10 VMALW = VMALW + V(I) * W(I)
MATLAB arbeitet mit ganzen Vektoren, nicht mit ihren einzelnen Kompo-
nenten. Sind v und w Spaltenvektoren, so ist v’ eine Zeile wie oben:

skpr =v' xw

Die Linge von v ist in MATLAB schon als norm (v) bekannt. Wir kénnten
sie aber auch selbst definieren als sqrt (v’ x v), indem wir die ebenfalls be-
kannte Wurzelfunktion benutzen. Kosinus und Winkel miissen wir uns selbst
berechnen:

cos =v' xw/(norm(v) x norm(w));

winkel = acos(cos)

Wir haben dabei die Arcuscosinus-Funktion (acos) benutzt, um den Winkel
aus seinem Kosinus zu berechnen. Wir haben keine neue Funktion cos(v, w)
fiir den zukiinftigen Gebrauch geschrieben. Dafiir hitten wir eine M -Datei
erzeugen miissen, dessen Format in Kapitel 2 beschrieben werden wird. (Spe-
ziell fiir dieses Buch sind einige M-Dateien geschrieben worden. Man findet
sie am Ende des Buches.) Die obigen Anweisungen fithren dazu, dass die
Zahlen skpr und winkel ausgegeben werden. Der Kosinus wird wegen des
Semikolons am Ende der Zeile nicht ausgegeben.

Die wesentlichen Punkte

1. Das Skalarprodukt v-w wird durch Multiplizieren der Komponenten v; mit
w; und anschlieendes Aufsummieren berechnet.

2.Die Linge ||v|| ist die Quadratwurzel aus v-v.

3.Der Vektor v/||v|| ist ein Einheitsvektor, seine Linge ist eins.
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4.Es gilt v-w = 0, wenn v und w senkrecht zueinander stehen.
5. Der Kosinus von 6 (des Winkels zwischen v und w) iiberschreitet nie den
Wert 1:

cosf = und deshalb gilt |v-w| < ||v]|[|w]|.

VW
[Iv[[[wll

Aufgaben 1.2

1. Berechnen Sie die Skalarprodukte u-v, u-w, v-w und w-v:

ue |70:6 v |3 W — 4
108 S|4 3]
2. Berechnen Sie die Lingen ||ul|, ||v|| und ||w]| dieser Vektoren. Uberpriifen

Sie, dass die Schwarz’schen Ungleichungen |u-v| < [jul|||v]] und |v-w| <
[[v]] ||w]| erfiillt sind.

3. Geben sie Einheitsvektoren in Richtung der Vektoren v und w aus Auf-
gabe 1 an. Berechnen Sie den Kosinus des Winkels zwischen ihnen.

4. Bestimmen Sie Einheitsvektoren u; und us in Richtung der Vektoren
v =(3,1) und w = (2,1,2). Bestimmen Sie weiter Einheitsvektoren Uy
und Us, die senkrecht auf v bzw. w stehen.

5. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Einheitsvektoren v und w der Winkel zwi-
schen den Vektoren
(a) vund v (b) wund —w () v+wund v—w
entweder 0° oder 90° oder 180° ist.

6. Bestimmen Sie (iiber den Kosinus) den Winkel 6 zwischen

(a)v:{\}g] und w:m (b) v= _% und w = —i

() v = {\}3] und W= {:/15} (d) v= m und W= [:;]

7. (a) Bestimmen Sie alle Vektoren (wy,ws) die senkrecht auf v = (2, —1)
stehen.
(b) Beschreiben Sie in Worten alle Vektoren, die senkrecht auf V =
(1,1,1) stehen.

8. Wahr oder falsch? Geben Sie eine Begriindung an, wenn eine Behauptung
wahr ist, oder ein Gegenbeispiel, wenn sie falsch ist.
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(a) Steht der dreidimensionale Vektor u senkrecht auf v und w, so sind
v und w parallel.

(b) Steht u senkrecht auf v und w, dann auch auf v + 2w.

(c) Es gibt immer eine Linearkombination v 4+ cu die senkrecht auf u
steht.

Die Steigungen der Pfeile von (0,0) nach (vq,v2) und (wy,ws) sind va /vy
und wo/w;. Zeigen Sie, dass v-w = 0 gilt und die Vektoren senkrecht
zueinander sind, wenn das Produkt der Steigungen vows /vyw; = —1 ist.

Zeichnen Sie Pfeile von (0,0) zu den Punkten v = (1,2) und w = (-2, 1).
Berechnen Sie die beiden Steigungen und multiplizieren Sie sie. Die Ant-
wort, bedeutet, dass v-w = 0 und dass die Pfeile

Was bedeutet es fiir den Winkel zwischen v und w, wenn v-w negativ
ist? Zeichnen Sie einen dreidimensionalen Vektor v (als Pfeil) und geben
sie den Bereich aller Vektoren w mit v-w < 0 an.

Wiéhlen Sie eine Zahl ¢ so, dass fiir die Vektoren v = (1,1) und w = (1, 5)
die Kombination w — ¢v senkrecht auf v steht. Geben Sie dann eine
Formel an, die diese Zahl ¢ fiir beliebige v und w bestimmt.

Bestimmen Sie Vektoren v und w, die zueinander und zu (1,1, 1) senk-
recht sind.

Bestimmen Sie drei Vektoren u, v und w, die zueinander und zu (1,1, 1,1)
senkrecht stehen.

Das geometrische Mittel von z = 2 und y = 8 ist /zy = 4. Das arithme-
tische Mittel ist groBer: 2(z +y) = . In Beispiel 1.2.6 hatten wir
gesehen, dass dies mit der Schwarz’schen Ungleichung fiir v = (v/2,/8)
und w = (\/g, \/5) zusammenhingt. Bestimmen Sie cos @ fiir diese Vek-
toren v und w.

Wie lang ist der neundimensionale Vektor v = (1,1,...,1)? Bestimmen
Sie einen Einheitsvektor u in derselben Richtung wie v und einen Vektor
w senkrecht zu v.

Wie grof} ist der Kosinus der Winkel «a, 8 und 6 zwischen dem Vektor
(1,0, —1) und den Einheitsvektoren i, j und k in Richtung der Koordina-
tenachsen? Weisen Sie nach, dass cos? a + cos? 8 + cos? § = 1 gilt.
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Die Aufgaben 18—-24 behandeln die wichtigsten Eigenschaften von
Lingen und Winkeln. Mehrere Beweise nacheinander werden nicht
wieder vorkommen.

18.

19.

20.

21.

22.

(Rechenregeln fiir Skalarprodukte) Diese Gleichungen sind einfach, aber
niitzlich:
M) vw=wv (2)u(v+w)=uv+tuw (3) (cv)w=c(vw)

Verwenden Sie die Regeln (1) und (2) mit u = v + w und zeigen Sie,
dass ||[v + w|]? = v-v + 2v-w + wow gilt.

Die Dreiecksungleichung lautet (Linge von v +w) < (Ldinge von v)
+ (Léinge von w). In Aufgabe 18 wurde ||[v+w||? = ||v]|* +2v-w + ||w]|?
gezeigt. Benutzen Sie die Schwarz’sche Ungleichung fiir v-w und zeigen
Sie, dass

v+ wl? < (vl + [Iwl)* oder [lv+wll < [Iv]| + Iw]|

gilt.

Auch fiir ein dreidimensionales rechtwinkliges Dreieck gilt ||v||> +||w]|*> =
lv +w||?. Zeigen Sie, wie dies in Aufgabe 18 auf vjw; + vows + v3wz = 0
fithrt.

w=(w, w,)
vV+w 1 2

il

v=(Vy, Vy)

vl
0 B :

Die Abbildung illustriert, dass cos & = vy /||v]| und sin e = v /|| v|| gelten.
Analog dazu gilt cos 3 = und sin § = . Der Winkel 0 ist die
Differenz 8 — a. Beweisen Sie damit die Formel cosf = cosfcosa +
sin Bsina = v-w/||v]| ||w]].

Schliessen v und w den Winkel 6 ein, so ldsst sich nach dem Kosinussatz
die Lénge der dritten Seite des entstehenden Dreiecks bestimmen:

v = wll* = [Iv[l* = 2llvl| [l cos + [l w]]*.

Vergleichen Sie dies mit (v —w)-(v —w) = , und leiten Sie damit
ein weiteres Mal die Formel fiir cosf her.
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Die Schwarz’sche Ungleichung lidsst sich auch algebraisch statt trigono-

metrisch beweisen:

(a) Multiplizieren Sie beide Seiten der Ungleichung (viw; + vows)? <
(v +v3) (w? + w3) aus.

(b) Zeigen Sie, dass die Differenz beider Seiten gleich (vjws —vawy)? ist.
Da dies nicht negativ sein kann, muss die Ungleichung immer erfiillt
sein.

Ein einzeiliger Beweis der Schwarz’schen Ungleichung |u - U| < 1:
Sind (u1,us2) und (Uy, Us) Einheitsvektoren, wende den Schritt aus Bei-
spiel 1.2.6 an:
w4+ U Wi+U; 1+1
[u-U| < Jur|Ur] + up||[Us] < 5 + 22 = =1
2 2 2

Setzen Sie (ui,u2) = (0,6, 0,8) und (Uy,Us) = (0,8, 0,6) in dieser Zeile
und bestimmen Sie 6.

Warum ist | cosf| tiberhaupt niemals grofier als 17

Wihlen Sie beliebige Zahlen z,y, und z mit z + y + z = 0. Bestim-
men Sie den Winkel zwischen dem Vektor v = (z,y, z) und dem Vektor
w = (z,z,y). Noch eine Herausforderung: Erkliren Sie, warum immer
vw/|[vllllw]| = -3 gilt.

Es sei ||v|| = 5 und ||w|| = 3. Bestimmen Sie die kleinsten und die grofiten
moglichen Werte von ||v — wi| und v - w.
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