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3.7.3 Poincaré Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.7.4 Chaotic Attractor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.8 Dissipative and Conservative Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.8.1 Hamiltonian Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.9 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4. Bifurcations and Onset of Chaos
in Dissipative Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.1 Some Simple Bifurcations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.1.1 Saddle-Node Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.1.2 The Pitchfork Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.1.3 Transcritical Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.1.4 Hopf Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.2 Discrete Dynamical Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.2.1 The Logistic Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.2.2 Equilibrium Points and Their Stability . . . . . . . . . . . . . 91
4.2.3 Stability When the First Derivative

Equals to +1 or −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.2.4 Periodic Solutions or Cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.2.5 Period Doubling Phenomenon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.2.6 Onset of Chaos: Sensitive Dependence

on Initial Conditions – Lyapunov Exponent . . . . . . . . . 98
4.2.7 Bifurcation Diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.2.8 Bifurcation Structure in the Interval 3.57 ≤ a ≤ 4 . . . 103
4.2.9 Exact Solution at a = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.2.10 Logistic Map: A Geometric Construction

of the Dynamics – Cobweb Diagrams . . . . . . . . . . . . . . 105
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10.4.1 Classification of Singular Points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
10.4.2 Historical Development of the Painlevé Approach
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