Vorwort zur zweiten Auflage

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen galt zur Mitte des 20. Jahr-
hunderts als Glanzstiick der Mathematik. Grund dafiir waren zum einen die
Schwierigkeit und Bedeutung der Probleme, mit denen sie sich befafit, zum
anderen die Tatsache, daf} sie sich spéiter entwickelt hatte als die meisten
anderen mathematischen Disziplinen.

Heute neigen viele dazu, dieses bemerkenswerte mathematische Gebiet
mit einer gewissen Geringschitzung als eine altmodische Kunst, mit Unglei-
chungen zu jonglieren, oder als Versuchsgeldande zur Erprobung der Funk-
tionalanalysis zu betrachten. Der entsprechende Kurs wurde sogar aus dem
Pflichtprogramm einiger Universitdten (zum Beispiel in Paris) herausge-
nommen. Schlimmer noch, so hervorragende Lehrbiicher wie das klassische
dreibandige Werk von Goursat sind wegen mangelnden Interesses aus der
Bibliothek der Universitit Paris 7 hinausgeworfen worden (und konnten nur
dank meiner Einmischung gerettet werden, zusammen mit den Vorlesungen
Kleins, Picards, Hermites, Darbouxs, Jordauns, ...).

Der Grund dafiir, dafl diese wichtige, die gesamte Mathematik betreffen-
de Theorie zu einem endlosen Strom von Arbeiten , Uber eine Eigenschaft
einer Losung einer Randwertaufgabe einer partiellen Differentialgleichung®
verkommen konnte, liegt vermutlich in dem Versuch, eine einheitliche alles
umfassende hochst abstrakte Theorie ,,von allem* zu schaffen.

Partielle Differentialgleichungen treten vor allem in Modellen kontinuier-
licher Medien in der mathematischen und theoretischen Physik auf. Versuche,
die beachtlichen Errungenschaften der mathematischen Physik auf Systeme
zu iibertragen, die nur formale Ahnlichkeit mit den genannten Modellen besit-
zen, fithren auf komplizierte und schwer iiberschaubare Theorien. In &hnlicher
Weise fiithren Versuche, die Geometrie der Flachen zweiter Ordnung und die
Algebra quadratischer Formen auf Objekte hoherer Ordnung zu tibertragen,
schnell in das Dickicht der algebraischen Geometrie mit ihren entmutigenden
Hierarchien komplizierter Entartungen und ihren nur theoretisch bestimm-
baren Antworten.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es noch schlimmer:
Die Schwierigkeiten der kommutativen algebraischen Geometrie verbinden
sich hier unentwirrbar mit der nichtkommutativen Differentialalgebra und
hinzu treten héchst nichttriviale Probleme der Topologie und der Analysis.
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Gleichzeitig kann man sich aber in zahlreichen besonders wichtigen Pro-
blemen der mathematischen Physik auf allgemeine physikalische Prinzipien
und so allgemeine Konzepte wie Energie, Variationsprinzip, Huygenssches
Prinzip, Lagrangescher Multiplikator, Legendre-Transformation, Hamilton-
funktion, Eigenwert und Eigenfunktion, Welle-Teilchen Dualitét, Dispersi-
on und Fundamentallosung verlassen. Ihre Erforschung hat die Entwicklung
grofler Gebiete der Mathematik angeregt wie die Theorie der Fourierrei-
hen und Fourierintegrale, die Funktionalanalysis, die algebraische Geome-
trie, die symplektische Topologie und die Kontakttopologie, die Theorie der
Asymptotiken von Integralen, die mikrolokale Analysis, die Indextheorie von
(Pseudo-)Differentialoperatoren und andere.

Eine Vertrautheit mit diesen grundlegenden mathematischen Ideen ist
meiner Meinung nach absolut unverzichtbar fiir jeden tatigen Mathematiker.
Ihre Verbannung aus der universitiren mathematischen Ausbildung geschah
oder geschieht in vielen westlichen Lindern unter dem Einfluf scholastischer
Axiomatisierer (die mit keinerlei Anwendungen vertraut sind und nichts zu
wissen wiinschen als den ,abstrakten Unsinn“ der Algebraiker); ich halte dies
fiir eine duBerst gefihrliche Nachwirkung der Bourbakisierung sowohl der Ma-
thematik als auch ihrer Didaktik. Das Bestreben, diese unnotige scholastische
Pseudowissenschaft abzuschaffen, ist eine natiirliche und gesetzméflige Reak-
tion der Gesellschaft (zumal der wissenschaftlichen) auf die verantwortungs-
lose und selbstmorderische Aggressivitéit der ,ultrareinen® Mathematiker, er-
zogen im Geiste Hardys und Bourbakis.

Der Autor dieses sehr kurzen Vorlesungskurses war bestrebt, Studenten
der Mathematik, die iiber minimale Vorkenntnisse verfiigen (Lineare Algebra
und Grundziige der Analysis inklusive gewdhnliche Differentialgleichungen)
mit einem Kaleidoskop grundlegender Ideen der Mathematik und Physik ver-
traut zu machen. Anstelle des in mathematischen Biichern iiblichen Prinzips
der maximalen Allgemeinheit hat sich der Autor bemiiht, am Prinzip der
minimalen Allgemeinheit festzuhalten, gem#fl welchem jede Idee zunéchst in
der einfachsten Situation klar verstanden sein mufl, bevor die entwickelte
Methode auf kompliziertere Fille iibertragen werden kann.

Obwohl iiblicherweise eine allgemeine Tatsache einfacher zu beweisen ist
als ihre zahlreichen Spezialfiille, stellt eine mathematische Theorie fiir den
Lernenden nicht mehr dar als eine Sammlung von Beispielen, die er gut und
vollstandig verstanden hat. Deshalb bilden gerade Beispiele und Ideen und
eben nicht allgemeine Sétze und Axiome die Grundlage dieses Buches. Die
Priifungsaufgaben am Ende des Kurses sind ein wesentlicher Bestandteil.

Besondere Aufmerksamkeit wurde auf die Wechselwirkung des Gegen-
standes mit anderen Bereichen der Mathematik gerichtet, insbesondere der
Geometrie von Mannigfaltigkeiten, der symplektischen Geometrie und Kon-
taktgeometrie, der komplexen Analysis, der Variationsrechnung und der To-
pologie. Der Autor richtet sich an wiflbegierige Studenten, hofft aber gleich-
zeitig, dafl sogar professionelle Mathematiker mit anderen Spezialgebieten
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durch dieses Buch die grundlegenden und daher einfachen Ideen der ma-
thematischen Physik und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
kennenlernen kénnen.

Der vorliegende Kurs wurde fiir Studenten im dritten Studienjahr am
mathematischen College der unabhéngigen Moskauer Universitéit im Herbst-
semester 1994/95 gehalten; dabei wurden die Vorlesungen 4 und 5 von
Yu. S. Ilyashenko und die Vorlesung 8 von A. G. Khovanskij gehalten. Alle
Vorlesungen wurden mitgeschrieben von V. M. Imaikin (und seine Mitschrift
wurde dann vom Autor iiberarbeitet). Allen spricht der Autor seinen tiefen
Dank aus.

Die erste Auflage dieses Kurses erschien 1995 im Verlag des mathemati-
schen Colleges der unabhéngigen Moskauer Universitéit. In der vorliegenden
Ausgabe wurden einige Ergénzungen und Korrekturen eingearbeitet.
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