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1 Finanzderivate

Die klassische Finanzmathematik beschéftigt sich in erster Linie mit grundle-
genden Finanzinstrumenten oder Anlageformen wie Aktien, Devisen, festver-
zinslichen Anleihen, Rentenwerten und anderen mehr. Unter Finanzderivaten
oder derivativen Finanzinstrumenten (derivatives, derivative securities oder
contingent claims) versteht man Anlageformen, die von einfacheren Finan-
zinstrumenten abgeleitet werden. Der Wert des Derivats hingt vom Wert
des zugrundeliegenden Instruments (underlying) ab. In diesem Abschnitt be-
trachten wir mit Terminkontrakten und Optionen zwei einfache Formen von
Finanzderivaten sowie einige Kombinationen von ihnen. Da die moderne Fi-
nanzmathematik auch in der deutschen Praxis von englischen Begriffen do-
miniert wird, erwdhnen wir auch jeweils den englischen Fachausdruck, wenn
der nicht offensichtlich mit dem deutschen iibereinstimmt.

Einfache Finanzderivate waren bereits um die Jahrhundertwende an den eu-
ropéischen Borsen populér, um in der Zeit zwischen den Weltkriegen an Be-
deutung zu verlieren. In den siebziger Jahren begann zuerst in den USA die
Renaissance der abgeleiteten Finanzinstrumente gleichzeitig mit den bahn-
brechenden Arbeiten von Black, Scholes und Merton, die die Berechnung ei-
nes angemessenen Preises fiir solche Anlageformen erméglichten. Thr allgemei-
ner finanzwissenschaftlicher Ansatz, der nicht nur die Bewertung von Finanz-
derivaten erlaubt, sondern iiberall dort Anwendungen findet, wo in der Finan-
zwelt das mit komplexen Investitionsformen verbundene Risiko gemessen und
kontrolliert werden soll, wurde 1997 mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswis-
senschaften gewiirdigt. Gleichzeitig gab er den Anstofl zur Entwicklung der
modernen analytischen Finanzmathematik, deren Grundlagen im ersten Teil
dieses Buches beschrieben wird. Wir konzentrieren uns hierbei auf die mathe-
matische Modellierung und Analyse. Dieser Abschnitt beschrinkt sich daher
darauf, in knapper Form die dafiir nétige Fachterminologie aus der Finanz-
welt einzufiihren. Zahlreiche fiir die Praxis, nicht aber fiir die mathematische
Behandlung von Finanzderivaten wichtige Details iibergehen wir dabei und
verweisen auf die einschligige Fachliteratur, z.B. Hull (2000), Welcker, Kloy
and Schindler (1992).
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Eine besonders einfache Form von Finanzderivaten sind Terminkontrakte
(forward contract oder future contract). Dabei handelt es sich um einen Ver-
trag zwischen zwei Parteien, zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Zu-
kunft eine Transaktion zu einem bereits bei Vertragsschluss festgelegten Preis
durchzufiihren. Gegenstand des Terminkontrakts kénnen Aktien, Devisen
und Anleihen, aber auch landwirtschaftliche Produkte (Getreide, Fleisch)
oder Rohstoffe (Ol, Kupfer, elektrische Energie) sein.

Definition 1.1 (Terminkontrakt)

Ein Terminkontrakt ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien, bei der sich der
Kdiufer bzw. der Verkiufer des Kontraktes zu einem Zeitpunkt t verpflichtet,
zu einem bestimmten zukiinftigen Zeitpunkt T > t , dem Ende der Lauf-
zeit (expiration date oder maturity), ein Objekt zu einem heute vereinbarten
Preis K, dem Terminkurs (delivery price), zu kaufen (Terminkauf) bzw. zu
verkaufen (Terminverkauf).

Der Wert Vi 1(S, T) eines Terminkontrakts zur Zeit t hingt von dem aktuel-
len Wert Sy des zugrundeliegenden Objekts, das Gegenstand der vereinbarten
Transaktion ist, von der Restlaufzeit 7 = T'—t und von den Parametern K, T
des Kontrakts ab.

In der Praxis unterscheidet man bei Terminkontrakten zwischen Forwards
und Futures. Forwards werden zwischen den beiden Vertragspartnern ausge-
handelt, und zwischen dem Abschluss des Terminkontrakts und dem Ende
der Laufzeit kommt es zu keinen weiteren Zahlungen. Futures werden an
Terminborsen gehandelt. Als Absicherung gegen hohe Verluste aufgrund der
Zahlungsunfiahigkeit eines der Vertragspartner am Ende der Laufzeit dient
hier ein téglicher Gewinn-Verlust-Ausgleich. Unter bestimmten Bedingungen,
die tiber kiirzere Zeitrdume hinweg approximativ erfiillt sind, unterscheiden
sich Forwards und Futures nicht in ihrem Wert.

Beispiel 1.1 FEin Investor erwirbt am 1. September einen Forward-Kontrakt
mit dem Inhalt, in 90 Tagen 1 000 000 EUR zum Umtauschkurs von 1.2 USD
zu kaufen. Falls der Kurs am Ende der 90 Tage auf 1.3 gestiegen ist, gewinnt
der Investor, da 1 000 000 EUR dann am Markt fiir USD 1 300 000 verkauft
werden konnen.

In der obigen Notation ist also t = 1. September, T = 90 Tage, T = 30.
November und K = USD 1 200 000.

Definition 1.2 (Spot-Preis, Forward-Preis, Future-Preis)
Der aktuelle Kurs Sy eines Objekts (Aktie, Wihrung, Rohstoff, ...) wird oft



1 Finanzderivate 5

auch als Spot-Preis bezeichnet. Der Forward-Preis F; des Objektes ist der
Terminkurs, fir den der Wert eines Forward-Kontraktes zur Zeit t 0 ist, d.h.
er lost die Gleichung Vg, 7(S¢,7) = 0 . Entsprechend ist der Future-Preis auf
der Grundlage der Wertentwicklung eines Future-Kontrakts definiert.

Den Wert eines Forwards, aus dem sich sofort der Forward-Preis ergibt, wer-
den wir spiiter berechnen. Aus der Wertgleichheit von Forwards und Fu-
tures ergibt sich sofort, dass unter den entsprechenden Bedingungen auch
Forward-Preis und Future-Preis zusammenfallen. Beim Abschluss eines Ter-
minkontraktes zur Zeit ¢ = 0 wird meist als Terminkurs K = Fy gewéhlt.
Der Kontrakt hat dann anfangs fiir Kdufer und Verkdufer den Wert 0, und
es finden keine Zahlungen statt. Im Laufe der Zeit werden dann Terminkurs
K und aktueller Forward-Preis F; voneinander abweichen.

Bei einem Terminkontrakt wechselt das zugrundeliegende Objekt am Ende
der Laufzeit auf jeden Fall den Besitzer. Im Gegensatz dazu gewéhrt eine
Option einem der beiden Vertragspartner das Recht zu entscheiden, ob es
tiberhaupt zu einer Transaktion kommt. Offensichtlich macht es dabei einen
Unterschied, ob die Entscheidung beim Kaufer oder beim Verkdufer liegt. Da-
her wird zwischen zwei grundlegenden Typen von Optionen unterschieden:
zwischen Kaufoptionen und Verkaufsoptionen. Abgesehen davon gleichen eu-
ropéische Optionen einem Forward-Kontrakt. Daneben gibt es amerikanische
Optionen, bei denen der Inhaber des Ausiibungsrechts sich auch schon vor
Ende der Laufzeit zum Kauf oder Verkauf entschliefen kann. Die Bezeich-
nungsweise hat historische Griinde und hingt nicht davon ab, wo die betref-
fenden Derivate gehandelt werden.

Definition 1.3 (Kaufoption - Call, Verkaufsoption - Put)

Eine europiische Kaufoption oder europiischer Call ist ein Vertrag zwischen
zwei Parteien, der dem Kdufer das Recht gibt, zu einem bestimmten zukiinfti-
gen Zeitpunkt T >t , dem Ende der Laufzeit oder Verfallszeitpunkt (expirati-
on date oder maturity), ein Objekt zu einem bei Vertragsschluss vereinbarten
Preis K, dem Ausibungskurs (strike price oder exercise price), zu kaufen.
Ubt er das Recht nicht aus, verfillt die Option zur Zeit T ohne weitere Kon-
sequenzen.

Eine europiische Verkaufsoption oder européischer Put gibt dem Kdufer das
Recht, das Objekt zur Zeit T zum vereinbarten Preis K zu verkaufen.

Der Inhaber eines amerikanischen Calls bzw. eines amerikanisches Puts kann
sein Recht, das Objekt zu kaufen bzw. zu verkaufen, jederzeit vom Erwerb der
Option bis zum Verfallszeitpunkt T ausiiben.

Die in der Definition eingefiihrten Optionsformen werden auch Standardop-
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tionen (plain vanilla options) genannt. Daneben gibt es zahlreiche komplexere
Finanzderivate, und es werden laufend neue entwickelt. Diese Finanzinstru-
mente werden meist nicht an den Terminborsen gehandelt, sondern von Ban-
ken fiir einzelne Kunden mafigeschneidert entworfen. Man spricht hier von
OTC-Derivaten (OTC = ”over the counter”). Hierzu gehéren z.B. Optionen
auf Optionen, die dem Kéaufer zu einem Zeitpunkt 7" das Recht geben, eine
Option mit Verfallszeitpunkt 7" > T zu kaufen oder zu verkaufen. Die ma-
thematische Behandlung dieser exotischen Optionen ist besonders aufwéindig,
wenn der aktuelle Wert des Derivats nicht nur vom aktuellen Kurs S; des
zugrundeliegenden Objekts abhingt wie bei den Standardoptionen, sondern
wenn der gesamte Kursverlauf Sy ,0 < t' < ¢, eine Rolle spielt.

Beispiele fiir solche pfadabhiingigen Optionen sind asiatische, Knockout- oder
Lookback-Optionen: Bei asiatischen Optionen héngt der Ausiibungskurs vom
Mittelwert der Kurse des zugrundeliegenden Objekts iiber einen bestimmten
Zeitraum ab. Knockout-Optionen verfallen, sobald der Kurs des zugrunde-
liegenden Objekts eine vorgegebene Schranke {iber- oder unterschreitet. Bei
Lookback-Optionen héngt der Austibungskurs vom Maximum oder Minimum
der Kurse in einem bestimmten Zeitraum ab.

Die Bedeutung von Optionen reicht weit {iber den direkten Handel an den
Terminborsen und ihren Stellenwert als OTC-Derivate hinaus. Viele kom-
plexe Finanzderivate, die auf den ersten Blick nichts mit Optionen zu tun
haben, lassen sich durch geeignete Kombinationen mehrerer Optionen mit
unterschiedlichen Parametern duplizieren. Auch viele klassische Finanzin-
strumente wie z.B. Wandelanleihen oder Bezugsrechte bei Aktien besitzen
einen Optionsanteil, und selbst in der Versicherungswirtschaft spielt die Op-
tionsbewertungstheorie bei der Festlegung angemessener Primien eine immer
grofere Rolle.

Um sich mit Terminkontrakten, Standardoptionen und einfachen Kombina-
tion von Optionen vertraut zu machen, ist es am einfachsten, zunéchst nur
den Pay-off , d.-h. den Wert des Derivats am Verfallstag 7', zu betrachten. Bei
einem Terminkauf ist der Pay-off einfach ST — K, wobei St der Spotpreis des
zugrundeliegenden Objekts am Ende der Laufzeit ist. Der Kdufer des Objekts
erzielt einen Gewinn, wenn dieser aktuelle Kurs oberhalb des Terminkurses,
den er zu zahlen hat, liegt. Er kann das fiir K erworbene Objekt sofort auf
dem freien Markt wieder veriuflern und dafiir S einnehmen. Entsprechend
ist der Pay-off eines Terminverkaufs K — S7. Diese Pay-off Funktionen sind
in Abbildung 1.1 dargestellt. Bei einem Call ist der Pay-off:

max{Sy — K,0} = (S — K)*

Der Besitzer der Option wird sein Kaufrecht nur ausiiben, wenn der Ausiib-
ungskurs K unterhalb des aktuellen Marktpreises St fiir das Objekt liegt, und
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Pay-off

A

Terminkauf
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Abbildung 1.1: Wert des Derivates am Verfallstag

in diesem Fall denselben Ertrag wie bei einem Terminkauf erzielen. Andern-
falls ldsst er sein Recht verfallen. Bei einem Put ist der Pay-off entsprechend

max{K — St,0} = (K — S7)"

Fiir den Erwerb einer Kaufoption, die ja ein Recht darstellt, ist zur Zeit t = 0
(im Gegensatz zu einem Terminkontrakt) stets ein positiver Betrag C'(So,T')
zu zahlen. Zur Veranschaulichung einer Option wird oft auch dieser urspriing-
lich gezahlte Preis vom Pay-off abgezogen. Die so bestimmte Ertrags- oder
Gewinnfunktion, fiir einen Call (St — K)™ — C(Sp,T), ist aber finanzmathe-
matisch nicht korrekt, da hier Einnahmen zur Zeit T' mit Ausgaben zur Zeit
0 verrechnet werden. Den korrekten Gesamtertrag erhiilt man durch Aufzin-
sen der zur Zeit 0 gezahlten Optionspriamie auf die Zeit 7', denn der Investor
hétte die Pramie statt fiir den Call auch fiir eine risikolose festverzinsliche
Anlage verwenden konnen. Bei kontinuierlicher Verzinsung mit konstantem
Zinssatz r wire der Ertrag eines Calls (Sp — K)* — C(So, T)e"t.

Beispiel 1.2 Wir betrachten zur Zeit 0 den Verkauf einer Kaufoption (Call
short) mit Ausiibungskurs K und Call-Primie Cy. Der Pay-off und die Ge-
winnfunktion sind in Abbildung 1.2 bzw. in Abbildung 1.3 dargestellt.

Beispiel 1.3 Fiir den Kauf eines Straddles, das heif$t eines Portfolios aus
einem Call und einem Put mit demselben Ausiibungskurs K, ist der Ge-
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Pay-off

} Kurs St

min{K — S7,0}

Abbildung 1.2: Pay-off beim Verkauf einer Kaufoption

winn/Verlust in Abbildung 1.4 dargestellt. Cy bzw. Py bezeichnen wieder die
Call- bzw. Putprimie.

Ein weiteres grundlegendes Finanzinstrument, das bei der Optionsbewertung
eingesetzt wird, sind Anleihen oder Bonds . Neben den reinen Zinsertrigen
erhilt der Kidufer eventuell auch Couponzahlungen zu festen Zeitpunkten.
Wir betrachten vor allem Zerobonds, d.h. Anleihen ohne Couponertrige.

Definition 1.4 (Zerobond)

Ein Zerobond ist eine festverzinsliche Anleihe ohne Couponzahlungen. Der
Kdufer legt zur Zeit 0 einen Betrag By an und erhdilt am Ende T der Laufzeit
den Betrag Br zuriick, der sich aus By zuziglich des Zinsertrags ergibt. Der
Wert des Zerobonds am Ende der Laufzeit wird auch als sein nomineller Wert
bezeichnet.

Der Kauf eines Zerobonds entspricht dem Anlegen eines Geldbetrags zu ei-
nem festen Zinssatz fiir eine feste Zeitspanne. Der Verkauf eines Zerobonds
entspricht analog dem Leihen eines Geldbetrags. Bonds werden gehandelt
und koénnen zum aktuellen Wert By, d.h. By zuzliglich der bis zur Zeit ¢
aufgelaufenen Zinsen, vorzeitig verduflert werden.
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Gewinn/Verlust
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Abbildung 1.3: Gewinn/Verlust beim Verkauf einer Kaufoption

In der Praxis werden Zinsen zu diskreten Zeitpunkten (jahrlich, halbjéhrlich,
...) gutgeschrieben und dann weiter verzinst. Bei jihrlicher Verzinsung mit
Zinssatz r p.a. (per annum) wéichst das Anfangskapital By in n Jahren ein-

schlieflich Zins und Zinseszins auf B,(LD = By(1 + r)™. Werden die Zinsen
k-mal jahrlich gutgeschrieben mit dann entsprechend geringerem Zinssatz 1
pro + Jahre, so ist das Kapital nach n = Z£ Jahren B = By(1 + SIS
Fiir £ — oo erhiilt man den Grenzfall der stetigen Verzinsung . Dabei wichst
das Anfangskapital nach n Jahren auf B,, = By - e"". Im Falle der stetigen
Verzinsung wird r auch als short rate bezeichnet. Bei der Bewertung von
Finanzderivaten wird meist von stetiger Verzinsung ausgegangen. Der Unter-
schied zur diskreten Verzinsung ist vor allem fiir hdufige Gutschriften gering.
Aus einem Kapital von By = 1000 EUR wird bei einem Jahreszinssatz von
r = 10% zum Beispiel innerhalb eines Jahres (n = 1) 1100 EUR bei jihrlicher
und 1105.17 EUR bei kontinuierlicher Verzinsung.

Um selbst diese kleinen Abweichungen zu umgehen, modifiziert man den ste-
tigen Zinssatz geringfiigig. Geht man von einer jahrlichen Verzinsung rq, die
am Jahresende gutgeschrieben wird, aus, so erh&lt man bei kontinuierlicher
Verzinsung dasselbe Kapital nach n Jahren, d.h. B, = B,(LI), wenn man als
stetigen Zinssatz r = log(1 + r1) wéhlt.
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Gewinn/Verlust
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Abbildung 1.4: Gewinn/Verlust beim Kauf eines Straddles

Im folgenden wird stets von einer stetigen Verzinsung ausgegangen. Um Geld-
betrdge, die zu verschiedenen Zeitpunkten gezahlt werden, vergleichen zu
konnen, miissen sie auf denselben Zeitpunkt aufgezinst bzw. abgezinst wer-
den, d.h. der Zinsertrag iiber die betreffende Zeitspanne wird addiert oder
subtrahiert. Bei kontinuierlicher Verzinsung wird aus einem Kapital B zur
Zeit t (mit At > 0)

Aufzinsung : Be 2t zur Zeit t + At

Abzinsung : Be "2t zur Zeit t — At

Zum Schluss dieses Abschnitts werden noch einige Sprechweisen aus der
Finanzwelt eingefithrt. Ein Portfolio oder Portefeuille ist eine Kombinati-
on mehrerer Finanzinstrumente, deren Wertentwicklung als Ganzes gesehen
wird. Ein einzelnes Finanzinstrument in einem Portfolio wird auch Position
genannt. Ein Investor nimmt eine long position ein, wenn er ein Finanzin-
strument kauft, und eine short position, wenn er es verkauft. Ein Call long ist
z.B. der Kauf einer Kaufoption, ein Put long der Kauf einer Verkaufsoption,
ein Forward short der Verkauf eines Forward-Kontraktes.

Ein Investor schliefit eine Position in seinem Portfolio, wenn er die zukiinfti-
ge Wertentwicklung des Portfolios unabhéngig von dem betreffenden Finan-
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zinstrument macht. Wird das Instrument frei gehandelt, kann er es einfach
verkaufen (z.B. eine Aktie oder einen Bond) oder zuriickzahlen (z.B. einen
verkauften Bond, d.h. geliehenes Geld) und damit ganz aus dem Portfolio
entfernen. Manche Finanzinstrumente lassen sich aber nicht auf diese Wei-
se schliefen. Der Investor kann dann seinem Portfolio ein entgegengesetztes
Finanzinstrument hinzufiigen, so dass die Werte der beiden Positionen sich
gegenseitig aufheben und fiir das Gesamtportfolio keine Rolle mehr spielen.

Beispiel 1.4 Hat der Investor beispielsweise am 1. Februar einen iiber ein
Jahr laufenden Forward-Kontrakt iber 1000000 USD mit Terminkurs 1200000
EUR gekauft und mdchte er diese Position vorzeitig am 1. Juni schlieffen, so
kann er an diesem Termin einen entsprechenden Forward-Kontrakt iber den-
selben USD-Betrag, mit demselben Terminkurs und demselben Filligkeitstag
31. Januar verkaufen. Die Werte des gekauften und des verkauften Forwards
addieren sich stets zu 0.

Short selling ist eine Handelsstrategie, bei der der Investor Objekte, z.B. Ak-
tien, die ihm nicht gehoren, verkauft und sie spéter zuriickkauft. In der Praxis
wird hierzu ein Broker eingeschaltet, der einen Partner vermittelt, in dessen
Besitz sich die betreffenden Objekte befinden und der sie fiir eine gewisse
Zeitspanne ausleiht. Der Investor, der sich fiir das short selling entscheidet,
verpflichtet sich, dem Besitzer der ausgelichenen Objekte sdmtliche Ertréige
wie z.B. Dividenden zu erstatten, die in der Zwischenzeit bis zur Riickgabe
anfallen.

Beispiel 1.5 Entschliefst sich ein Investor zum Beispiel fiir das Short selling
von 1000 Aktien, so leiht er sie sich vom Besitzer und verkauft sie sofort fiir
1000 Sy, wobei S; den jeweilige Kurs zur Zeit t bezeichnet. Spiter, zur Zeit
t > 0, schliefit er die Position, indem er die Aktien fiir 1000 S; zuriickkauft
und sie dem urspringlichen Besitzer zurickgibt. Wird zur Zeit to, 0 < tg < t,
eine Dividende D je Aktie ausgeschiittet, so muss der Short seller dem Akti-
enbesitzer 1000 - D zahlen. Short selling wirft nur dann Gewinn ab, wenn Sy
deutlich unterhalb von Sy liegt. Auflerdem ist das Short selling in der Prazis
zahlreichen Restriktionen unterworfen. Fir das folgende ist aber nur wichtig,
dass im Prinzip die Mdéglichkeit besteht, Aktien und andere Finanzobjekte zu
verkaufen, die man gar nicht besitzt.

1.1 Literaturhinweise

Grundlegende Lehrbiicher zu Finanzderivaten sind, unter vielen anderen, Hull
(2000), Jarrow (1992) und Cox and Rubinstein (1985). Mathematisch etwas
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anspruchsvoller sind die Darstellungen von Neftci (1996) und Duffie (1996).
Eine eher praxisorientierte und dennoch theoretisch fundierte Einfiihrung
geben Briys, Bellalah, Mai and de Varenne (1998).
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