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Definition 75. Ein invariantes Maff m € M(T) wird ein Gleichgewicht
(Equilibrium) fir die stetige Funktion f € C(£2) genannt, wenn

P(T, f) = h( /fdm

gilt. Ist f =0, so spricht man auch vom Mafl maximaler Entropie.

Satz 117. Ist die Entropiefunktion nach oben halbstetig, so gibt es zu jeder
stetigen Funktion f mindestens ein Gleichgewicht.

Beweis. Sei m, € M(T) so gewahlt, dass P(T, f) = limy,— oo hm, (T) +
f fdm,,. Dann ist jeder schwache Hiufungspunkt der Folge {m, : n € N}
ein Gleichgewicht.

Sei L eine Funktionenklasse. Bekanntlich heiflen zwei Funktionen f und g in
L kohomolog, falls es eine Funktion h € £ mit f —g = h — hoT gibt (s.
Abschnitt 4.1).

Proposition 28. 1. Sind f und g in C(£2) kohomolog, so besitzen sie die-
selben Gleichgewichte.

2. Ist f € C(£2) und f(x) < 0 fir jedes © € §2, so ist die Funktion s —
P(T,sf), s > 0, strikt monoton fallend und stetig.

Beweis. 1. Fiir jedes Ma m € M(T) gilt [ fdm = [ g+h—hoTdm = [ gdm.
2. Sei s < t. Mit dem Variationsprinzip folgt

P(T,t-f)= sup h +t/fdm

meM(T

= meS}\l/[p(T) fom(T) + S/fdm +(t—s) r;leagf(x) < P(T,s- f).

Die Stetigkeit ist ein Spezialfall von Proposition 26.

Korollar 18. In der Situation von Proposition 28 gibt es eine eindeutige
Nullstelle §(f) der Funktion t — P(T,tf).

Die Formel

P(T,0(f)f) =0
heifit Bowen-McClusky-Formel. Der Graph der Funktion P(-, f) ist schema-
tisch in der Abbildung 6.1 wiedergegeben.

6.2 Gibbs-Mafle

Es sei (£2,B,T,m) ein endliches mafitheoretisches dynamisches System mit
Lebesgue-Raum ({2, B). Da m als nichtsingulér vorausgesetzt ist, muss m o
T absolut stetig beziiglich m sein, besitzt also eine Radon-Nikodym Dichte
I = %. Sie heifit die Jacobi-Dichte von m. Ist m vorwérts invariant, so
ist die Jacobi-Dichte 1.
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hion(T)

P(T,tp)

Abb. 6.1. Bowen-McClusky-Formel

Definition 76. Sei (2,T) ein stetiges dynamisches System. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmafS p auf (£2,B) heifit ein Gibbs-Maf fiir das Potential ¢ €
C(02), wenn Jp, = exp[—¢]| f.i. gilt.

Satz 118. Sei (£2,T) ein offenes und expandierendes dynamisches System.
Dann gibt es zu jedem ¢ € C(£2) ein Gibbs-Maf zum Potential o — P(T, ).

Beweis. Der Operator F_, ist auf C'(§2) durch

Foofl@= Y [fyeplply) ze€2fecl()

yeT({z})

definiert. Nach Lemma 7 gibt es eine Expansionskonstante a > 0 und
A > 1, s0dass T : K(xz,a) — T(K(z,a)) ein Homdomorphismus ist und
d(T(y),T(z)) > Ad(y,z). F_, ist damit wohldefinierter, stetiger, positiver
und linearer Operator (Lemma 9).

Der zu F_, duale Operator F* , operiert nach dem Rieszschen Satz ([12],
S.333) auf dem Raum der Mafe, und somit ist m — ([ 1d.7:i¢m)_1 From
eine Abbildung, die Wahrscheinlichkeitsmafle in sich iiberfiihrt. Da der Raum
dieser Mafle konvex und schwach kompakt ist, folgt aus dem Satz von
Schauder und Tychonoff ([11], S.456), dass es einen Fixpunkt m gibt (das
gleiche Argument wurde natiirlich in Satz 97 benutzt). Dieser erfiillt also
Fz,m = Am mit Eigenwert A = i 1dF~ ;m. Seien f eine stetige Funktion,
die auflerhalb einer Kugel K (x, a) verschwindet, und p die zu T} (4,q) inverse
Abbildung. Es folgt

/\/fdm:/fdfiwm:/}"_g,fdm

- / F(p(2)) explio(p(2))]m(dz) = / f explgldm o T.

Also ist die Jacobi-Dichte A exp[—¢].
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Es muss also nur noch gezeigt werden, dass log A = P(T, ¢) gilt. Fiir jedes
x € Nkann E,(z) = T "({x}) zu einer (n, a)-getrennten Menge E,, erweitert
werden. Wegen

A" / o1 dm = / Y explSap(2)]m(dz) < ) explSap(y)]

zEE, (x) yeEE,

gilt logA < Llog > yen, exp[Snp(y)] = P(T,¢) (das Theorem 53 gilt ent-
sprechend).

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung verwendet man die folgende Tat-
sache (vgl. Lemma 8 in Abschnitt 3.3): Fiir jedes § > 0 gibt es m € N,
so dass der Abstand zweier Punkte y,z € 2 durch § beschrinkt ist, sofern
d(T’(y), T?(z2)) < a, j = 0,...,m, gilt. Sei E; eine (1,a)-spannende Men-
ge und E,, = T~"E;. Dann enthilt F,,, eine (n,d)-spannende Menge F,,,
denn zu z € 2 gibt es ein x = x(2) € Epym mit d(T7(2),T7(2)) < a
(j = 0,...,n+m), also auch d(T7(z),T’(x)) < § fiir j = 0,1,...,n — 1. Es
folgt

dexpSup(x) < D expSup(r) < D FrULy).
2€F, 2E€EEn4+m yeT—mE;

Sei « eine Zerlegung in messbare Mengen vom Durchmesser < 4, so dass jede
dieser Mengen genau einen Punkt aus 7~ F; enthélt. Es folgt nun unmittel-
bar unter Benutzung des Stetigkeitsmoduls wy(0) = sup(,,y)<s [f(2) — f(y)]
fiir eine Funktion f, dass

+ wy(8)

1 1 1

lim —1 Sne(2) < lim =1 — [ 1

i plog <<l Jlog | ) gy | FLdm
z n4+m

< lim —log [/]—'" ldm} + wy(0) = log[A] + w(y, d).

n—oo M
Mit § — 0 ist der Beweis erbracht.

Proposition 29. Sei (2,T) wie in Satz 118 und topologisch transitiv. Ist
¢ Holder-stetig, so sind je zwei Gibbs-Mafe zum Potential ¢ — P(T,p)
aquivalent.

Beweis. Man betrachte zwei Gibbs-Mafie m; und my zum Potential ¢ —
P(T,p). Sei « eine endliche Markoff-Zerlegung in m;-randlose Mengen vom
Durchmesser < a (Satz 47). Da die Transformation 7" auf jeder Menge in «
invertierbar ist, ist auch 7™ auf jedem Atom E € «f invertierbar, und es gilt

mi(T"E)=/ exp[nP(T,¢) — Sppldm; i=1,2.
E

Man iiberlegt sich leicht, dass T™E ein Atom von « ist. Da T topologisch
transitiv ist, gibt eszu A, B € a ein n € Nmit C = (ANT~"B)° # . Dann
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ist C' eine Vereinigung von Atomen in g, und jedes Atom wird von T auf
B abgebildet. Hat B also positives Maf3; so hat es auch jedes dieser Atome
und damit auch A. Es folgt also, dass ¢ := min{m;(4):i=1,2; 4 € a} > 0.
Wihlt man nun noch Punkte z; € E (i = 1,2) mit

m(E)explnP(T.) = Syp(on)] < [ exsplnP(T,0) = Supldmy <1

¢ < / exp[nP(T, ) — Sppldms < ma(E) exp[nP(T, g) — Snip(ra)],
E

so folgt
my (E)

mz(E)
Aus der Holder-Stetigkeit schlieft man

< c texp[Spp(z1) — Spp(xs)].

n—1

|Snp (1) = Sup(@a)] < D (T (1)) — (T (2))]
k=0

n—1
=0 (Z d(Tk(xl),Tk(xg))s> ‘

k=0

Da die Punkte T%(z;) stets zu demselben Atom von ai " gehoren, und deren
Durchmesser exponentiell schnell abfallen, ist der letzte Ausdruck beschrinkt
(unabhéngig von n). Es folgt nun, dass die Radon-Nikodym Dichte gz; nach

oben beschriankt ist. Vertauschung der beiden Mafle zeigt auch, dass beide
Mafle dquivalent sind.

Sind (£2,T) ein dynamisches System und p ein Ma8, so bezeichnet K(n, ¢, k)
die Menge aller Teilmengen C' C (2 mit folgenden Eigenschaften:

1. T™ : C' — {2 ist injektiv.

2. diamT7(C) < k™77

3. u(I"(C)) > c.

Satz 119. Seien (§2,T) ein offenes, expandierendes und topologisch transi-
tives dynamisches System, ¢ € C(£2) Holder-stetig und p ein Gibbs-Mafs fir

. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes invariantes normiertes MafS m ~
mit Holder-stetiger Dichte h = ‘3—7/:’. m st ein Gibbs-Maf$ zum Potential

¢ —P(T,p) +loghoT —log h.

Ferner gibt es eine Konstante K, so dass
K'< m(©) <
~ exp[nP(T, ¢) = Snep(x)] ~

fiir jedes © € C und C € K(n,c,k). m ist einziges invariantes Maf, das
(6.3) erfillt und insbesondere das einzige Gibbs-Maf$ zu einem Potential, das
kohomolog zu @ — P(T, @) mittels eines beschrinkten Korandes ist.

(6.3)
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Das Mafl m, = m heifit das zu ¢ gehérige invariante Gibbs-Ma$f.

Beweis. Die Existenz des eindeutig bestimmten invarianten Mafles m ~ u
mit Holder-stetiger Dichte folgt aus Satz 97, denn p ist positiv auf offenen,
nicht leeren Mengen: Sei « eine endliche Markoff-Zerlegung (Satz 47). Dann
gibt es ein A € a mit strikt positivem MaB. Sind dann B € a und n € N, so
dass (BNT"T1(A))° # 0, so gilt fiir jeden n-Zylinder |ag, ...,an—1] C BN
T+ (A), dass T" ([ag, .., an—1]) = A, also u([ag, ..., an_1]) > 0. Da jede
nicht leere offene Menge einen Zylinder enthélt, ist die Behauptung gezeigt.
Man rechnet sofort nach, dass m ein Gibbs-Ma# ist:

/]:;LerP(T,Lp)flog hoT+log ngdm = /f—¢+P(T,<p)gh/h oT'dm

= /f7¢+p(T’¢)ghdmu: /gdm.

Der Aussage (6.3) folgt leicht aus der Tatsache, dass fiir z,y € C € K(n,c, k)
oo
‘SnQO(x) - Sn‘P(y” < Dgp ZHSk = M < o0,
k=0

c<m(Th(C)) <1
und deshalb

ce™ < pu(C)exp[Spp(z) — nP(T, )] < m(T"(C)eM =M.

Die Behauptung ist damit gezeigt, denn m und p sind dquivalent. Es folgt
ebenfalls aus dieser Abschitzung, dass es keine zwei invariante ergodische
MaBe mit der Eigenschaft in (6.3) geben kann, und deshalb sind invariante
Gibbs-Maf} eindeutig.

Satz 120. Die Druckfunktion P(-) = P(T,-) : Lip(s) — R fiir ein expan-
dierendes, topologisch transitives und offenes dynamisches System ist reell
analytisch. Es gelten fir o, 1,101,109 € Lip(s):
1. %P(cp—l—tw)‘tzo = [pdm,, wobei m = m, das invariante Gibbs-Maf zu
@ ist.
2 .
2. L P(p+ th1 + 512) |40 = Dy (¥1,2), wobei

Dy(f.9) = gj [t~ [ timayigort = [ gam,yim,

die asymptotische Kovarianz der Funktionen f und g unter dem invari-
anten Gibbs-Mafl m, bezeichnet.
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Beweis. Der Transfer-Operator F, ist fiir komplexwertige Funktionen ¢
wohldefiniert, dhnlich wie in Beispiel 79, und zwar ist F,(f) = Fry(fe'S%).
Sei 0 < s <1 fest und B der Banachraum aller Funktionen ¢ = u + v mit
u,v € Lip(s). Da F,f = F,(fe’) kann man Satz 96 anwenden und erhélt,
dass auch F, einen isolierten Eigenwert A(¢) vom Betrag < e” () besitat,
und das iibrige Spektrum in einem Kreis vom Radius < e’ () enthalten ist.
Nach dem Stérungssatz fiir lineare Operatoren ([80], S.255) gibt es dann zu
jedem ¢ > 0 und ¢ € B ein § > 0, so dass die Abbildung ¥ — A(¢) in einer
0-Umgebung von ¢ analytisch ist.

Seien nun ¢, € Lip(s) und m = m,, das invariante Gibbs-Maf} zu ¢ (Satz
119). Sei f, die Eigenfunktion des Operators F, sy, zum Eigenwert ePletst),
Differenziert man jede der beiden Seiten der Gleichung

f¢+swf(5) = @PWJFW)JC(S)

nach s und wertet an der Stelle s = 0 aus, erhélt man

d dfs _
%fwrswfs\s:o = Z ds | 0 e~ ?W 1 fo(y)v(y)er™
Ty)=
dfs
=7 (Els_o + f0¢>

und

d dfs
o P(‘/’+Sw)f(8)|s:o — Pl <£P(go + 5¢)1s=0.f(0) + & ) )

ds |s=0

Integration mittels m und die Invarianz des Gibbs-Mafles (also fo = 1 und
P(¢) = 0 gelten) liefern

df dfs
/Elszo—i—wd /f (ds +fow) dm
dfs
_/dS ( +8w)\s o+ —/ dS\ dm

Es folgt also 1.
Die Gleichung in 2. berechnet man in dhnlicher Weise.

Beispiel 90. Seien ¢ und ¢ zwei Hélder-stetige Funktionen mit P(T,¢) = 0
und ¥ < 0. Die Funktion

s— P(T,s+qp) = P(sY +pp) q€R

besitzt, unter Benutzung der entsprechenden Variante von Proposition 28,
eine eindeutig bestimmte Nullstelle S(g). Da die Funktion (s,q) — su + g
reell analytisch ist, ist es auch (s,q) — P(T, st + gp) nach Satz 120. Die
Funktion g — S(q) ist damit reell analytisch nach dem Satz iiber implizite
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Funktionen, falls die partielle Ableitung nach s nicht verschwindet. Nach Satz
120 gilt

d d
—P(.rib—i—qgo)‘m:s = /ﬂ)dms,q, _P(3w+y90)|y:q = /@dms.,qv (6'4)
dz dy

wobei m, 4 das invariante Gibbs-Maf} zu sy + q¢ bezeichnet. Da 1 < 0 ist,
verschwindet die partielle Ableitung nach s nicht.

Aus (6.4) errechnet sich auch sofort S’(q), denn

d
0= d—qP(S(Q)erqsO) = /wdms@),qsl(‘ﬁ +/¢dm3<q%q
zeigt, dass
Pdms(q).q
S/q :_f—:—aq
@ Jdmsq).q (@

Die zweite Ableitung von S kann man in &hnlicher Weise durch zweimalige
Ableitung erhalten. Es ergibt sich unter Benutzung von Satz 120

Dg(q)p+qp(p = S"(Q)0, 0 — 5/(Q)¢).
— [ ¥dms(q).q

Da ¢ < 0 gilt, ist die zweite Ableitung stets positiv. Da der Z#hler genau
dann verschwindet, wenn S(q)¢ + q¢ kohomolog zu einer Konstanten ist,
folgt, dass S strikt konvex ist, wenn keine Kohomologie zu einer Konstanten
vorliegt.

S"(q) = (6.5)

6.3 Entropie und Liapunoff-Exponent

Sei (£2,T) ein stetiges dynamisches System mit kompaktem Raum 2 C R
Das folgende Resultat kann als Variante von Satz 116 angesehen werden.

Proposition 30. Sei m ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf, das ab-
solut stetig bzgl. des normierten Mafles p ist. Fir eine integrierbare Funktion
f: 02— R_ bezeichne

Kp(z,f)={y€ 2: sup w

oS el (@) =

Dann gilt

n—oo

hi(T) > — /thsup - log u(K,(z, f))m(dz).

Beweis. Sei a,. eine Zerlegung von {2 in Mengen eines Durchmessers < 7 und
der Michtigkeit |a,.| < Kr~? K eine passende Konstante unabhingig von
r.Sei A, ={ye 2:-—n-1< f(y) < —n} und o (n > 0) die Menge
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