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Grundlagen der Maf3itheorie

Kenntnisse der Mafitheorie bilden eine unverzichtbare Grundlage fiir jede sys-
tematische Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie, ebenso wie fiir andere
mathematische Disziplinen. Dariiber hinaus ist die Mafitheorie selbst ein in-
teressantes Studienobjekt, zu dem es ein breites Angebot an Literatur gibt.
Wir haben versucht, eine kurze, aber fiir unsere Zwecke dennoch vollstéandi-
ge Einfithrung in diejenigen Ideen und Resultate der Mafitheorie zu geben,
die im weiteren Verlauf benttigt werden. Fiir eine ausfiithrliche und exzellente
Darstellung dieses Gebiets empfehlen wir das Buch von Elstrodt [Els02].

1.1 Das Mafiproblem

Dieser erste Abschnitt dient nur der Motivation fiir die Entwicklung der Maf-
theorie. Die systematische Darstellung beginnt mit dem nichsten Abschnitt.

Unsere Intuition

Die Begriffe Flidche und Volumen scheinen uns auf den ersten Blick vertraut.
Jeder von uns hat eine intuitive, im Alltag bewéhrte Vorstellung davon, was
man unter einer Flache bzw. dem Volumen eines Korpers zu verstehen hat.
Dies ging den Mathematikern Jahrhunderte lang nicht anders. Daher ist es
nicht verwunderlich, dass eine prézise Formulierung erst verhéltnisméfig spét,
etwa zu Beginn des 20. Jahrhunderts, entstanden ist. Wichtige Beitridge kamen
insbesondere von den Mathematikern Borel und Lebesgue, deren Namen wir
daher an den entscheidenden Stellen der Maf}- und Integrationstheorie wie-
derfinden werden. Was sind natiirliche Forderungen, die wir an eine sinnvolle
Verwendung des Begriffs Volumen stellen wiirden? Wir notieren diese:

(i) Einem 3-dimensionalen Gebilde wird eine nichtnegative Zahl zugeordnet,
sein Volumen.
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(ii) Zwei ,kongruente“, also ohne Verformung aufeinander passende Gebilde
haben das gleiche Volumen.

(iii) Besteht ein Gebilde aus mehreren Einzelgebilden, so ist das Volumen des
Gebildes gerade die Summe der Volumina der Einzelgebilde.

Formalisierung

Wir wollen diese intuitiven Forderungen formalisieren, d.h. mathematisch
priizise beschreiben. Die Gebilde fassen wir als Teilmengen der R?® auf, die
Potenzmenge bezeichnen wir mit P(R3) = {4 : A C R3}. Forderung (i) be-
deutet, dass wir eine Funktion

v: P(R?) — [0, 0],
A 1(A)
suchen, die einer Teilmenge A ihr Volumen ¢(A) zuordnet. Um z.B. den
Flécheninhalt einer Fliche gleich mit zu behandeln, betrachten wir das Pro-
blem in allen Dimensionen n € N:
t: PR™) = [0, 0],
A — 1(A).

Um die zweite Forderung zu formalisieren, miissen wir den Begriff der Kon-
gruenz definieren:

Definition 1.1 (Kongruenz). Zwei Mengen A, B € P(R"™) heiffen kon-
gruent, falls es eine orthogonale Matriz U € R™™ und einen Vektor v € R"
gibt, so dass mit

UA) +v:={Ux+v: z€ A}

gilt:
B=U(A)+v.

Die orthogonale Matrix U bewirkt dabei eine Drehung, der Vektor v eine Ver-
schiebung der Menge A. Zusammen bewegen sie die Menge A durch den Raum
R™, wie in Abbildung 1.1 veranschaulicht.

Mit dieser Definition koénnen wir Forderung (ii) fiir die Funktion
t: P(R") — [0, 00] formulieren:

t(A) = «(B), falls A und B kongruent sind.

Diese Eigenschaft heifit nahe liegender Weise Bewegungsinvarianz. Fiir die
Formalisierung der dritten Forderung erinnern wir daran, dass zwei Teilmen-
gen A und B disjunkt heiflen, wenn A N B = () gilt. Damit erhalten wir als
weitere Forderung an unsere Funktion:
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v U = Drehung
v = Translation

Abbildung 1.1. Kongruente Teilmengen A und B

(AU B) = 1(A) + «(B), falls A und B disjunkt sind.

Formal geniigt die Nullfunktion ¢(A) = 0 fiir alle A € P(R™) all unseren An-
forderungen. Um diese auszuschliefen, fiigen wir eine letzte Forderung hinzu:
Das Einheitsintervall [0, 1] soll die Lénge 1 haben, das Einheitsquadrat [0, 1]
die Flache 1, etc.:

4([0,1]™) = 1.

Das Inhaltsproblem

Fassen wir das Ergebnis unserer Formalisierungen zusammen, so erhalten wir
folgende Fragestellung, die als klassisches Inhaltsproblem bekannt ist:

Problem 1.2 (Inhaltsproblem). Gesucht ist eine ,Inhaltsfunktion® ¢ :
P(R™) — [0, 0o] mit folgenden Eigenschaften:

(i) Endliche Additivitit: Sind A, B € P(R™) disjunkt, so ist «(A U B) =
L(A) +u(B).
(ii) Bewegungsinvarianz: Sind A, B € P(R™) kongruent, so ist t(A) = «(B).
(iii) Normiertheit: 1([0,1]™) = 1.

Die Frage nach der Losbarkeit des Inhaltsproblems hat zu héchst merkwiirdig
erscheinenden Resultaten gefiihrt. Die Antwort ist zunéchst die folgende:

Satz 1.3. Das Inhaltsproblem 1.2 ist fiirn = 1 und n = 2 losbar, aber nicht
eindeutig l0sbar, und fiir n > 3 unldsbar.
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Einen Beweis dieses Satzes findet man bei [Wag85]. Im Klartext bedeutet dies,
dass unsere ganz natiirlich erscheinenden Forderungen an eine Volumenfunk-
tion bereits zu einem unlésbaren Problem gefithrt haben. Am deutlichsten
kommt die Unl6sbarkeit des Inhaltsproblems fiir den R? in dem folgenden
Paradoxon zum Vorschein:

Satz 1.4 (Banach-Tarski-Paradoxon, 1924). Seien A und B beschrinkte
Teilmengen des R und das Innere von A sowie das Innere von B nicht leer,
so existieren eine natirliche Zahl m und paarweise disjunkte Mengen A; C

R3,i=1,...,m sowie paarweise disjunkte Mengen B; C R3,i =1,...,m, so
dass gilt:
m m
A=|J4, B=JB,
i=1 i=1
und A; ist kongruent zu B; fir allei=1,... m.

Einen Beweis des Banach-Tarski-Paradoxons findet man ebenfalls in [Wag85].
Diese Aussage verdient wahrlich die Bezeichnung Paradoxon, erscheint sie auf
den ersten Blick doch vollig absurd. Es wird darin behauptet, man kénne
eine Kugel vom Radius 1 so in endlich viele Stiicke zerlegen und diese wie-
der zusammen legen, dass dabei 1000 Kugeln vom Radius 1000 entstehen.
Die einzelnen Teile sind jedoch nicht konstruktiv bestimmbar, man kann nur
ihre Existenz aus dem Auswahlaxiom ableiten. Paradoxien dieser Art ent-
stehen durch die Betrachtung von Mengen mit unendlich vielen Elementen.
Eine vergleichbare Situation entsteht bei der Untersuchung von Méchtigkei-
ten. Die ganzen Zahlen Z und die natiirlichen Zahlen N sind gleich méchtig,
obwohl N eine echte Teilmenge von Z ist und die Differenz Z \ N wiederum
die Méchtigkeit von Z besitzt.

Das Mafiproblem

Obwohl es zunéchst sinnlos erscheint, da bereits das Inhaltsproblem nicht
16sbar ist, wollen wir eine unserer Forderungen noch verschérfen. Es wird sich
in der spéteren Theorie herausstellen, dass diese Verschiarfung nicht zu echten
Einschrinkungen fiithrt, fiir den Aufbau einer starken Theorie jedoch unab-
dingbar ist. Wir bringen dazu den Gedanken der Approximation ins Spiel.
Nehmen wir an, wir wollten den Fldcheninhalt einer krummlinig begrenzten
Fléche bestimmen. Eine Moglichkeit besteht darin, den Fldcheninhalt durch
disjunkte Rechtecke A; zu approximieren, wie in Abbildung 1.2 dargestellt.
Nehmen wir immer mehr Rechtecke, die immer feiner die gegebene Fléche ab-
decken, so sagt uns unsere Intuition, dass die Summe der Flicheninhalte der
Rechtecke immer niher am gesuchten Flicheninhalt sein wird. Der Grenzwert
der Partialsummen, mit anderen Worten die Reihe iiber die Flacheninhalte
der Rechtecke, sollte genau den gesuchten Fliacheninhalt ergeben. Um diesen
Gedanken zu formalisieren, miissen wir die endliche Additivitéit erweitern zu
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Abbildung 1.2. Approximation durch Rechtecke

einer abzihlbaren Additivitit, die als o-Additivitit bezeichnet wird. Ersetzen
wir im Inhaltsproblem 1.2 die endliche Additivitdt durch die o-Additivitét,
so gelangen wir zu folgender Fragestellung, die als Mafiproblem bekannt ist:

Problem 1.5 (Maf3problem). Gesucht ist eine , MaBfunktion® y : P(R™) —
[0, oo] mit folgenden Eigenschaften:

(i) o-Additivitit: Ist A, € P(R™),i € N, eine Folge paarweise disjunkter

Teilmengen, so ist:
1 <U Ai) = (A,
i=1 i=1

(ii) Bewegungsinvarianz: Sind A, B € P(R™) kongruent, so ist p(A) = u(B).
(iil) Normiertheit: p([0,1]™) = 1.

Aus der Unlésbarkeit des Inhaltsproblems fiir n > 3 folgt dasselbe fiir das
MafBiproblem, es gilt sogar:

Satz 1.6. Das Mafsproblem 1.5 ist fir alle n € N unlosbar.

Beweis. Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall n = 1 und fithren einen
Widerspruchsbeweis. Sei p : P(R) — [0, 0o] eine Funktion mit den Eigenschaf-
ten (i) - (iii) aus dem MaBproblem. Wir betrachten die Quotientengruppe R/Q
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und ein Repréisentantensystem R der Nebenklassen, von dem wir ohne Ein-
schrinkung R C [0, 1] annehmen konnen (Fiir die Existenz von R bendtigen
wir das Auswahlaxiom!). Wir erhalten die abzéhlbare disjunkte Vereinigung

R= U(q—I—R).

q€Q

Ist u(R) = 0, so folgt aus der o-Additivitdt und der Bewegungsinvarianz:

p(R) =" ulg+R) =0.
q€Q

Da aus der o-Additivitéat p(A) < u(B) fiir A C B folgt, gilt ©([0,1]) = 0 im
Widerspruch zu (iii). Ist hingegen p(R) > 0, so ist mit der Translationsinva-
rianz von p

o= Y plg+R)<pu([0,2]) < pu((0,1]) + p([1,2]) = 2,
q€QN[o0,1]

so dass wir wiederum einen Widerspruch erhalten. Den Fall n > 1 beweist
man véllig analog mit Hilfe der Quotientengruppe R™/Q"™. a

Unsere naiven Ansétze, den Begriff des Volumens mathematisch zu forma-
lisieren, sind also vorerst gescheitert. Welcher Ausweg bleibt uns, um unser
Ziel, einen moglichst treffenden Volumenbegriff zu definieren, zu erreichen?
Prinzipiell eroffnen sich drei Moglichkeiten:

(i) Es fallt auf, dass wir im Beweis der Unlosbarkeit des MaBproblems
das Auswahlaxiom benétigt haben. In der Tat kann das Banach-Tarski-
Paradoxon ohne Auswahlaxiom, nur mit den Axiomen der Zermelo-
Fraenkel Mengenlehre, nicht bewiesen werden (siehe [Wag85]). Daher
konnte man das Auswahlaxiom als Axiom der Mengenlehre ablehnen.
Aber das Auswahlaxiom sowie die dquivalenten Aussagen des Wohlord-
nungssatzes und des Zornschen Lemmas besitzen in der Mathematik eine
derart bedeutende Stellung, dass eine Ablehnung des Auswahlaxioms nicht
in Frage kommt.

(ii) Wir koénnten versuchen, Abstriche bei den Forderungen an unsere Volu-
menfunktion zu machen. Die Forderung der Bewegungsinvarianz und der
Additivitat sind jedoch so elementar fiir unsere Vorstellung eines Volu-
mens, dass wir daran festhalten werden. Die Normiertheit dient lediglich
dazu, die Nullfunktion, die wir nicht als Volumenfunktion zulassen wol-
len, auszuschlieflen. Schreibt man fiir den Einheitswiirfel irgendein anderes
Volumen a > 0 vor, bleiben die Probleme genauso unlésbar.

(iii) Als letzter Ausweg bleibt uns noch die Einschrinkung des Definitionsbe-
reichs. Bisher haben wir Funktionen betrachtet, die auf der ganzen Po-
tenzmenge der gegebenen Grundmenge definiert waren. Wir wollten jeder
Teilmenge des R? ein Volumen zuordnen. Dieses Ziel war zu ehrgeizig. Wir
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konnten zunéchst versuchen, nur bestimmten Teilmengen, die wir beson-
ders gut beschreiben kénnen, ein Mafl zuzuordnen. Wir wissen auf Grund
der Uberlegungen in diesem Abschnitt, dass es uns nicht gelingen wird,
ein Maf} auf der ganzen Potenzmenge zu finden. Aber wir werden sehen,
dass das Mengensystem, auf dem wir ein Maf} erhalten, grof§ genug sein
wird, um alle ,,anschaulichen“ Mengen zu enthalten und um sowohl in der
Mag- als auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie verniinftig damit arbeiten
zu konnen.

1.2 Mengensysteme

Wir haben bei der Schilderung des Mafiproblems im vorherigen Abschnitt
gesehen, dass wir uns zur Definition eines Volumenbegriffes auf bestimmte
Teilmengen des R? beschriinken miissen. Dabei macht es fiir unsere Begriffs-
bildung keinen Unterschied, ob wir den R3, den R™ oder irgendeine andere
Grundmenge betrachten. Daher bezeichnen wir mit

{2 eine nichtleere Basismenge.

Jede Teilmenge F C P(£2) der Potenzmenge von 2 heiit Mengensystem iiber
£2. Mengensysteme unterscheidet man nach ihrem Verhalten bei elementaren
Mengenoperationen. Ist z.B. ein Mengensystem F C P({2) durchschnittssta-
bil, d.h. gilt

A BeF=ANBEeF,

so nennt man F ein w-System.

o-Algebren

Das zentrale Mengensystem der Mafltheorie ist die o-Algebra. Der griechische
Buchstabe o findet in der Mafitheorie immer dort Verwendung, wo eine Ei-
genschaft fiir abzédhlbar viele und nicht nur fiir endlich viele Elemente gilt:

Definition 1.7 (o-Algebra). FEin Mengensystem F C P(2) heifst o-
Algebra tiber §2, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(S1) feF.
(S2) Aus A€ F folgt A°:= Q2\A e F.
(S3) Aus A, € F, i €N, folgt |J A; € F.
i=1

2

Beispiel 1.8 (Kleinste und grifite o-Algebra). Zu jeder Grundmenge 2 gibt es
eine kleinste o-Algebra {0, 2} und eine groBte o-Algebra P(£2), die Potenz-
menge von {2. O
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Beispiel 1.9. Sei {2 eine iiberabziahlbare Menge und A € F genau dann, wenn
A oder A€ abzidhlbar ist. Dann ist F eine o-Algebra. O

Beispiel 1.10 (von A erzeugte o-Algebra). Ist A C 2, so ist die Menge o(A) :=
{0, A, A, 2} eine o-Algebra. Sie heifit die von A erzeugte o-Algebra und ist
die kleinste o-Algebra, die A enthilt. O

Erzeugung

Wir wollen das letzte Beispiel verallgemeinern. Ist £ C P(§2) gegeben, gibt
es dann eine kleinste o-Algebra, die £ enthilt? Bevor wir die Antwort geben,
zeigen wir folgende Eigenschaft von o-Algebren:

Satz 1.11. Sei I eine beliebige nichtleere Menge und F; fir jedes v € I eine
o-Algebra iiber §2, so ist auch

F = ﬂ .7:1‘
iel
eine o-Algebra tber 2.

Beweis. Ist z.B. A € F, so gilt A € F; fiir allei € I, und da F; fiir jedes i € [
eine o-Algebra ist, gilt auch A¢ € F; fiir alle i € I. Daraus folgt wiederum
A°¢ € F, womit wir Eigenschaft (S2) nachgewiesen haben. Die Eigenschaften
(S1) und (S3) folgen nach dem gleichen Schema. O

Die Durchschnittsstabilitéat ermoglicht uns, von erzeugten o-Algebren zu spre-
chen und obige Frage zu beantworten.

Definition 1.12 (Erzeugung, Erzeuger). Sei& C P({2) ein Mengensys-
tem und X die Menge aller o-Algebren tber (2, die £ enthalten. Dann wird
die o-Algebra
(€)= ﬂ F
FeX

als die von & erzeugte o-Algebra o(E) bezeichnet. Gilt umgekehrt fir eine
o-Algebra A

o(&) = A,

so heifit £ Erzeuger von A.

Ist £ ein Erzeuger von A und € C £’ C A, so ist auch &’ ein Erzeuger von A.
Insbesondere erzeugt sich jede o-Algebra selbst.
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Die Borelschen Mengen

Fiir unsere Zwecke ist das wichtigste Beispiel einer o-Algebra die o-Algebra
der Borelschen Mengen iiber dem R™:

Definition 1.13 (Borelsche o-Algebra). Sei {2 ein topologischer Raum
und O das System der offenen Teilmengen von (2. Dann heifst

B(2) :=0c(0)

die Borelsche o-Algebra iiber §2, ihre Elemente A € B({2) heiflen Borelsche
Mengen. Fiir 2 = R" setzen wir B" := B(R"), im Falln =1 ist B:= B! =
B(R).

Es ist oft niitzlich, weitere Erzeuger fiir die Borelsche o-Algebra B™ iiber dem

R™ zu kennen. Dazu fithren wir fiir zwei Vektoren a,b € R", a = (a1,...,an)
und b = (by,...,by,) die folgende Schreibweise fiir ein Intervall im R™ ein:
[a,b] :=[a1,b1] X ... X [apn,b,] C R™.

Entsprechend sind |a, b], [a, b] und ]a, b] erklért.

Satz 1.14. Jedes der folgenden Mengensysteme ist ein Erzeuger der Borel-
schen o-Algebra B":

O" :={U CR": U offen},

C" := {A CR": A abgeschlossen},
I" :={]a,b] : a,b € R", a < b},
Iy ={]—o00,c:ceR"},

wobei | — 00, c] =] —00,¢1] X ... x] —00,¢,] CR™ fiire=(c1,...,¢,) €ER"
18t.

Beweis. Nach Definition gilt B® = ¢(O"). Da die abgeschlossenen Teil-
mengen des R™ gerade die Komplemente der offenen Teilmengen sind, folgt

o(C™) = o(O™) = B™. Jedes halboffene Intervall ]a, b] lisst sich als abzihlbarer
Durchschnitt offener Intervalle darstellen:

(oo}

Ja,b] = () ]a,b+%[ € o(OM).

n=1
Daher ist Z" C ¢(O™) und damit ¢(Z™) C B™. Umgekehrt gilt fiir jedes offene

Intervall
la,b] = U Ir,s] € a(T™),

r,s€Q
a<r<s<b



12 1 Grundlagen der Maftheorie

und jede offene Menge U € O™ ist als abzéhlbare Vereinigung offener Intervalle

darstellbar:
U= |J la0l.

a,beQ
Ja,b[CU

Insgesamt folgt O™ C o(Z™), also B™ = o(Z™). Schlielich ist Z C C™, also
o(Z) C B"™. Andererseits gilt fiir jedes Ja, b] € Z"
]avb} = ] - OO,b]\ ] - Ooﬂa] € U(Igo)v

und damit B" = o(Z") C o(T2). O

Produkt-o-Algebra

Alternativ hétten wir B™ auch als n-faches Produkt der o-Algebra B defi-
nieren kénnen. Um dies zu zeigen, sei etwas allgemeiner fiir eine nichtleere
Indexmenge I

F; eine o-Algebra iiber (2;, i € I.

Wir betrachten die Projektionen des kartesischen Produkts {2 := HI £2;:
i€
Dy H“Qi — 2;, (wi)ier —wj, JjelL.
icl
Die Urbilder
pj_l(A), A e F;, jel, heien Zylindermengen.
Fiir endliches I = {1,...,n} haben die Zylindermengen die Darstellung
pj_l(A) =1 X ... X251 XAX Q41 X ... X 2,

die ihren Namen erkléart. Sind die §2;, ¢ € I, topologische Rdume, so ist die
Produkttopologie auf {2 bekanntlich die grobste Topologie auf {2, fiir die alle
Projektionen p;, j € I, stetig sind. Analog definiert man die Produkt-o-
Algebra:

Definition 1.15 (Produkt-o-Algebra). Sei F; eine o-Algebra tber (2;,
i€l #0, und p; : [] £2; — £2; die Projektion auf die j-te Komponente,

iel
j € 1. Dann heifst
Q) Fi=o({p;'(4) 1 Aj € Fj, jeI})
iel
Produkt-o-Algebra iber 2 := ] $2;. Ist (2,F) = (2;, F;) fiir alle i € I, so
i€l

verwenden wir die Notation F®! := @ F;.
i€l
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Die Produkt-o-Algebra auf {2 wird also von den Zylindermengen erzeugt. Be-
zeichnen wir mit O die offenen Mengen in der Produkttopologie von (2, so
konnen wir alternativ die Borelsche o-Algebra B(£2) = o(O) iiber (2 betrach-
ten. Das Verhiltnis dieser beiden o-Algebren iiber {2 beschreibt der folgende
Satz. Wir erinnern daran, dass ein topologischer Raum {2; eine abzdhlbare Ba-
sis besitzt, wenn es eine abzéhlbare Menge U; offener Teilmengen gibt, so dass
jede offene Menge als abzdhlbare Vereinigung von Mengen aus U; dargestellt
werden kann.

Satz 1.16. Sei (£2,0) das topologische Produkt der topologischen Rdume
(2,,0;), i € I. Dann gilt:
(i) QB(@) C B(£2).
1€
(ii) Ist I = N abzdhlbar und hat jedes (2; eine abzihlbare Basis U;, i € N,
dann gilt:

Beweis. (i) Da die Projektionen p; : 2 — (2;, j € I, nach Definition der
Produkttopologie stetig sind, gilt pj_l(Aj) € B(£2) fiir alle offenen Men-
gen A; € B(£2;), j € I. Dann gilt aber sogar pj_l(Aj) € B(£2) fiir alle
Aj € B(£2;), j € I. Diese Eigenschaft, die so genannte Messbarkeit der
Projektionen p;, werden wir in Kiirze fiir alle stetigen Abbildungen zeigen,

siehe Beispiel 1.25. Daraus folgt sofort @ B(§2;) C B(f2).
i€l
(ii) Das Mengensystem

U:={p; (U;)N..0p; " (U;,) :neN, Uy, €U, jrel, k=1,...,n}

[ee]

bildet eine abzéhlbare Basis von (2. Daher ist 4 C Q) B(£2;) und jede
i=1

offene Menge von (2 abzéhlbare Vereinigung von Mengen in U. Insgesamt

folgt B(£2) C @ B(£2;) und mit Teil (i) die Behauptung.
i=1

Da R eine abzihlbare Basis besitzt (z.B. die Menge der offenen Intervalle mit
rationalen Randpunkten), erhalten wir unmittelbar als Korollar:

Korollar 1.17. Auf dem R™ stimmen die o-Algebra B"™ und die n-fache
Produkt-c-Algebra von B tberein:

B”—él’j’.
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Borelschen Mengen auf R

In der Mafitheorie ist es hilfreich, den Wert ,, 400 als Funktionswert, z.B. fiir
die Lange einer Halbgeraden, zuzulassen. Um dies zu ermoglichen, erweitern
wir die reellen Zahlen R um die zwei Symbole ,,4+00“ und ,—oco“: R := R U
{—00,4+00}. ,+00“ und ,,—oo® sind keine reellen Zahlen, es werden jedoch
folgende Regeln vereinbart: Fiir alle a € R gilt:

(i) —o0 < a < 400,
(il) a4+ (£oo) = (£o0) + a = (£o0) + (£00) = oo, (Fo0) — (Foo) = +o0,
+o00, fiir a > 0,
(iii) a- (o) = (£oo) -a = 0, fira=0,
Foo, fira <0,
(iv) (£00) - (£00) = +00, (+o0)-(Foo)=—00, % =0.

Die Terme

+ +
(o0) — (£00), (£o00) 4 (Foo), % und % sind nicht definiert.

Somit ist R kein Kérper. Die Bedeutung der Konvention
0-(f£o0) =(£00)-0=0

wird in der Integrationstheorie deutlich. Vorsicht ist allerdings bei den Grenz-
wertsédtzen geboten:

lim (x%) # (+00) -0 =0.

z—+oo
Wir schreiben einfacher oo fiir +00. Die o-Algebra B iiber R ist durch
B:=c(BU{co}U{~00})
definiert. Alternativ erhalten wir aus dieser Definition die Darstellung
B={AUB:A€B,BC{co,—x}}.

Die o-Algebra B heifit Borelsche o-Algebra tiber R, ihre Elemente A € B
heiflen Borelsche Teilmengen von R. Da Z = {] — o0, ¢] : ¢ € R} ein Erzeuger
von B ist, folgt, dass

7 := {[~00,c] : c € R} ein Erzeuger von B ist. (1.1)

Das w-A-Lemma

Ein Beweisprinzip in der Mafitheorie besteht darin, dass man eine Eigenschaft
fiir ein Mengensystem & nachweisen kann (oder voraussetzt) und diese dann
auf o(€) ,hochzieht“. Ein hiufiges Hilfsmittel fiir solche Argumente ist das
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folgende m-A-Lemma.Wir erinnern daran, dass ein m-System ein durchschnitts-
stabiles Mengensystem ist. Ein A-System haben wir noch nicht definiert:

Definition 1.18 (A-System). Fin Mengensystem D C P(£2) heifit -
System dber {2, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(L1) ReD.

(L2) Aus A,Be€D und AC B folgt B\A€D.

(L3) Aus A; €D, ieN, A; 1 A, folgt AeD.

Zur Vorbereitung des nachfolgenden Theorems zeigen wir:

Lemma 1.19. Ist D ein durchschnittsstabiles \-System, so ist D eine o-
Algebra.

Beweis. Die Stabilitéit gegeniiber Komplementbildung folgt aus (L1) und
(L2). Es bleibt die Abgeschlossenheit gegeniiber abzihlbaren Vereinigungen
zu zeigen. Sind A, B € D, so auch AU B = (AN B¢)¢ € D, da nach Voraus-
setzung D durchschmttsstabll ist. Ist A; € D,i E N, so ist nach dem gerade
gezeigten B,, := U A; € D, und es gilt B, 1 U A;. Aus (L3) folgt, dass

U A; €D. |
i=1
Theorem 1.20 (m-A-Lemma). Sei & ein w-System und D ein A-System mit
E CD. Dann gilt:

(&) CD.

Beweis. Da der Durchschnitt von zwei A-Systemen wieder ein A-System ist,
konnen wir ganz analog zu o-Algebren auch von erzeugten A-Systemen spre-
chen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit nehmen wir daher an, dass
D = X&) gilt, wobei wir mit A(£) das von & erzeugte A-System bezeich-
nen. Es geniigt zu zeigen, dass D durchschnittsstabil ist. Dann ist D nach
Lemma 1.19 eine o-Algebra, die nach Voraussetzung £ und somit auch (&)
enthlt.

Um die Durchschnittsstabilitdt von D zu zeigen, gehen wir in zwei Schrit-
ten vor. Setzen wir

D, ={A€eD:ANB e D fir alle B e £},

so gilt, da & ein w-System ist, £ C D;. Da D schon ein A\-System ist, priift
man leicht nach, dass auch Dy ein A-System ist. Damit gilt D1 = D = A(E).
Im zweiten Schritt setzen wir

Dy:={A€D:ANB e D fir alle B € D}.

Aus D; = D folgt £ C Dsy. Da Dy wiederum ein \-System ist, folgt diesmal
Dy = D und damit die Behauptung. a
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Induzierte o-Algebra und Spur-o-Algebra
Ist f: (27 — (25 eine Abbildung, so ist das Bild einer Menge A C (2
F(A) = {fw) € 2w e A}
und das Urbild einer Menge B C {2,
f7H(B) ={we i f(w) € B}).

Die Urbildfunktion f~! auf P(2;) ist operationstreu, d.h. fiir beliebige
B,B; C (»,i€l, gilt:

! (U Bz’) =UJrm), (1.2)

il il
7 (ﬂ Bi) = ﬂfﬁl(Bz‘)a (1.3)
iel il
f7UBY) = (F74(B)" (1.4)

Fiir ein Mengensystem F C P(§2) schreiben wir kurz
fTUF) ={f"(B): BeF}.
Das Urbild erhélt die Struktur einer o-Algebra, und zwar in beide Richtungen:

Satz 1.21. Sei F, eine o-Algebra iiber 21 und Fo eine o-Algebra iiber 25.
Ist f: 27 — $29 eine Abbildung, so ist f~1(F2) eine o-Algebra diber 2y und
{BC 2: f7Y(B) € Fi} eine o-Algebra iiber (2s.

Beweis. Die nachzuweisenden Eigenschaften (S1) bis (S3) aus Definition 1.7
folgen unmittelbar aus der Operationstreue von f~!. Ein Beispiel: Ist A €
fUF), soist A = f~1(B),B € F,. Daraus folgt B¢ € F, und A° =
(fHB)) = fU(B) € [T (F2). 0
Beispiel 1.22 (Spur-c-Algebra). Ist F eine o-Algebra {iber 2 und A C 2, so
kénnen wir obigen Satz auf die Inklusion i : A — §2,a — a, anwenden. Die
o-Algebra i 1(F) = {AN B : B € F} heifit Spur-o-Algebra von A und wird
mit F|A bezeichnet. O

1.3 Messbare Abbildungen
Messrdume und Messbarkeit
Ist F eine o-Algebra iiber 2, so heifit das Tupel

(£2, F) Messraum.
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Typische Messriiume sind (£2, P(£2)), (R™, B") oder (R, B). Wie sehen Abbil-
dungen zwischen Messrdumen aus? Wie in anderen Teilgebieten der Mathe-
matik sollen die Abbildungen die gegebene Struktur erhalten. So betrachtet
man z.B. in der Topologie stetige Abbildungen, bei denen definitionsgeméf
das Urbild einer offenen Menge offen ist. Ganz analog geht man auch bei
Messrdumen vor:

Definition 1.23 (messbare Abbildung). Seien (21, F;) und (£22,F>2)
zwei Messrdaume. Eine Abbildung f : 21 — (25 heifit F1-Fo-messbar, falls

fH(FR) C A

In der Regel verstehen sich bei einer messbaren Abbildung f : 2; — (2 die
zugehorigen o-Algebren von selbst, so dass wir einfach von messbaren Ab-
bildungen statt z.B. von F;i-Fa-Messbarkeit sprechen. Insbesondere fiir reell-
wertige Funktionen f : £2 — R bzw. g : £2 — R bezieht sich die Messbarkeit
stets auf die Borelsche o-Algebra B bzw. B. Der folgende Satz zeigt, dass es
zur Uberpriifung der Messbarkeit geniigt, sich auf ein Erzeugendensystem zu
beschrénken.

Satz 1.24. Seien (£21,F1) und (§22, Fa) zwei Messriume, wobei Fy = (&)
von einem Mengensystem E erzeugt ist. Die Abbildung f : 21 — (2o ist genau
dann F1-Fo-messbar, wenn

&) c F.
Beweis. Aus Satz 1.21 wissen wir, dass
{BC 2:fY(B)eF}

eine o-Algebra ist. Nach Voraussetzung enthilt sie £ und damit auch F» =
o(€). 0

Ist (£2,F) ein Messraum, so ist z.B. eine Abbildung f : 2 — R genau dann
messbar, wenn f~1(] —o0o,c]) = {w € 2: f(w) < ¢} € F fiir alle ¢ € R, denn
nach Satz 1.14 bilden diese Intervalle ein Erzeugendensystem von B. Weitere
Beispiele sind:

Beispiel 1.25 (Stetige Abbildungen). Ist f : £y — ()5 eine stetige Abbildung
zwischen topologischen Réumen, so ist f (B(f21)-B({22)-)messbar. Denn nach
Definition der Stetigkeit sind Urbilder offener Mengen offen, und die offenen
Mengen sind ein Erzeuger der Borelschen o-Algebra B((2s). O

Beispiel 1.26 (Indikatorfunktion). Die Indikatorfunktion einer Teilmenge A C
{2 ist definiert als

1 firweA,

Ip: 02— R, WHIA(w):{
0 sonst.
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Sie zeigt an, ob w Element der Menge A ist oder nicht. Alle méglichen Urbilder
von I4 sind 0, A, A¢, 2. Diese sind genau dann in F enthalten, wenn A € F
gilt. Also ist die Indikatorfunktion 74 genau dann messbar, wenn A € F.
Deshalb spricht man auch von einer messbaren Menge A, wenn A € F ist. ¢

Die Abgeschlossenheit der Messbarkeit

Elementare Operationen, z.B. die Addition zweier messbarer Funktionen, sol-
len uns nicht aus der Klasse der messbaren Funktionen herausfithren. Am
einfachsten folgt dies fiir die Komposition:

Satz 1.27. Sind (21, F1), (22, F2) und (£25,F3) Messriume und f : 21 —
25 sowie g : {29 — (23 messbar, so auch go f: (21 — (25.

Beweis. Nach Voraussetzung ist f~'(F2) C Fi und g~ 1(F3) C Fo, damit
folgt (g0 f)~1(Fs) = f~1 (g~ '(F3)) C Fu. o

Genau wie bei der Stetigkeit (und im Prinzip aus dem gleichen Grund) folgt
die Messbarkeit einer Funktion in den R™ aus der Messbarkeit ihrer Koordi-
natenfunktionen:

Satz 1.28. Sei (£2,F) ein Messraum und f = (f1,..., fn) : 2 — R™. Dann
ist f genau dann F-B"™-messbar, wenn

fi:2—>R, i=1,....n, F-B-messbar sind.

Beweis. Wir bezeichnen mit p; : R" — R, i = 1,...,n, die Projektion auf
die i-te Komponente. Diese sind nach Definition der Produkt-o-Algebra (und
Korollar 1.17) B™-B-messbar. Ist f messbar, so folgt nach Satz 1.27, dass f; =
piof,i=1,...,n, messbar ist. Fiir die Umkehrung sei Z = p; *(A), A € B,
eine Zylindermenge. Da die Zylindermengen B™ erzeugen, geniigt es nach Satz
1.24, f~%(Z) € F nachzuweisen. Nun gilt aber auf Grund der Messbarkeit der
it

FHZ) = i (A) = (o /)1 (A) = [ (A) e F.

O

Mit den letzten beiden Sdtzen konnen wir die Messbarkeit der elementaren
arithmetischen Operationen zeigen:

Satz 1.29. FEs seien (2, F) ein Messraum, f,g: {2 — R messbare Funktionen
und a, B € R. Dann gilt:

(i) af + Bg ist messbar.
(ii) f - g ist messbar.
(iii) 5 ist messbar, falls g(w) # 0 fir alle w € (2.
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Beweis. Aus der Messbarkeit von f und g folgt nach Satz 1.28 die Messbarkeit
von
v — R?
w = (f(w),g9(w)).

Definieren wir
d:R? - R,
(z,y) = azx + By,
so ist & stetig und damit messbar. Daraus folgt mit Satz 1.27 die Messbarkeit

von ¢ o ¥ = af + fBg. Die iibrigen Aussagen ergeben sich analog mit den
Funktionen &(z,y) = zy bzw. ¢(z,y) = § auf R x (R\{0}). O

Zur Unterscheidung von reellwertigen Funktionen heifit eine Funktion mit
Wertebereich R -
f: £2 — R numerische Funktion.

Ist (£2,F) ein Messraum, so heifit eine numerische Funktion messbar, falls sie

F-B-messbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
{we N: f(w) <c} € F fir alle c € R,

da Z = {[~o00,c] : ¢ € R} ein Erzeuger von B ist, vgl. (1.1). Mengen der
Gestalt {w € 2 : f(w) < ¢} werden in Zukunft sehr oft vorkommen. Wir
verwenden daher die intuitive Schreibweise

{f<e}i={weR: f(w) <c},
{f=c} ={weN: flw)=c},
{f>c} ={we: flw)>c} etc

Satz 1.30. Sei (£2,F) ein Messraum und (fn)nen eine Folge messbarer, nu-
merischer Funktionen f, : £2 — R, n € N. Dann sind

sup fn, inf f,, limsup f, und liminf f, messbar.
neN neN neN neN

Beweis. Die Funktion sup f,, ist messbar, da fiir jedes ¢ € R gilt:
neN

{:légfn <c} :n(l{fn <c}eF.

Die Messbarkeit von inf,, f,, folgt nun unmittelbar aus der Gleichung inf,, f,, =
—sup,,(— fn). Damit ergibt sich die Messbarkeit der iibrigen beiden Funktio-
nen aus der Darstellung:

HSESRIIIP In inf (2;112 fk>, imin In itg ( juf fk)
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Fiir jede numerische Funktion f : 2 — R sind der
Positivteil fT:= fVv 0

und der

Negativteil f~ :=(=f)V0 (>0)
erklédrt. Aus der Definition folgt sofort:
f=f"—fund|fl=f"+f".

Satz 1.31. Ist (2, F) ein Messraum und f : £2 — R eine messbare numeri-
sche Funktion, so sind auch |f|, f* und f~ messbar.

Beweis. Betrachten wir die Funktionenfolge (f,,) = (0, f, f, f, .. .), so ist nach
Satz 1.30 die Funktion sup, f, = 0V f = fT und analog mit der Folge
(0,—f,—f,—f,...) auch f~ messbar. Nach Satz 1.29 ist damit auch |f| =
fT + f~ messbar. O

1.4 Mafle

Mafle und Maflrdume

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Funktionen auf Mengensystemen.

Definition 1.32 ((o-endliches) MaB). Sei (£2,F) ein Messraum. Eine
Funktion p : F — R heiffit Maf$ auf F, falls die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(ML) pu(0) =0,

(M2) p(A) >0 fir alle Ae F,

(M3)  fiir jede Folge (An)nen disjunkter Mengen aus F gilt:

I (G An> = ip(An) (o-Additivitit).

n=1

Gibt es eine Folge (Ay) von Mengen aus F mit |J A, = 2 und p(A,,) < oo
n=1

fiir alle n € N, so heifit y o-endlich.

Ist (2, F) ein Messraum und g : F — R ein MaB, so heifit das Tripel
(2, F, u) MaBraum.

Beispiel 1.33 (Dirac-Mafl). Das einfachste Maf} auf einer o-Algebra F iiber
{2 ist fiir ein fest gewéhltes w € 2 gegeben durch
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0y F — R,
1 firw € A,

A do(A) = 1alw) = {0 fir w ¢ A.

O

Beispiel 1.34 (Zihlmaf$). Ist A eine Menge, so bezeichnen wir mit |A| die
Méchtigkeit von A, fiir endliches A ist |A| demnach die Anzahl der Elemente.
Damit kénnen wir auf einer o-Algebra F iiber §2 folgende Funktion definieren:

Kz : F — Rv
{A|, falls A endlich,
A—
o0 sonst.
Dadurch wird (2, F, p1z) ein Mafiraum. pz heifft Zahlmas. O

Beispiel 1.35. Ist (2 iiberabzidhlbar und A € F genau dann, wenn A oder A€
abzihlbar ist (vgl. Beispiel 1.9), so definieren wir:

w:F — R,
0, falls A abzéhlbar,
A—
1 sonst.
Dann ist p ein Maff und (2, F, p) ein Mafiraum. ¢

Elementare Eigenschaften von Maflen

Aus der Eigenschaft (M3) eines Mafles, der so genannten o-Additivitét, erge-
ben sich unmittelbar weitere Eigenschaften, die wir in einem Satz zusammen-
fassen:

Satz 1.36. Sei (2, F, ) ein Mafraum und A, B, A, € F, n € N. Dann gilt:
(i) endliche Additivitét: Sind A und B disjunkt, so gilt:
(AU B) = p(A) + u(B).

(ii) Subtraktivitdt: Ist A C B und u(A) < oo, so gilt: u(B\A) = pu(B) — u(A).
(iii) Monotonie: Ist A C B, so gilt: u(A) < p(B).
(iv) Sub-o-Additivitét:
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Beweis. Betrachtet man die Folge A, B, 1,0, ..., so folgt aus der o-Additivitét
die endliche Additivitét. Ist A C B, so ist AU (B\ A) = B eine disjunkte
Vereinigung und aus der Additivitédt sowie der Nichtnegativitit von u folgt

w(B) = pu(A) + n(B\A) = p(A),

womit die Monotonie und fiir den Fall u(A) < oo die Subtraktivitit gezeigt

ist. SchlieBflich ist )
=) <An\UAk>,
n=1 k=1

n=1

wobei auf der rechten Seite eine disjunkte Vereinigung steht. Daher gilt wegen
o-Additivitdt und Monotonie

(D) () B

n=1 n=1

Folgende Form der Stetigkeit gilt fiir jedes Maf3:

Satz 1.37. Sei (2, F, u) ein Mafsraum und A, A,, € F, n € N. Dann gilt:
(i) Stetigkeit von unten: Aus A, T A folgt u(A,) 1 u(A).

(ii) Stetigkeit von oben: Aus A,, | A und pu(A41) < oo folgt u(Ay) | n(A).

Beweis. Wir setzen Ag := (). Aus A,, T A folgt, dass A = |J A, \An_1 eine

n=1

disjunkte Vereinigung ist. Daher gilt:

u(A) = p(Ax\Ag-1)

k=1
= lim p (U Ap\Ag— 1) = hm w(Ay).
k=1

Damit ist die Stetigkeit von unten gezeigt. Fiir die Stetigkeit von oben bemer-
ken wir zunéchst, dass aus A C A4,, C A; auch p(A) < oo und p(4,) < o
fiir alle n € N folgt. Aus A,, | A erhalten wir A1\ A, T A1\ A4, so dass aus der
Stetigkeit von unten und der Subtraktivitéit folgt:

(AL — u(An) = p(A1\An) T p(A1\A) = u(Ar) — p(A),

woraus sich
1(An) | p(A)
ergibt. a
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Eindeutigkeit von Maflen

Ein endliches Maf}, das wir auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger angeben,
ist dadurch schon eindeutig festgelegt. Der Beweis dieses oft niitzlichen Re-
sultats ist eine klassische Anwendung des m-A-Lemmas 1.20. Wir zeigen eine
etwas allgemeinere Aussage fiir o-endliche Mafe.

Theorem 1.38 (Mafleindeutigkeitssatz). FEs seien pu und v zwei Mafle
auf einem Messraum (2, F) und & ein durchschnittsstabiler Erzeuger von F
mit folgenden Figenschaften:

(i) p(E) = v(E) fiir alle E € £.
(ii) Es gibt eine Folge (En)nen disjunkter Mengen aus € mit

wEy) =v(E,) <oo wund U E, = .
n=1
Dann folgt p = v.
Beweis. Wir betrachten zu jedem E,,, n € N, das Mengensystem
DE,) ={ACF:u(ANE,) =v(ANE,)}.

Da p und v Mafle sind und p(E,) = v(E,) < oo, ist D(E,,) ein A-System mit
E C D(E,). Da & durchschnittsstabil ist, folgt nach dem 7-A-Lemma 1.20

F =0(&) CD(E,) fur alle n € N,

d.h.
wANE,) =v(ANE,) fir alle A € F,n e N.

Nun ist A= | (AN E;) fiir jedes A € F eine disjunkte Zerlegung von A, so

i=1
dass aus der o-Additivitdt von p und v die Behauptung folgt. O
Wir werden dieses Theorem typischerweise auf endliche Mafle ;4 und v, also
1(£2) = v(£2) < co anwenden. Dann folgt nach obigem Theorem p = v bereits,
wenn p und v auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger tibereinstimmen.
Vervollstindigung
Ist (2, F, p) ein Mafraum und A € F mit

w(A) =0, so heifit A (pu-)Nullmenge.

Es ist nahe liegend, einer Teilmenge B C A einer p-Nullmenge ebenfalls das
Maf} 0 zuzuordnen. Allerdings muss man vorher sicherstellen, dass auch B zu
F gehort:



24 1 Grundlagen der Maftheorie

Definition 1.39 (vollstéindiges Mafl, Vervollstindigung). FEs sei
(2, F, ) ein Mafraum. Ein Maf p heifst vollstindig, wenn gilt:

Ist Ae F,u(A) =0 und B C A, so folgt B € F.

Die o-Algebra Fo := {AUN : A € F, N Teilmenge einer u-Nullmenge}
heifit Vervollstandigung von F.

Man {iiberlegt sich leicht die Wohldefiniertheit und Eindeutigkeit der Fortset-
zung des MafBles p auf die Vervollstandigung Fy, die gegeben ist durch

/Lo(AUN) = /L(A)7 AUN € Fy.

So entsteht ein neuer Mafiraum (2, Fo, 140) mit einem vollstéindigen Maf pg.

Das Lebesgue-Maf3

Wir haben bei der Formulierung des Mafiproblems 1.5 gefordert, dass dem
Einheitswiirfel das Maf3 1, also sein Volumen, zugeordnet wird. Allgemeiner
wird man einem n-dimensionalen Intervall |a, b] =|a1,b1] X ... x]an, b,] C R™

das Volumen N

[Tb: —as)

i=1
zuordnen. Das so genannte Lebesgue-Mafl, dessen Existenz als eines der

Hauptresultate der klassischen Maf3theorie angesehen werden kann, erfiillt die-
se Anforderung.

Theorem 1.40 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafles).
In jeder Dimension n € N gibt es genau ein Maf

A" B — [0, 00],

so dass fiir jedes n-dimensionale Intervall la,b] =]ai,b1] X ... X]an,b,] C R™
qgilt:

n

A" (Ja, b)) = [ (b = av).

i=1
A" heifit (n-dimensionales) Lebesque-Maf. Weiterhin gibt es zu jeder rechts-

seitig stetigen, monoton wachsenden Funktion F' : R — R genau ein Maf
A B =R, so dass fir alle |a,b] C R gilt:

Ar(la,b]) = F(b) — F(a).

Ar heiffit Lebesgue-Stieltjes-Mafs von F'.
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Beweis. Den umfangreichen Beweis dieses Satzes fiihren wir in Anhang A,
Abschnitt A.1. a

Fiir das Lebesgue-Mafl auf R schreiben wir A := A!. Ist 2 € R ein Punkt, so

gilt mit der Stetigkeit von oben A({z}) = lim A(Jz — 1,z]) = lim 1 = 0.
n—oo n—oo

Auf Grund der o-Additivitat folgt damit:

A(A) = 0 fiir jede abzihlbare Teilmenge A C R, z.B. \(Q) = 0. (1.5)

Das Lebesgue-Maf} ist kein endliches Maf3, denn aus der Monotonie folgt
A(R) > A(J0,n]) = n fiir alle n € N, und damit

A(R) = oo. (1.6)
Das Lebesgue-Maf} \ erfiillt eine weitere Forderung aus dem Mafiproblem 1.5,
die Bewegungsinvarianz:
Satz 1.41. Das Lebesgue-Maf8 A" auf (R™, B™) ist bewegungsinvariant:
A"(A) = \"(B), falls A,B € B", A, B kongruent.
Beweis. Siehe Anhang A, Satz A.10. ad

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass das Lebesgue-Maf3 ., fast“ die Losung
des Mafiproblems 1.5 ist. Wir miissen nur den kleineren Definitionsbereich B
statt der ganzen Potenzmenge P(R™) in Kauf nehmen. Diese Einschrinkung
ist jedoch nicht tragisch, da die Borel-Mengen alle fiir die Praxis relevanten
Teilmengen enthalten.

Das Bildmaf}

Abschlieffend stellen wir eine Moglichkeit vor, aus einem Maf mittels einer
messbaren Abbildung ein neues Mafl zu gewinnen. Dazu betrachten wir einen
Mafiraum (§21, F1, 1) sowie einen Messraum ({22, F2) und eine messbare Ab-
bildung f : £, — §%. Ist B € F3, so ist nach Definition der Messbarkeit
/7Y(B) € Fi, und wir kénnen

u(f~H(B)

bestimmen. Fiithren wir dies fiir jedes B € F5 durch, erhalten wir ein Maf} auf
.QQI

Definition 1.42 (Bildmaf). Ist (21, F1,u) ein Mafraum, (22, F2) ein
Messraum und f : 21 — 25 messbar, so heifst

13 1 Fo — [0700],
B = pg(B) := u(f7H(B))

Bildmafs .y von p unter f.
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Aus der Operationstreue der Urbildfunktion folgt unmittelbar, dass das Bild-
maf tatséchlich ein Maf ist. Entscheidend ist die Messbarkeit der Abbildung
f, die sicherstellt, dass die Urbilder in der o-Algebra Fj liegen. Durch eine
messbare Abbildung kann folglich ein Mafl vom Definitionsbereich auf den
Wertebereich transportiert werden.

Beispiel 1.43. Betrachten wir (R, B, A) und (R, B), so erhalten wir durch die
stetige und daher messbare Abbildung

f:R—=R,

xr+— T+ a,
ein Bildma$ A s auf R. Fiir eine Menge A € Bist f~!(4) = A — a, und daher
A(A) = AfTHA)) = MA —a) = \(4), A€ B,

da das Lebesgue-Mafl nach Satz 1.41 bewegungsinvariant ist. O
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