6

GMRES und verwandte Verfahren

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem so genannten GMRES—Verfahren und
einigen Varianten zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit einer nur
noch regulidren Koeffizientenmatrix. Fiir solche Gleichungssysteme nimmt das
GMRES—Verfahren eine exponierte Stellung ein. Zum einen ist es stets wohl-
definiert (im Gegensatz beispielsweise zu den noch zu besprechenden Ver-
fahren im Kapitel 7), zum anderen findet es die exakte Losung theoretisch
nach endlich vielen (hochstens n) Schritten. Insofern handelt es sich bei dem
GMRES—Verfahren um ein direktes Verfahren, das allerdings (wie bereits das
CG—Verfahren) iiblicherweise als ein iteratives Verfahren betrachtet wird, da
gute Ndherungen an die exakte Losung oft schon nach sehr viel weniger als n
Schritten erreicht werden. Der grofie Nachteil des GMRES—Verfahrens besteht
in dem viel zu hohen Rechenaufwand und insbesondere Speicherplatzbedarf,
weshalb wir uns in diesem und dem folgenden Kapitel noch ausgiebig mit
geeigneten Varianten des GMRES—Verfahrens beschéftigen werden.

Inhaltlich beginnt das Kapitel mit dem Abschnitt 6.1, der sich mit eini-
gen Eigenschaften der Krylov—R&ume auseinandersetzt. Diese Krylov—R&ume
werden von nun an eine groe Bedeutung erlangen. Der Abschnitt 6.2 fiihrt
dann das eigentliche GMRES—Verfahren ein. Eine erste Variante dieses Ver-
fahrens ist die GMRES(m)-Methode aus dem Abschnitt 6.3, bei der es sich
im Prinzip um das GMRES—Verfahren handelt, das allerdings nach jeweils
m Iterationen neu gestartet wird, um den Rechen— und Speicherplatzauf-
wand des eigentlichen GMRES—Verfahrens in Grenzen halten zu kénnen. Eine
zweite Variante des GMRES—Verfahrens ist die im Abschnitt 6.4 besprochene
MINRES-Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystemes mit einer
symmetrischen (aber nicht notwendig positiv definiten) Koeffizientenmatrix.
Auf das Problem der Prikonditionierung der hier beschriebenen Methoden
gehen wir im Abschnitt 6.5 ein, und ein geeigneter Prékonditionierer wird mit
der unvollstindigen LR—Zerlegung im Abschnitt 6.6 besprochen.
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6.1 Krylov-Raume

Als Vorbereitung zu den Verfahren in diesem und dem nachfolgenden Kapitel
beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt etwas ausfiihrlicher mit dem Krylov—
Raum, der bereits im Zusammenhang mit dem CG—Verfahren im Abschnitt
5.2 auftrat. Dieser Krylov-Raum wird bei der Konstruktion aller noch zu
beschreibenden Verfahren benutzt werden.

Zunéchst erinnern wir noch einmal an seine Definition: Der k-te Krylov—
Raum zu einer gegebenen Matrix A € R™*™ und einem Vektor b € R™ ist
gegeben durch

Ki(b, A) := span{b, Ab, A%, ..., AF"1b}.

Da Ky (b, A) von k Vektoren aufgespannt wird, ist die Dimension dieses Raum-
es hochstens gleich k. Der Fall dim(Ky(b, A)) < k wird in dem folgenden
Resultat betrachtet.

Satz 6.1. Seien A € R™*" eine regulire Matriz, b € R" sowie z* := A~1b
die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Vektoren b, Ab, ..., A*b sind linear abhingig.

(b) Es ist K(b, A) = Ki11(b, A).

(c¢) Es gilt AKk(b, A) C K (b, A), d.h., K(b, A) ist ein A—invarianter Unter-
raum.

(d) Es ist z* € Ki(b, A).
Beweis. (a) = (b): Nach Voraussetzung existiert ein 0 < £ < k, so dass A‘b
linear abhingig von b, Ab, ..., A*~1b ist, also A‘h = Zf_é v; A% fiir gewisse

Koeffizienten ; € R gilt. Multiplikation von links mit A*¥~¢ liefert

-1
ARy ="y AFD € Ky (b, A).

=0

Folglich ist Kry1(b, A) C Ky (b, A) und daher natiirlich Ky 41(b, A) = Ki(b, A).

(b) = (c): Offenbar ist
AKy(b, A) = Aspan{b, Ab,..., A" 'b}
= span{Ab, A%, ..., Akb}
C span{b, Ab, A%, ..., A*b} = Kj11(b, A).
Mit (b) folgt daher die Behauptung (c).

(¢) = (d): Betrachte die durch T'(z) := Az definierte Abbildung T :
Kr(b,A) — R™ Nach Voraussetzung (c) ist T(z) = Az € AKy(b,A) C
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Kr(b,A) fir alle x € Kg(b,A). Daher ist T : Ky(b,A) — Ki(b, A) ei-
ne Abbildung des Krylov-Raumes Ky (b, A) in sich. Die lineare Abbildung
T : Kb, A) — Ki(b, A) ist auBerdem injektiv, denn aus T'(z) = T(y) fiir
x,y € Ki(b, A) folgt A(x —y) = 0 und daher = y aufgrund der Regularitit
der Matrix A. Als injektive lineare Abbildung auf dem endlich—dimensionalen
Vektorraum Ky (b, A) ist T dann bereits bijektiv, vergleiche hierzu die Di-
mensionsformel aus dem Satz 1.3. Da wir trivialerweise b € Ky (b, A) haben,
existiert deshalb genau ein = € Ky (b, A) mit Az = T'(z) = b. Die Regularitit
von A impliziert dann x = A7'b = z* und daher z* € Ky (b, A).

(d) = (a): Nach Voraussetzung (d) gilt z* € span{b, Ab,..., A*"1b}.
Also ist b = Az* € span{Ab, A2b,...,Akb}. Folglich sind die Vektoren
b, Ab, A%b, ..., AFb linear abhingig. ]

Wir wollen jetzt noch andeuten, wie die Krylov-R&ume zur Losung eines li-
nearen Gleichungssystems Az = b eingesetzt werden konnen. Dabei geben
wir hier zunéchst nur die grobe Idee an, wihrend die Details den folgen-
den Abschnitten iiberlassen bleiben. Prinzipiell beschreiben wir zwei Ansétze
zur Losung eines linearen Gleichungssystems mittels der Krylov—R&ume: Zum
einen ist dies die Klasse der Minimum—Residuen—Verfahren, und zum anderen
ist das die Klasse der Galerkin—Verfahren.

Wir beginnen zuniichst mit den Minimum—Residuen—Verfahren. Dazu be-
zeichne || - || weiterhin stets die euklidische Vektornorm im R™. Ferner sei
B € R™™™ eine reguldre Matrix, deren genaue Wahl an dieser Stelle nicht
weiter spezifiziert werden soll. Geméfl Lemma 1.17 wird durch

|5 := ||Bz|| fir x € R"

dann eine Vektornorm im R"™ definiert. Die Losung des linearen Gleichungssy-
stems Az = b ist hiermit offenbar dquivalent zur Minimierung des Residuums

1
minimiere §||b — Az|%, xz€R™

Ersetzt man dieses n-dimensionale Problem im k-ten Iterationsschritt durch
das nur noch k-dimensionale Problem

minimiere %Hb — Az||%, €2’ +Kp(r° A),
wobei 2 € R™ ein beliebiger Startvektor ist,
r0:=b— Ax°
das zugehorige Anfangsresiduum bezeichnet und
Kr(r?, A) = span{ro, Arf . ,Akflro}

gilt, so gelangt man zu der folgenden Klasse von Verfahren.
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Algorithmus 6.2. (Allgemeines Minimum—Residuum—Verfahren)
Wihle z° € R, B € R™™" regulir, und setze v := b — Ax".
FOR k=1,2,...

Bestimme ¥ € R™ als Lésung von

1
minimiere §||b — Az||%  fir x € 2° + Kp (10, A). (6.1)

END

Der Algorithmus 6.2 besitzt in der Wahl der reguldren Matrix B natiirlich
gewisse Freiheiten, auf die wir noch zuriickkommen werden. Weiterhin wird
zu klédren sein, wie man die hier auftretenden k-dimensionalen Teilprobleme
(6.1) moglichst geschickt 16sen kann. Ansonsten ldsst sich fiir die obige Klasse
von Verfahren bereits ein allgemeiner Konvergenzsatz beweisen. Zu diesem
Zweck notieren wir zunéchst ein Hilfsresultat, welches man als unmittelbare
Konsequenz des Satzes 6.1 erhélt.

Lemma 6.3. Seien A € R™*"™ eine requlire Matriz und b € R™ gegeben. Seien
ferner Ky, := Ki(r%, A) fiir r° := b— A2 und ein beliebiges z° € R™. Istk € N
der kleinste Index mit

KoGKi & &K =Kpqa (hierbei ist Ko := {0} ),

so liegt die Losung x* des linearen Gleichungssystems Ax = b bereits in dem
affinen Raum x° + K.

Beweis. Wegen Satz 6.1 und der Voraussetzung K = Kgi1 gehort der
Losungsvektor y* des linearen Gleichungssystems Ay = r? zum Krylov—Raum
Kr. Wegen 70 = b — Az ist dies dquivalent zu A(z° + y) = b. Also ist

xz* := 29 + y* die Losung von Az = b, und wegen y* € K folgt hieraus
xz* € 20 + K. O

Da nach spitestens n Schritten K,, = K,,+1 gelten muss (denn im R™ kann es
keine n 4 1 linear unabhingigen Vektoren geben), erhalten wir den folgenden
Satz als direkte Folgerung des Lemmas 6.3.

Satz 6.4. Sei A € R™*" eine requlire Matrixz. Dann findet der Algorithmus
6.2 nach spditestens n Schritten die Losung x* des linearen Gleichungssystems
Ax =b.

Der Satz 6.4 garantiert insbesondere, dass der Algorithmus 6.2 nach endlich
vielen Schritten abbricht. Die Zahl n dient hierbei als obere Schranke und ist
fiir viele praktische Probleme zu pessimistisch, zumal die iterativen Verfahren
gerade bei linearen Gleichungssystemen von sehr hoher Dimension (also fiir
sehr grofles n) eingesetzt werden. Tatsédchlich werden die in den folgenden
Abschnitten zu besprechenden Verfahren oft schon nach sehr viel weniger
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Iterationen eine recht brauchbare Naherung fiir die gesuchte Losung z* des
linearen Gleichungssystems Az = b finden.

Neben dem allgemeinen Minimum-Residuum—Verfahren aus dem Algo-
rithmus 6.2 gibt es noch eine weitere wichtige Klasse von Verfahren zur Lésung
eines linearen Gleichungssystems Ax = b, ndmlich die so genannten Galerkin—
Verfahren, manchmal auch Projektionsmethoden genannt. Diese bestimmen
die k-te Iterierte ebenfalls aus dem Raum z° + K (1%, A), wobei 2° € R®
wieder ein beliebiger Startvektor ist und r° := b — Ax? das zugehorige An-
fangsresiduum bezeichnet. Allerdings wird die k-te Iterierte z* jetzt nicht
mehr als das Minimum des Residuums b — Ax (bzgl. einer geeigneten Norm)
berechnet, sondern dieses Residuum soll nun orthogonal zu einem Raum Ly
mit dim(Ly) = k sein. Ein Galerkin—Verfahren ist also bestimmt durch die
beiden Forderungen

2F e a® + Kp(r?, A) und b — Az L L.

Speziell fiir L = Ky spricht man von einem Ritz—Galerkin— oder Bubnov—
Galerkin—Verfahren, fur L, # Kj hingegen von einem Petrov—Galerkin—
Verfahren. Formal sieht ein Galerkin—Verfahren also wie folgt aus.

Algorithmus 6.5. (Allgemeines Galerkin—Verfahren)
Wiihle 2° € R™, und setze r° := b — AxY.
FOR k=1,2,...

Bestimme =¥ € R™ mit

oF e + Kp(r°, A) und b— AzF L Ly, (6.2)

fir einen Vektorraum Ly, mit dim(Ly) = k.
END

Der Algorithmus 6.5 bricht ebenfalls nach spétestens n Schritten mit der
Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ab, denn der Nullvektor ist
offenbar der einzige Vektor, der zu einem n-dimensionalen Vektorraum L,
orthogonal ist. Auf die Frage, wie sich ein x* mit den Eigenschaften (6.2)
berechnen lisst (und ob ein solches z* iiberhaupt existiert) werden wir erst
spéiter eingehen, d.h., wir kiimmern uns an dieser Stelle nicht weiter um die
Realisierung des Algorithmus 6.5.

Stattdessen zeigen wir in unserem folgenden Beispiel, dass das bereits be-
kannte CG—Verfahren sowohl zur Klasse der allgemeinen Minimum-Residuen—
Verfahren als auch zur Klasse der Galerkin—Verfahren gehort.

Beispiel 6.6. (a) Wegen Lemma 5.7 ist die Iterierte ¥ des CG-Verfahrens
eine Losung des Optimierungsproblems

minimiere ||b — Az||4-1/2 fiir 2 € 2° + Kp (0, A).

Also ist das CG—Verfahren ein Spezialfall des allgemeinen Minimum—Residuen—
Verfahrens aus dem Algorithmus 6.2 mit der Matrix B := A~1/2,
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(b) Wegen r¥ = —g*¥ beim CG-Verfahren gilt aufgrund des Satzes 5.4 die
Orthogonalitétsrelation

()& =0 Vj=0,1,...,k—1.
Nach Lemma 5.6 ist aber Ky = span{do, dh, ..., dkil}, woraus sich
b— Az =1k L Ky

ergibt. Das CG—Verfahren ist demzufolge auch ein Ritz—Galerkin—Verfahren.

6.2 GMRES fiir reguliare Systeme

Seien A € R™*™ und b € R™ gegeben. Gesucht ist eine Losung des linearen

Gleichungssystems
Ax = b, (6.3)

wobei wir aufler der Regularitéit keine weiteren Voraussetzungen an die Ma-
trix A stellen wollen; insbesondere braucht A weder symmetrisch noch positiv
definit zu sein. Das GMRES—Verfahren (GMRES=Generalized Minimal RE-
Sidual) von Saad und Schultz [54] gehort dabei in die allgemeine Klasse von
Verfahren aus dem Algorithmus 6.2, wobei wir hier mangels besserer Ideen
einfach B := I setzen. Die Grundversion des GMRES—Verfahrens lautet da-
mit wie folgt:

Wihle 2° € R™ und setze r° := b — Ax0.
FOR Kk =1,2,...
Bestimme z¥ € R” als Losung von

minimiere 3 |b — Az|? fiir z € 2° + K.
END

Hierbei bezeichnet
Ki == Kp(r°, A) := span{rO,Aro,AZTO, ceey Akilro}

natiirlich wieder den zur Matrix 4 und zum Anfangsresiduum r° zugehérigen
k-ten Krylov—Raum.

Damit ist das GMRES—Verfahren im Prinzip vollstédndig beschrieben.
Praktisch stellt sich jedoch die Frage, wie man das in jeder Iteration auf-
tretende Optimierungsproblem moglichst einfach 16sen kann. Wir werden uns
im Folgenden mit dieser Frage ndher auseinandersetzen.

Zunichst einmal wird es sich als hilfreich erweisen, eine Orthonormalbasis
des Krylov—Raums Ky, zu konstruieren. Dies kann etwa durch Anwendung des
Gram-Schmidt—Verfahrens geschehen. Die genaue Vorgehensweise ist dabei
wie folgt: Sind {v!,..., v’} bereits Orthonormalbasen der Krylov-Réume K;
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fir j < k, so spannen die Vektoren {v!,... v/, Av/} offenbar den Krylov—
Raum ;1 auf. Wenden wir nun das Gram—Schmidt—Verfahren aus dem Al-
gorithmus 3.8 an, um den neuen Vektor Av? gegeniiber den schon vorher
berechneten Vektoren v!,...,v7 zu orthonormalisieren, so ergibt sich gerade
das nachstehende Verfahren, vergleiche Aufgabe 6.1.

Algorithmus 6.7. (Arnoldi—Verfahren)
Wiihle z° € R™.
Setze 10 := b — Ax0 0! = =

(e
FOR j=1:k
wl = Av?;
FORi=1:j

hij = (V)7 (Av7);
wj = ’LUj - hij’Ui,‘
END
hjrg o= llw’l;
vt = wl b
END

Numerisch ist es natiirlich wieder besser, wenn man das modifizierte Gram-—
Schmidt—Verfahren aus den Algorithmus 3.10 zur Orthonormalisierung des
neuen Vektors Av’/ anwendet. Dies ergibt das folgende Verfahren, welches auf-
grund unserer Ausfithrungen im Abschnitt 3.3 mathematisch vollig dquivalent
zum Algorithmus 6.7 ist.

Algorithmus 6.8. (Modifiziertes Arnoldi—Verfahren)
Wiihle 2° € R™.

Setze 19 :=b— Az® 0! := HL’II'
FORj=1:k
wl = Avd;
FOR¢=1:j
hij = (vi)ij;
wl = wl — hijvt;
END
i1 = llw’[l;

VIt = wj/hj+1,j;
END

Die Erorterungen aus dem Abschnitt 3.3 zeigen, dass die beiden Arnoldi-
Verfahren eine Orthonormalbasis von Kj konstruieren, sofern die Vektoren
r0, Ar9 ..., A*=170 linear unabhiingig sind. Sollte dies nicht der Fall sein, so
wissen wir aufgrund des Lemmas 6.3, dass wir bereits eine Losung des linearen
Gleichungssystems Az = b gefunden haben, was spétestens nach n Schritten
der Fall sein wird. Insbesondere sind die Arnoldi—Verfahren daher wohldefi-
niert, da stets hj41,; # 0 gilt, sofern man noch keine Losung des zu Grunde
liegenden linearen Gleichungssystems gefunden hat. Zusammenfassend haben
wir also das folgende Resultat.
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Lemma 6.9. Sind die den Raum K, erzeugenden Vektoren r®, Ar0, ... AF=14:0
linear unabhdngig, so bilden die durch den Arnoldi—Algorithmus 6.7 bzw. den
hierzu dquivalenten modifizierten Arnoldi-Algorithmus 6.8 konstruierten Vek-
toren v',...,v* eine Orthonormalbasis von Ky.

Wahrend wir fiir numerische Zwecke meist auf das modifizierte Arnoldi—
Verfahren aus dem Algorithmus 6.8 zuriickgreifen werden, benutzen wir fiir
unsere nachfolgenden theoretischen Betrachtungen den eigentlichen Arnoldi—
Algorithmus 6.7. Wir gehen dabei davon aus, dass der Arnoldi—Algorithmus
nicht vorzeitig abbricht, also stets hjy1; # 0 fiir alle betrachteten j gilt
(sonst, wie gesagt, sind wir schon fertig). Weiterhin bezeichnen wir fiir unsere
nachstehenden Untersuchungen mit Vj, € R*** die durch

| |
Vi o= [ o0k (6.4)

definierte Matrix, wobei die v/ natiirlich die im Arnoldi-—Verfahren 6.7 berech-
neten Vektoren seien. Auflerdem wollen wir an dieser Stelle explizit festhal-
ten, dass die Definition des Vektors w? im Arnoldi-Verfahren 6.7 offenbar die
Gleichheit

J
U}j = A’Uj — Zhijvi (65)
i=1
impliziert, die in den nachstehenden Untersuchungen einige Male benutzt
wird.
Lemma 6.10. Die durch
Hy, := VI AV, € RF*F (6.6)

definierte Matriz ist eine obere Hessenberg—Matriz mit Eintrdgen

. h”fu’l"lgj"f'l,
(Hk)ij{o fiir i > j+1,

wobei die h;; die im Arnoldi—Verfahren 6.7 berechneten Elemente sind.

Beweis. Die Elemente von Hj mégen voriibergehend mit Bij bezeichnet wer-
den. Dann folgt aus der Definition (6.6) von Hj und den Vorschriften im
Algorithmus 6.7 unmittelbar

hij = (v')" Av? = hyj fiir alle i < j,

womit die Aussage des Lemmas zumindest schon mal fiir das obere Dreieck
von Hj nachgewiesen ist. Wir betrachten jetzt die unterhalb der Diagonalen
stehenden Eintrige von Hy. Fiir j =1,2,... und [ = 1,2, ... ergibt aus (6.6)
und dem Algorithmus 6.7 weiterhin
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hj+l,j = (’Uj+l)TAUj

(6.5) UJ'H wj —i—Zh”v

— J+l w’ +§ h J+l ot
\_v_/
=0
— ) NN EARINEt
= hjy; (” ) v

_ {hj+1,j fir I = ].7

0 firl >1
aufgrund der Orthogonalitit der Vektoren v!,v?,...,v* aus dem Arnoldi-
Verfahren 6.7, vergleiche Lemma 6.9. a

Eine kompakte Schreibweise des Arnoldi—Verfahrens 6.7 wird durch das fol-
gende Resultat geliefert.

Lemma 6.11. Die durch

yi Hj, (k+1)xk
Hy = <O"'0hk+1,k>€R (67)

definierte Matriz (mit Hy, aus (6.6)) gendigt der Gleichung
AVy = Vi1 Hy, (6.8)
(mit Vi, bzw. Vi1 gemdfs (6.4)).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus den Vorschriften des Algorithmus
6.7, wonach

Jj+1

Av? €2 w! + Zh”v =hjq1, jv3+ + Zh”v = Zh”v
=1 =1 =1
fir alle j =1,...,k gilt. O

Wir kehren nun wieder zu dem vom GMRES—Verfahren zu 16senden Optimie-
rungsproblem
min ||b — Az|| mit z €z’ + Ky (6.9)

zuriick und gehen davon aus, dass die Losung z* des linearen Gleichungssy-
stems Az = b im k-ten Iterationsschritt noch nicht gefunden wurde. Da die
Spalten der Matrix Vj, aus (6.4) aufgrund des Lemmas 6.9 dann eine Orthor-
malbasis des Krylov-Raumes K;, bilden, lisst sich jeder Vektor x € x° + Ky,
schreiben in der Gestalt
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z=2a"+Vyy
fiir ein y € R¥. Mit e; := (1,0,...,0)” € R¥*! und Lemma 6.11 folgt daher
b Asl) = o — 4@ + Vi)
= ||r® = AViy||
= [llIrllv* = AV
= [[Ir°v" = Vi1 Hry||
= HVk+1(||7"0||€1 —Fky)H
= H||7"0||€1 _FkyH,

(6.10)

wobei die letzte Gleichung aus V', Viy1 = I folgt und Hj, natiirlich die
Matrix aus dem Lemma 6.11 bezeichnet.
Also kénnen wir das Optimierungsproblem (6.9) ersetzen durch das Aus-
gleichsproblem
min”ﬂel —ﬁky| . yeRF (6.11)

mit 3 := ||r°||. Damit ist die Grundversion des GMRES-Verfahrens dquiva-
lent zu der folgenden Vorgehensweise:

Wiihle 20 € R™ und setze r° := b — A20, 3 := ||rO]|.
FORk=1,2,...
Berechne die Matrix Hj, aus (6.7).
Bestimme eine Losung y* des Ausgleichsproblems (6.11).
Setze zF := 29 4+ VjyF.
END

Nach Lemma 6.10 ergibt sich die hierbei zu berechnende Matrix Hj unmittel-
bar durch Anwendung des Arnoldi—Verfahrens 6.7. Benutzen wir stattdessen
das hierzu dquivalente modifizierte Arnoldi—Verfahren, so erhalten wir die fol-
gende Spezifizierung des gerade beschriebenen Verfahrens.

Wihle 29 € R™ und setze r° := b — Ax0, 8 := ||r0||, v :=rY/3.
FOR k=1,2,...
wk = Av¥;
FORi=1:k
hig == (v")Twk;
wk = wkF — ot
END
i1 = [w*];
R = Wk Ry
Bestimme eine Losung y* des Ausgleichsproblems (6.11).
Setze 2% := 2% + Vi o/,
END

Damit bleibt noch zu untersuchen, wie man das Ausgleichsproblem (6.11)
16sen kann. Im Prinzip ist dies mit jedem der Verfahren aus dem Kapitel 3
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moglich. Aufgrund der oberen Hessenberg-Gestalt von H, liefern die Givens—
Rotationen allerdings die effizienteste Moglichkeit. Aus der Gestalt

Hy =
0 *

folgt namlich, dass sich die Matrix Hj durch Anwendung von insgesamt k
Givens—Rotationen Ga1,G3s2,...,Gry1 € REFD>(k+1) auf obere Dreiecks-
gestalt transformieren lésst:

% k- *
_ X oeee Xk _ Rk
Gry1k - GaaGa Hy = L T R ( 0 ) (6.12)
*
0

mit einer oberen Dreiecksmatrix Rj, € R¥**. Hat man diese Berechnungen in
der Iteration k£ durchgefiihrt, so stellt sich die Situation im néchsten Iterati-
onsschritt &+ 1 sogar noch einfacher dar, denn die Matrix H ., unterscheidet
sich von H}, im Prinzip nur dadurch, dass eine neue Spalte am Ende hinzu-
gefiigt wird:

F}’H—l = Hk . c R(k+2)><(k+1).

*

Um diese Matrix auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, hat man wieder nur
die untere Nebendiagonale zu eliminieren. Fiir den H - Block haben wir dies
aber schon im vorherigen Schritt & getan, so dass die dort berechneten Givens—
Rotationen Gai, ..., Gry1 4 (formal jetzt als Matrizen im R(*=+2)x(k+2) aufge-
fasst) nur noch auf die letzte Spalte von Hy,, angewendet werden miissen.
Ferner benotigt man in der Iteration k + 1 dann natiirlich noch eine neue
Givens-Rotation G2 k41, um schliefllich auch das in der letzten Zeile von
FkH stehende Element zu eliminieren. Wendet man diese Givens—Rotationen
auch auf die jeweilige rechte Seite des Ausgleichsproblems an, so ldsst sich die-
ses durch einfache Riickwértssubstitution 16sen.
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Mit (6.10) erhalten wir auf diese Weise dann
b= Azl = [|Ber — Hiy|| = [|2* = Rey]l;

wenn z¥ den sich durch Anwendung der Givens—-Rotationen Gai, ..., Grt1k
auf fe; ergebenden Vektor bezeichnet, der sich per Definition dann rekursiv

durch
e zk1
Z2" = Ukt1k 0

fortschreiben ldsst. Partitionieren wir diesen Vektor in der Form

k 2k k41
z° = € RFTL
Ck

so folgt mit der Notation aus (6.12) unmittelbar

2

b — Az = [[2* = Ri|| = ||#* — Rew™|* + ¢ :

= |Gk

denn " ergibt sich gerade durch Riickwirtssubstitution als Losung des linea-
ren Gleichungssystems Ryy = 2*. Also lisst sich das Residuum [|b — Az*| im
k-ten Tterationsschritt durch die Gréle (x| angeben, die auch ohne Kenntnis
von z* vorliegt. Insbesondere braucht das Ausgleichsproblem (6.11) erst dann
gelost zu werden, wenn diese Grofle hinreichend klein ist. Daher muss auch
der eigentlich interessierende Vektor z* := % 4 Vj,y/* nicht in jeder Iteration
berechnet werden, womit man immerhin eine ganze Reihe von Flops einsparen
kann.

Uberschreiben wir den Vektor z* in jeder Iteration (wobei dieser pro Itera-
tion um eine Komponente grofler wird) und speichern die jeweiligen Givens—
Rotationen G1,, in den sie definierenden Gréflen ci, und sj, ab, so ergibt sich
aus den obigen Uberlegungen zusammenfassend jetzt die endgiiltige Fassung
des GMRES—Verfahrens.

Algorithmus 6.12. (GMRES-Verfahren)
Wiihle Startvektor x° € R™ und Abbruchparameter € > 0.
Setze 10 := b — Az, B := |0, vt :=1r"/B und z; := .
FOR k=1,2,...
% Modifizierter Arnoldi-Algorithmus zur Berechnung von H
wk = AvF;
FORi=1:k
hik = (,Ui)ka:;
wP = wkF — s
END
Pt = [lw
Uk+1 = wk/thrl,k;
% Anwendung von Givens-Rotationen auf (6.11)
% Wende alte Givens-Rotationen auf k-te Spalte von Hj an

"I
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FORi=1: (k—1)
( Dk )( C; Sz)( Dk >
hivie ) \=si¢ Rivik )’

% Bestimme neue Givens-Rot. zur Elimination von H(k+1,k)
7= |hik| + |hey1el;

vi=T\/(her/7)? + (hpy1,1/7)?;

Ck = hkk/V,'

Sk = hpg1k/V; o

% Anwendung der neuen Givens-Rotation auf Hy

hkk =V

hit1,k = 0;

% Anwendung der neuen Givens-Rotation auf rechte Seite z
Zhp1 = —SkZk;

Zk = CkZk;,

% Abbruchkriterium

IF |zk+1|/8 < e: STOP

k

END
% Riickwdrtssubstitution zur Berechnung von yk
Yk = 21/ hik;

FORi=(k—1):—-1:1
k
Yi = (Zz - Zj=i+1 hijyj)/hii;
END
% Berechnung der Niherungslésung z* := 20 4 Vjy¥
k=20 + Zle yiv';

Der Algorithmus 6.12 kann in der obigen Form sofort implementiert werden.
Als Abbruchkriterium haben wir (wie schon frither) das relative Residuum als
Genauigkeit genommen, alternativ konnte man auch die Abfrage |zx41| < €
wiahlen, die den absoluten Fehler im aktuellen Residuum misst. Die im obigen
Algorithmus benutzte Vorschrift iy := 0 kann im Prinzip auch entfallen,
da das untere Dreieck der transformierten Matrix Hj, letztlich nicht mehr von
Interesse ist.

Als Testbeispiel betrachten wir jetzt die zweidimensionale diskretisierte
Konvektions-Diffusions-Gleichung Cx v = h2f aus dem Abschnitt 1.9 mit
N =32 (also n = N? = 1.024), dem Vektor

b= (cos %,sin %)T

sowie der rechten Seite

f=(1....1)"
Als Startvektor z° dient wieder der Nullvektor, und der Abbruchparameter &
wurde auch hier als 1076 gewihlt. Das GMRES-Verfahren benétigt dann 80

Iterationen zur Losung dieses Problems. Der zugehorige Verlauf des relativen
Residuums ist in der Abbildung 6.1 angegeben.
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Abbildung 6.1. Verlauf des relativen Residuums beim GMRES—Verfahren

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen.

Bemerkung 6.13. (a) Bei der Konstruktion einer Orthonormalbasis des
Krylov—Raumes ), benutzen wir hier das Arnoldi-Verfahren. Von Walker [65]
stammt ein Vorschlag, bei dem man alternativ Householder—Transformationen
benutzen kann. Dieser Zugang ist zwar etwas aufwendiger im Hinblick auf die
bendtigten Flops, gilt in der Praxis aber als numerisch stabiler und wird des-
halb manchmal bevorzugt. Wir gehen auf diese Variante von GMRES auch
im Rahmen der Aufgabe 6.7 ein.

(b) Aus dem Arnoldi-Verfahren erhalten wir eine Matrix V, = (v!,...,0") €
R™**_ deren Spaltenvektoren eine Basis des Krylov-Raumes K, bilden. Macht
man nun einen Ritz—Galerkin—Ansatz

F e+ K, und b— Az* L Ky

und schreibt 2% = 20 + V,y*¥ mit einem y* € R¥, so lisst sich dies #quivalent
schreiben als

0=V (b- Axk) = VkT(TO — Akak) = ||7'0||el - VkTAkak = Hr0||el — Hyy*.

Hieraus erhélt man y* als Losung eines linearen Gleichungssystems und damit
schlieflich auch x*. Diese Vorgehensweise wird als FOM-Verfahren bezeichnet
(FOM = Full Orthogonalization Method). Fiir weitere Details verweisen wir
hierzu auf [53, 44, 62].
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6.3 GMRES(m) fiir regulire Systeme

Aufgrund der Herleitung ist klar, dass durch das GMRES-Verfahren nach
spétestens n Schritten die exakte Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b gefunden wird. Fiir groles n bedeutet dies aber einen viel zu grofien
Aufwand, da beispielsweise die Matrix V}, explizit abgespeichert werden muss.
Da es sich hierbei im Allgemeinen um eine vollbesetzte Matrix handelt (selbst
bei schwach besetztem A), ist dies fiir grofere Werte von k viel zu teuer.

Um diesen Nachteil zu vermeiden, ersetzt man das GMRES—Verfahren
durch ein so genanntes GMRES-Verfahren mit Restarts, auch GMRES(m)-
Verfahren genannt. Dabei ist m eine vorgegebene natiirliche Zahl, die die
maximal erlaubte Anzahl an Spalten in der Matrix Vj begrenzt. Sobald also
k = m ist, berechnet man die zugehorige aktuelle Iterierte ™™ analog zum
Vorgehen beim GMRES—Verfahren aus dem Algorithmus 6.12. Geniigt dieses
2™ noch nicht der vorgegebenen Genauigkeit, so startet man das GMRES—
Verfahren erneut, allerdings mit dem aktuellen Punkt z™ als Startvektor.
Gibt man sich noch eine maximale Zahl von Restarts vor, so erhilt man
auf diese Weise das nachstehende Verfahren. (Man beachte hierbei, dass das
urspriingliche Anfangsresiduum gesondert abgespeichert werden muss, da x°
etc. mit jedem Restart {iberschrieben werden.)

Algorithmus 6.14. (GMRES(m)—-Verfahren)
Wiihle Startvektor z° € R™ e > 0,m € N und restartyax € N.
Setze restart := 0.
WHILE restart < restartmax
Setze 0 :=b— Az°, 3 := ||rO|,v! :=1r°/B und 21 = 3.
IF restart=0

Bo = B;
END
FORk=1:m
% Modifizierter Arnoldi-Alg. zur Berechnung von Hj
wk = Av®;
FOR:=1:k
hik = (’Ui)ka,'
wk = wk — vt
END
her1 = "]
VR = w0k gy g

% Anwendung von Givens-Rotationen auf (6.11)
% Wende alte Givens-Rot. auf k-te Spalte von Hj; an
FORi=1:(k—1)

hie \ [ ¢ s hir .
hi+1,k T —8; C; hi+1,k ’

% Neue Givens-Rotation zur Elimination von H(k+1,k)
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7= |hik| + [hgs1,l;

vi=1 /(b /T)2 + (hirw/7)2;

ek = hpr/V;

Sk i= hpy1k/V; o
% Anwendung der neuen Givens-Rotation auf Hy
hip == v;

hiy1,k =05

% Anwendung der neuen Givens-Rot. auf rechte Seite z
Zk+1 ‘= —SkRk;

Rk ‘= CkZkS

% Abbruchkriterium

IF |2k+1|/0 < e: STOP

k

END
% Riickwartssubstitution zur Berechnung von y¥
Yk := 2k Pk

FORi=(k—1):—-1:1
k

yi = (2 — D jmit1 hijy;)/hii;
END
% Berechnung der N&herungsldsung ok =2 + kak
xk":: 20+ 3yt
% Uberpriifung auf Restart
IF |2k41]/Bo > €

T =z

restart := restart + 1;
END

END

Unter Verwendung des GMRES(m)—Verfahrens kann man zwar den maximal
benstigten Speicherplatz kontrollieren, allerdings besitzt dieses Verfahren im
Allgemeinen nicht mehr die Eigenschaft des eigentlichen GMRES-Verfahrens,
nach spétestens n Schritten mit einer Losung abzubrechen. Es ist noch nicht
einmal garantiert, dass die durch das GMRES(m)—Verfahren erzeugte Folge
gegen die Losung x* des linearen Gleichungssystems Az = b konvergiert. Fiir
den Spezialfall einer positiv definiten (nicht notwendig symmetrischen) Matrix
geben wir allerdings ein Konvergenzresultat an. Zu diesem Zweck beginnen
wir zunéchst mit einem Resultat fiir das GMRES—Verfahren.

Lemma 6.15. Seien A € R™*™ eine positiv definite (nicht notwendig symme-
trische) Matriz und x* die durch das GMRES-Verfahren aus dem Algorithmus
6.12 erzeugte Iterierte. Dann ist

2\ 1/2
I
< (1-5) 1)

mit den Residuen

r*=b— AzF, r:=b— Ax°
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sowie den vom Iterationsindex k unabhdngigen Konstanten
1 T
K= /\mm(i(A_FA ))7 g = ||A||2
Beweis. Wegen 10 € Kp(r°, A) ist
' +ar® € 2%+ K(r% A) VaeR.

Da 2% gemiB Definition des GMRESVerfahrens gerade das Residuum auf
dem Raum 2 + ki, (r°, A) (in der euklidischen Norm) minimiert, folgt somit

11 < (1o — A2 + ar®)|?
= [~ adr|?
= 0] — 20(r")" Ar® + 0] 4r°|?
fiir alle a € R. Speziell fiir
o (r%7” Ar®

| ArO]|2

erhilt man daher

0VT 440\ 2
4P < 12 - (o)

[| Ar O]
0)\T Ay0 \ 2 0 2
= ||7’O||2<1 - ( (T||20||2r ) ( |||,Z’I"(|)|| ) )
>p >1/o

2
o
<12 (1-5)

wegen
()7 A4r = (1) (54 + AT TS o
und
1] — mac 1421 145°0
w0l [0
Hieraus folgt die Behauptung. O

Unter Verwendung des Lemmas 6.15 kénnen wir jetzt auch einen Konvergenz-
satz fiir das GMRES(m)—Verfahren beweisen.

Satz 6.16. Sei A € R"™™ ™ positiv definit (nicht notwendig symmetrisch).
Dann konvergiert das GMRES(m )-Verfahren fir jedes m > 1.
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Beweis. Aufgrund des Lemmas 6.15 gilt zunéchst

2\ 1/2
m H
s (1-5)

mit gewissen Konstanten p und o. Nach m Schritten wird das GMRES(m)—
Verfahren dann neu gestartet mit dem Anfangsresiduum ™. Daher ergibt sich
aus dem Lemma 6.15 auch

2\ 1/2
1
s (1-5) .

So fortfahrend, erhilt man die Giiltigkeit der Ungleichungen
2\ /2
jm I j—1)m
< (1) ey

fir 5 =1,2,.... Hieraus folgt

2\ J/2
< (1= )
Wegen
112 i/2
(1——2> — 0 firj— oo
o

ergibt sich die Behauptung. O

In der Praxis wird das GMRES(m)-Verfahren dem eigentlichen GMRES-
Verfahren meist vorgezogen, da Rechenaufwand und Speicherplatz—Bedarf
beim GMRES—Verfahren einfach zu grof§ sind. Wir testen das GMRES(m)—
Verfahren mit m = 20 ebenfalls an dem Beispiel der zweidimensionalen dis-
kretisierten Konvektions-Diffusions-Gleichung Cyxyv = h2f mit N = 32
(also n = N? = 1.024) sowie

b= (cos Z,sin%)T und f:= (1, ceey l)T.
Als Startvektor z¥ dient wieder der Nullvektor, und der Abbruchparameter
e wurde erneut als 1076 gewiihlt. Das GMRES(m)-Verfahren benétigt insge-
samt 178 Iterationen, wobei die einzelnen Iterationen (fiir k£ > 20) natiirlich
wesentlich giinstiger sind als beim GMRES—Verfahren. Der Verlauf des relati-
ven Residuums fiir das GMRES(m)—Verfahren befindet sich in der Abbildung
6.2.

Bemerkung 6.17. (a) Einige der Hinweise aus der Bemerkung 6.13 gelten
natiirlich auch fiir das GMRES(m)—Verfahren. So kann man den Arnoldi-Teil
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Abbildung 6.2. Verlauf des relativen Residuums beim GMRES(m)—Verfahren

beispielsweise wieder durch geeignete Householder—Transformationen erset-
zen.

(b) Das GMRES(m)—Verfahren kontrolliert den Rechenaufwand und Speicher-
platzbedarf von GMRES, indem nach jeweils m Schritten ein volliger Neustart
durchgefiithrt wird. Alternativ kann man im Arnoldi—Verfahren auch nur auf
die letzten m Vektoren v, v*=1 . . vk¥=m+1 zuriickgreifen, womit man eben-
falls den Rechen— und Speicheraufwand beschrinken kann. Fiir weitere Ein-

zelheiten zu dieser Modifikation sei auf [53] verwiesen.

(c) Eine Reihe von weiteren Varianten des GMRES—Verfahrens werden bei-
spielsweise in den beiden Biichern [53] von Saad und [62] von van der Vorst
besprochen.

6.4 MINRES fiir symmetrische Systeme

Betrachte wieder das lineare Gleichungssystem Az = b mit b € R™ und ei-
ner reguliren Matrix A € R™ " die jetzt zusitzlich als symmetrisch vor-
ausgesetzt wird. Die Vorgehensweise zur Herleitung des MINRES-Verfahrens
(MINRES=MINimal RESidual) von Paige und Saunders [47] kann zunéchst
analog zum GMRES—Verfahren erfolgen. Dazu w#hlt man wieder B = [ in
dem Algorithmus 6.2, womit sich die folgenden Vorschriften als Grundversion
des MINRES—Verfahrens ergeben:
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Wihle 2° € R™ und setze r° := b — Az,
FORk=1,2,...
Bestimme z*¥ € R™ als Losung von

minimiere 3||b — Az|? fir z € 20 + K.
END

Man beachte hierbei, dass diese Grundversion des MINRES—Verfahrens vollig
iibereinstimmt mit derjenigen des GMRES—Verfahrens. Unterschiede treten
erst bei der Losung des Minimierungsproblems auf. Aufgrund der jetzt vor-
liegenden Symmetrie der Matrix A ergeben sich beim MINRES—Verfahren
dabei erhebliche Vereinfachungen gegeniiber dem GMRES—Verfahren, die
das MINRES—Verfahren wesentlich kostengiinstiger machen als das GMRES—
Verfahren zur Losung unsymmetrischer Gleichungssysteme.

Zwecks Berechnung von x* bestimmen wir zunichst wieder eine Ortho-
normalbasis des Krylov-Raumes

Ki = Kp(r®, A) .= span{ro, Arl Ak_lro}.

Dazu kann erneut der Arnoldi-Algorithmus 6.7 (bzw. seine Variante aus dem
Algorithmus 6.8) benutzt werden. Wegen der Symmetrie von A folgt mit den
in (6.6) definierten Matrizen Hj dann

Hy, = VT AV, = V7 ATV, = (VT AVR)” = HY .

Die obere Hessenberg—Matrix Hj, aus dem Lemma 6.10 ist also symmetrisch
und somit notwendigerweise von Tridiagonalgestalt. Betrachten wir hier aus
numerischen Griinden nur den modifizierten Arnoldi-Algorithmus 6.8, so re-
duziert sich die innere Schleife aufgrund der obigen Beobachtung auf die Vor-
schriften

hj—1; = (7",
w? = wl — hj_q i
= (V)"

w’ = w! — hjjUJ.

=
<.
<l

|

Andererseits impliziert die Symmetrie von Hy, auch
o —h = |l
hj—1; =hjj-1=[[w ",

wobei die zweite Gleichung aus den Vorschriften des modifizierten Arnoldi—
Verfahrens 6.8 folgt. Mit der Notation

oji=hj; und Bji=hj;q (=hj_1;= ||wj_1||)

ergibt sich aus dem modifizierten Arnoldi-Verfahren 6.8 der nachstehende
Algorithmus zur Bestimmung einer Orthonormalbasis des Krylov—Raums ICj,
im Falle einer symmetrischen Matrix, der in der Literatur iiblicherweise als
Lanczos—Verfahren bezeichnet wird.
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Algorithmus 6.18. (Lanczos—Verfahren)
Wiihle z° € R™.
Setze 19 := b — Az®, 00 := 0,v! :==70/||r°|, 31 := 0.

FOR j=1:k
wl = Av? — BTl
aj = (w)Toi;
wl = w! — ajvd;
Bi1 = [lw’|;

o=l B
END

Passen wir noch die Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt an und schrei-
ben

ay B 0
Tk = Hk: 62 a2 B ERka,
SN
0 Br ax
ay Bo 0
L B2 az
Ty :=Hy, = o | € R+1)xk (6.13)
Br o
0 Br+1
sowie | |
Vj, = vl ,Uk c RnXk7

so gilt aufgrund des Lemmas 6.11 die Beziehung
AV = Vi1 T (6.14)

Da die Spalten von Vj wieder eine Orthonormalbasis des Krylov—Raumes Ky,
bilden, lisst sich jeder Vektor x € z° + K, schreiben als x = 20 + V,y fiir
ein y € R*. Mit e; := (1,0,...,0)” € R**! und (6.14) folgt dann (analog zur
Vorgehensweise in (6.10))

16— Az| = [[b— A(z° + Viy)||
= [|r® — AViy||
= |[[I7°llv" = AViy)||
= |[I7°llv* = Vi1 Ty
= |[Vira (I7°ller = Twy) |
= |[I7°llex = Tryl,
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wobei die letzte Gleichheit wieder aus der Orthogonalitét V,g;leH = [ folgt.
Also kénnen wir die Losung des in der Grundversion des MINRES-
Verfahrens auftretenden Ausgleichsproblems wieder ersetzen durch das Mi-

nimierungsproblem -
min H{Oel — TkyH, y € RF (6.15)

mit (o := ||rY||. Damit ist die Grundversion des MINRES-Verfahrens dquiva-
lent zu der folgenden Vorgehensweise:

Wihle 20 € R™,

Setze r¥ :=b — Ax°, (o := |70

FORk=1,2,...
Berechne die Matrix T aus (6.13).
Bestimme eine Losung y* des Ausgleichsproblems (6.15).
Setze z¥ := 2% 4+ Vy*.

END

Die Elemente der Matrix T lassen sich aber mit dem Lanczos—Verfahren aus
dem Algorithmus 6.18 berechnen, so dass sich das obige Verfahren wie folgt
spezifizieren lésst:

Wihle 20 € R™.
Setze r¥ := b — A0, (o := |70, v° := 0,0! :=10/{p und By := 0.
FOR k =1,2,...

wk = AvF — GoFL;

ap = (w*)Tv¥;
wk = wh — apok;
Bry1 = [lw*];

V= w0 [
Bestimme eine Losung y* des Ausgleichsproblems (6.15).
Setze zF := 29 4+ Vj,yF.
END
Soweit ist die Vorgehensweise im Prinzip analog zu jener beim GMRES-
Verfahren. Da T, als Matrix von der Form

T, = o e R+ xk

0

aber eine einfachere Gestalt hat als die entsprechende Matrix Hj beim
GMRES—Verfahren, ergibt sich hier eine wesentlich kostengiinstigere Metho-
de zur Losung des Ausgleichsproblems (6.15). Im Prinzip hat man wieder
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k Givens—Rotationen Gai,Gs2,...,Giy1,, anzuwenden, um die untere Ne-
bendiagonale von T, zu eliminieren. Dies erzeugt im oberen Dreieck aller-
dings eine weitere Nebendiagonale, so dass sich nach erfolgter Anwendung
der Givens—Rotationen eine Matrix der folgenden Gestalt ergibt:

* ok ok 0
% %
_ RN . Ry,
Grt1k - G32GnTy = =: Ry = 0 (6.16)
o
*
0 0

mit einer oberen Dreiecksmatrix Rj € RF** bei der allerdings nur drei Dia-
gonalen besetzt sind. Hat man diese Berechnungen in der Iteration k£ durch-
gefiihrt, so stellt sich die Situation im néchsten Iterationsschritt k + 1 erneut
einfacher dar, denn die Matrix Tk+1 unterscheidet sich von der Matrix T, im
Prinzip wieder nur dadurch, dass eine neue Spalte am Ende hinzugefiigt wird:

0

T. |0
Br+1

k41
0 0|Bkt2

Um diese Matrix auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, hat man wieder nur
die untere Nebendiagonale zu eliminieren. Fiir den Tj,-Block haben wir dies
aber schon im vorherigen Schritt k getan, so dass die dort berechneten Givens—
Rotationen Gy, . .., G411, nur noch auf die ersten £4-1 Elemente der letzten
Spalte von T4, angewendet werden miissen. Im Gegensatz zur Vorgehens-
weise beim GMRES—Verfahren stehen in dieser letzten Spalte aber fast nur
Nullen, so dass die Anwendung der meisten dieser Givens—Rotationen auf diese
letzte Spalte gar nichts bewirkt. Tatséchlich sorgen nur die Givens—Rotationen
Gpk—1 und Gy fiir Verdnderungen in der letzten Spalte von Try1. Al-
le anderen zuvor berechneten Givens-Rotationen, also Gai,...,Gr—1 k-2,
benotigt man im Folgenden nicht mehr. Insbesondere brauchen diese Givens—
Rotationen (oder die sie definierenden Elemente) auch nicht abgespeichert zu
werden.

Natiirlich hat man in der Iteration k + 1 dann noch eine neue Givens—
Rotation G2 k+1 zu berechnen, um damit das Element 352 in dem unteren
Eck von T 1 zu eliminieren.

Insgesamt braucht man in einer Iteration des MINRES—Verfahrens daher
nur 3 Givens—Rotationen an Stelle der k& Givens—Rotationen im k-ten Ite-
rationsschritt des GMRES—Verfahrens. Damit haben wir zwar eine effiziente

Tiy1 =
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Methode zur Bestimmung einer Losung y* des Ausgleichsproblems (6.15) ge-
funden, fiir die Berechnung des eigentlich interessierenden Vektors z* iiber die
Formel

2t =20 + Vit (6.17)

verwendet man allerdings alle Spaltenvektoren der Matrix Vj, was fiir sym-
metrische Matrizen A einen viel zu grolen Speicherplatz—Aufwand darstellt.
Tatséchlich ist es moglich, den Vektor z* mittels einer kurzen Rekursion aus
bereits bekannten Daten herzuleiten. Zu diesem Zweck erinnern wir daran,
dass sich ¥ in der obigen Notation als Losung des Ausgleichsproblems

min ||(061 —TkyH, y € R¥,

ergab, das mit Hilfe geeigneter Givens—Rotationen dquivalent formuliert wur-
de als .
min HEk — RkyH.

Hierbei ist R}, natiirlich die Matrix aus (6.16) und

=k _. 2 k+1
zZv = (Ck) eR (6.18)

der sich entsprechend aus (pe; durch sukzessive Multiplikation mit den
Givens—Rotationen Gay, G2, ..., Git1,1 ergebende Vektor. Mit (6.16)—(6.18)
folgt daher

o A = flcoer ~ Tyt
= 7 - Rt
. Zk Rk k 2
H(ck)_(o)y H
= |I2% = Ry ||” + [
= |G|’

denn y* ergibt sich gerade durch Riickwiirtssubstitution aus dem linearen
Gleichungssystem Ryy = z*. Insbesondere gibt die Grofle

[t

I

)

k. gerade das aktuelle

Il

also der Betrag der letzten Komponente des Vektors Z
Residuum an. Dies ist konsistent mit der Definition von (o = ||r

Fiir spitere Zwecke vermerken wir an dieser Stelle auch noch, dass sich
der Vektor ¥ € R**! per Definition rekursiv aus

k zh 1 k+1
Z" = Gri1k 0 e RFF (6.19)

ergibt. Ist hierbei G415 = Grt1,x(ck, sk) und schreiben wir
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k zF k41 k—1 2F1 k—1)+1
zF = e RFFL Zh-1 = e Rk—D+
Ck Ch—1

in Analogie zu (6.18), so folgt aus der Beziehung (6.19) unmittelbar

k—1 k—1
k —k—1 z z
z _k z
=7Z" = Grt1,k =Gry1u | -1 | = lr-1 |
Ck 0 0 _
SkpCr—1

denn die Givens—Rotation G411 k(ck, sk) wirkt nur auf die letzten zwei Kom-
ponenten von z*, indert also nur die letzte Komponente von z*. Also ist

k-1
2k = < ~ ) und (= —SpCr_1- (6.20)

ckCr—1

Wir setzen zur Abkiirzung jetzt
Py :=VyR,' < DR, =V,

und bezeichnen die Spalten von P mit p',p?...p*:

Ferner ist Ry von der speziellen Gestalt

711 712 T13 0
T92 T23 T24
Rk; = "33 )
' Th—2,k
Th—1,k—1 Thk—1,k
0 Tk,k

vergleiche (6.16). Man beachte hierbei, dass zuniichst sowohl die Spalten p?
von Py, als auch die Elemente r;; von Ry vom Index k abhéngen. Die Konstruk-
tion von Ry, impliziert allerdings, dass die fithrende (k—1)x (k—1)-Blockmatrix
von Ry gerade Rj_; ist, so dass die Elemente der Matrix Ry letztlich doch
unabhéngig vom Index k sind. Hieraus folgt dann wiederum, dass auch die
Spalten der Matrix Py nicht von k abhéingen, denn aus PyR; = Vj ergibt
sich, dass die Spalten von Py nichts anderes als eine Linearkombination der
Spalten von Vj, sind. Wegen

Vi=| vl o2 .. 0k
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und der speziellen Gestalt von Ry ergibt sich aus PyRi = Vi némlich die
Beziehung

7“111?1 = 017
riept 4 Togp? =7,
rispt 4+ rasp®  + ragp® =0,
T24P2 + : U4a

raap® 4 rapt =

Tk—2,kpk_2 + Tk—lJcpk_l + regpt = P,
Fiir rgx # 0 liefert dies die Rekursionsvorschrift

= (0% — ek = s kY [T (6.21)

Wegen (6.20) folgt auBerdem

a* = 2% + Vi

=20+ VkRglzk

=20 4 P,2"
. o [
=z + [Py 1|p [ }
[ '] ckCr—1
=2+ Py 2" enGro1p®
k1

= 2"+ o Geap”.

Dies ist die gewiinschte Aufdatierungsformel fiir den Iterationsvektor z*, die
ohne Abspeicherung aller Vektoren v, ..., v¥ auskommt, da p* wegen (6.21)
ebenfalls einer kurzen Rekursion geniigt.

Ferner muss man y* bei dieser Vorgehensweise gar nicht berechnen, da
die eigentlich interessierende Grofie z* explizit vorliegt. Aus diesem Grunde
braucht auch die obere Dreiecksmatrix Ry nicht weiter abgespeichert zu wer-
den, sondern lediglich die drei von Null verschiedenen Eintrége ry_o x, k-1
und 7k aus der letzten Spalte, die wir im Folgenden einfach mit p;, p2 und
p3 bezeichnen. Auflerdem ist es nicht notig, die Elemente ¢, und s; aller
Givens—Rotationen G415 zu speichern, da pro Iteration lediglich drei sol-
cher Matrizen bendttigt werden. Aus diesem Grunde benutzen wir hierfiir die
Bezeichnungen ¢4, Sold, ¢, § Und Chew; Snew- Unter Verwendung dieser Notati-
on liefert die Anwendung der beiden alten Givens—Rotationen Gj_1 j—2 und
Gy x—1 auf die letzte Spalte der Matrix T, beispielsweise

0 0 0 0
0 Gr_1,k—2 0 Gk k-1 0 _ 0
0 — So1d Bk — So1d Bk =1 m
Br Cold Bk c-Cold P+ 5y P2
ay Qg —5-Cold " B +C-ay 03

Brt+1 Br41 Br+1 Br+1
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Dabei entspricht p3 noch nicht der finalen Grofie p3, denn ps wird ja noch

durch die anschlieende neue Givens-Rotation Gy zur Elimination von
Br+1 verandert. Dies geschieht durch Verwendung der Vorschriften

)

7= |ps| + |Brs
vi=rT- \/([)3/7')2 + (5k+1/7')27

Cnew = ﬁ3/V7

Snew ‘= 5k+1/1/;

mit deren Hilfe sich

0 0 0
0 Grn | O 0 X
s . “+1
P1 — pr| | P €R
P2 P2 P2
p3 v p3
Br+1 0 0

ergibt. Schreiben wir schlieBlich p™®™, p, p°'4 an Stelle von p*, p*~1, p*=2 und

verfahren &hnlich bei einigen anderen Groflen, so erhalten wir durch Zu-
sammenfassung der obigen Ausfithrungen die nachstehende Realisierung des
MINRES—Verfahrens.

Algorithmus 6.19. (MINRES-Verfahren)

Wihle Startvektor x° € R™ und Abbruchparameter € > 0.

Setze k = 0,70 := b — Ax°, (o == |70, ¢ = Co,v = 0,0" := 10 /(o Brew :=
0.

Setze c:=1,8:= 0, Cpew := 1, Spew := 0.

Setze p := 0,p"” := 0 und z := 2°.

FOR k=1,2,...
% Lanczos-Algorithmus zur Berechnung von T
ﬁ = 6new;
Uold =0, = phew .

eV . — Ay — ﬂ’l)Old;

o= (v"ew)Tv;

QTeW . — ynew _ av;

ﬁnew = ||Unew||’.

Unew = vnew/ﬂnew;

% Wende alte Givens-Rotationen auf letzte Spalte von T} an
Cold ‘= C; Sold ‘= S, C = Cnew, S ‘= Snews

p1 = So1d - B;

p2i=cC-Cog- B+

p3i=C- =5 Cold [
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% Neue Givens-Rotation zur Elimination von Ty(k +1,k)
T = |ﬁ3| + |ﬁnew|;

vi=r- \/(ﬁ3/7-)2 + (Bnew/T)?%;

Cnew +=— P~3/’/;

Snew +— 5new/1/;

p3 =V

% Aufdatierung von P

Pt = p,p = pteY;

P = (v — p1p® — pap) /ps;

% Berechnung der neuen Iterierten z*

T:=2T+ Cpew - C . pnew;

% Abbruchkriterium

C = —Spew* C;

IF [¢]/¢o < e: STOP
END

Numerisch mag es sinnvoll sein, die Anweisung

Unew — Unew/ﬁncw

erst in der nachfolgenden Iteration durchzufiihren, da der Vektor v™" (im
Gegensatz zu der skalaren Grofle Bhey) auch erst dort benétigt wird und die
Division durch Bhew kurz vor Abbruch des Verfahrens kritisch sein kann.

Das MINRES—Verfahren benétigt zur Durchfiihrung neben dem Bedarf
zur Ausfithrung des Matrix—Vektor-Produktes Av einen Speicherplatz von
im Wesentlichen 7 Vektoren, némlich fiir v°'9, v, vV, p°ld, p p"®¥ und z. Das
Matrix—Vektor—Produkt Av wird nur einmal gebraucht und kann daher auf
dem Platz von v™*V zwischengespeichert werden.

Als wesentlicher Rechenaufwand ergeben sich fiir den Algorithmus 6.19

1 Level 2-Operation und
7 Level 1-Operationen.

Die Level 2-Operation ist hierbei gerade das Matrix—Vektor—Produkt Av, und
die 7 Level 1-Operationen setzen sich zusammen aus

2 Skalarprodukten (zur Berechnung von a und [yey) sowie
5 saxpy’s (fiir z,v™" und p"°v),

wobei die Berechnung der Vektoren v™°% und p"°*%" jeweils zwei saxpy’s
benotigt.

Testen wir das MINRES—Verfahren aus dem Algorithmus 6.19 an dem
Beispiel der zweidimensionalen diskretisierten Helmholtz—Gleichung

Hyynv=h>f

aus dem Abschnitt 1.8 mit A = 3.0, N = 32 (also Hyxy € R1024x1024) " dor
rechten Seite f := (1,...,1)7, dem Startvektor z° := (0,...,0)” und dem
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Parameter ¢ = 107, so bricht das Verfahren nach 190 Iterationen mit der
gewiinschten Genauigkeit ab. Der zugehorige Verlauf der relativen Residuen
ist in der Abbildung 6.3 wiedergegeben.

10°

107

10~

10°

107

10°

10°

107

L L L L L L L L L
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abbildung 6.3. Verlauf des relativen Residuums beim MINRES—Verfahren

Ubrigens wird dieses Beispiel auch mit dem CG-Verfahren innerhalb von
199 Iterationen gelost. Der Verlauf der zugehorigen relativen Residuen ist
allerdings wesentlich stirker oszillierend als beim MINRES—Verfahren, ver-
gleiche die zugehorige Abbildung 6.4. Tatséchlich lassen sich symmetrische
(nicht notwendig positiv definite) Gleichungssysteme oft auch mit dem CG-
Verfahren 16sen, allerdings ist der Residuenverlauf dann stets erheblichen
Schwankungen ausgesetzt, die letztlich dadurch entstehen, dass die Koeffi-
zientenmatrix negative Eigenwerte besitzt.

Bemerkung 6.20. (a) Von Paige und Saunders [47] stammt noch eine zweite
Methode zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit einer symmetri-
schen Matrix, das sie als SYMMLQ bezeichnen. Dabei handelt es sich um ein
Ritz-Galerkin—Verfahren. SYMMLQ bestimmt die Iterierte z* also aus den
Bedingungen

F e+ K, und b— Az* L Ky.

Benutzen wir die Bezeichnungen aus diesem Abschnitt und schreiben z* =

20 + V% mit einem y* € R¥, so sind diese Bedingungen dquivalent zu
0=V7(b— Az®) = VI (° — AViy®) = |0 |er — ViTAV, = [|#0|er — Try/.

Da T}, tridiagonal ist, kann man y* hieraus sehr leicht berechnen. Mit einem
ghnlichen Trick wie beim MINRES—Verfahren erhilt man hieraus sogar direkt
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10°

10"

10°
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10°F
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10°F
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Abbildung 6.4. Verlauf des relativen Residuums beim CG—Verfahren

eine Aufdatierungsvorschrift fiir die Iterierten z*, vergleiche [47].

(b) Der hier benutzte Zugang zur Herleitung des MINRES-Verfahrens kann
auch zur Konstruktion des CG—Verfahrens benutzt werden. Weitere Einzel-
heiten hierzu findet man beispielsweise in dem Buch [17] von Demmel.

6.5 Priakonditionierte Verfahren

Will man die Effizienz und Robustheit eines iterativen Verfahrens zur Losung
eines linearen Gleichungssystems

Az =b (6.22)

mit A € R"*" reguldr und b € R™ verbessern, so wendet man die iterativen
Methoden iiblicherweise auf ein prikonditioniertes System an, welches die
gleiche Losung wie das Ausgangssystem (6.22) besitzt. Sind P, P € R™"*"
etwa zwei reguldre Matrizen, so ist (6.22) beispielsweise dquivalent zu jedem
der folgenden Systeme:

P;'Az = P 'y (Links—Prikonditionierung), (6.23)

APp'y =b, = Pp'y (Rechts—Prikonditionierung), (6.24)

P 'APR'y = P ', ©=Pp'y (zweiseitige Prikonditionierung).(6.25)
Priakonditionierte Verfahren entstehen im Prinzip dadurch, dass man das
jeweils gewiinschte Verfahren auf das entsprechend prikonditionierte Glei-

chungssystem anwendet. Ahnlich wie beim CG-Verfahren sollte die hier-
bei auftretende Koeffizientenmatrix PglA, APg1 bzw. PEIAPgl dabei zum
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einen moglichst nahe an der Identitdt I, liegen, und zum anderen miissen
zusédtzlich auftretende lineare Gleichungssysteme mit den Koeffizientenmatri-
zen Pr, oder Ppg leicht 16sbar sein.

In diesem Abschnitt gehen wir auf die explizite Wahl von Py und Pg
nicht weiter ein und verweisen hierfiir auf den kommenden Abschnitt 6.6 oder
den schon im Zusammenhang mit dem CG—Verfahren behandelten Splitting—
basierten Priakonditioniern aus dem Abschnitt 5.5. Stattdessen iiberlegen wir
uns hier, wie sich die in diesem Kapitel besprochenen GMRES—, GMRES (m)—
und MINRES—Verfahren auf ein prikonditioniertes Gleichungssystem iibert-
ragen lassen.

Dazu untersuchen wir zunéchst das GMRES—Verfahren, wobei entspre-
chende Uberlegungen natiirlich auch fiir das GMRES(m)-Verfahren gelten.
Da das GMRES—Verfahren prinzipiell auf beliebige regulire Matrizen an-
wendbar ist, kénnen wir dieses Verfahren auf jedes der vorkonditionierten
Gleichungssysteme (6.23), (6.24) oder (6.25) anwenden.

Benutzen wir das GMRES—Verfahren beispielsweise fiir das links—préikon-
ditionierte System (6.23), so ergibt eine direkte Ubertragung aus dem Algo-
rithmus 6.12 das nachstehende Verfahren, wobei wir hier ¢* := P Y(b— AxF)
fiir das Residuum des prikonditionierten Systems schreiben.

Algorithmus 6.21. (Links—prikonditioniertes GMRES-Verfahren)
Wiihle Startvektor x° € R™, P, € R™*" regulir und Abbruchparameter € > 0.
Bestimme ¢° aus Prq® = b — A2°, und setze 3 = |¢°|,v' := ¢°/B und
zZ1 = /8
FOR k=1,2,...
% Modifizierter Arnoldi-Algorithmus zur Berechnung von Hy,
Bestimme w* aus Prwk = Av*;
FORi=1:k
hik = (Ui)ka,'
wk = wk — vt
END
her1e = "]
Uk+1 = wk/hk—i-l,k;
% Anwendung von Givens-Rotationen auf (6.11)
% Wende alte Givens-Rotationen auf k-te Spalte von Hj an
FORi=1:(k—1)

( Dk ) <Ci Sz)( Dk >
hivie ) \—si¢ hivik )’

% Bestimme neue Givens-Rot. zur Elimination von H(k+1,k)
7= [hk| + |hey1el;

Vi=T: \/(hkk/’r)z + (hk+1,k/7_)2;

C = hkk/V,'

S i — hk+1’k/y,' .

% Anwendung der neuen Givens-Rotation auf Hy




252 6 GMRES und verwandte Verfahren

hkk =V,

hiy1k :=0;

% Anwendung der neuen Givens-Rotation auf rechte Seite z
Zk+1 ‘= —SkZk;

Zk = CkZL,

% Abbruchkriterium

IF |zx+1|/8 < e: STOP

k

END
% Riickwdrtssubstitution zur Berechnung von yk
Yk = 2/ ik

FORi=(k—1):—-1:1

vi = (2 — iy hagyy) [hais
END
% Berechnung der Naherungslosung z¥ := 20+ V¥
k=20 + Zle yiv';
Ebenso elementar ist die Ubertragung des GMRES-Verfahrens auf das rechts—
bzw. zweiseitig prékonditionierte System (6.24) bzw. (6.25). Die Abbruchkri-
terien der drei prikonditionierten GMRES—Verfahren sind allerdings nicht
direkt vergleichbar. Das urspriingliche GMRES—Verfahren beispielsweise be-
nutzt das relative Residuum

|

Hro <e mit rF:i=b— Az*,
71l
das links—priakonditionierte GMRES—Verfahren hingegen testet die Unglei-
chung

k
—|||q0 <e mit ¢t := PL_l(b — Azk),
q

und das rechts—prakonditionierte GMRES—Verfahren iiberpriift die Bedingung

HpkH <e mitpfi=b_ APk
1Pl = P R Y-

Mit z¥ = Py Ly ist die letztgenannte Ungleichung #quivalent zum Abbruch-
kriterium beim eigentlichen GMRES—Verfahren, wéhrend der Test beim links—
prakonditionierten GMRES—Verfahren von dem des urspriinglichen GMRES—
Verfahrens verschieden ist. Wir werden auf diese Problematik in Form der
Aufgabe 7.9 noch einmal zuriickkommen.

Hier dagegen wenden wir uns nun dem prikonditionierten MINRES—
Verfahren zu. Das MINRES—Verfahren ist per Konstruktion nur auf symme-
trische Gleichungssysteme anwendbar. Da die Symmetrie von A durch Links—
oder Rechts—Multiplikation mit einer reguldren Matrix im Allgemeinen aber
zerstort wird, kommen die prikonditionierten Systeme (6.23) und (6.24) schon
mal nicht in Frage. Stattdessen wenden wir das MINRES—Verfahren auf das
beidseitig prikonditionierte System
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C'AC™"CT2 =C™ ' (6.26)

mit einer reguldren Matrix C' an. Dies entspricht dem linearen Gleichungssy-
stem (6.25) mit Py, := C und Pg := C”. Die Vorgehensweise beim MINRES—
Verfahren ist dabei dhnlich zu der des prikonditionierten CG—Verfahrens, wo-
bei wie dort die Matrix C nicht explizit vorliegt, sondern im Allgemeinen nur
die Matrix

P:.=CC".

Insbesondere kommen fiir das MINRES—Verfahren daher nur symmetrische
und positiv definite Prékonditionierer P in Frage.

Zur Herleitung des priakonditionierten MINRES—Verfahrens haben wir vor
allem das Lanczos—Verfahren aus dem Algorithmus 6.18 geeignet anzupassen.
Hierzu schreiben wir das lineare Gleichungssystem (6.26) in der Form

Az =b (6.27)
mit ~ ~
A=CAC™", 5 =C"2,b:=C"'b.
Wenden wir das Lanczos—Verfahren auf das System (6.27) an und versehen

alle hierbei entstehenden Gréflien mit dem “-Symbol, so ergeben sich die fol-
genden Vorschriften:

Wihle ¥ € R™.
Setze 70 := b — A0, 70 := 0,0" := #0/||7|, By := 0.
FORj=1:k
W= A — B0
aj = (wf)Tv7;
W= w7 — @07
Bier = N
P =@
END

Setzen wir
wl = Cw’, v =00, =P, =P, o = qy, fi= Bj,
so lassen sich die obigen Aufdatierungen schreiben als
w! = Cw = CAW — 3,07~}
=CCrACTTC™ M — B;00 it
= AP 1 — ﬂjvjfl = A —,ijjfl,
a; = (W) = (C~tw?)T(C~ )
= (w)TCTTC M = (w)TP M = (w)T,

w = Cw = Cw — a;CV = w — o 07,
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Bip1 = [[@7]] = /(w9)Tw
= /(Clwi)T(C~1wi) = /(w))*C~TC—1wi
=V (w)"P~lwi = \/(w)yd,

vt = Ot = 0 B = w /B,

Aus dem Algorithmus 6.19 erhélt man somit das nachstehende vorkonditio-
nierte MINRES—Verfahren.

Algorithmus 6.22. (Prikonditioniertes MINRES—Verfahren)
Wiihle Startvektor x° € R™, P € R™ " symmetrisch positiv definit und Ab-
bruchparameter € > 0.
Setze k= 0,79 := b — Az, und bestimme z aus Pz =Y.
Setze Co = ||r°], ¢ == Co, 2 := 2/, v := 0,0 := 19 /Co, Brew = 0.
Setze c:=1,8:= 0, Cpew := 1, Spew := 0.
Setze p:=0,p"*" := 0 und x := 2V.
FOR k=1,2,...
% Lanczos-Algorithmus zur Berechnung von 7'
B = Brews
vl = gy 1=y,
eV = Ay — ﬁ’UOZd,’
a = (,Unew)TZ;
/UTLG’LU = ,Unew . a/U;
Bestimme z aus Pz = v™"%;
5new = (vnew)TZ’.
phew . — vnew/ﬁnew;
= Z//Bnew; o
% Wende alte Givens-Rotationen auf letzte Spalte von T an
Cold ‘= C; Sold ‘= S, C *= Cnew, S ‘= Snews
p1 = So1d - f;
p2i=cC-Cog- B+
p3i=c-a—5-Coq-[3; B
% Neue Givens-Rotation zur Elimination von T(k + 1,k)
T = |[73| + |5new|;
vi=T- \/(153/7—)2 + (Brew/T)?;
Cnew = ﬁ3/V;'
Snew = ﬁnew/y;

new .

p3 = v;

% Aufdatierung von P

pot = p,p = pe;

P = (v — p1p°! — pap) /ps;

% Berechnung der neuen Iterierten x*

T =2+ Cpew - C- DY
% Abbruchkriterium
< = —Spew C;

IF |¢|/¢o < e: STOP
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END

Der Algorithmus 6.22 unterscheidet sich vom eigentlichen MINRES—Verfahren
im Wesentlichen nur darin, dass in jeder Iteration jetzt zusétzlich ein lineares
Gleichungssystem mit dem Prikonditionierer P als Koeflizientenmatrix zu
16sen ist.

Abschlielend noch ein paar Worte zu einigen numerischen Resultaten der
hier vorgestellten prikonditionierten Verfahren. Wendet man beispielsweise
das prakonditionierte GMRES—Verfahren mit dem Gauf3-Seidel-Vorkondi-
tionierer Py, := D — L (vergleiche Abschnitt 5.5) auf die Konvektions—
Diffusions—Gleichung an, so benotigt das Verfahren lediglich 67 Iterationen ge-
geniiber den 80 Iterationen beim nicht vorkonditionierten GMRES—Verfahren.
Benutzt man denselben Préikonditionierer bei GMRES(m) mit m = 20, so
werden nur 100 Iterationen statt der urspriinglichen 178 Iterationen benétigt.

Wenden wir das prakonditionierte MINRES—Verfahren mit dem SGS—
Prikonditionierer (vergleiche wieder den Abschnitt 5.5) auf die zweidimen-
sionale diskretisierte Poisson—Gleichung an, so werden jetzt 26 Iterationen ge-
braucht, wiahrend das eigentliche MINRES—Verfahren hierfiir immerhin noch
50 Tterationen benotigt.

Man erkennt hieran, dass bereits sehr einfache Prékonditionierer die Ite-
rationszahlen zum Teil drastisch verringern kénnen.

6.6 Unvollstindige LR—Zerlegung

Wir betrachten wieder ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer re-
guldren Matrix A € R™ ™ und einer beliebigen rechten Seite b € R™. Wie
im vorigen Abschnitt erwéhnt, ist dieses Gleichungssystem dquivalent zu dem
prikonditionierten System

PI'APR 'y =P b, a2 =Pgly (6.28)

mit reguldren Matrizen Pp, P € R™*™. In diesem Abschnitt beschreiben wir
nun eine weitere Moglichkeit fiir die Wahl von geeigneten Matrizen P;, und
Pg. Diese basiert auf der so genannten unvollstindigen LR—Zerlegung (engl.:
incomplete LU decomposition, kurz: ILU) von A. Hierbei bestimmt man eine
normierte untere Dreiecksmatrix L € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix
R € R™"*"  die beide nur schwach besetzt sein sollen, so dass

A~ LR (6.29)

gilt. Man bestimmt also keine exakte LR-Zerlegung von A, da dies un-
ter Umstédnden zu einem erheblichen fill-in fithren kann, vergleiche die ent-
sprechenden Ausfithrungen im Abschnitt 5.6 zur unvollstindigen Cholesky—
Zerlegung.
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Hat man eine Zerlegung der Gestalt (6.29) gefunden, so ldsst sich die-
se prinzipiell auf drei verschiedene Weisen fiir das priakonditionierte System
(6.28) anwenden: Die Wahl von

Pr,:=LR, Pr:=1,
liefert ein links—prékonditioniertes System, die Wahl von
Pr:=1,, Pr:=LR
ein rechts—prékonditioniertes System, und die Wahl von
P,:=L, Ppr:=R

ergibt ein zweiseitig vorkonditioniertes Gleichungssystem.

Zur Bestimmung einer unvollstdndigen LR-Zerlegung gehen wir dhnlich
vor wie bei der unvollstdndigen Cholesky—Zerlegung im Abschnitt 5.6. Da-
zu bezeichnet B(A) := {(4,7) | ai; # 0} wieder die Besetztheitsstruktur von
A. Ferner sei M C {(4,5)|¢,7 = 1,...,n} auch hier ein vorgegebenes Bele-
gungsmuster, das iiblicherweise die Menge B(A) umfasst. Die Menge M soll
angeben, an welchen Stellen die Faktoren L und R der Zerlegung (6.29) von
Null verschiedene Eintriige haben diirfen. Eine unmittelbare Ubertragung des
Algorithmus 2.18 liefert dann folgendes Verfahren.

Algorithmus 6.23. (Unvollstindige LR—Zerlegung)
Wihle M C {(i,5) 4,5 =1,...,n} mit (i,i) € M fir allei=1,...,n.
FORk=1:(n—-1)
FORi=(k+1):n
IF (i,k) e M
Qi = Qi) Qkk;
FOR j = (k+1):n
IF (i,5) e M
Qij ‘= Qij — Qik * Q)
END
END
END
END
END

In der vorliegenden Form tiberschreibt der Algorithmus 6.23 die Matrix A mit
den (unvollstidndigen) Faktoren L (ohne die Diagonale) und R. Die Dreiecks-
matrizen L und R ergeben sich daher aus den Vorschriften

a;j fiir i > j mit (¢,75) € M,
0 fiir i > j mit (4, ) & M,
1 fiiri =y,
0 fiir i < j

lij =
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und
a;; fir i < j mit (i,5) € M,
ri; =4 0 filr i < j mit (i, §) € M,
0 fire>j.

Die Existenz einer unvollstdndigen LR—Zerlegung von A und damit die Durch-
fithrbarkeit des Algorithmus 6.23 ist natiirlich nicht gewahrleistet, schon
gar nicht fiir ein beliebiges Belegungsmuster M. Selbst fiir die Wahl M =
{(%,7) |4, = 1,...,n}, bei der die unvollstéindige LR—Zerlegung mit der ei-
gentlichen LR—Zerlegung aus dem Algorithmus 2.18 {ibereinstimmt, ist die
Wohldefiniertheit des Algorithmus 6.23 keineswegs gesichert, da bekanntlich
nicht jede Matrix eine LR—Zerlegung besitzt, vergleiche den Satz 2.14.

Fiir die Klasse der so genannten M-Matrizen haben Meijerink und van
der Vorst [43] allerdings zeigen kénnen, dass die unvollstindige LR—Zerlegung
bei beliebig gegebenem Belegungsmuster M C {(i,5)|4,5 = 1,...,n} stets
durchfiihrbar ist. Wir gehen auf dieses Ergebnis auch in den Aufgaben 6.8—
6.10 ein. Eine Verallgemeinerung dieses Resultates findet sich bei Manteuffel
[42]. Ansonsten gibt es in der Literatur diverse Varianten der hier vorgestellten
unvollstindigen LR—Zerlegung, siehe [53].

Aufgaben
Aufgabe 6.1. Verifizieren Sie explizit, dass die durch das Arnoldi—Verfahren
aus dem Algorithmus 6.7 erzeugten Vektoren v, ..., v* eine Orthonormalbasis

des Krylov—Raumes K}, bilden.

Aufgabe 6.2. Zeigen Sie, dass das allgemeine Minimum-Residuum—Verfahren
aus dem Algorithmus 6.2 stets wohldefiniert ist.

Aufgabe 6.3. Seien A € R™ "™ eine gegebene Matrix sowie K und L zwei
Unterrdume des R™. Zeigen Sie, dass die Matrix B := WTAV dann fiir alle
Matrizen V und W, deren Spalten eine Basis von K bzw. W bilden, regulir
ist, sofern eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) A ist symmetrisch und positiv definit und £ = K.
(b) A ist regulér und £ = AK.

Aufgabe 6.4. Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

01 0 .
0. 0

A= eER™™ und b:=]| .| eR”
1 :
1 0 0

und der Losung z* := (0, 1,0,..., O)T € R™. Untersuchen Sie, wie viele Itera-
tionen
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(a) das GMRES—Verfahren,
(b) das CGNR—Verfahren,
(c¢) das CGNE-Verfahren

zur Losung dieses Gleichungssystems bendtigen, wenn man jeweils 20 := 0 als
Startvektor wahlt.

Aufgabe 6.5. (Konvergenz von GMRES fiir diagonalisierbare Matrizen)

Sei A € R™™" diagonalisierbar , also A = X DX ! mit einer reguldren Ma-
trix X € R™*™ und einer Diagonalmatrix D = diag(A1,...,A,) (aufgrund des
Spektralsatzes 1.8 sind dann insbesondere symmetrische Matrizen diagonali-
sierbar). Dann gilt

k 0
T < ko(X) ma M) |r
Il < wa(X) . |o(3)] 1]
fiir jedes Polynom p vom Hochstgrad k mit p(0) = 1, wobei wir das GMRES—
Verfahren auf das Gleichungssystem Az = b mit einem beliebigem Startvektor
2% anwenden und k2 (X) die Spektral-Kondition der Matrix X bezeichnet.

Aufgabe 6.6. Betrachte ein lineares Gleichungssystem Az = b mit einer dia-
gonalisierbaren Matrix A € R™ ™ welche die k verschiedenen Eigenwerte
A1, ..., Ak besitze. Dann bricht das auf dieses Gleichungssystem angewandte
GMRES—Verfahren nach spétestens k Iterationen mit der exakten Losung von
Ax =b ab.

Hinweis: Wahle ein geeignetes Polynom in Aufgabe 6.5.

Aufgabe 6.7. Seien A € R"*"™ und v € R™\ {0} gegeben. Betrachte das fol-
gende Householder—Arnoldi—Verfahren (siehe Walker [65]):

Setze z(M) = v,
FOR j=1: (k+1)
Bestimme Householder-Matrix H; € R("=ITDx(n=i+1) pj¢
(9,20 29)T — (10,...,0)",
und setze
Ij—1 0 nxn
Hj = ( J - ) e Rnx™,

0 Hj
RU-1) .= sz(j);
q(]) = H1H2~-~Hj€j; .
20+ = H;H;_ ;- -H AqY) | falls j < k;
END

Zeigen Sie der Reihe nach:
(a) Es ist
Hy---H, (v AqY Ag® ... Aq(k)) - (h(O) XSO h(’“)).
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(b) Die Vektoren ¢, ¢®, ... ¢ sind zueinander orthogonal.
(c) Es gilt
AgD = "hijq" Vi=1,....k, (6.30)
i=1

wobei h;; = hl(-j) die i-te Komponente des Vektors h() bezeichnet.
(d) Die Vektoren ¢V, ¢, ..., ¢*) bilden ein Orthonormalbasis des Krylov—

Raums K (v, A), sofern h§21 # 0 ist.

Bemerkung: Mit

Vi = (q(l) q(2) .. q(k)) c R"Xk,
Viar == (q0 q@ - g0 gDy g Rrx(e+D),
Hy = (hij)1<i<isr € R(k+1)xk
1 k

lasst sich (6.30) offenbar schreiben als AV}, = Vi1 Hy, woraus man wie im Ab-
schnitt 6.2 eine Art GMRES—Verfahren unter Verwendung von Householder—
Spiegelungen herleiten kann. Man beachte hierbei, dass H}, wieder die Gestalt
einer oberen Hessenberg—Matrix hat!

Aufgabe 6.8. Sei A € R"*" eine M-Matriz, d.h., A habe die folgenden
Eigenschaften:

— A ist regulér,
—a;; <O0firalles,j=1,...,n mit i # j,
~A7t>0.

Dann ist a;; > 0 firalle: =1,...,n.

Aufgabe 6.9. Sei A € R"*" eine M-Matrix (vergleiche Aufgabe 6.8), so
dass wegen Aufgabe 6.8 insbesondere a;; # 0 gilt und ein Schritt der Gau—-
Elimination ohne Pivotisierung damit durchfiihrbar ist. Mit

0
1 a21
ll = . und L1 =1 - llef
a1 :
Gnl

liefere der erste Schritt der GauB-Elimination die Matrix A(?) := L; A. Zeigen
Sie:
(a) AP ist ebenfalls eine M-Matrix.

(b) Die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die man aus A®) durch Streichen der ersten
Zeile und Spalte erhélt, ist auch eine M—Matrix.
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Aufgabe 6.10. (Durchfithrbarkeit der unvollstéindigen LR-Zerlegung)

Seien A € R™*™ eine M-Matrix und M C {(i,7) |4,j = 1,...,n} ein beliebig
vorgegebenes Belegungsmuster, das zumindest alle Diagonalelemente (3, 7) fiir
1 =1,2,...,n enthalte. Dann ist der Algorithmus 6.23 durchfiihrbar.

Hinweis: Aufgabe 6.9

Aufgabe 6.11. Implementieren Sie das GMRES—Verfahren und testen Sie
es insbesondere am Beispiel der Konvektions—Diffusions—Gleichung. Schreiben
Sie auch ein Programm fiir das GMRES(m)—Verfahren und testen Sie dieses an
denselben Beispielen wie das GMRES—Verfahren, und zwar unter Verwendung
von verschiedenen Werten von m € N.

Aufgabe 6.12. Implementieren Sie das MINRES—Verfahren und testen Sie
es insbesonderen am Beispiel der Helmholtz—Gleichung. Vergleichen Sie die
numerischen Resultate auch mit dem auf dieselben Beispiele angewandten
CG—Verfahren.

Aufgabe 6.13. Implementieren Sie ein prikonditioniertes GMRES—Verfahren
unter Verwendung der unvollstdndigen LR-Zerlegung als Vorkonditionierer
(etwa mit dem Belegungsmuster M = B(A)). Testen Sie das Verfahren insbe-
sondere an der Konvektions—Diffusions—Gleichung. Wie verhilt sich das Ver-
fahren im Vergleich zum eigentlichen GMRES—Verfahren?
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