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27
Das Integral

Die beiden Probleme, als Erstes, aus gegebener Gleichung fiir die
Tangente die Kurve zu finden, als Zweites, die Kurve aus den Diffe-
renzen zu bestimmen, lassen sich auf ein und dasselbe zuriickfiihren.
Daraus lésst sich erkennen, dass das Umkehrproblem der Tangenten-
bildung aus der Quadratur herleitbar ist. (Leibniz 1673)

Utile erit scribit | pro omnia. (Leibniz, 29. Oktober 1675)

27.1 Stammfunktionen und Integrale

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Untersuchung von Differential-
gleichungen. Sie bilden einen der Knoten, die alle Gebiete der Naturwis-
senschaften und Ingenieurwissenschaften miteinander verkniipfen und es
wiire schwer ihre Rolle zu iiberschitzen. Wir haben uns bereits seit langem
auf dieses Kapitel vorbereitet, angefangen beim Kapitel ,, Kurzer Kurs zur
Infinitesimalrechnung* durch alle Kapitel iiber Funktionen, Folgen, Grenz-
werte, reelle Zahlen, Ableitungen und Modellbetrachtungen fundamentaler
Differentialgleichungen. Daher hoffen wir, dass der freundliche Leser sowohl
neugierig als auch bereit zu dieser Entdeckungsreise ist.

Wir beginnen mit der einfachsten Differentialgleichung, die dennoch von
fundamentaler Wichtigkeit ist:

Wir suchen zur Funktion f: I — R mit der Definitionsmenge
I = [a, b] die Funktion u(z) auf I, so dass die Ableitung u'(z)
von u(z) gleich f(x) ist, fir z € I.
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Wir kénnen dieses Problem préziser formulieren: Zu f : I — Ristu: I — R
gesucht, so dass

o' (x) = f(x) (27.1)

fiir alle z € I. Wir nennen die Losung u(z) der Differentialgleichung v'(x) =
f(z) fir x € I eine Stammfunktion von f(x) oder das Integral von f(x).

Um zu verdeutlichen, was wir unter der ,Lésung® von (27.1) verstehen,
betrachten wir zwei einfache Beispiele. Ist f(z) = 1 fir € R, dann ist
u(x) = x eine Losung von v/ (z) = f(x) fiir x € R, da Dz = 1 fiir alle x € R.
Ist etwa f(x) = z, dann ist u(z) = 22/2 eine Losung von u'(z) = f(x) fiir
r € R, da Dx?/2 = x fiir x € R. Daher ist die Funktion z eine Stamm-
funktion der konstanten Funktion 1, und 22 /2 ist eine Stammfunktion der
Funktion z.

! ?
y=x y:%mQ
-1 \\/>x
lbr:l D%m2:m
y 7 y J
A A y:x
y=1
> =T

Abb. 27.1. Dz =1 und D(z?/2) =z

Wir betonen nochmals, dass die Losung von (27.1) eine Funktion ist,
die auf einem Intervall definiert ist. Wir konnen das Problem auch prak-
tisch interpretieren und annehmen, dass u(z) fiir eine Anhdufung oder An-
sammlung steht wie Geld auf der Bank, eine Regenmenge oder die Hohe
eines Baums. Dabei reprisentiert x eine verénderliche Grofie wie die Zeit.
Dann entspricht die Lésung von (27.1) der Berechnung einer angesammel-
ten Grofie u(x) aus der Kenntnis der Wachstumsrate v/(x) = f(x) fiir alle
x. Diese Interpretation bringt uns auf die Idee, kleine Stiicke der augen-
blicklichen Inkremente oder Verdnderungen der Grofie u(x) zu summieren,
um so die angesammelte Groe u(z) zu erhalten. Daher erwarten wir, dass
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die Suche nach dem Integral u(z) einer Funktion f(z), wobei v'(z) = f(x)
gilt, uns zu einer Art Summation fiihrt.

Ein bekanntes Beispiel fiir dieses Problem ist etwa, dass f(x) eine Ge-
schwindigkeit ist und x fiir die Zeit steht, so dass die Losung u(x) von
u'(z) = f(z) den zuriickgelegten Weg eines Korpers angibt, der sich mit
der augenblicklichen Geschwindigkeit u/(z) = f(z) bewegt. Wie die oben
angefiihrten Beispiele zeigen, konnen wir dieses Problem in einfachen Fillen
losen. Ist beispielsweise die Geschwindigkeit f(z) gleich einer Konstanten
v fiir all z, so ist der in der Zeit x zuriickgelegte Weg gleich u(z) = vz.
Wenn wir uns mit der konstanten Geschwindigkeit 4 km/h zwei Stunden
lang bewegen, dann haben wir 8 km zuriickgelegt. Wir erreichen diese 8
km, indem wir schrittweise Weg ansammeln, was offensichtlich ist, wenn
wir spazieren gehen!

Eine wichtige Beobachtung ist, dass die Differentialgleichung (27.1) al-
leine nicht ausreicht, um die Losung u(z) zu bestimmen. Steht f fiir die
Geschwindigkeit und u fiir den von einem Korper zuriickgelegten Weg, so
bendtigen wir die Anfangsposition und nicht nur den zuriickgelegten Weg,
um die aktuelle Position zu bestimmen. Ganz allgemein ist eine Losung
u(x) von (27.1) nur bis auf eine Konstante bestimmt, da die Ableitung ei-
ner Konstante Null ist. Ist w'(x) = f(x), dann ist auch (u(x) 4+ ¢)’ = f(x)
fiir jede beliebige Konstante c. So erfiillen beispielsweise sowohl u(z) = 2
als auch u(z) = 22 + 1 die Gleichung v/(z) = 2x. Graphisch kénnen wir
erkennen, dass es viele , parallele“ Funktionen gibt, die dieselbe Steigung
in jedem Punkt haben. Die Konstante ldsst sich bestimmen, wenn wir den

AT

Steigung f(x)

Abb. 27.2. Zwei Funktionen, die in jedem Punkt dieselbe Steigung haben

Wert der Funktion u(z) fiir einen Punkt angeben. So ist u(z) = 22 + ¢
die Losung von «'(z) = z mit einer Konstanten ¢, und die Angabe von
u(0) =1 fithrt zu ¢ = 1.

Ganz allgemein kénnen wir nun unser Anliegen folgendermaflen formu-
lieren: Seien f : [a,b] — R und ein Anfangswert u, gegeben. Gesucht wird
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u:[a,b] — R, so dass

u(a) = uq. (272)

{u’(a:) = f(z) fira<z<b,
Das Problem (27.2) ist das einfachste Beispiel eines Anfangswertproblems,
das eine Differentialgleichung und einen Anfangswert beinhaltet. Die For-
mulierungen sind eng daran gekniipft, dass x fiir die Zeit steht und u(a) =
ug dem Wert von u(x) zur Startzeit = a entspricht. Wir werden auch
dann von Anfangswerten reden, wenn z fiir eine andere Grofle steht. In
Fillen, in denen z eine Raumkoordinate darstellt, werden wir (27.2) auch
alternativ als Randwertproblem bezeichnen, wobei u(a) = u, nun ein vor-
gegebener Randwert ist.

Wir werden nun beweisen, dass das Anfangswertproblem (27.2) eine ein-
deutige Losung u(z) hat, wenn die gegebene Funktion f(x) Lipschitz-stetig
auf [a,b] ist. Dies entspricht dem Fundamentalsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung, der in Worten besagt, dass eine Lipschitz-stetige Funktion
eine (eindeutige) Stammfunktion besitzt. Leibniz bezeichnete den Funda-
mentalsatz als das ,,Umkehrproblem der Tangentenbildung*, da er das Pro-
blem mit der Absicht anging, eine Kurve y = u(z) zu finden, die in jedem
Punkt x der Steigung u'(x) der Tangente entspricht.

Wir werden einen konstruktiven Beweis fiir den Fundamentalsatz geben,
der nicht nur beweist, dass u : I — R existiert, sondern auch einen Weg
aufzeichnet, u(z) fiir jedes z € [a, b] in jeder gewiinschten Genauigkeit zu
berechnen, indem eine Summe von Werten von f(x) gebildet wird. Somit
liefert die Version des Fundamentalsatzes, die wir beweisen werden, zwei
Ergebnisse: (i) Die Existenz einer Stammfunktion und (ii) eine Méglichkeit,
um die Stammfunktion zu berechnen. Natiirlich ist (i) tatséchlich eine Folge
von (ii). Denn wissen wir, wie wir eine Stammfunktion berechnen, dann
wissen wir auch, dass sie existiert. Diese Vorgehensweise ist analog zur
Definition von /2, wozu wir eine Cauchy-Folge von Niherungslosungen
der Gleichung z? = 2 mit dem Bisektionsalgorithmus konstruiert haben.
Im Beweis des Fundamentalsatzes werden wir ebenfalls eine Cauchy-Folge
von Néherungslosungen der Differentialgleichung (27.2) konstruieren und
nachweisen, dass der Grenzwert der Folge eine exakte Losung von (27.2)
ist.

Wir werden die Losung u(x) von (27.2), die wir aus dem Fundamentalsatz
erhalten, mit Hilfe von f(z) und u, wie folgt formulieren:

u(x) = /$ fly)dy +u, fira<z<b, (27.3)

/ " i) dy

wobel wir
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als das Integral von f iiber dem Intervall [a, x] bezeichnen, a und x als die
untere und obere Integrationsgrenze, f(y) als den Integranden und y als In-
tegrationsvariable. Diese Bezeichnungen wurden am 29. Oktober 1675 von
Leibniz eingefiihrt, der sich unter dem Integralzeichen [ eine ,,Summation
vorstellte und unter dy das , Inkrement“ in der Variablen y. Die Schreib-
weise von Leibniz ist Teil des groflen Erfolgs der Infinitesimalrechnung in
den Naturwissenschaften und der Ausbildung und sie vermittelt (wie ei-
ne gute Hiille einer Schallplatte) einen direkten visuellen Zusammenhang
zum mathematischen Hintergrund des Integrals, sowohl in Bezug auf die
Konstruktion des Integrals als auch beziiglich des Umgangs mit Integralen.
Leibniz’ Wahl der Schreibweise spielte eine wichtige Rolle dabei, die Infini-
tesimalrechnung zu einer ,Maschine® zu machen, die ,,von alleine arbeitet*.

Wir fassen zusammen: Es gibt zwel wichtige Probleme in der Infinite-
simalrechnung. Das erste ist, die Ableitung u'(x) einer Funktion u(z) zu
bestimmen. Wir haben dieses Problem oben behandelt und wir kennen eine
Anzahl von Regeln, mit deren Hilfe wir dieses Problem angehen koénnen.
Das zweite Problem ist, eine Funktion u(z) fiir eine gegebene Ableitung
u’(z) zu finden. Beim ersten Problem gehen wir davon aus, u(x) zu kennen
und wir suchen u/(z). Beim zweiten Problem gehen wir davon aus, u'(x)
zu kennen und suchen u(zx).

Als kleines Nebenresultat ergibt der Beweis des Fundamentalsatzes auch,
dass das Integral einer Funktion iiber ein Intervall auch als Flache unterhalb
des Graphen der Funktion iiber dem Intervall interpretiert werden kann.
Dies verkniipft die Suche nach einer Stammfunktion bzw. die Berechnung
des Integrals, mit der Berechnung einer Fliche, d.h. der Quadratur. Wir
werden diese geometrische Interpretation unten noch weiter erldutern.

Wir halten fest, dass wir in (27.2) fordern, dass die Differentialgleichung
u'(z) = f(x) fir z im halboffenen Intervall (a,b] erfiillt ist und dass im
linken Endpunkt x = a die Differentialgleichung durch die Festlegung
u(a) = u, gegeben ist. Eine richtige Begriindung dafiir werden wir bei
der Entwicklung des Beweises des Fundamentalsatzes erkennen. Natiirlich
entspricht die Ableitung u'(b) im rechten Endpunkt z = b der linksseitigen
Ableitung von u. Aufgrund der Stetigkeit wird auch u'(a) = f(a) gelten,
wobei u/(a) der rechtsseitigen Ableitung entspricht.

27.2  Stammfunktion von f(z) = ™
firm=20,1,2,...

Fiir einige besondere Funktionen f(x) kénnen wir sofort die Stammfunk-
tionen u(z) angeben, die u'(x) = f(z) fiir x aus einem Intervall erfiillen.
Ist beispielsweise f(z) = 1, dann ist u(z) = = + ¢ mit konstantem c fiir
z € R. Ist weiter f(z) = z, dann ist u(z) = 22/2 + ¢ fir x € R. Ganz
allgemein ist fir f(z) = 2™ mit m = 0,1,2,3,... die Stammfunktion
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u(z) = 2™ /(m + 1) + ¢. Mit der Schreibweise (27.3) fiir z € R konnen

wir auch schreiben:
x x LC2
/ ldy = x, / ydy = — (27.4)
0 0 2

und allgemeiner fiir m =0,1,2,...,

x xm+1
/ yrdy = (27.5)
0

da die rechte wie die linke Seite fiir x = 0 Null ergeben.

27.3 Stammfunktion von f(z) = z™
firm=-2,-3,...
Wir halten fest, dass v/ (z) = —nz~ "D fiir v(z) = 2 " mit n = 1,2,3,... .,

falls z # 0. Daher lautet die Stammfunktion von f(z) = z™ fir m =
—2, -3, ... offensichtlich u(z) = 2™*!/(m+1) fiir z > 0. Wir kénnen diese

Tatsache folgendermaflen schreiben: Fiir m = —2, -3, ... ist
v amtl 1
Mdy = — ——— fii 1 27.
/1y Yy 1 mrl ir z > 1, (27.6)

wobei wir die Integration willkiirlich bei x = 1 beginnen. Der Anfangspunkt
ist wirklich uninteressant, so lange wir 0 vermeiden. Wir miissen 0 vermei-
den, da die Funktion ™ fiir m = —2, -3, ... gegen Unendlich strebt, falls
x sich an Null anndhert. Um den Beginn bei x = 1 auszugleichen, ziehen
wir den entsprechenden Wert von 2™*!/(m + 1) bei z = 1 von der rechten
Seite ab. Wir kénnen analoge Formeln fiir 0 < < 1 und « < 0 angeben.

Zusammenfassend haben wir gesehen, dass fiir m = 0, 1,2, ... die Polyno-
me z™ die Stammfunktionen ™! /(m + 1) haben, die wiederum Polyno-
me sind. Weiterhin haben auch die rationalen Funktionen z™ fiir m =
—2,-3,... die Stammfunktionen z™*1/(m + 1), die ebenfalls rationale
Funktionen sind.

27.4 Stammfunktion von f(z) = 2" fir r # —1

Bisher waren wir recht erfolgreich, aber wir sollten nicht tibertrieben selbst-
sicher werden. Denn wir stoflen bereits bei diesen ersten Beispielen auf ein
ernstes Problem. Da Dx® = sz*! fiir s # 0 und > 0, kénnen wir die
vorangegangenen Argumente auf rationale Potenzen von x erweitern und
erhalten fir r =s—1# —1:

v "l 1
"dy = — fi 1. 27.
/1y Y o ir © > (27.7)
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Diese Formel verliert ihre Giiltigkeit fiir 7 = —1 und deswegen kennen wir
keine Stammfunktion fiir f(z) = «” mit » = —1 und wir wissen noch nicht
einmal, ob eine existiert. Tatséchlich kénnen wir die Differentialgleichung
(27.2) meistens nicht so 16sen, dass wir die Stammfunktion u(z) einfach
als Ausdruck bekannter Funktionen schreiben. Dass wir in der Lage sind,
einfache rationale Funktionen zu integrieren, ist eine Ausnahme. Der Fun-
damentalsatz der Differential- und Integralrechnung wird uns einen Ausweg
weisen, so dass wir unbekannte Losungen auf jede gewiinschte Genauigkeit
anndhern kénnen.

27.5 Ein kurzer Uberblick iiber den bisherigen
Fortschritt

Jede Funktion, die wir als Linearkombination, Produkt, Quotient oder
durch Zusammensetzen von Funktionen der Form z" mit rationalen Po-
tenzen r # —1 und z > 0 erhalten, kann analytisch abgeleitet werden.
Ist u(z) eine derartige Funktion, so erhalten wir eine analytische Formel
fiir v/(x). Wihlen wir nun f(z) = «/(x), dann erfiillt u(x) natiirlich die
Differentialgleichung «'(x) = f(x), so dass wir mit Hilfe der Leibnizschen
Schreibweise formulieren kénnen:

u(a:)z/oxf(y)dy—ku(O) fiir x > 0.

Diese Formel besagt, dass die Funktion u(x) Stammfunktion ihrer Ablei-
tung f(z) = u'(x) ist (unter der Annahmen, dass u(z) fiir alle x > 0
definiert ist und insbesondere kein Zihler fiir > 0 verschwindet).

Wir geben ein Beispiel: Da D(1 + 23)5 = (1 + 2®)~ 322 fiir 2 € R, so
konnen wir schreiben:

@ 2
1 Y ..
(1—1—333); :/ ———dy+1 firzeR
o (1+¢%)3

Mit anderen Worten, so kennen wir Stammfunktionen u(z), die die Dif-
ferentialgleichung u'(x) = f(x) fiir x € I fiir jede Funktion f(z) erfiillen,
die ihrerseits eine Ableitung einer Funktion v(x) ist, so dass f(z) = v'(x)
fiir z € I. Die Beziehung zwischen u(z) und v(z) ist dann

u(z) =v(x)+c firzel

mit konstantem c.

Auf der anderen Seite koénnen wir fiir eine anders lautende beliebige
Funktion f(x) nur sehr schwierig oder auch gar nicht eine analytische For-
mel fiir die entsprechende Stammfunktion u(x) finden. Der Fundamental-
satz sagt uns dann, wie wir eine Stammfunktion fiir eine beliebige Lipschitz-
stetige Funktion f(z) berechnen kénnen. Wir werden erkennen, dass ins-
besondere die Funktion f(z) = z~! eine Stammfunktion fiir x > 0 besitzt;



462 27. Das Integral

die berithmte logarithmische Funktion log(z). Der Fundamentalsatz gibt
uns dabei insbesondere eine konstruktive Technik an die Hand, um log(x)
fiir x > 0 zu berechnen.

27.6 ,,Sehr kurzer Beweis“ des Fundamentalsatzes

Wir werden jetzt in den Beweis des Fundamentalsatzes einsteigen. Zu die-
sem Zeitpunkt mag eine Wiederholung des Kapitels ,, Kurzer Kurs zur Infi-
nitesimalrechnung® hilfreich sein. Wir werden eine Folge immer vollsténdi-
gerer Versionen des Beweises des Fundamentalsatzes geben, die mit jedem
Schritt zu gréferer Genauigkeit und Allgemeingiiltigkeit fiithrt.

Das Problem, das wir 16sen wollen, hat die folgende Form: Sei eine Funk-
tion f(x) gegeben. Gesucht ist eine Funktion u(x), so dass uv'(z) = f(z) fiir
alle z in einem Intervall. Bei dieser Problemstellung beginnen wir mit f(x)
und suchen eine Funktion u(x), so dass v'(x) = f(z). In dieser frithen , kur-
zen* Version des Beweises gehen wir jedoch scheinbar das Problem von der
anderen Seite an, indem wir mit einer gegebenen Funktion u(z) beginnen,
u ableiten zu f(z) = u/(z) und dann zu u(x) als der Stammfunktion von
f(x) = v/(x) zuriickkehren. Dies scheint zuniichst ein vollig sinnloser Zir-
kelschluss zu sein und einige Infinitesimalbiicher fangen sich in dieser Falle
vollstéandig. Wir gehen dennoch so vor, um einige Punkte zu verdeutlichen.
Beim abschlielenden Beweis, werden wir in der Tat mit f(x) beginnen und
eine Funktion u(z) konstruieren, die wie gewiinscht v/(z) = f(x) erfiillt!

Sei nun u(zx) differenzierbar auf [a,b], z € [a,b) und a = yo < y1 < ... <
ym = x eine Unterteilung von [a,x] in Teilintervalle [a,y1), [y1,¥2),---,
[Ym—1,2). Indem wir wiederholt u(y;) abziehen und addieren, erhalten wir
die folgende Identitéit, die wir als Teleskopsumme bezeichnen, bei der sich
Ausdriicke paarweise aufheben:

u(z) — u(a) = w(ym) — u(yo)
= u(Ym) — U(Ym-1) + W(Ym-1) — W(Ym—2) + U(Ym—2)
— ot uy2) —u(yn) +ulyr) —u(yo).  (27.8)

Dies konnen wir auch in der Form

u(e) () = Y M T ) () (27.9)

P Yi —¥Yi—1

oder auch .
u(@) —w(a) =Y fyi1) (Wi —yio1) (27.10)

schreiben, falls wir -
fyiz1) = wly) ulyio) gy 1,...,m (27.11)

Yi —¥Yi-1
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setzen. Wir wiederholen die Interpretation der Ableitung als Anderungsrate
einer Funktion in Abhéngigkeit vom Argument und erhalten so unsere erste
Version des Fundamentalsatzes in Analogie zu (27.10) und (27.11):

u(z) — ula) = /ggf(y)dy mit f(y)=(y) fira<y<u

Bei der Integralschreibweise, entspricht die Summe »© dem Integralzeichen

[, die Inkremente y; — y;—1 entsprechen dy, die y;_; der Integrationsvaria-
u(yi)—u(yi-1)

—— entspricht der Ableitung
Yi—Yi-1

blen y und der Differenzenquotient
u' (Yi—1)-

Auf diesem Weg gelangte Leibniz im Alter von 20 zuniichst zum Funda-
mentalsatz (ohne jemals Infinitesimalrechnung studiert zu haben), den er
in seiner Art of Combinations 1666 vorstellte.

Beachten Sie, dass (27.8) zum Ausdruck bringt, dass ,das Ganze der
Summe der Teile entspricht“, wobei ,,das Ganze* u(x)—wu(a) entspricht und
die , Teile“ den Differenzen (u(ym) — u(ym—1)), (W(Ym-1) — w(Ym—-2)),.- -,
(u(y2) —u(y1)) und (u(y1) —u(yo)). Vergleichen Sie dies mit der Diskussion
im Kapitel ,,Kurzer Kurs zur Infinitesimalrechnung“, in dem der Jugend-
traum von Leibniz enthalten ist.

27.7 ,Kurzer Beweis“ des Fundamentalsatzes

Wir wollen nun eine genauere Version des obigen ,,Beweises“ geben. Um et-
was Flexibilitdt in der Schreibweise zu iiben, was eine niitzliche Féhigkeit
ist, verdndern wir die Schreibweise leicht. Sei u(z) gleichmifig differen-
zierbar auf [a,b], sei T € [a,b] und sei a = 29 < 21 < ... < Xy, = T
eine Unterteilung von [a, Z]. Wir dndern also y in z und z in Z. Bei dieser
Schreibweise dient x als Variable und Z ist ein spezieller Wert von z. Wir
wiederholen die Gleichung (27.9) in neuem Gewand:

_ S u(g) — u(wiog)
— = — " (; — xi—1). 27.12
) —ule) = ST . @T2)
Aufgrund der gleichméfigen Differenzierbarkeit von u gilt
w(wi) —u(zim1) = v (wic1) (@ — xim1) + Bul@s, 1),
wobei
|Bu(@i,zio1)| < Ku(wi —2i1)” (27.13)
mit Konstanter K,,. Somit kénnen wir (27.12) auch schreiben als:

m

u(Z) —u(a) = Z ' (wio1) (@i — i) + Y Bul@i, wi1). (27.14)

=1
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Wenn wir nun h dem grofiten Inkrement x; — x;—; gleichsetzen, so dass
x; — x;—1 < h fiir alle 4, erhalten wir

m

> Bu(i,zio1)| €Y Ku(wi — 2i-1)h = Ky (2 — a)h.
=1 i=1

Damit ldsst sich (27.14) wie folgt schreiben:

u(Z) —ufa) = Zu'(mi_l)(xi —xi—1)+ Ep, (27.15)
mit
|En| < Ku(ZT — a)h. (27.16)

Der Fundamentalsatz entspricht dem folgenden Analogon dieser Formel:

z

w(®) —u(a) = / o' (z) du, (27.17)

wobei die Summe ) dem Integralzeichen [ entspricht, die Inkremente
x; — x;—1 entsprechen dr und x; entspricht der Integrationsvariablen x.
Aus (27.16) sehen wir, dass der zusétzliche Ausdruck Ej in (27.15) gegen
Null strebt, wenn das grofitmogliche Inkrement h gegen Null strebt. Wir
erwarten daher, dass (27.17) eine Art Grenzwert von (27.15) ist, wenn h
gegen Null strebt.

27.8 Beweis des Fundamentalsatzes
der Differential- und Integralrechnung

Wir geben nun einen vollstdndigen Beweis des Fundamentalsatzes. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, dass [a, b] = [0, 1] und dass der Anfangswert
u(0) = 0. Wir gehen auf das allgemeine Problem am Ende des Beweises ein.
Das Problem, das wir betrachten, lautet: Sei f : [0,1] — R eine Lipschitz-
stetige Funktion. Gesucht ist eine Losung u(z) fiir das Anfangswertproblem

{ww = fl@) fr0<z<l, (27.18)

Wir konstruieren nun eine Niherung fiir die Losung u(z) und geben der
Losungsformel

u(f):/jf(x)dx fir0<z <1

eine Bedeutung. Hierbei sei n eine natiirliche Zahl und sei 0 = zg < 21 <
... < xzny =1 eine Unterteilung des Intervalls [0, 1] mit den Knoten x} =
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0 I 1
f f f f f f f f f f x
To Ty Z2 Ti-1 Xy TN
Abb. 27.3. Teilintervalle I;* der Lange h,, = 27"
thp, 1 = 0,...,N mit h, = 27" und N = 2". Somit unterteilen wir das

vorgegebene Intervall [0, 1] in Teilintervalle I7" = (xI' ;, x| gleicher Lénge
hn = 27", vgl. Abb. 27.3.

Als Niherung fiir u(z) wihlen wir eine stetige, stiickweise lineare Funk-
tion U™(z), die durch die Formel

U(x) = Zf(x?_l)hn fir j=1,...,N (27.19)

definiert ist, mit U™(0) = 0. Diese Formel liefert die Werte von U™(x)
in den Knoten z = 2 und wir interpolieren U"(z) linear zwischen den
Knoten, um so die verbleibenden Werte zu erhalten, vgl. Abb. 27.4.

Abb. 27.4. Stiickweise lineare Funktion U™ (x)

Wir erkennen, dass U™(z?) fiir alle Intervalle I? mit ¢ < j eine Summe
von Produkten f(z?_;)h, ist. Anhand der Konstruktion ist

U(x})=U"(zl1) + f(z)h, firi=1,..., N, (27.20)

so dass wir bei gegebener Funktion f(x) die Funktion U"(x) aus der Glei-
chung (27.20) fir ¢ = 1,2,..., N schrittweise berechnen kénnen. Dabei
berechnen wir zunéchst U"(27) aus U"(2}) = U™(0) = 0, dann U™ (%)
mit Hilfe des Wertes U™ (z}) und so fort. Wir kénnen ebenso gut die Formel
(27.19) benutzen, die nichts anderes ausdriickt, als dass nach und nach die
Produkte addiert werden.

Die durch (27.19) definierte Funktion U"(z) ist folglich eine stetige,
stiickweise lineare Funktion, die aus den Knotenwerten f(z}) berechenbar
ist und wir werden nun begriinden, warum U"(x) eine gute Chance hat,
als Ndaherung der Funktion u(x) betrachtet zu werden, die (27.18) erfiillt.
Ist u(x) gleichméBig differenzierbar auf [0, 1], dann ist

w(@l) =u(zl_ ) + o' (2} )hn + Eu(a, 2} ) firi=1,...,N, (27.21)

(2
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y = f(x)

/’41*}16 |f(2io1) — f(xgztl1)| hnta

'
n

:EZ 1 X

+1 +1 } +1 z
TL TL n
Loi—2 Loi—1 To;

Abb. 27.5. Die Differenz zwischen U™ (z) und U™ (x)
mit |E, (27, 2" )| < Ky (2 — 27 ,)? = K,h? und folglich ist
J
u(al) = /(@ h + By fi j=1,...,N, (27.22)
i=1

mit |Ey| < Kuhy, da Zz 1hn = jhy, < 1. Wenn wir annehmen, dass
u'(z) = f(x) fiir 0 < x < 1, dann wird uns die Verbindung zwischen (27.20),
(27.21), (27.19) und (27 22) deutlich, zumal, wenn wir beriicksichtigen, dass
die Ausdriicke E, (2], 2] ;) und Ej klein sind. Wir erwarten daher, dass
U™ (x}) eine Néherung von u(x}) in den Knoten z7 ist und U"(x) sollte
daher eine zunehmend genaue Niherung von u(x) seln wenn n anwéchst
und h,, = 27" kleiner wird.

Wir untersuchen zunéchst die Konvergenz der Funktionen U™ (z), wenn
n gegen Unendlich strebt, um diese N&herungstechnik zu prézisieren. Dazu
halten wir Z € [0, 1] fest und betrachten die Folge von Zahlen {U™(Z)}52 ;.
Wir wollen beweisen, dass dies eine Cauchy-Folge ist und dazu wollen wir
|U™(z) — U™(Z)]| fiir m > n abschétzen.

Wir beginnen mit der Abschétzung der Differenz |[U™(zZ)—U"1(Z)| zwei-
er aufeinander folgender Indizes n und m = n + 1. Wir erhalten

U™(af!) = UM (@il) + f(2i1)hn
Da 25! = 27 und 23}, = 27, folgt
U™ (@) = U (agt!) = U (ag0h) + f (255 hn
= U™ afoy) + (a5 by + (@) b
Durch Abziehen und Substitutieren von el = U™ (z?) — U™ ! (2?) erhalten

wir

e = ey + (F@f 1) — fan ) s — f257) ),
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d.h., da hys1 = Sha:

1
2

e = ety = (Faliy) = F@h) . (27.23)

Wir nehmen an, dass Z = 7, nutzen (27.23) und die Tatsache, dass
ed =0und |f(x? ;) — f(z5™)| < Lyhyyr. Damit erhalten wir

J
U (z) — U ()] = ?=Z — e

Z|f Ti_ 1 x21'+—11)|hn+1

'M“

s
Il
-

-

s
Il
-

1 1
Lyh? = 1 Lshn Zhn = JLsThn,
=1
(27.24)

wobei wir auch die Tatsache benutzten, dass 25:1 hy, = . Wenn wir diese
Abschitzung iterieren und die Formel fiir die geometrische Reihe anwenden,
erhalten wir:

m—1

1 1
|U™(z) — U™(z)| < 1L > i = Zij:(T” . 27
k=n

1 1—2-mtn
= — i < — T2~ = —
4fo2 1_ 2_1 S 4fo2 fohn,
d.h. .
U™ (@) — U™ ()] < 5LThs. (27.25)

Diese Abschétzung zeigt uns, dass {U™(Z)}52, eine Cauchy-Folge ist,
die folglich gegen eine reelle Zahl konvergiert. Wir entschlieBen uns, in
Anlehnung an Leibniz, diese reelle Zahl mit

/Off f(x)dzx

zu bezeichnen, die dem Grenzwert von

entspricht, wenn n gegen Unendlich strebt fiir z = z7. Anders formuliert:

z J
| f@ds = i > sz on
i=1
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Wenn m in (27.25) gegen Unendlich strebt, kénnen wir diese Beziehung
folgendermafien quantitativ ausdriicken:

/ J@)de =Y F

Zum gegenwirtigen Stand haben wir das Integral fOI f(x)dz fir eine
gegebene Lipschitz-stetige Funktion f(z) auf [0, 1] fiir Z € [0, 1] als Grenz-
wert der Folge {U™(Z)}22 ; definiert, wenn n gegen Unendlich strebt. Somit
kénnen wir durch die Formel

1

u(Z) = /OI f(z)dz fur z €]0,1] (27.26)

eine Funktion w : [0, 1] — R definieren. Wir werden nun iiberpriifen, ob die
Funktion u(x), die auf diese Weise definiert wird, tatséchlich der Differen-
tialgleichung v'(z) = f(z) geniigt. Wir gehen dazu in zwei Schritten vor.
Zunichst zeigen wir, dass die Funktion u(z) auf [0,1] Lipschitz-stetig ist
und dann zeigen wir, dass v'(z) = f(x).

Bevor wir in diese Beweise eintauchen, miissen wir noch einen emp-
findlichen Punkt ansprechen. Wenn wir auf die Konstruktion von u(x)
zuriickschauen, erkennen wir, dass wir u(Z) fiir Z der Form & = z? fiir
j=0,1,...,2" n=1,2,... definiert haben. Dieses sind rationale Zahlen
mit endlichen Dezimalentwicklungen in der Basis 2. Diese Zahlen liegen
dicht, in dem Sinne, dass es zu jeder reellen Zahl « € [0,1] und jedem € > 0
einen Punkt der Form 27 gibt, so dass |z — 27| < e. Wenn wir an das Ka-
pitel ,,Reelle Zahlen“ zuriickdenken, verstehen wir, dass wir u(z) auf eine
Lipschitz-stetige Funktion auf der Menge der reellen Zahlen in [0, 1] erwei-
tern konnen, wenn u(z) auf der dichten Menge der Form z Lipschitz-stetig
ist.

Wir gehen daher von z = 27 und y = zj; mit j > k aus und halten fest,
dass

J k J
U™@) = U™(y) = Y f@)hn = > F@pDha = D flai)hn
i=1 i=1 i=k+1

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir
J J
U™ (@) = U@ < Y f@)lhe < My Y ho = Mgz -],
i=k+1 i=k+1

wobei My eine positive Konstante ist, mit |f(z)| < My fiir alle z € [0, 1].
Wenn n gegen Unendlich strebt, erhalten wir

u(z) —u(y) = /0i f(z)dx — /Oﬂ flz)dx = /; f(z) dx, (27.27)
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wobel natiirlich

z J
[ f@yda=m > faih,
Y

i=k+1

und folglich

u(@) - u(g)] < < [ @lde < Mple—gl @ras)

/;f(x)dx

wobei die zweite Ungleichung die sogenannte Dreiecksungleichung fiir In-
tegrale ist, die wir im n#chsten Kapitel beweisen. Somit erhalten wir

u(Z) — uw(y)| < My|z — 7], (27.29)

womit die Lipschitz-Stetigkeit von u(x) bewiesen wére.
Wir beweisen nun, dass die Funktion u(x), die durch die Formel

) = | " fw)dy

fiir z € [0,1] definiert ist, wobei f : [0,1] — R eine Lipschitz-stetige Funk-
tion ist, die Differentialgleichung

u'(z) = f(z) fir z €10,1]
erfilllt, d.h.
d x
@z J, fy)dy = f(x). (27.30)

An dieser Stelle wihlen wir z,Z € [0,1] mit z > z. Mit Hilfe von (27.27)
und (27.28) erkennen wir, dass

u(w) — (@) = | " f(a)ds - / )y = / o
und

u() —u(z) — f(2)(z - 2)| =

[ty - @) - o)
-| [ v - s@var| < [T116) - 1@y

xr
_ 1 _
< / Lyly - #ldy = 5Ly(z — @)%,
z
wobei wir wiederum die Dreiecksungleichung fiir Integrale benutzt haben.
Damit haben wir gezeigt, dass u gleichméBig auf [0,1] differenzierbar ist
und dass K, < %Lf.
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SchlieBlich erinnern wir fiir den Beweis der Eindeutigkeit an (27.15) und
(27.16), wonach eine Funktion wu : [0,1] — R mit Lipschitz-stetiger Ablei-
tung «'(z) und «(0) = 0 mit u(0) = 0 als

u(i:) = Zu'(xi_l)(xi — 331’—1) + FE,
=1

geschrieben werden kann, mit
|EL| < Ku(Z — a)h.

Wenn n gegen Unendlich strebt, so erhalten wir

w(T) = /OI o' (z)dx  fiir T € [0,1], (27.31)

womit wir ausdriicken, dass eine gleichméfig differenzierbare Funktion mit
Lipschitz-stetiger Ableitung dem Integral ihrer Ableitung entspricht. Seien
nun u(x) und v(z) zwei gleichmiBig differenzierbare Funktionen auf [0, 1]
deren Ableitungen v'(z) = f(z) und v'(z) = f(x) fir 0 < z < 1 erfiillen
und sei u(0) = ug, v(0) = ug und sei ferner f : [0,1] — R Lipschitz-stetig.
Dann ist auch die Differenz w(x) = u(x) — v(x) gleichmifig differenzierbar
auf [0,1], und w'(z) = 0 fiir a < z < b mit w(0) = 0. Nun haben wir aber
gerade gezeigt, dass

und folglich ist w(z) = 0 fiir « € [0, 1]. Damit haben wir bewiesen, dass
u(z) = v(z) fiir x € [0,1], woraus die Eindeutigkeit folgt.

Bedenken Sie, dass wir den Fundamentalsatz unter besonderen Umstin-
den bewiesen haben, ndmlich fiir das Intervall [0,1] mit Anfangswert O.
Wir kénnen die obige Konstruktion direkt verallgemeinern und [0, 1] durch
ein beliebiges beschrinktes Intervall [a,b] ersetzen, wenn wir h, durch
hn = 27"(b — a) ersetzen und annehmen, dass statt u(0) = 0 der An-
fangswert u(a) = u, fiir eine beliebige reelle Zahl u,, gilt. Somit haben wir
nun den méchtigen Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung
bewiesen.

Satz 27.1 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung) Sei f : [a,b] — R Lipschitz-stetig. Dann existiert eine eindeutige
gleichmdfig differenzierbare Funktion u : [a,b] — R, die das Anfangswert-
problem

{u’(a:) = f(z) firz € (a,b], (27.32)

u(a) = uq

fiir gegebenes u, € R erfiillt. Die Funktion u : [a,b] — R wird gegeben durch

u(T) = ug —l—/zf(x) dz  fir € [a,b)],
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wobet '
z J
| #e)dn = im Y r(ar .
mit & = x7, 2} = a +ihy, hy = 27"(b — a). Genauer formuliert ist fiir
n=12,..

z J
1

do — ? Dhn| < =(T—a)Lshy, 27.33
[ s =3 s m| < 5@ - oty (27.33)
wobei Ly die Lipschitz-Konstante von f : [a,b] — R ist. Ist auferdem
|f(x)] < My fir x € [a,b], dann ist u(x) Lipschitz-stetig zur Lipschitz-
Konstanten My und K, < %Lf, wobei K,, die Konstante zur gleichmdfigen
Differenzierbarkeit von w : [a,b] — R ist.

27.9 Bemerkungen zur Schreibweise

Wir kénnen die Namen der Variablen vertauschen und (27.27) auch als

u(z) = / or (27.34)

schreiben.
Wir werden den Fundamentalsatz in der Form

b
/ v (z) dr = u(b) — u(a) (27.35)

benutzen, was besagt, dass das Integral f; f(x)dx der Differenz u(b) —
u(a) entspricht, wobei u(z) die Stammfunktion von f(z) ist. Manchmal
werden wir auch die Schreibweise [u(z)]2=% = u(b) —u(a) oder in Kurzform
[u(z)]® = u(b) — u(a) benutzen:

b
/ o' (x) dz = [u(x)]zzz = [u(x)]z

Gelegentlich wird auch die Schreibweise

[ f)aa.

ohne Integrationsgrenzen fiir eine Stammfunktion von f(x) verwendet. Mit
dieser Schreibweise wiirde beispielsweise gelten:

{,C2 xg
/da::x—|—0, /xdx:7_|_c’ /J;zdx=§+(],

mit konstantem C. Wir werden diese Schreibweise in diesem Buch nicht
verwenden. Wir halten fest, dass die Formel x = f dx benutzt werden
kann, um auszudriicken, dass ,,das Ganze der Summe der Teile entspricht*.
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27.10 Alternative Berechnungsmethoden

Beachten Sie, dass wir ebenso gut U™ (2?) aus U™ (z!"_;) mit der Gleichung
U™(ai) = U (ai_y) + f (@) ha (27.36)

berechnen kénnten. Diese Gleichung erhalten wir, wenn wir f(z?* ;) durch
f(z}) ersetzen, oder

UMal) = UM () + fE b (2137)
mit Hilfe des Mittelwerts 2 (f(z;)+ f(z7)). Diese Alternativen mégen ge-
wisse Vorteile haben und wir werden auf sie im Kapitel ,,Numerische Qua-
dratur® zuriickkommen. Der Beweis des Fundamentalsatzes ist mit diesen
alternativen Konstrukten prinzipiell gleich und wegen der Eindeutigkeit
ergeben alle diese alternativen Konstruktionen dasselbe Ergebnis.

27.11 Das Fahrradtachometer

Ein Beispiel einer physikalischen Situation, die durch das Anfangswertpro-
blem (27.2) modelliert wird, ist ein Radfahrer auf einer Geraden, wobei
u(z) der momentanen Position zur Zeit = entspricht, u/(z) der Geschwin-
digkeit zur Zeit = und u(a) = u, der Anfangsposition zur Startzeit z = a.
Die Losung der Differentialgleichung (27.2) entspricht der Positionsbestim-
mung des Radfahrers zur Zeit a < = < b, wenn wir die Anfangsposition
zur Startzeit x = a und die Geschwindigkeit f(x) zu jeder Zeit x kennen.
Ein normales Fahrradtachometer 16st dieses Problem, da es die momen-
tane Geschwindigkeit f(x) misst und die zuriickgelegte Entfernung wu(x)
liefert. Ist dies ein gutes Beispiel? Ist es nicht in Wahrheit so, dass das
Tachometer den zuriickgelegten Abstand misst und dann die augenblick-
liche (Durchschnitts-)Geschwindigkeit anzeigt? Um diese Frage definitiv
zu beantworten, miissten wir detailliert untersuchen, wie ein Tachometer
tatséichlich funktioniert und den Leser dann dazu bringen, dieses Problem
zu losen.

27.12  Geometrische Interpretation des Integrals

In diesem Abschnitt wollen wir den Beweis des Fundamentalsatzes so in-
terpretieren, dass das Integral einer Funktion der Fliche unterhalb des
Graphen dieser Funktion entspricht. Um genauer zu sein, ist die Losung
u(Z) durch (27.3) gleich der Fliche unter dem Graphen der Funktion f(x)
auf dem Intervall [a, Z], vgl. Abb. 27.6. Damit diese Diskussion Sinn macht,
ist es natiirlich, davon auszugehen, dass f(z) > 0.
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<

_— Y= f(z)

Abb. 27.6. Fliache unter y = f(z)

Natiirlich miissen wir erklidren, was wir unter der Fléche unter dem Gra-
phen der Funktion f(z) auf dem Intervall [a, Z] verstehen. Dazu interpretie-
ren wir zunéchst die Ndherung U™ (Z) von u(Z) als Fliche. Wir wiederholen
aus den vorherigen Abschnitten, dass

U (@) = 3 F@i1)hn,

mit 7 = z. Nun kénnen wir f(zj;)hy, als die Fliche eines Rechtecks mit

Grundseite hy, und Hohe f(z" ;) betrachten, vgl. Abb. 27.7.
Somit kénnen wir die Summe

Fliche f(xi_ 1) hn

n n n n n
Io I Ty Ti—1 Iy LU]'

Abb. 27.7. Flache f(zj 1) hn eines Rechtecks
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Fléic%he S @) e

| i x

n n n n n n
o X Ty Ti—1 Iy CCj

Abb. 27.8. Fliche 25:1 f(z?_1) hyn unter einer treppenférmigen Niherung an
f(z)

als Flidche einer Ansammlung von Rechtecken betrachten, die eine trep-
penférmige Nidherung an f(z) bilden, wie in Abb. 27.8 dargestellt. Diese
Summe wird auch Riemannsche Summe genannt.

Intuitiv glauben wir, dass die Flidche unter der treppenférmigen Néhe-
rung U™(Z) an f(z) auf [a, Z] die Fliche unter dem Graphen von f(z) auf
[a, Z] anndhert, wenn n gegen Unendlich strebt und somit h,, = 27"(b—a)
gegen Null strebt. Da lim,_, U™(Z) = u(Z), fithrt uns das zur Definition
der Fliche unter f(x) auf dem Intervall [a, Z] als dem Grenzwert u(Z).

Beachten Sie die Logik dahinter: Der Wert U™ (Z) entspricht der Fliche
unter der treppenférmigen Niherung von f(x) auf [a, Z]. Wir wissen, dass
U™(Z) gegen u(Z) strebt, wenn n gegen Unendlich strebt und rein intuitiv
fithlen wir, dass der Grenzwert der Fliche unter der Treppe der Fldche unter
dem Graphen von f(z) auf [a, ] gleichen sollte. Wir definieren dann einfach
die Fliche unter f(x) auf [a,Z] als u(Z). Durch die Definition interpretieren
wir also das Integral von f(z) auf [a, Z] als die Fldche unter dem Graphen
der Funktion f(x) auf [a, Z]. Beachten Sie, dass dies eine Interpretation ist.
Es ist ansonsten keine gute Idee zu sagen, dass das Integral eine Flache ist.
Allein schon deswegen, da das Integral vieles reprisentieren kann, wie einen
Abstand, einen Geldbetrag, ein Gewicht oder etwas anderes. Wenn wir
das Integral als Fliche interpretieren, dann interpretieren wir auch einen
Abstand, einen Geldbetrag, ein Gewicht oder etwas anderes als Fliche. Wir
verstehen, dass wir diese Interpretation nicht wortlich nehmen kénnen, da
ein Abstand nicht einer Fliche gleich sein kann, aber er kann als Fliche
interpretiert werden. Wir hoffen, dass der Leser diesen (feinen) Unterschied
erfasst.

Als Beispiel wollen wir die Fliche F' unter dem Graphen der Funktion
f(z) = 22 zwischen z = 0 und z = 1 berechnen:

1 3qz=1
1
F:/xzdx:[x—] =-.
0 31,-0 3



27.13 Das Integral als Grenzwert Riemannscher Summen 475

Dies ist ein Beispiel fiir die Magie der Infinitesimalrechnung, die hinter
ihrem enormen Erfolg steht. Wir sind in der Lage eine Fliche zu berechnen,
die prinzipiell die Summe vieler sehr kleiner Stiicke ist, ohne tatséchlich
die miihevolle Arbeit auf uns nehmen zu miissen, diese Summe tatséchlich
auszuwerten. Wir finden einfach nur die Stammfunktion u(z) von z? und
berechneten F' = u(3) — u(0) ohne die geringste Miihe. Natiirlich kennen
wir die Teleskopsummation hinter dieser Illusion, aber wenn wir davon
einmal absehen, dann ist es doch beeindruckend, oder? Als Ausblick und
um einen Bogen zu schlieflen, erinnern wir an den Jugendtraum von Leibniz
im Kapitel , Kurzer Kurs zur Infinitesimalrechnung®.

27.13 Das Integral als Grenzwert
Riemannscher Summen

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass

das Integral von f(z) iiber das Intervall [a, b] dem Grenzwert der Riemann-
schen Summen entspricht:

on

b
[ o= lim 3 st b,
a i=1

wobel ' = a + ihy,, hy, = 27"(b — a), oder etwas genauer fir n = 1,2, ...

b 2"
/fwM—Zﬂﬁnm
a =1

wobei Ly die Lipschitz-Konstante von f ist. Wir kénnen daher das Inte-

1
< §(b —a)L¢hy,

gral f{f f(z)dx als Grenzwert Riemannscher Summen definieren, ohne die
zugrunde liegende Differentialgleichung u'(x) = f(x) zu beschworen. Die-
se Vorgehensweise ist sinnvoll, um Integrale von Funktionen mit mehreren
Variablen zu definieren (sogenannte Mehrfachintegrale, wie Doppelintegrale
und Dreifachintegrale), da es fiir diese Verallgemeinerungen keine zugrunde
liegende Differentialgleichung gibt.

Bei unserer Formulierung des Fundamentalsatzes der Differential- und
Integralrechnung haben wir die Verkniipfung des Integrals ff f(y) dy mit
der verwandten Differentialgleichung '(x) = f(x) hervorgehoben, aber,
wie eben deutlich gemacht, hitten wir diese Verkniipfung auch in den Hin-
tergrund stellen kénnen und das Integral als Grenzwert Riemannscher Sum-
men definieren koénnen, ohne die zugrunde liegende Differentialgleichung
zu beschworen. Dadurch erhalten wir eine Verbindung zur Vorstellung, das
Integral einer Funktion als Flidche unter dem Graphen der Funktion zu in-
terpretieren und wir werden eine natiirliche Erweiterung zu Mehrfachinte-
gralen in den Kapiteln ,, Doppelintegrale® und ,, Mehrfachintegrale“ finden.
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Die Definition des Integrals als Grenzwert Riemannscher Summen stellt
uns vor die Frage der Eindeutigkeit: Da es verschiedene Wege gibt, Rie-
mannsche Summen zu konstruieren, miissen wir uns fragen, ob alle Grenz-
werte wirklich gleich sind. Wir werden im Kapitel ,, Numerische Quadratur*
auf diese Frage zuriickkommen und (natiirlich) eine bejahende Antwort ge-
ben.

27.14 Ein analoger Integrator

James Thompsen, der Bruder von Lord Kelvin, konstruierte 1876 einen
analogen mechanischen Integrator, der aus zwei rotierenden Scheiben be-
steht, die iiber eine weitere senkrechte Scheibe, die auf verschiedene Radien
der ersten Scheibe eingestellt werden kann, mit einem Zylinder verbunden
sind, vgl. Abb. 27.9. Die Idee dahinter war, Probleme der Analytischen Ma-
schine von Babbage aus den 1830ern zu beseitigen. Lord Kelvin versuchte
mit einem System derartiger analoger Integratoren verschiedene Proble-
me von praktischem Interesse zu berechnen, wie etwa die Vorhersage der
Gezeiten, aber er stief} auf ernste Probleme geniigend genau zu rechnen.
Ahnliche Ideen wurden von Vannevar Bush am MIT (Massachusetts Insti-
tute of Technology) in den 1930ern verfolgt, der einen Differential Analyzer
konstruierte, der aus einer Ansammlung analoger Integratoren bestand, die
programmierbar waren, um Differentialgleichungen zu l6sen. Er wurde im
Zweiten Weltkrieg eingesetzt, um Flugbahnen von Geschossen zu berech-
nen. Eine Dekade danach {ibernahm der digitale Rechner das Feld und der
Kampf zwischen Arithmetik und Geometrie, der vor mehr als 2000 Jah-
ren zwischen den Schulen von Pythagoras und Euklid entfacht wurde, fand
schliellich ein Ende.

Aufgaben zu Kapitel 27

27.1. Bestimmen Sie Stammfunktionen auf R fiir (a) (14+2%)"22z, (b) (1+z)~%,
(e) (1+ (14 2% 722(1 + 2*)322.
27.2. Berechnen Sie die Fliche unter dem Graphen der Funktion (14 2)~2 zwi-

schen £ = 1 und = = 2.

27.3. Ein Auto fahre entlang der z-Achse mit der Geschwindigkeit v(t) = t3
beginnend bei x = 0 fiir t = 0. Berechnen Sie die Position des Autos fiir ¢ = 10.

27.4. Fiihren Sie den Beweis des Fundamentalsatzes fiir die Versionen (27.36)
und (27.37) aus.

27.5. Konstruieren Sie einen mechanischen Integrator, der die Differentialglei-
chung «'(z) = f(x) fir > 0, u(0) = 0 mit Hilfe eines analogen mechanischen
Geriits 16st. Hinweis: Benutzen Sie einen drehenden Kegel und einen Faden.



Aufgaben zu Kapitel 27 477

Abb. 27.9. Das Prinzip eines analogen Integrators

27.6. Erklidren Sie das Prinzip hinter Thompsons analogem Integrator.

27.7. Konstruieren Sie einen mechanischen Tachometer, der die Geschwindigkeit
und den zuriickgelegten Weg angibt. Hinweis: Priifen Sie die Konstruktion ihres
Fahrradtachometers.

27.8. Finden Sie die Losungen fiir das Anfangswertproblem u( ) = f(z) fi
z > 0, u(0) = 1 fiir die folgenden Funktionen: (a) f(z) = 0, (b) f(z) =
(c) f(x) ==", r>0.

27.9. Finden Sie die Lésung zum Anfangswertproblem zweiter Ordnung v”(z) =
f(x) fir x > 0, u(0) = «/(0) = 1 fiir die folgenden Funktionen: (a) f(z) = 0,
(b) f(z) =1, (c) f(z) =", r > 0. Erkléren Sie, warum zwei Anfangsbedingun-
gen angegeben sind.

27.10. Lésen Sie das Anfangswertproblem v’ (z) = f(z) fiir z € (0,2], u(0) = 1,
mit f(z) = 1 fir ¢ € [0,1) und f(z) = 2 fir x € [1,2]. Zeichnen Sie einen
Graphen fiir die Losung und berechnen Sie u(3/2). Zeigen Sie, dass f(x) nicht
Lipschitz-stetig auf [0, 2] ist und bestimmen Sie, ob u(z) auf [0, 2] Lipschitz-stetig
ist.

27.11. Ein Lichtstrahl ben&tigt die Zeit ¢ = - n, um einen Korper zu durchdrin-
gen, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist; n ist der Brechungsindex
des Koérpers und d ist seine Dicke. Wie lange benétigt ein Lichtstrahl, um auf
dem kiirzesten Weg durch die Mitte eines Wasserglases zu kommen, wenn der
Brechungsindex von Wasser n.,(r) vom Abstand r von der Glasmitte abhingt.
Der Radius des Glases sei R und das Glas habe eine konstante Dicke h und einen
konstanten Brechungsindex nyg.
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Abb. 27.10. David Hilbert, (1862-1943), im Alter von 24: , Eine mathematische
Theorie darf nicht als vollstdndig angesehen werden, bevor sie nicht so klar ist,
dass man sie dem Erstbesten auf der Strafle erkldren kann“

27.12. Seien f und g Lipschitz-stetig auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass dann und nur
dann fol |f(z) — g(z)|de = 0, wenn f = g auf [0,1]. Gilt dies auch, wenn
fol |f(z) — g(x)|dz durch fol(f(m) — g(z))dx ersetzt wird?
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