10

Die Methode der finiten Elemente fiir ein
parabolisches Problem

In diesem Kapitel untersuchen wir die Approximation von Lésungen der
Modell-Wérmeleitungsgleichung in zwei rdumlichen Dimensionen mithilfe der
Galerkin-Methode, die stiickweise lineare Testfunktionen benutzt. In Ab-
schnitt 10.1 betrachten wir die Diskretisierung nur hinsichtlich der r&umlichen
Variablen. In dem folgenden Abschnitt 10.2 untersuchen wir einige vollstéindig
diskrete Schemata.

10.1 Die semidiskrete Galerkin-Methode der finiten
Elemente

Sei 2 C R? eine abgeschlossene, konvexe Menge mit glattem Rand I". Wir
betrachten das Anfangs-Randwertproblem

up — Au = f in 2xRy,
(10.1) u=0 auf I' x Ry,
u(-,0)=wv in {2,

wobei wu; fiir Ju/dt und A fiir den Laplace-Operator 9% /022 +0%/9z3 steht. Im
ersten Schritt werden wir die Losung w(z, t) mithilfe einer Funktion up(z,t)
approximieren, die fiir jedes feste t eine stiickweise lineare Funktion von
iiber einer Triangulation 73 von (2 ist und somit von einer endlichen Anzahl
von Parametern abhéngt.

Es bezeichne also 7;, = {K} eine Triangulation von (2 von einem im Ab-
schnitt 5.2 betrachteten Typ. Es seien {P; }jlvih'l die inneren Knoten von 7j,.
Dariiber hinaus bezeichnen wir mit S, die stiickweise linearen Funktionen auf
T, die auf 912 verschwinden. Dabei sei {®; };Vi"l die zu den Knoten {P; };Vi"l
gehorige Standardbasis von Sp,. Erinnern Sie sich an die Definition (5.28) der
Interpolierten I, : Co(£2) — Sp, und an die Fehlerschranken (5.34) mit r = 2.

Um eine approximative Losung des Anfangs-Randwertproblems (10.1) zu
definieren, schreiben wir dieses wie in Abschnitt 8.3 zunichst in schwacher
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Form, d.h. mit den obigen Definitionen als
(10.2) (ug, ) + alu, ) = (f,p) Yo e H, t>0.

Wir stellen nun das Approximationsproblem, ein fiir jedes ¢ zu Sy gehoriges
up(t) = up(-,t) so zu bestimmen, dass

(uh,hX)—’_a(uhaX):(va) VXesm t>07

(10.3) wn(0) = v

erfiillt ist, wobei v, € Sj eine Approximation von v ist. Da wir nur in den
rdumlichen Variablen diskretisiert haben, wird dies als ein rdumlich semidis-
kretes Problem bezeichnet. Im néchsten Abschnitt werden wir auch in der
Zeitvariablen diskretisieren, was zu vollsténdig diskreten Schemata fiihrt.

Das semidiskrete Problem kann mithilfe der Basis {®; } , folgendermaflen
gestellt werden: Gesucht sind die Koeffizienten o (t) in

My,
0= as(t)(x)

sodass
My, My
Za )( @5, D) + Y o ()a(®;,Br) = (f(),Px), k=1,...,M,

Jj=1

gilt. Dabei bezeichnen die v; die Knotenwerte der gegebenen Anfangsfunktion
vp, Mit
aj(O):*yj7 jzl,...,Mh.

In Matrixdarstellung kann dies in der Form
(10.4) Bd/(t) + Aa(t) = b(t) firt >0 mit a(0) =1

ausgedriickt werden, wobei B = (by;) die Massenmatrix mit den Elementen
brj = (P, Pr), A = (ar;) die Steifigkeitsmatrix mit ar; = a(P;, Pr), b = (bx)
der Vektor mit den Elementen by, = (f, Px), o(t) der Vektor der Unbekannten
a;(t) und v = (v;) ist. Die Dimension dieser Objekte ist gleich der Anzahl
My, der inneren Knoten von 7j,.

Wir wissen aus Abschnitt 5.2, dass die Steifigkeitsmatrix A symmetrisch
positiv definit ist und dies auch fiir die Massenmatrix B zutrifft, weil

My, Mp, 2
D (@, By) = H Zﬁy@jH >0
kj=1 j=1

gilt und weil die Gleichheit nur auftreten kann, wenn der Vektor £ = 0 ist.
Insbesondere ist B invertierbar, weshalb das obige gewthnliche Differential-
gleichungssystem in der Form
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o (t)+ B 'Aa(t) = B~'b(t) fiirt >0 mit a(0) =1

geschrieben werden kann und somit offensichtlich fiir positive ¢ eine eindeutige
Losung besitzt.

Wir beginnen unsere Analyse mit Betrachtungen zur Stabilitdt der semi-
diskreten Methode. Wegen u;, € Sj, kénnen wir in (10.3) x = wy wihlen,
wodurch wir

(up,t,un) + alup,up) = (fup) firt >0

oder, weil der erste Term gleich %%HUHP und der zweite nichtnegativ ist,

d ) d
%Elluhll = lunll lunll < 1F] lunll

erhalten. Daraus ergibt sich

d
— <
Zllunl < 171,

was nach Integration auf die Stabilitdtsabschitzung

(10.5) lun(®)]) < llonll + / £ ds

fiihrt.

Damit wir Gleichung (10.3) in Operatorform aufschreiben kénnen, fithren
wir einen diskreten Laplace-Operator A;, ein, den wir als Operator aus Sy, in
sich selbst betrachten, der durch

(106> (_A}L¢a X) = a(wv X) V¢a X € S}L

definiert ist. Dieses diskrete Analogon zur Greenschen Formel definiert Ay =
ZjM:hl d;®; eindeutig durch

My,
Zdj(@j,@k):—a(w,ék), k‘:l,...,Mh,

j=1

weil die Matrix dieses Systems die positiv definite Massenmatrix ist, die uns
bereits oben begegnet ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass der
Operator Ay, selbstadjungiert und — A, positiv definit in S}, beziiglich des Lo-
Skalarproduktes ist (siche Problemstellung 10.3). Die Gleichung (10.3) kann
nun in der Form

(uny — Apup — Prf,x) =0 Vx €85,

geschrieben werden, wobei Py, die Lo-Projektion auf S;, bezeichnet. Wenn wir
andererseits beachten, dass der erste Faktor in S}, ist, sodass x gleich diesem
Ausdruck gewahlt werden kann, folgt
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(107) Upt — Apup, = th fir £t >0 mit uh(O) = Up.

Wir bezeichnen mit Ej,(t) den Losungsoperator im homogenen Fall der
semidiskreten Gleichung (10.7) mit f = 0. Ep(¢) ist also der Operator, der
die Anfangsdaten up,(0) = vy, in die Losung uy (t) zur Zeit ¢ iiberfiihrt, sodass
up(t) = Ep(t)v, gilt. Man kann dann leicht zeigen (siehe Duhamel-Prinzip
(8.22)), dass die Losung des Anfangswertproblems (10.7)

(10.8) up(t) = Ep(t)vn, + /0 En(t—s)Pnf(s)ds

ist. Wir bemerken nun, dass aus (10.5) die Stabilitét von Fj(t) in Lo folgt, es
gilt also

(10.9) [En()onll < |lonll Von € Sp.

Da P, in Ly auch die Norm eins hat, bestiitigt dies zusammen mit (10.8)
die Stabilitéitsabschitzung (10.5) fiir die inhomogene Gleichung. Es ist also
wirklich ausreichend, die Stabilitét fiir die homogene Gleichung zu beweisen.

Wir werden nun die folgende Abschétzung fiir die Abweichung der Losung
des semidiskreten Problems gegeniiber der Losung des kontinuierlichen Pro-
blems beweisen.

Theorem 10.1. Seien up und u die Lisungen von (10.3) und (10.1). Dann
gilt

t
Jun(6) = u(®)] < lon = o] + C*(Jolla + [ fuullads) e >0,
0

Hier fordern wir wie gewohnlich, dass die Losung des kontinuierlichen Pro-
blems die Regularitit besitzt, die implizit durch die Anwesenheit der Normen
auf der rechten Seite angenommen wird. Beachten Sie auflerdem, dass die
Gleichung (5.31) fiir v, = Ipv zeigt, dass

(10.10) lon, — vl < Ch?|Jv]|2

gilt, was bedeutet, dass der erste Term auf der rechten Seite durch den zwei-
ten dominiert wird. Dasselbe trifft auf den Fall v;, = Ppv zu, wobei P, die
orthogonale Projektion des Lo auf Sy, ist, weil diese Wahl die beste Approxi-
mation von v in S, beziiglich der Lo-Norm darstellt (siehe (5.39)). Eine andere
Wahl optimaler Ordnung ist vy, = Rpv, wobei R}, die elliptische (Ritzsche)
Projektion auf Sy, ist, die in (5.49) durch

(10.11) a(Rpv,x) = a(v,x) Vx € Sh

definiert wurde. Deshalb ist Rjpv die Finite-Elemente-Approximation der
Losung des elliptischen Problems, dessen exakte Loésung v ist. Wir wieder-
holen die Fehlerabschédtzungen aus Theorem 5.5:

(10.12) |Rrv — || + h|Rpv — v|y < Ch®||v||s fir s =1, 2.

Wir kommen nun zum
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Beweis von Theorem 10.1. Im Hauptteil des Beweises werden wir die Losung
des semidiskreten Problems mit der elliptischen Projektion der exakten Losung
vergleichen. Wir schreiben dazu

(10.13) up —u = (up, — Rpu) + (Rpu —u) = 0 + p.

Der zweite Term kann unter Verwendung von (10.12) offensichtlich leicht
durch

t t
o)1 < CHu®)ls = Ch2fo+ [ unds], <Cr2(lofe+ [ ulads)
0 0
abgeschitzt werden. Zum Abschétzen von 6 stellen wir fest, dass

(9757 X) + a‘(97 X) = (Uh,t, X) + a’(uh7 X) - (Rhut7 X) - a(Rhu7 X)

(1014) = (F2x) — (Bue x) — ) = (e — Ry )
oder
(10.15) (01, x) + a0, x) = —(pt; x) VX € S

gilt. Bei dieser Herleitung haben wir (10.3), (10.2), die Definition von R}, in
(10.11) und die leicht zu iiberpriifende Tatsache benutzt, dass dieser Operator
mit der Zeitableitung kommutiert, d.h. Ryu; = (Rpu); gilt. Wir kénnen nun
die Stabilitéitsabschitzung (10.5) auf (10.15) anwenden und erhalten

t
1011 < 16(0)] + / el ds.
Hier gilt
16(0)]| = llon — Ruol] < llon — vl + | Rww — ]| < [lon — o] + CR2|lo]

und ferner
lpell = IRt — wel| < Ch?|Ju2.

Zusammen beweisen diese Abschétzungen das Theorem. a

Wir sehen aus dem Beweis von Theorem 10.1, dass die Fehlerabschétzung
fiir das semidiskrete parabolische Problem eine Konsequenz aus der Stabi-
litdt dieses Problems und der Fehlerabschétzung des elliptischen Problems,
ausgedriickt in der Form p = (Ry, — I)u, ist.

Wiederholen wir das Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen, Theo-
rem 8.7, stellen wir sofort fest, dass fiir den Losungsoperator F(t) im homoge-
nen Fall des Anfangs-Randwertproblems (10.1) die Abschéitzung | E(t)v|c <
llvllc fiir ¢ > 0 gilt. Das zugehorige Maximumprinzip gilt fiir das Finite-
Elemente-Problem nicht. Man kann allerdings zeigen, dass im Falle einer qua-
siuniformen Familie {7},} von Triangulationen (vgl. (5.52)) fiir ein C > 1
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[En(t)vnlle < Clluplle fiirt =0

gilt. Dies kann mit der Fehlerabschitzung (5.53) fiir das stationére Problem
kombiniert werden, um eine Fehlerabschétzung fiir das parabolische Problem
in der Maximumnorm beweisen zu kénnen.

In diesem Zusammenhang erwidhnen wir eine Variante des semidiskreten
Problems (10.2), fiir das mitunter ein Maximumprinzip gilt. Dabei handelt
es sich um die Lumped-Mass-Methode. Zu deren Definition ersetzen wir die
Matrix B in (10.4) durch eine Diagonalmatrix B, in der sich die Diagonal-
elemente aus der Summe der Zeilenelemente ergeben. Man kann zeigen, dass
diese Methode auch durch

(10.16) (un,t, X)n + alun, x) = (f,x) Yx €Sp fiirt>0

definiert werden kann, wobei das Skalarprodukt im ersten Term durch Be-
rechnung des ersten Terms in (10.2) mithilfe der Knotenquadraturregel (5.64)
zustande gekommen ist. Fiir diese Methode kann man eine Fehlerabschétzung
der Ordnung O(h?) herleiten, die der aus Theorem 10.1 dhnelt. Wenn wir nun
annehmen, dass alle Triangulationswinkel kleiner gleich /2 sind, dann sind
die Nichtdiagonalelemente der Steifigkeitsmatrix A nichtpositiv. Daraus folgt,
dass fiir den Losungsoperator Ej,(t) des modifizierten Problems

1En(t)vnlle < llvnlle  fiirt >0

gilt.

Kehren wir zur gewéhnlichen Galerkin-Methode (10.1) zuriick. Wir bewei-
sen nun die folgende Abschéitzung des Fehlers im Gradienten.

Theorem 10.2. Unter den Annahmen von Theorem 10.1 gilt firt >0

@) = a0 < o =l + Ol + a0+ ([l as) ).

Beweis. Wie vorhin schreiben wir den Fehler in der Form (10.13). An dieser
Stelle gilt wegen (10.12)

lp()|r = [Rru(t) — u(t)]y < Chllu(t)]2.

Um V6 abzuschiitzen, benutzen wir wiederum (10.15), nun mit x = 6,. Wir

erhalten
14

2] 2
o+ 35

101 = = (pe. ) < 5(llell® + 19:[1°),

sodass J
S101% < o2

oder



10.1 Die semidiskrete Galerkin-Methode der finiten Elemente 163
0 2 <o 2 ‘ 2d < _ _ 2 t 2d
10()y < 16(0)[1 + ; lpel*ds < (lon = vl1 + [Rpv —v|1)” + ; [pe]| ds

gilt. Hieraus schlussfolgern wir wegen a? + b? < (|a| + [b])? und (10.12)

t ) 1/2
(1017) 66 < fon = ol + Chf ol + ([ JuliFas) ",
0
was den Beweis abschlieft. a
Beachten Sie, dass im Falle v;, = Iv oder Ryv
lvp —vl1 < Chljvll2

gilt, sodass der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung aus Theo-
rem 10.2 durch den zweiten dominiert wird.

Wir machen nun beziiglich 6 = u;, — Rpu folgende Beobachtung: Wenn wir
v, = Rpv so withlen, dass 6(0) = 0 ist, dann gilt zusétzlich zu (10.17)

t 1/2 t 1/2
o0k < ([ olads) < con2( [ julzas)

Somit ist der Gradient von 6 von zweiter Ordnung O(h?), wihrend der Gradi-
ent des Gesamtfehlers fiir h — 0 lediglich von der Ordnung O(h) ist. Folglich
ist Vuy, eine bessere Approximation fiir VRyu als es fiir Vu moglich ist. Dies
ist ein Beispiel fiir ein Phinomen, das manchmal als Superkonvergenz bezeich-
net wird.

Der oben eingefiihrte Losungsoperator Ej,(t) besitzt ebenfalls Glattungs-
eigenschaften, die denen in Abschnitt 8.2 fiir das kontinuierliche Problem ent-
sprechen, sodass beispielsweise

|En(t)op]1 < Ct Y2 oy fiir t >0, v, €Sy,
und

(10.18) | DEEs(t)on| = 1AL Ew(Eun] < Cot ™ onll - fiix ¢ > 0, vp € Sy

gilt. Solche Resultate kénnen verwendet werden, um beispielsweise die folgen-
den Fehlerabschétzungen fiir die homogene Gleichung im Falle nichtglatter
Daten zu zeigen.

Theorem 10.3. Ws gelte f = 0 und seien up und u die Lisungen von
(10.3) beziehungsweise (10.1), wobei die Anfangsdaten fir (10.3) als vy, = Ppv
gewdhlt werden. Dann gilt

un(t) — u(t)|| < CR* || fir t > 0.
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Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubung (sieche Problemstel-
lung 10.4). Dieses Resultat zeigt, dass die Konvergenzrate fiir ¢ > 0 von der
Ordnung O(h?) ist. Dies trifft auch dann zu, wenn wir lediglich annehmen,
dass v in Lo ist.

Die oben vorgestellte Theorie ldsst sich unter geeigneten Annahmen fiir
die Regularitit der Losung einfach auf finite Elemente hoherer Ordnung
iibertragen. Gilt also im Raum der finiten Elemente

(10.19) |Rpw —w| < Ch"|Jwl|l, Ywe H N HE,
dann konnen wir das folgende Theorem zeigen.

Theorem 10.4. Seien u, und u die Lisungen von (10.3) beziehungsweise
(10.1) und sei Gleichung (10.19) erfillt. Dann gilt fiir ein geeignet gewdihltes vy,

t
Jun(6) = w(®)l < b (ol + [ furlds) - fire >
0

Wir wissen bereits aus Gleichung (5.50), dass fiir » > 2 die Abschitzung
(10.19) fiir stiickweise Polynome vom Grad r—1 gilt, die Regularititsannahme
w € H" N H fiir ein polygonales Gebiet {2 dann aber etwas unrealistisch ist.
Fiir ein Gebiet {2 mit einem glatten Rand I" sind spezielle Betrachtungen in
der Grenzschicht 2\ (2, notwendig.

10.2 Einige vollstindig diskrete Schemata

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nun einigen einfachen Schemata zu, die
auch beziiglich der Zeit eine Diskretisierung vornehmen. Es sei S}, wie vorhin
der Raum stiickweise linearer Finite-Elemente-Funktionen. Wir beginnen mit
dem Riickwdirts-Euler-Galerkin-Verfahren. Sei k der Zeitschritt und U™ € Sy,
die Approximation von u(t) an der Stelle ¢ = t,, = nk. Dann wird diese Metho-
de dadurch definiert, dass die Zeitableitung in (10.3) durch einen Riickwérts-
Differenzenquotienten ersetzt wird. Mit 0,U™ = k~1(U™ — U™~ 1) gilt also

(U™, x) +a(U™, x) = (f(tn),x) VX E Sh, n>1,

10.20
( ) UO = Vh-

Ist U™~ ! gegeben, dann wird U” damit implizit iiber das diskrete elliptische
Problem

(U™, x) +ka(U™,x) = (U + kf(t,),x) Yx € Sh

definiert. Wenn wir U™ mithilfe der Basis {®; }jw:’l als U™ (z) = Zjﬂihl o P;(x)
ausdriicken, kénnen wir diese Gleichung in der in Abschnitt 10.1 eingefiihrten

Matrixnotation als
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Ba™ + kAa™ = Ba™ ' + kb fiirn > 1
schreiben, wobei a™ der Vektor mit den Komponenten o oder
Q" = (B+kA)'Ba" ' + E(B+EA) T firn>1 mita® =~
ist.
Wir beginnen unsere Analyse des Riickwirts-Euler-Verfahrens damit, die
unbedingte Stabilitét dieser Methode zu zeigen. Das heift, dass diese Methode

unabhéngig von der Relation zwischen h und & stabil ist. Wéhlen wir in (10.20)
x = U", so gilt wegen a(U™,U™) >0

QU™ U™) < ||| IU™|l, wobei f™ = f(t,) ist,

oder
U7 = (o= um) < kIO

Wegen (U1, U™) < | U™ |U™| zeigt dies
[ < IO =+ £ fie e > 1,
woraus durch wiederholte Anwendung
(10.21) o < 10+ &1L
j=1

folgt.
Wir werden nun die folgende Fehlerabschitzung beweisen.

Theorem 10.5. Sind U™ und u Lisungen von (10.20) beziehungsweise (10.1)
und wdhlen wir vy, so, dass (10.10) erfillt ist, dann gilt fir n >0

t
0

t’!‘L n
0" = atn)l < 0 (ol + [ fuilads) +Ch [ usas
0

Beweis. In Analogie zu (10.13) schreiben wir
U" —u(ty) = (U" — Rhu(tn)) + (Rhu(tn) — u(tn)) =60"+p".

Wie vorhin gilt wegen (10.12)

tn
WWSCWM%WSCWW%+AIMM®)

Diesmal fiihrt eine der Gleichung (10.14) entsprechende Berechnung auf
(1022) (5t0na X) + a(0n7 X) = _(wn’ X)

mit
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" = Rposu(ty) — u(tn) = (Rn — DOwu(ty) + (Opu(tn) — us(ty)) = wi +wh.
Wenden wir die Stabilitidtsabschitzung (10.21) auf (10.22) an, erhalten wir
167 < 16° + kD llwfll + kY -
j=1 j=1
An dieser Stelle folgt wegen (10.10) und (10.12) wie vorhin
10°] = llvn = Rioll < lon = vl + [lv = Ruv]| < Ch?|lv]l2.
Beachten Sie nun, dass
tj tj
wl = (Ry — Nk~ / ugds = k=1 / (R, — Iuy ds
tj71 tj71
gilt, woraus sich
tj tn
kZ o < Z Chulads = Ch* [ uslads
t] 1 0
ergibt. Dariiber hinaus gilt aufgrund der Taylorschen Formel
, t;
wp = k7 (ulty) = ultj—1)) — we(ty) = —k~ / (s = tj—1)uu(s)ds
tj71

und damit

n ) n t; tn
eIl <30 [ -t as| <k [ ul s
j=1 j=1 “Jti-1 0

Zusammen genommen schliefen unsere Abschétzungen den Beweis des Theo-
rems ab. a

Ersetzen wir in (10.20) den Riickwérts-Differenzenquotienten beziiglich der

Zeit durch einen Vorwiérts-Differenzenquotienten, gelangen wir zum Vorwdrts-
Euler-Galerkin-Verfahren. Mit 0,U™ = (U™t — U"™) /k gilt also

QU™ x) +a(U" x) = (f(tn),x) X E Sh, n>1,
UO = Vp-
Dies kann in Matrixform als
Ba"t! = (B — kA)a™ + kb"  fiir n >0

ausgedriickt werden. Da B keine Diagonalmatrix ist, ist diese Methode nicht
explizit. Wenden wir dieses Diskretisierungsverfahren jedoch auf die semidis-
krete Gleichung (10.16) in der Lumped-Mass-Methode an, bei der man B
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durch eine Diagonalmatrix B ersetzt, dann wird das zugehorige Vorwirts-
Euler-Verfahren zu einem expliziten Verfahren.

Unter Verwendung des in (10.6) definierten diskreten Laplace-Operators
kann das Vorwiérts-Euler-Verfahren auch durch

(10.23) Ut = (I 4+ kAU + kP f(t,) firn >0 mit U =,

definiert werden. Diese Methode ist anders als das Riickwérts-Euler-Verfahren
nicht unbedingt stabil. Wir werden allerdings die Stabilitit unter der Bedin-
gung zeigen, dass die Familie {S,} dergestalt ist, dass fiir den grofiten Eigen-
wert /\]V[;L,h von —Ay,

(10.24) Amnk <2

gilt. Dabei werden wir der Einfachheit halber lediglich die homogene Glei-
chung betrachten. Erinnern wir uns an (6.37), so stellen wir fest, dass (10.24)
beispielsweise dann gilt, wenn die S}, die inverse Ungleichung (6.36) erfiillen
und mit der Konstanten C' aus Gleichung (6.37) k < 2C~1h? gilt, worin sich
die bedingte Stabilitdt zeigt.

Es ist klar, dass (10.23) genau dann stabil ist, wenn ||(I + kAx)x|| < x|
fiir alle x € S}, erfiillt ist. Weil —Aj, symmetrisch positiv definit ist, gilt dies
genau dann, wenn alle Eigenwerte von I + kAy in [—1,1] liegen. Aufgrund
der Positivitidt von —Aj entspricht dies der Forderung, dass der kleinsten
Eigenwert von I + kAy, grofer gleich —1 ist, oder dass der grofite Eigenwert
von —Ay, kleiner gleich 2/k ist, also (10.24) erfiillt. Sehen Sie sich dazu auch
Problemstellung 10.3 an.

Beachten Sie, dass das Riickwérts-Euler-Verfahren aufgrund der unsym-
metrischen Wahl der Zeitdiskretisierung in der Genauigkeit lediglich von ers-
ter Ordnung ist. Deshalb kommen wir nun zum Crank-Nicolson-Galerkin-
Verfahren, bei dem die semidiskrete Gleichung symmetrisch um den Punkt
ln—1/2 = (n— %)k diskretisiert wird. Diese Vorgehensweise fiihrt auf ein Ver-
fahren, das in der Genauigkeit hinsichtlich der Zeit von zweiter Ordnung ist.
Genauer gesagt, definieren wir U™ € S), fiir n > 1 rekursiv durch

QU™ x) +a(z (U™ + U1, x) = (f(ta-1/2):X) VX € Sh,

(10.25)

= Vp.
In der Matrixnotation nimmt dies die Form
Ba™ + LkAa™ = Ba" ' — LkAa™ Tt + k0" T2 fiirn > 1
oder mit a® = v die Form
a" = (B+ $kA)"HB - LkA)a" "t + k(B + 1kA) T2 n>1

an.
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Dieses Verfahren ist ebenfalls unbedingt stabil, was man zeigen kann, in-
dem man in (10.25) x = U™ + U™~ wiihlt und auf der rechten Seite die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung anwendet. Dann ergibt sich

K@U™, U"+U™ ) = U= U712 = (Iu™ = u =D AT I+ IT™ ).

Unter Verwendung der Positivitdt von a(U™,U™) und nach Streichen eines
Faktors |U"| + ||[U™ ! erhalten wir

JU™ | < UM+ R0 mit £ = (o g0),

oder nach Summation

U™ < onll + £ 17712

Jj=1

Diesmal ergibt sich die folgende Fehlerabschétzung. Der Beweis, den Sie
in Problemstellung 10.7 ausfiihren sollen, verliduft analog zu dem von Theo-
rem 10.5.

Theorem 10.6. Seien U™ und u die Losungen von (10.25) beziehungsweise
(10.1). Wird vy, so gewdhlt, dass (10.10) erfiillt ist, dann gilt fir n >0

t
0

tn n
0"~ utell < CH(lolla + [ uallads) + CH [ (sl + 1w s
0

10.3 Problemstellungen

Problem 10.1. Betrachten Sie das Problem (10.1) in einer rdumlichen Di-
mension mit 2 = (0, 1). Zur numerischen Losung verwenden wir die stiickweise
linearen Funktionen iiber der Zerlegung

O<ri<a2<...<xp1 <1, J)j:jh,hzl/(M—l—l).

Bestimmen Sie die Massenmatrix B und die Steifigkeitsmatrix A und schrei-
ben Sie das semidiskrete Problem, die Riickwérts-Euler-Gleichungen und die
Crank-Nicolson-Gleichungen auf.

Problem 10.2. (Ubung am Rechner.) Betrachten Sie das Anfangs-Randwert-
problem (10.1) mit 2 = (-7, 7) und v = sign z.

(a) Bestimmen Sie die exakte Losung durch Entwicklung nach Eigenfunktio-
nen.

(b) Wenden Sie das Riickwérts-Euler-Verfahren (10.20) auf der Basis stiick-
weise linearer finiter Elemente mit v, = Ppv und (h,k) = (7/5,1/10),
(r/10,1/40) an. Bestimmen Sie den maximalen Fehler an den Gitterpunk-
ten fiir ¢ = 0.1, 0.5, 1.0.



10.3 Problemstellungen 169

Problem 10.3. (a) Zeigen Sie, dass der in (10.6) definierte Operator —Ay, :
Sp — Sy, selbstadjungiert positiv definit beziiglich (-, -) ist.
(b) Zeigen Sie, dass mit der Notation aus Theorem 6.7

M,
—Apvn =Y Nin(on, @in)ein und [ Anl = Aag,

i=1

gilt. Hinweis: Die linke Seite der zweiten Gleichung ist die Operatornorm
von Ay (siehe (A.T)). Folglich miissen Sie fiir alle x € S, die Beziehung
lAnXIl < Anr, nllx|| zeigen, wobei Gleichheit fiir ein x angenommen wird.
(¢) Angenommen, die Familie der Réume finiter Elemente {S;} erfiillt die
inverse Ungleichung (6.36). Zeigen Sie, dass

lAn] < Ch™2
gilt. Hinweis: Sehen Sie sich (6.37) an.

Problem 10.4. Angenommen, es gilt f = 0 und uj und u sind Lésungen von
(10.3) beziehungsweise (10.1) mit v, = Pyv.
(a) Es sei v € H? N H}. Zeigen Sie die Giiltigkeit von

llun(t) —u(t)|| < Ch2||lv||y  fiir t > 0.
(b) Es sei v € Ly. Zeigen Sie die Giiltigkeit
un(t) —u(t)|| < ChR*v||  fiir t > 0.

Hinweis: Leiten Sie zur Losung von Teil (a) aus (10.15) die Beziehung

t
(10.26) 0(t) = Exn(t)0(0) — / Ey(t — s)Prpi(s)ds

0
ab. Zerlegen Sie die Integrale gemifl f(f = Ot /2 + ftt/Q und integrieren Sie im
ersten Term partiell, wodurch Sie

0(t) = En(t)Pre(0) — En(t/2)Pp(t/2)
t/2 t
+ D,Ep(t — s)Ppp(s)ds — En(t — s)Prpe(s)ds
0 t/2
erhalten. Verwenden Sie anschlieflend (10.18), (10.12), (8.18) und Problem-
stellung 8.10.
Zur Losung von Teil (b) integrieren Sie nochmals partiell, wodurch Sie die
zusétzlichen Terme
t/2
D Ey(t/2)Prp(t)2) — D2Ey(t — 5)Pnp(s) ds
0

mit 5(t) = [fyp(s)ds, Il < Chfalle, ill: < C[Ad| und Aa(t) =
fot ug(s) ds = u(t) — v erhalten.
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Problem 10.5. Angenommen, fiir die Familie der Rdume finiter Elemen-
te {Sn} gilt ||Anl] < Ch™2 (siehe Problemstellung 10.3). Seien wuj, und u
Losungen von (10.3) beziehungsweise (10.1). Nehmen Sie dariiber hinaus
lon, — v|| < Ch?||v||2 an. Zeigen Sie die Giiltigkeit von

Jun(t) — u®)]| < C(1 4 log(t/h*))h* Jnax, llu(s)|lo fiir t > A%
Hinweis: Integrieren Sie in (10.26) partiell, was auf
¢
0(t) = En(t)Pae(0) — Pap(t) + / DoEn(t — 5)Pap(s) ds
0

fiihrt. Zerlegen Sie das Integral gemif fot = fot -t fti ,2 und behandeln Sie
den ersten Teil wie in Problemstellung 10.4 (a). Benutzen Sie im zweiten Teil
IDsEn(t = s)| = | AnEn(t = )| < | Al En(t = s)| < Ch72.

Problem 10.6. Beweisen Sie Fehlerschranken, die analog zu denen aus Theo-
rem 10.1 sind, wenn der elliptische Term —Aw in (10.1) wie in Abschnitt 3.5
durch Au = =V - (aVu) +b- Vu+ cu ersetzt wird. Hinweis: Sehen Sie sich die
Problemstellungen 5.7 und 8.8 an.

Problem 10.7. Beweisen Sie Theorem 10.6.
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