11 Integration von Feldern:
Kurven- und Fliachenintegrale

Wir haben uns in Abschn. 3.4 bei der Integration vektorwertiger Funktionen
auf Funktion in Abhéngigkeit von einem Skalar beschrinkt. Felder jedoch
sind vektorwertige Funktionen in Abhéingigkeit von den drei Raumkoordina-
ten. Ein einfaches Beispiel fiir ein ein Feld enthaltendes Integral ist die Arbeit
W, definiert als W = [ F - ds: wir miissen die Kraft F entlang eines Weges
s integrieren, d.h. ein Kurven- oder Linienintegral bilden. Wenn wir Quellen
und Senken eines elektrischen Feldes betrachten, so kénnen wir ein Volumen-
element heraus greifen und den Fluss dieses Feldes durch die Oberfléiche des
Volumens bestimmen. Auf diese Weise bilden wir ein Oberflachenintegral.
Wir werden ferner die Integralsitze von Gaufl und Stokes kennenlernen, mit
deren Hilfe die lokal definierten Gréfien Divergenz und Rotation auf grofiere
Raumbereiche erweitert werden konnen. Diese Integralséitze ermoglichen es,
die Maxwell’schen Gleichungen in integraler und differentieller Form darzu-
stellen, aulerdem konnen sie eine rechentechnische Hilfe sein.

11.1 Kurven und Flichen

Um entlang einer Kurve oder Fliche integrieren zu konnen, bendtigen wir
eine Darstellungsform fiir Kurven und Fléachen, die es erlaubt, die Integration
mit den aus Kap. 3 bekannten Verfahren durchzufiithren. Die Bewegung einer
Raupe entlang eines Grashalms ist zwar eine Bewegung im dreidimensionalen
Raum; der Ort der Raupe ldsst sich jedoch durch einen einzigen Parameter,
z.B. den Abstand von der Spitze des Grashalms, eindeutig beschreiben — das
ist eine Kurve in Parameterdarstellung.

11.1.1 Darstellung ebener und riumlicher Kurven

Die Parameterdarstellung einer Kurve erfolgt durch einen Vektor. Der Orts-
vektor einer Raumkurve lédsst sich schreiben als

r(t) = z(t)es + y(t)ey + z(t)e. , (11.1)

mit ¢ als einem Parameter, der einen Bereich t; <t < to durchliuft.
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Definition 63. Fine Raumkurve wird als glatt bezeichnet, wenn es minde-
stens eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung v = r(t) gibt, fir die
an keiner Stelle dr/dt verschwindet.

Die Wurfparabel ldsst sich z.B. darstellen als

r(t) = <( (vo cos O‘)tlth) (11.2)

vosina)t — 5

mit ¢ > 0. Wir stellen also den Ort r des Korpers nicht in Abhéngigkeit von
den rdumlichen Koordinaten z und y dar sondern in Abhéngigkeit von einem
einzigen Parameter, der Zeit ¢t. Wenn wir bei dieser anschaulichen Vorstellung
bleiben, kénnen wir den vom Korper entlang seiner Flugbahn zuriickgelegten
Weg s beschreiben als Bogenlinge s = [ v(¢) dt.

Definition 64. Die Bogenlinge s ist die Ldinge der Raumkurve, gemessen
entlang der gekrimmten Kurve:

to to to
s:/ dt:/|i*|dt:/\/x'2+y2+z’2dt. (11.3)
t1 t1

t1

dr
dt

Die Grofle 7 = v weist tangential entlang der Kurve. Mit ihr kann jedem
Punkt der Kurve ein Tangenteneinheitsvektor t zugeordnet werden

P (11.4)

n=—, (11.5)

der in Richtung der Kurvenkrimmung weist.

Beispiel 114. Mit t und n kénnen wir eine Beschleunigung in einen Tangential-
und einen Normalanteil zerlegen. Es ist ds das Bogenelelement entlang der
Kurve und damit |dr| = ds. Fiir die Geschwindigkeit gilt (Kettenregel)
dr dr ds
mit ¢ = dr/ds als dem Tangenteneinheitsvektor. Die Beschleunigung ergibt
sich durch nochmaliges Ableiten zu
_dv  dv dt dt ds

at
= 7:—t —_— = t —_— U = t 27'. 11.7
e T T T P T L (11.7)

Mit der Kurvenkrimmung x und dem Krimmungsradius o geméif

d2r\ > 2z\>  [d2y\®  [(d2z\® 1 |dt
= —_— = —_— —_— —_— = —-=|— 11.
=) () (5 () -3 oo

v
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Nomcons "' Abb. 11.1. Darstellung einer Fléche

durch Parameterlinien mit v = const
und v = const

ergibt sich fiir die Beschleunigung als Summe aus Tangentialbeschleunigung
a; und Normalbeschleunigung v*/o
02
a=ut+—n. (11.9)
0
O

Mit Hilfe dieser beiden Vektoren lésst sich das begleitende Dreibein defi-
nieren, ein System aus drei orthonormalen Vektoren, die sich mit dem Koérper
entlang der Bahnkurve bewegen:

t Tangenteneinheitsvektor

n Hauptnormaleneinheitsvektor

b Binormaleneinheitsvektor b=1% x n
Die beiden Normalenvektoren spannen die Ebene senkrecht zur Bahnkurve
auf. Erfolgt die Bewegung in einer Ebene, so ist b konstant und die Ebene
wird durch ¢ und n aufgespannt.

11.1.2 Flichen im Raum

Eine Fliache im Raum lasst sich durch einen Ortsvektor beschreiben, der von
zwei Parametern v und v abhéngt:

x(u,v)
r=r(u,v) = | y(u,v) | . (11.10)
z(u,v)

Die Fliche wird von einem Netz von Parameter- oder Koordinatenlinien
durchzogen, vgl. Abb. 11.1. Entlang der Parameterlinien ist jeweils einer
der Parameter konstant, dhnlich den Langen- und Breitenkreisen auf dem
Globus.

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien beschreiben die Ande-
rung des Ortsvektors in Richtung der Parameterlinien:

_Or _Or
T ou T ov’

Sind die Parameter v und v einer Fliche r = r(u,v) Funktionen einer
reellen Variablen ¢, so beschreibt der Ortsvektor

t, bzw. t,

(11.11)
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r=r(t) =r(u(t),v(t)) (11.12)

eine auf der Flidche verlaufende Kurve (Flichenkurve). Der Tangentenvektor
dieser Fléchenkurve ist
d
= cT: = tit, + it, . (11.13)
Jedem Punkt der Fliche r = r(u,v) lisst sich eine Flichennormale zu-
ordnen mit |n| =1 und

t, xt,
n=————.

[t X t]
Dieser Vektor steht senkrecht auf der von den beiden Tangentenvektoren

gebildeten Tangentialebene an die Flache. Damit ergibt sich fiir die Gleichung
der Tangentialebene in einem festen Flichenpunkt rg

(11.14)

ng-(r—r9)=0. (11.15)
Ein Flachenelement ist dann
dA = |t, x t,|dudv . (11.16)

11.2 Kurvenintegrale

In der Physik ist die Arbeit definiert als
S2 S2
W = / dW = /F(s) -ds, (11.17)
S1 S1

d.h. wir miissen das Integral entlang eines Weges s bilden, das Linien- oder
Kurvenintegral.

Definition 65. F(z,y, z) sei ein rdumliches Vektorfeld, r = r(t) der Orts-
vektor einer von Py nach Ps verlaufenden Raumkurve C mit t1 <t <ty und
7 = 7(t) der zugehdirige Tangentenvektor der Kurve. Dann heifit das Integral

/F~dr _ /F(r(t)) . dz(tt) dt = /F(r(t)) it dt (11.18)
C 11 t1

das Linien- oder Kurvenintegral des Vektorfeldes F' lings der Raumkurve C.

Die Berechnung eines Linien- oder Kurvenintegrals [, F-dr = j;tf F.rdt
erfolgt in zwei Schritten:

1. Zunéchst werden im Feldvektor F(r) die Koordinaten x, y und z durch
die parameterabhéngigen Koordinaten z(t), y(t) und z(¢) der Raumkurve
C ersetzt, d.h. der Feldvektor und seine Komponenten hingen nur noch
von t ab. Dann differenziert man den Ortsvektor r(¢) nach dem Parameter
t, erhdlt den Tangentenvektor () und bildet das skalare Produkt F - 7
aus dem Feld- und Tangentenvektor.
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2. Das Skalarprodukt F' - 7 héngt jetzt nur noch vom Parameter ¢t ab und
kann in den Grenzen von t; bis ¢ integriert werden.

Beispiel 115. Gegeben ist eine Kraft F = (yz,zz,xy). In diesem Kraftfeld
wird eine Masse von 71 = (0,0,0) m nach r2 = (1,1,1) m verschoben. Die
Arbeit, die dabei entlang einer Geraden r = (t,¢,t) und lings einer Parabel
r = (t,12,t*) zu verrichten ist, ist zu bestimmen. Fiir die Arbeit entlang der
Geraden erhalten wir wegen 7 = (1,1,1)

T2 to
WZ/Fd’I“Z/F-f“dt
1 t1
1

2 1 1
:/ 21| dt= /3t2 dt =1 Nm . (11.19)
o \t? 1 0
Fiir die Arbeit entlang der Parabel ergibt sich wegen » = (1, 2t, 4t3)
o 1 /46 1 1
Wz/Fdr:/ ]| 2t dt:/?tﬁdt: 1 Nm, (11.20)
kS o\t 4¢3

d.h. die Arbeit entlang zweier unterschiedlicher Wege ist die gleiche. Das
Kraftfeld konnte also ein konservatives Feld sein. O

Ein Vektorfeld heifit konservativ bzw. Potentialfeld, wenn das Linien- oder
Kurvenintegral nur vom Anfangs- und Endpunkt, nicht aber vom eingeschla-
genen Verbindungsweg zwischen den beiden Punkten abhéngt. Ein konserva-
tives Kraftfeld kann durch die folgenden, gleichwertigen Eigenschaften cha-
rakterisiert werden, vgl. Bsp. 125:

— Das Linienintegral ist vom eingeschlagenen Weg unabhéngig.

— Das Linienintegral entlang einer geschlossenen Kurve verschwindet: f Fdr =
0.

— Das Vektorfeld ist als Gradient eines Potentials U darstellbar: F = VU.

— Das Skalarprodukt F' - dr ist das totale Differential eines Potentials U:
dU = F -dr.

— Das Vektorfeld ist wirbelfrei: V x F = 0.

Beispiel 116. Jetzt konnen wir die am Ende von Bsp. 115 geduflerte Vermu-
tung, das Feld F = (yz,xz, zy) sei konservativ, iiberpriifen. Dazu bilden wir
dessen Rotation:

0/0x yz T —
/0y | x lzz|=|y—y | =0, (11.21)
0/0z xy z—z

d.h. das Feld ist wirbelfrei und damit konservativ. O
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Bei Umkehr des Durchlaufs der Kurve C dndert sich das Vorzeichen des
Linienintegrals:

/F-dr:—/F~dr: (11.22)
“c c

beim Anheben eines Steins gegen die Gewichtskraft wird Hubarbeit geleistet,
auf dem umgekehrten Weg verrichtet das Gravitationsfeld Beschleunigungs-
arbeit am Stein.

Das Kurvenintegral ist additiv: kann die Kurve C in zwei Abschnitte C;
und Cy zerlegt werden, so gilt

/F-dr:/F-dr+/F-dr. (11.23)
C

Die beim Treppensteigen vom Erdgeschoss in den vierten Stock verrichtete
Arbeit ist die Summe der Arbeiten fiir den Weg vom Erdgeschoss bis in den
zweiten Stock und dann vom zweiten Stock bis in den vierten.

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dass das Kurvenintegral in einem
Gebiet genau dann wegunabhéngig ist, wenn die Zirkulation verschwindet

Zc=%F~dr:/F-dfr—/F~dr (11.24)
C C1 Ca

mit C; und Cs als zwei Kurven zwischen den Punkten P; und P,. Umgekehrt
verschwindet die Zirkulation, wenn das Kurvenintegral wegunabhingig ist,
d.h. wenn das Feld konservativ ist.

Beispiel 117. Gegeben ist das Feld F = (—y/(z? + y?),z/(2* + 3?)). Ein
Korper wird in diesem Feld vom Punkt (1,0) zum Punkt (-1,0) verschoben.
Die Arbeit ist entlang der beiden halbkreisformigen Wege gegen und mit
dem Uhrzeigersinn zu bestimmen. Die Wege lassen sich in Polarkoordinaten
beschreiben, in einem Fall fiir 0 < ¢ < 7, der andere Weg ist 0 > ¢ > —m
oder alternativ 2 < ¢ < 7. Der Ortsvektor ist » = r(cos ¢, sin ¢) und nach
Ableiten 7 = r(—sin ¢, cos ¢). Fiir das Skalarprodukt erhalten wir

. [ —rsing/r?\ [—rsing) _ . 2
F.r= ( r cos o1 > ( rcos ) =sin“p+cosp=1 (11.25)
und damit fiir die beiden Integrale
W, = /d<p =lplg=m und W, = /dgp =[¢l," =-7, (11.26)
0 0

d.h. das Kraftfeld ist nicht konservativ. Wiirden wir entlang eines geschlos-
senen Pfades integrieren, z.B. den Kreis von 0 bis 27 durchlaufen, wére das
Integral W = 27, ebenfalls ein Hinweis darauf, dass das Feld nicht konserva-
tiv ist. O
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11.3 Oberflichenintegrale

Das Oberflichenintegral ist uns bereits in (10.32) begegnet. Dort hatten wir
den Fluss durch eine Fliche definiert als

@z/'u-dS bzw. (1)27{1%(15 (11.27)

fiir den Fluss durch eine geschlossene Oberfliche.
Die Berechnung eines Oberfléichenintegrals [ F - dA unter Verwendung
symmetriegerechter Koordinaten erfolgt in zwei Schritten:

1. Zunéchst werden geeignete Koordinaten ausgew#hlt und die Fldchennor-
male n, das Flichenelement d A sowie das Produkt F'-ndA in den gew#hl-
ten Koordinaten bestimmt. Auch die Integrationsgrenzen werden dem
gewahlten Koordinatensystem angepasst.

2. Das Integral [ F - ndA kann jetzt direkt bestimmt werden.

Ist die Fliche A in Parameterform r = r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))
gegeben, so ldsst sich das Oberflachenintegral schreiben als

/F-dA:/F-ndA://F-(tuxtv)dudu. (11.28)
A A A

Fiir Integralberechnung wird das Vektorfeld zunéchst durch die Parameter
uw und v ausgedriickt: F(z,y,z) — F = F(u,v). Anschliefend werden die
Tangentenvektoren ¢, = dr/Ju und t, = Or/0v an die Parameterlinien der
Flache werden gebildet, ebenso das Produkt F' - (¢, x t,). Damit wird das
Integral [ [ F - (t, x t,)dudv als gewdhnliches Mehrfachintegral berechnet.

Fiir einige Geometrien ist die Bestimmung des Flusses besonders einfach.
So verschwindet der Fluss eines homogenen Vektorfeldes F' = const durch
eine geschlossene Oberfliche: § 1€ dA = 0. Der Fluss eines zylindersymme-
trischen Vektorfeldes F' = f(p)e, durch die geschlossene Oberfliche eines
Zylinders mit Radius R und Hohe H um die z-Achse ist das Produkt aus der
Feldstérke an der Oberfliche und der Zylinderoberflache:

fF -dA = f(R)2rRH . (11.29)
A

Entsprechend ist der Fluss eines kugel- oder radialsymmetrischen Vektor-
feldes F = f(r) e, durch die Oberfléiche einer geschlossenen konzentrischen
Kugel mit Radius R gleich dem Produkt aus der Kugeloberfliche und der
Feldstarke an der Oberflache

j{F -dA = f(R)4nR? . (11.30)
A
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Beispiel 118. Der elektrische Fluss ® durch eine Flidche A ist definiert als
P = /E-dA. (11.31)

Eine Punktladung ¢ erzeugt ein elektrisches Feld E = ¢/(4meor?) e,.. Der
Fluss dieser Ladung durch eine Kugeloberfliche r = 2 lisst sich nach obigem
Kochrezept wie folgt bestimmen: auf der Kugeloberfliche weist der Norma-
lenvektor in Verlangerung des Ortsvektors stets radial nach auflen, d.h. er hat
die Richtung (z,y, z) oder in Kugelkoordinaten e,. Fiir das Produkt F - n
erhalten wir damit

q

F-n=—" _-&¢,-€=—. 11.32
" 4dmegr? ér-€ dmeqr? ( )
Mit dem Flichenelement dA = 2 sin 1) d dy ergibt sich
2T ow
@:/F.ndA: / /  _125n9dpdd = L . (11.33)
4egr? €0
©=09=0

Der Rechenweg ist fiir beliebigen radialen Abstand anwendbar, an keiner Stel-
le geht die Angabe r = 2 aus der Aufgabenstellung ein. Dies bedeutet, dass
im Falle einer Punktladung der elektrische Fluss durch eine Kugeloberfliche
stets ® = ¢/e ist, unabhingig vom Radius der Kugel. Anschaulich ist diese
Aussage klar: der elektrische Fluss ist gleichsam ein Zahlen der durch die Ku-
gelfliche gehenden Feldlinien. Da das Feld mit zunehmendem Abstand mit
r~2 abnimmt, die Kugeloberfliche jedoch mit r? zunimmt, bleibt das Pro-
dukt konstant. Gleichung (11.30) ist eine Konsequenz davon. O

Beispiel 119. Das geomagnetische Feld kann als ein Dipolfeld mit dem Di-
polmoment m angenihert werden. m weist vom (magnetischen) Siid- zum
Nordpol, sein Betrag ist ein Maf fiir die Stédrke des Dipols. Das Magnetfeld
im Abstand r ist gegeben als

B 3e.(e,-m)—m

B(r) (11.34)

3
Der magnetische Fluss durch die Eroberfliche (bzw. eine Kugeloberfliche mit
beliebigem Radius) ist

o= /B -dA . (11.35)
In Kugelkoordinaten erhalten wir mit (2.100)

2w
(I)://3€r(er'gn)_m.err251H?9d19d<p
T

p=09=0

2r
_ / / {W in 9 dd dy
T

=0 9=0
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/ /M 'n19d19d<p—27r/—51n19 cos ¥ d¥

©=09=0

2m
=2 [sin*9]5 =0, (11.36)

d.h. der Fluss des geomagnetischen Feldes durch die Erdoberfliche verschwin-
det. Zwar ist in jedem einzelnen Flichenelement (abgesehen von denen am
Aquator, da dort B L dA) der Fluss d® von Null verschieden, jedoch weist
das Feld auf der einen Hemisphére aus der Erdkugel heraus, auf der anderen
in sie hinein. Das Fldchenelement dA dagegen weist immer nach auflen, so
dass eine Hemisphére einen positiven Beitrag zum Fluss liefert, die andere
einen gleich groflen entgegen gesetzten. ad

11.4 Gaufl’scher Integralsatz

Divergenz und Rotation sind lokale Eigenschaften eines Feldes: sie werden
fiir jeden Raumpunkt r bestimmt. Anschaulicher werden diese Gréflen, wenn
man sie mit dem Fluss durch die Oberfléche eines Volumenelements oder der
Zirkulation lidngs einer (geschlossenen) Kurve in Verbindung bringt.

Theorem 6. Der Integralsatz von Gaufl (Divergenztheorem) besagt, dass der
Fluss eines Vektorfeldes F durch eine Oberfliche O(V) eines Volumens V
gleich dem Volumenintegral der Divergenz tiber das Volumen ist:

f{ F.dA = /dldeV (11.37)
o)

Damit wird der Zusammenhang zwischen der lokalen Grofle Divergenz
und den Eigenschaften eines Feldes in einem makroskopischen Volumen ge-
legt. Anschaulich bedeutet der Gauf’sche Integralsatz: alles, was im Volumen
an Feld entsteht (beschrieben durch die Divergenz oder Quellstirke), stromt
durch die Oberfliche hinaus. Formal lasst sich dies durch eine Zerlegung in
Teilvolumina zeigen, vgl. Abb. 11.2: die Zerlegung eines Volumens in zwei
Teilvolumina liefert auf den Auflenflichen die gleichen Betrige zum Integral
wie das Gesamtvolumen. Lediglich die Trennfliche zwischen den beiden Teil-
volumina wurde im Gesamtvolumen nicht beriicksichtigt. Der Fluss durch die
Trennfléche liefert jedoch keinen Beitrag, da die Flidchenvektoren stets nach
auflen gerichtet und damit entgegengesetzt sind — damit heben sich die bei-
den Beitrige zum Fluss weg. Dies ldsst sich auf beliebig viele Teilvolumina
verallgemeinern und fithrt zu

7{F dA = Z 7{ F.dA. (11.38)

o) Lo,
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Abb. 11.2. Gauf’scher Integralsatz: die Fliisse durch
dAT - — = dA; die Grenzfliche zwischen zwei Teilvolumina heben sich

C auf, da die Normalenvektoren der Grenzfliche entgegen
gesetzte Richtung haben

Betrachten wir im Grenziibergang AV; — 0 unendlich viele infinitesimal
kleine Teilvolumina, so erhalten wir

F.-dA = 1 A F-dA
j{ im Z VAV ?{ d
ow) o)

= lim ZAVV F= /v Fdv . (11.39)

N—o0

Beispiel 120. Eine Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes ist das Gauf3’sche
Gesetz des elektrischen Feldes (1. Maxwell’sche Gleichung):

divE = VE = @ . (11.40)
0

Die Quellstéirke des elektrischen Feldes ist durch die Ladungsdichte ¢ be-
stimmt, die Permittivitéit € ist eine Kopplungskonstante, die beschreibt, wie
stark die Ursache (die Ladung) und der Effekt (das Feld) gekoppelt sind.
Gleichung (11.40) ist die differentielle Darstellung der ersten Maxwell’schen
Gleichung. Die Integraldarstellung dieser Gleichung,

% E-dA = /ﬁdv (11.41)

o)

ist die bekanntere Form: der Fluss des elektrischen Feldes durch eine geschlos-
sene Fliche im drei-dimensionalen Raum (linke Seite) ist gleich der von dieser
Fliiche eingeschlossenen Ladung (rechte Seite). Der Ubergang zwischen der
Integralform und der differentiellen Darstellung wird durch den Gauf3’schen
Integralsatz (11.37) beschrieben. Dazu integrieren wir die differentielle Form
(11.40) iiber ein Volumen V'

/divEdV:/@dv. (11.42)
&
% % 0

Die Anwendung des Gaufy’schen Satzes auf die linke Seite liefert

% E-dA = /Q av, (11.43)

o)

bzw. fiir den Spezialfall, dass die Ladungsdichte aulerhalb des Volumens V'
verschwindet
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7{ E-da=1. (11.44)
€o
ow)
Die linke Seite ist der aus (11.31) bekannte Fluss des elektrischen Feldes.
Die entsprechende Maxwell Gleichung fiir das Magnetfeld ist

V-B=0. (11.45)

Sie besagt, dass das magnetische Feld keine Quellen hat — oder in einfacherer
Formulierung: es gibt keine magnetischen Monopole. O

Beispiel 121. Eine weitere Anwendung des Gaufy’schen Integralsatzes ist die
Herleitung der Kontinuititsgleichung. Allgemein &ndert sich eine Eigenschaft
¢ innerhalb eines Volumenelements durch die Konvergenz des Flusses C/(¢)
in dieses Volumen hinein sowie durch die Quellen und Senken S(e) innerhalb
des Volumens:

0
a*i FV-Cle) = S(e) . (11.46)
Dies ist die allgemeine Form einer Kontinuitétsgleichung, die auch auf andere
physikalische Grofien, z.B. auf Energie oder Impuls, angewandt werden kann.
Die einfachste Anwendung ist die Erhaltung der Masse. Mit o als der
Dichte und 5 = pwv als der Dichte des Massenstroms ergibt sich
do do
— -V =0 bzw. — =
ot~ v (ew SR
S verschwindet, da es im Volumenelement keine Quellen oder Senken gibt.
Unter Verwendung von (10.27) 14sst sich die Kontinuitétsgleichung (11.47)
schreiben als
do e

—V(ou) = -Vj. (11.47)

d.h. die totale Anderung der Dichte in einem Volumenelement ist proportional
der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes.

Unter Verwendung des Gauf’schen Integralsatzes lisst sich die differenti-
elle Form in eine integrale iiberfithren. Dazu integrieren wir die Kontinuitéits-
gleichung (11.47) iiber ein Volumenelement und wenden (11.37) auf die rechte
Seite an:

%/ng:— 7{ j-dA. (11.49)

% o)
O

Beispiel 122. Die Giiltigkeit des Gaufi’schen Integralsatzes konnen wir am
Beispiel eines Vektorfeldes F' = (22,42, 2?) demonstrieren. Als Volumen
wéhlen wir eine Kugel mit Radius r. Fiir die linke Seite von (11.37) bilden
wir dazu mit dA = d4de, =r/r d4
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xZ
% F.dA= f Ny |da= fr%m. (11.50)
ow) ow) z ow)

Mit dem Flichenelement in Kugelkoordinaten dA = r2 sin ¢ dd dy ergibt sich

2w
j{ F-dA:/ /r4sin19d19d<p=27r7‘4. (11.51)

ow) ©=09=0

Fiir die rechte Seite von (11.37) ergibt sich mit dV = r?sind dd dpdr

/dideV:2/(J:+y—|—z)dV

v
=2 / / / 3 sind dr dd dp = 277! (11.52)
@=09=07r=
d.h. (11.51) und (11.52) sind identisch. O

Beispiel 123. Die Anwendung des Gaufi’schen (oder Stokes’schen) Integral-
satzes kann auch rechentechnische Griinde haben. Verifizieren wir dazu den
Gauf’schen Integralsatz fiir das Feld F = (ay?,yz2, z2?) und eine Kugel
22 +y? + 22 = 16. Fiir die Divergenz des Feldes erhalten wir

d/0x xy?
V-F=|0/oy | |v? | =v*+22+22=0r". (11.53)
8/0z zx?
Damit wird die rechte Seite von (11.37)
4 m™ 27
RS:/V~FdV / / /r sin¥ de dd dr
r=09=0 p=
4
—27r/ /r sm19d19dr—27r/[ cos V)5 r* dr
r=09=
5 6
e {T} L (11.54)
51,75

Fiir die linke Seite miissen wir {iber die Kugeloberfliche integrieren. Der
Normalenvektor weist radial nach auflen — da die Kugel einen Radius von 4
hat, erhalten wir n = %(x,y,z) und damit fiir das Produkt aus Feld und
Normalenvektor

1
F -n = Z yzz . Yy = Z((L‘QyQ —|— y22,’2 + 22{1}2) . (1155)
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In Kugelkoordinaten lésst sich dies schreiben als

4

<

F-n= (sm4 ¥ cos? psin? ¢ 4 sin? ¥ sin? ¢ cos? ¥ + cos® ¥ sin? ¥ cos? )
4

MH%‘

sin® ¥ cos? psin® ¥'sin® ¢ + 174 sin® ¥ cos? ¥ . (11.56)

Das Flichenelement in Kugelkoordinaten ist dA = r2sin 1 dd dy. Damit er-
gibt sich fiir die linke Seite

T 27
6
LS = TZ / / (sin4 ¥ cos? @ sin? @ 4 sin® ¥ cos? 19) sin ¥ dd dy

9¥=0 =0

=4° / / (sin5 ¥ cos? psin? ¢ + sin® ¥ cos? 19) ddde

9=0 =0
W . 2
|4 4 T
=4° / sin® 0 |2 - 2P L sind Wcos? o [gp}g dv
8 32 |,
9=0
by .5
= 27 4° / (sm v + sin® ¥ cos? 19> dv
19 s
= 97 4° sin do + / sin® ¥ cos? ¥ d9
1 19 9 7 r
= 2r4® 3 sm cos } /sm Ydx +/Sln319 cos? 9 dv

=0

= 2714° E/bm 19d19+/bin 9 cos? 9 dY

9=0 9=0

1 1 T T
=9274* | = |—cosd + = cos® ¥ +/Sin319 cos? 9 dv

10 3 o

L 9=0
= 9 4* i 2—g + M 7T—1—2/sin19cos219d19
— 0 3 5 o 5

L 9=0

[2 21 2 4 46
=274% | = — Z 2 [cos® V|| | = 2m4® — 11.

15 5 3 los” Vg } (15+15> T (L57)

An diesem Beispiel wird deutlich, dass es wesentlich einfacher sein kann,
den Fluss durch eine Oberfliche auf der Basis des Gaufi’sches Satzes iiber die
Divergenz zu bestimmen als iiber die Oberfliche zu integrieren. O
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0 Abb. 11.3. Zirkulation lings einer kleinen
Rechteckkurve parallel zur (z,y)-Ebene um
To = ($07y07Z0)

11.5 Stokes’scher Integralsatz

Der Stokes’sche Integralsatz besagt, dass sich alles, was innerhalb einer ge-
schlossenen Fliche an Wirbeln entsteht, zu einer Gesamtzirkulation entlang
der Umrandung addiert. Um diese Aussage zu verstehen, beginnen wir mit
der Darstellung der Rotation als Wirbelstérke.

11.5.1 Rotation als Wirbelstirke

In einem Feld F' wird eine kleine rechteckige Kurve C mit den Kantenlédngen
2Az und 2Ay um 9 = (20, Yo, 20) betrachtet, vgl. Abb. 11.3. Die Zirkulation
um diese Fléche ist

To+Ax

7{1’_‘ dr = / dz[Fx(z,yo — Ay, 20) — Fe(x,y0 — Ay, 20)]
C zro—Ax
Yo+Ay
+ / dy[Fy(zo + Az, y,20) — Fy(zo — Az, y,20)] . (11.58)
Yyo—Ay

Taylor-Entwicklung des Integranden liefert

OF zo+Az SF Yo—Ay
7{F cdr = —a—;(:i, Y0, 20)2Ay / dz + a—;(xo,@ 20)2Ax / dy
5 zo—Ax 5 yo—Ay
F, ry
= *Ty(x + Y05 20)4AyAx + T(Iovy, z0)4AzAy . (11.59)
Im Grenzﬁbergang A — 0 ergibt sich
8F _OF,
li — @ F- F 11.
Ao AA j{ Jy = (rotF), (11.60)

Die Rotation oder Wirbelstérke ist gleich der Zirkulation lings der Randkurve
O(AF) einer Fliche F = nF im Grenzfall F — 0.
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11.5.2 Stokes’scher Integralsatz

Theorem 7. Der Integralsatz von Stokes besagt, dass die Zirkulation ei-
nes Vektorfeldes F entlang der Umrandung C(A) einer Fliche A gleich dem
Flichenintegral der Rotation des Feldes tber die Fldche ist:

]{ F.dr = /rotF -dA. (11.61)

C(A) A

Anschaulich bedeutet dies: alles was an Wirbeln innerhalb der geschlos-
senen Fliche entsteht (beschrieben durch die Rotation oder Wirbelstérke)
addiert sich zu einer Gesamtzirkulation entlang der Umrandung. Dieser Zu-
sammenhang ist erstaunlich, da sich eine Umrandung C durch unendlich viele
verschiedene Oberflichen realisieren lisst, z.B. einfach die Kreisfliche, eine
Halbkugel oder ein Zylinder. Die Details dieser Fléche sind jedoch irrelevant,
da sich, wie beim Gauf’schen Integralsatz, die Beitrédge an den Innengrenzen
aufheben. Dazu zerlegen wir die Fliache in Teilflichen:

f F.dr = j{ ~dr . (11.62)
=le(a

H1erbe1 liefern die d&ufleren Umrandungen der Teilflichen die gleichen Beitréige

wie bei der Gesamtflache, wihrend sich die Beitrége der Trennlinien aufgrund

des entgegengesetzten Umlaufsinns autheben. Im Grenziibergang AA; — 0
erhalten wir

N N
) _ 1
fF-dr:]\}gan ]{ F~dr:Nl£nooZAAi %Fd'rAAi
c(4) =lela i=1 c(A)
:/rotF -dA . (11.63)

A

Beispiel 124. Wichtige Anwendungen sind das dritte und vierte Maxwell’sche
Gesetz, die das magnetische und das elektrische Feld miteinander verbinden.
Auch fiir diese beiden Maxwell’schen Gesetze gibt es jeweils eine differentielle
und eine Integralform. In Integralform ist das Ampere’sche Gesetz

% BdT_Mo/]dA—‘r/JJ()&o/idA (1164)

c(4) A

Es besagt, dass ein Strom der Stromdichte j oder die Anderung eines elektri-
schen Flusses @ ein Magnetfeld erzeugt. Dieses Feld umschliefit den Strom
bzw. den sich &ndernden elektrischen Fluss. Im einfachsten Fall eines strom-
durchflossenen Drahtes erhalten wir ein kreisféormiges Magnetfeld um den
Draht, bei mehreren stromdurchflossenen Drihten ergibt sich ein aus ge-
schlossenen Magnetfeldlinien bestehendes Feld um diese Drihte. Diese ge-
schlossenen Feldlinien sind typisch fiir ein Wirbelfeld, d.h. es wére sinnvoll,
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eine Darstellung iiber die Rotation des Feldes zu finden. Diese ist durch die
differentielle Form des Ampere’schen Gesetzes gegeben:

OF
rot B=V x B = ,uoeoa

Den Ubergang zwischen den beiden Formen vermittelt der Stokes’sche Inte-
gralsatz. Integration der differentiellen Form (11.64) {iber eine Fliche liefert

+ hoJ - (11.65)

%rot B dA = /,uoeo— dA + //Joj dA . (11.66)
A A

Die rechte Seite entspricht bereits der Integralform (11.64). Auf der linken Sei-
te konnen wir mit Hilfe des Stokes’schen Integralsatzes (11.61) das Flidchenin-
tegral iiber die Rotation durch ein Linienintegral ersetzen und erhalten damit
die linke Seite von (11.64).

Das Faraday’sche Induktionsgesetz lésst sich formal vollig analog darstel-
len. In Integralform ist es gegeben durch

?{Edl ach . (11.67)

Es besagt, dass ein sich dndernder magnetischer Fluss ein elektrisches Feld
um das Magnetfeld herum erzeugt. In differentieller Form lisst sich dieses
elektrische Wirbelfeld schreiben als

OB
VUxE=-"". (11.68)
ot ;

Beispiel 125. Mit Hilfe des Stokes’schen Satzes ldsst sich zeigen, dass ein Feld
F = VU konservativ ist, d.h. das Linienintegral vom Punkt P; zum Punkt
P, wegunabhiingig ist. Auf der rechten Seite des Stokes’schen Satzes (11.61)
wird die Rotation des Feldes benotigt: V x F' =V x VU = 0. Damit ist auch

der:/VdeAzo. (11.69)

Das Integral entlang eines beheblgen geschlossenen Weges verschwindet also.
Zerlegen wir den Weg in zwei Teile P1 P, und P2P1 so erhalten wir

Py Py Ps Py
]{FdA:/Fdr—i—/Fdr:O = /Fdr—/Fdr:O
Py Ps Py Py

wobei die Pfade zwischen P; und P; beliebig sein kénnen. O

Beispiel 126. Gegeben ist das Vektorfeld F = (—y, x, 1), der Stokes’sche Satz
ist fiir eine auf der xzy-Ebene liegende Halbkugel mit 2 = /16 — 22 — 32
zu verifizieren. Die Halbkugel, und damit auch der Kreis, der sich in der
zy-Ebene bildet, haben einen Radius von 4. Der Normalenvektor auf der
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Halbkugel ist damit gegeben als n = (x,y,2)/4. Fiir das Linienintegral ist
der Kreis in der xy-Ebene daher gegen den Uhrzeigersinn zu umlaufen. In
Parameterform lésst sich der Kreis schreiben als x = cosp und y = sing
mit 0 < ¢ < 27. Damit erhalten wir fiir das Feld F = (—4sinp,4cos g, 1),
fiir den Ortsvektor r = (4 cos p,4sin ¢, 0) und fiir seine Ableitung nach dem
Parameter ¢ g—; = (—2sin g, 2 cos ¢, 0). Die linke Seite von (11.61) wird damit

—4sinp —4sinp
LS—%F —dgp 7{ dcosp |- | 4cosp | dp
1 0
= f(16sin2¢+16cos2 ©) dw:%lﬁdcp:?ﬂﬂ. (11.70)

Fiir die rechte Seite erhalten wir

RS—// O gdgdgp—//4gdgd<p—327r (11.71)

=0 o= =0 0=

Literatur

Eine einfache Einfithrung mit vielen Beispielen und Aufgaben aber einer Vor-
liebe fiir kartesische Koordinaten gibt Papula [43]. Die Themen werden, wenn
auch kurz, ebenfalls im Korsch [33] und Grossmann [24] behandelt. Fiir ein
vertieftes Studium sind z.B. Shey [56] und Jénich [30] geeignet, eine sehr gute
Einfithrung in die Vektoranalysis gibt auch Marsden [38].

Fragen

11.1. Was versteht man unter der Parameterdarstellung rdumlicher Kurven?
Geben Sie Beispiele.

11.2. Was versteht man unter einem konservativen Kraftfeld? Geben Sie ver-
schiedene Eigenschaften an, nennen Sie Beispiele.

11.3. Geben Sie eine anschauliche Interpretation des Flusses einer vektoriel-
len Grofle.

11.4. Der Fluss durch eine einen Dipol umschlieflende Fldche (Bsp. 119) ist
Null. Welcher Fluss ergibt sich, wenn bei einem elektrischen Dipol die Fldche
nur eine der Ladungen umschlieft, die andere aber auflerhalb liegt?

11.5. Skizzieren Sie das Verfahren zur Bestimmung eines Linienintegrals.
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11.6. Skizzieren Sie das Verfahren zur Bestimmung eines Oberflicheninte-
grals.

11.7. Erldutern Sie den GauBl’schen Integralsatz. Geben Sie eine formale und
eine anschauliche Erlduterung. Nennen Sie Anwendungsbeispiele.

11.8. Erldutern Sie den Stokes’schen Integralsatz. Geben Sie eine formale
und eine anschauliche Erlduterung. Nennen Sie Anwendungsbeispiele.

Aufgaben

11.1. e Gegeben ist die Raumkurve r(t) = 2 cos(5t)e, + 2sin(5t)e, + 10te,.
Bestimmen Sie den Tangenten- und Hauptnormaleneinheitsvektor.

11.2. e Ein Teilchen bewege sich auf der ebenen Kurve r(t) = e~ coste, +

e ! sinte,. Berechnen Sie die Tangential- und Normalgeschwindigkeit und
-beschleunigung.

11.3. ¢ Wie lautet der Geschwindigkeitsvektor v = 7(t) eines Massenpunk-
tes, der sich auf der Kugeloberfliche lings der folgenden Bahnen bewegt: (a)
Breitenkreis ¥ = const = vy, ¢ = t, (b) Lidngenkreis ¢ = const = g, ¥ = t,
(c) ¥ =t, p =12, jeweils mit ¢ als der Zeit.

11.4. e Berechnen Sie die Arbeit des Kraftfeldes F' = 1+w7§+y2 €,— 1+x§+y2 ey
beim Verschieben einer Masse von A = (1,0) nach B = (—1,0) entlang der
beiden moglichen halbkreisformigen Wege. Warum héngt die Arbeit noch
vom Weg ab?

11.5. e In einem ebenen Kraftfeld F = (z + 2y,0) wird die Masse von P =
(1,0) aus auf dem Einheitskreis im Gegenuhrzeigersinn einmal herumgefiihrt.
Welche Arbeit wird dabei vom Kraftfeld verrichtet?

11.6. e Berechnen Sie das Linienintegral [(zy*dz — 2?yzdy + x2%dz) lings
des Weges 7(t) = te, + t’e, + t3e, mit 1 <t < 2.

11.7. e Berechnen Sie das Kurvenintegral iiber einen Kreis um (0,0,0) mit
Radius R fiir das Feld F(r) = Fy = const.

11.8. e Welche Arbeit verrichtet das Kraftfeld F' = zye,+e,+yze, an einer
Masse, wenn diese sich l4ngs einer Schraubenlinie r(t) = coste,+sinte,+te,
von 0 nach 27 bewegt?

11.9. eee Zeigen Sie, dass das Linienintegral [rdr unabhingig vom Integra-
tionsweg ist. Wie lautet das Potential U des Feldes?

11.10. e Gegeben ist das Vektorfeld F = (zy?, yz?). Bestimmen Sie die
Arbeit, die zwischen den Punkten r; = (0,0) und ro = (a, a) verrichtet wird
bei Verschiebung entlang (a) einer geraden Linie y = z, (b) einer Parabel
y=x?/a , und (c) entlang eines Viertelkreises.
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