Kapitel 6
Ganze Zahlen, Teiler und Primzahlen
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6 Ganze Zahlen, Teiler und Primzahlen

In diesem Kapitel behandeln wir die Eigenschaften ganzer Zahlen. Dieser Bereich
der Mathematik wird Zahlentheorie genannt und ist ein wahrhaft ehrwiirdiges Gebiet:
Die Wurzeln reichen ungefihr 2500 Jahre zuriick, bis zum Anbeginn der griechischen
Mathematik. Man konnte meinen, nach 2500 Jahren der Forschung sei im Wesentli-
chen alles bekannt. Wir werden jedoch sehen, dass dies nicht der Fall ist: Es gibt sehr
einfache, naheliegende Fragen, die wir nicht beantworten konnen und es gibt andere
einfache, natiirliche Fragen, fiir die erst innerhalb der letzten paar Jahre eine Antwort
gefunden werden konnte!

6.1 Teilbarkeit ganzer Zahlen

Wir beginnen mit einigen grundsitzlichen Bezeichnungen beziiglich ganzer Zahlen.
Seien a und b zwei ganze Zahlen. Wir sagen a teilt b oder a ist ein Teiler von b oder
b ist ein Vielfaches von a (diese Bezeichnungen bedeuten dasselbe), wenn eine ganze
Zahl m existiert, so dass b = am gilt. Wir schreiben dafiir a | b. Ist a kein Teiler von
b, dann schreiben wir a 1 b. Falls a # 0 gilt, dann bedeutet a | b, dass der Bruch b/a
eine ganze Zahl ist.

Wenn a J( bund a > 0 gilt, dann kénnen wir b immer noch durch a teilen, allerdings
mit Rest. Der Rest 7 bei der Division b + a ist eine ganze Zahl, die 0 < r < q erfiillt.
Ist g der Quotient einer Division mit Rest, dann haben wir

b=aq+r.

Eine Division mit Rest auf diese Weise zu betrachten, wird sich noch als sehr niitzlich
erweisen.

Sie haben diese Bezeichnungen moglicherweise schon frither einmal gesehen. Die fol-
genden Ubungsaufgaben sollen Thnen bei der Uberpriifung helfen, ob Sie sich noch
geniigend daran erinnern.

Ubung 6.1.1 Uberpriifen Sie (mit Hilfe der Definition), dass fiir jede ganze Zahl a
gilt: 1]a,—1|a,a|aund —a|a.

Ubung 6.1.2 Was bedeutet es fiir a, umgangssprachlich ausgedriickt, wenn (a) 2 | a,
(b)2taund (c) 0| a?

Ubung 6.1.3 Beweisen Sie,

()fallsa | bund b | ¢, dann gilt a | ¢,

(b)fallsa |bund a | ¢,dann gilta | b+ cund a | b — ¢,
(c)falls a,b > 0 und a | b, dann gilt a < b,

6.1
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(d)falls @ | bund b | a, dann gilt entweder a = b oder a = (—b).

Ubung 6.1.4 Sei r der Rest bei der Division b + a. Angenommen, es gilt ¢ | a und
¢ | b. Beweisen Sie, dass ¢ | r gilt.

Ubung 6.1.5 Angenommen, es gilt a | bund a, b > 0. Sei r der Rest bei der Division
¢ + a und sei s der Rest bei der Division ¢ + b. Wie lautet der Rest bei der Division
s+a?

Ubung 6.1.6 Beweisen Sie, dass
(a)fiir jede ganze Zahl a gilt: a — 1 | a® — 1,
(b)allgemeiner, fiir jede ganze Zahl a und jede positive ganze Zahl n gilt:

a—1|a" —1.

6.2 Primzahlen und ihre Geschichte

Eine ganze Zahl p > 1 wird Primzahl genannt, falls sie durch keine andere ganze Zahl,
auBler 1, —1, pund —p teilbar ist. Man kann dies auch so ausdriicken: Eine Primzahl ist
eine ganze Zahl p > 1, die sich nicht als Produkt zweier kleinerer natiirlicher Zahlen
schreiben 1d6t. Eine ganze Zahl n > 1, die keine Primzahl ist, wird zusammengesetzt
genannt (die Zahl 1 wird weder als Primzahl noch als zusammengesetzte Zahl angese-
hen). Demnach sind 2, 3,5, 7, 11 Primzahlen, wihrend4 =2-2,6 =2-3,8 =2 -4,
9 =3-3,10 = 2 - 5 keine Primzahlen sind. Tabelle 6.1 zeigt alle Primzahlen bis 500.
Primzahlen faszinieren die Menschen seit jeher. Thre Folge scheint sehr unregelmifig
zu sein, aber bei niherer Betrachtung erhilt man den Eindruck, als gidbe es doch eine
Menge versteckter Strukturen. Die alten Griechen wufiten bereits, dass es unendlich
viele solcher Zahlen gibt. (Sie wuliten es nicht nur, sie haben es bewiesen!)

Es war nicht einfach, weitere Fakten tiber Primzahlen zu beweisen. Thre Folge ist eini-
germallen gleichméBig, weilt jedoch Liicken und Ballungsgebiete auf (siehe Bild 6.2).
Wie grof} sind diese Liicken? Gibt es eine Primzahl mit einer beliebig vorgegebenen
Anzahl von Stellen? Die Antwort auf diese Frage wird fiir uns wichtig werden, wenn
wir uns mit Kryptographie beschéftigen. Die Antwort lautet tibrigens ,,ja* . Diese Tat-
sache konnte allerdings erst Mitte des neunzehnten Jahrhunderts bewiesen werden und
eine Menge dhnlicher Fragen sind selbst bis heute unbeantwortet.

Mit der Verbreitung der Computer kam auch fiir die Theorie der Primzahlen ein neuer
Entwicklungsschub. Wie erkennt man, ob eine natiirliche Zahl n eine Primzahl ist?
Selbstverstindlich ist das ein endliches Problem (man kann alle kleineren natiirlichen
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Abbildung 6.1. Die Primzahlen bis 500.

Zahlen ansehen und priifen, ob sich ein echter Teiler von n darunter befindet), aber
solch einfache Vorgehensweisen werden ausgesprochen aufwendig und unpraktisch,
sobald die Anzahl der Stellen mehr als etwa 20 betrégt.

Sehr viel effizientere Algorithmen (Computerprogramme) zur Untersuchung, ob eine
gegebene Zahl eine Primzahl ist, gibt es erst seit 25 Jahren. Spiter werden wir noch
einen Eindruck von diesen Methoden bekommen. Mit Hilfe dieser Methoden kann
jetzt ziemlich leicht festgestellt werden, ob eine Zahl mit 1000 Stellen eine Primzahl
ist oder nicht.

Ist eine ganze Zahl, groBer als 1, selbst keine Primzahl, dann kann sie als Produkt von
Primzahlen geschrieben werden: Wir konnen sie als Produkt zweier kleinerer natiir-
licher Zahlen schreiben. Ist eine dieser Zahlen keine Primzahl, so schreiben wir sie
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Abbildung 6.2. Ein Strich-Diagramm der Primzahlen bis 1000.

als Produkt zweier kleinerer natiirlicher Zahlen, etc.. Friiher oder spéter haben wir nur
noch Primzahlen. Die alten Griechen kannten (und bewiesen!) bereits eine schone Ei-
genschaft dieser Darstellungsform, nidmlich ihre Eindeutigkeit. Das bedeutet, es gibt
keine weitere Moglichkeit, eine natiirliche Zahl n als Produkt von Primzahlen aufzu-
schreiben (natiirlich ausgenommen, wir multiplizieren die Primzahlen in einer anderen
Reihenfolge). Es bedarf einiger Raffinesse, dies zu beweisen (wie wir im néchsten Ab-
schnitt sehen werden) und zu erkennen, dass ein solches Resultat wichtig ist, war schon
eine grofe Leistung. All das ist jedoch bereits mehr als 2000 Jahre her!

Es ist wirklich iiberraschend, dass bis heute noch kein effizienter Weg bekannt ist,
solche Zerlegungen zu finden. Selbstverstindlich konnen unter Einsatz von leistungs-
starken Supercomputern und gewaltigen parallelen Systemen Zerlegungen ziemlich
grofler Zahlen durch rohe Gewalt gefunden werden. Der derzeitige Rekord liegt bei
rund 140 Stellen und die Schwierigkeit wichst sehr rasch (exponentiell) mit der An-
zahl der Stellen. Die Primfaktorzerlegung einer gegebenen 400-stelligen Zahl mit einer
der heute bekannten Methoden zu finden, liegt weit jenseits der Moglichkeiten, welche
die Computer in absehbarer Zukunft bieten konnen.

6.3 Primfaktorzerlegung

Wie wir gesehen haben, kann jede natiirliche Zahl, die groBer als 1 und nicht selbst
schon eine Primzahl ist, als Produkt von Primzahlen dargestellt werden. Wir konnen
sogar sagen, jede natiirliche Zahl kann als Produkt von Primzahlen geschrieben wer-
den: Primzahlen kann man als ,,Produkt mit einem Faktor ansehen und wenn man
mochte, kann man die Zahl 1 als ,,leeres Produkt” betrachten. Behalten wir dies im
Sinn, so konnen wir folgenden bereits angekiindigten Satz, der manchmal auch als
,Fundamentalsatz der Arithmetik* bezeichnet wird, angeben und beweisen:

6.3.1

Satz 6.3.1 Jede natiirliche Zahl 14t sich als Produkt von Primzahlen darstellen, wobei
diese Faktorisierung bis auf die Reihenfolge der Primfaktoren eindeutig ist.
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Beweis 6 Wir beweisen diesen Satz mit Hilfe einer Art der Induktion, die manchmal
auch als das Argument des ,kleinsten Verbrechers* bezeichnet wird. Es ist ein indi-
rekter Beweis: Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch und nutzen diese Annahme,
um einen Widerspruch abzuleiten.

Nehmen wir also an, es gibt eine natiirliche Zahl mit zwei verschiedenen Primfaktor-
zerlegungen. Eine solche Zahl bezeichnen wir als ,,Verbrecher” . Es gibt moglicher-
weise viele Verbrecher. Wir betrachten den kleinsten Verbrecher n. Ein Verbrecher zu
sein bedeutet, mindestens zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen zu besitzen:

n=p1-pP2--"Pm=49q1"q2" " qk.

Wir konnen voraussetzen, dass p; die kleinste in diesen Faktorisierungen vorkommen-
de Primzahl ist. (Falls notwendig, konnen wir die linke und rechte Seite vertauschen,
so dass die kleinste Primzahl beider Faktorisierungen auf der linken Seite erscheint.
Danach veridndern wir die Reihenfolge der Faktoren auf der linken Seite, so dass der
kleinste Faktor ganz vorne steht. In der Mathematik sprechen wir iiblicherweise davon,
dass wir ,,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p; als kleinste Primzahl vorausset-
zen konnen.) Wir werden nun einen kleineren Verbrecher erzeugen, was dann zu einem
Widerspruch fiihrt, da wir annahmen, dass n der kleinste war.

Die Zahl p; kann unter den Faktoren ¢; nicht vorkommen, denn sonst kdnnten wir
beide Seiten durch p; teilen und einen kleineren Verbrecher erhalten.

Wir teilen jedes g; durch p; mit Rest: ¢; = p1a; +7;, wobei 0 < r; < p;. Wir wissen,
dass r; # 0 gilt, denn eine Primzahl kann kein Teiler einer anderen Primzahl sein.
Sein’ = rirg - - - 1. Wir zeigen, dass n’ ein kleinerer Verbrecher ist. Trivialerweise
gilt 7; < p1 < ¢; und somit n’ = rire -7 < quq2 - - qx = n. Wir zeigen, dass
n' ebenfalls zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen besitzt. Eine davon kann mit
Hilfe der Definition von n’ = 717y - - - 1, erhalten werden. Die Faktoren miissen hier
keine Primzahlen sein, aber wir konnen sie jeweils in Primfaktoren zerlegen, so dass
wir schlieBlich eine Primfaktorzerlegung von n’ erhalten.

Um eine weitere Zerlegung zu bekommen, stellen wir wie folgt fest, dass p; | n’ gilt.
Wir kénnen die Definition von n’ in folgender Form schreiben:

n' = (q1 —a1p1)(q2 — azp1) - - - (qr — axpr).

Nachdem wir die Klammern aufgelost haben, sehen wir, dass jeder Term durch p;
teilbar ist. (Einer der Terme ist g;qs - - - gx. Dieser entspricht n und ist daher durch
p1 teilbar. Alle anderen Terme enthalten p; als Faktor.) Nun teilen wir n’ durch p;
und anschlieBend faktorisieren wir n’ / p1, um letztlich eine Faktorisierung von n’ zu
erhalten.



116 6. Ganze Zahlen, Teiler und Primzahlen

Sind diese beiden Faktorisierungen denn tatsdchlich unterschiedlich? Ja! Die Prim-
zahl p; kommt nur in der zweiten vor. In der ersten kann sie nicht auftreten, da jeder
Primfaktor kleiner als py ist.

Folglich haben wir einen kleineren Verbrecher gefunden. Da wir annahmen, n sei der
kleinste Verbrecher, stellt dies einen Widerspruch dar. Die einzige Moglichkeit, diesen
Widerspruch aufzulosen, besteht in der Folgerung, dass es keine Verbrecher gibt. Un-
sere ,,indirekte Annahme* war falsch. Keine natiirliche Zahl kann zwei verschiedene
Primfaktorzerlegungen besitzen. ]

Ubung 6.3.1 Lesen Sie die folgende Argumentation mit dem ,,kleinsten Verbrecher*
sorgfiltig durch:

BEHAUPTUNG: Jede negative ganze Zahl ist ungerade.

BEWEIS: Nehmen wir umgekehrt an, dass es negative ganze Zahlen gibt, die
gerade sind. Wir nennen diese Zahlen Verbrecher. Sei n ein kleinster Verbrecher.
Wir betrachten die Zahl 2n. Sie ist kleiner als n (man beachte, dass n negativ
ist!) und somit ein kleinerer Verbrecher. Da wir annahmen, dass n der kleinste
Verbrecher ist, stellt dies einen Widerspruch dar.

Diese Behauptung ist offensichtlich falsch. Wo liegt der Fehler im Beweis?

Als Anwendung des Satzes 6.3.1 beweisen wir eine Tatsache, die bereits den Pythago-
rdern (Schiiler des grofen griechischen Mathematikers und Philosophen Pythagoras)
im sechsten Jahrhundert v. CHR. bekannt war.

6.3.2

Satz 6.3.2 Die Zahl /2 ist irrational.

(Eine reelle Zahl ist irrational, wenn sie sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen
darstellen 146t. Fiir die Pythagorier stellte sich folgende Frage in der Geometrie: Sie
wollten wissen, ob die Diagonale eines Quadrats mit seiner Seite ,,mefBbar* ist, ob
es also eine Strecke gibt, die in beiden ganzzahlig oft enthalten ist. Der obige Satz
beantwortet diese Frage mit ,,nein“ , was einen erheblichen Tumult in den Reihen der
Pythagorier ausgelost hat.)

Beweis 7 Wir geben wiederum einen indirekten Beweis an: Wir nehmen an, \/§
ist eine rationale Zahl und erhalten einen Widerspruch. Diese indirekte Annahme be-
deutet, dass /2 als Quotient zweier positiver ganzer Zahlen dargestellt werden kann:
V2 = a/b. Durch beidseitiges Quadrieren und Umordnen erhalten wir 2b> = a2.

Wir betrachten nun die Primfaktorzerlegung beider Seiten und dabei insbesondere die
Primzahl 2 auf beiden Seiten. Nehmen wir an, dass 2 in der Primfaktorzerlegung von a
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genau m mal vorkommt, wihrend sie n mal in der Primfaktorzerlegung von b auftritt.

2 vor. Andererseits tritt

Dann kommt sie 2m mal in der Primfaktorzerlegung von a
sie 2n mal bei der Primfaktorzerlegung von b? auf und folglich 2n + 1 mal bei der
Primfaktorzerlegung von 2b2. Da 2b% = a? gilt und die Primfaktorzerlegung eindeutig
ist, muss 2n+1 = 2m sein. Dies ist jedoch unmoglich, da 2n+1 ungerade ist, wihrend

2m eine gerade Zahl ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass /2 irrational sein muss. [

Ubung 6.3.2 Gibt es irgendeine gerade Primzahl?

Ubung 6.3.3

(a)Beweisen Sie: Wenn p eine Primzahl ist, a und b gerade Zahlen sind und p | ab,
dann gilt entweder p | a oder p | b (oder beides).

(b)Angenommen, a und b sind gerade Zahlen und « | b. Nehmen wir auBerdem an, p

ist eine Primzahl und p | b, aber p 1 a. Beweisen Sie, dass p ein Teiler des Bruchs
b/a ist.

Ubung 6.3.4 Zeigen Sie, dass die Primfaktorzerlegung einer Zahl n hochstens log, n
Faktoren enthilt.

Ubung 6.3.5 Sei p eine Primzahl und 1 < a < p — 1. Wir betrachten die Zah-
len a,2a,3a,...,(p — 1)a und teilen jede davon durch p. Wir erhalten die Reste
r1,72,...,Tp—1. Beweisen Sie, dass jede ganze Zahl von 1 bis p — 1 genau einmal
unter diesen Resten vorkommt.

[Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dass kein Rest zweimal auftreten kann.]

Ubung 6.3.6 Beweisen Sie: Ist p eine Primzahl, dann ist \/D irrational. Zeigen Sie
etwas allgemeiner, dass /n irrational ist, falls n eine nicht-quadratische ganze Zahl
ist.

Ubung 6.3.7 Versuchen Sie, einen noch allgemeineren Satz iiber die Irrationalitiit der
Zahlen {/n zu formulieren und zu beweisen.

6.4 Uber die Menge der Primzahlen 64

Der folgende Satz war bereits Euclid im dritten Jahrhundert v. CHR. bekannt.

Satz 6.4.1 Es gibt unendlich viele Primzahlen. 6.4.1
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Beweis 8 Wir miissen zeigen, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Primzahl
gibt, die groRer als n ist. Um dies zu erreichen, betrachten wir die Zahl n! + 1 und
davon einen beliebigen Primteiler p. Wir zeigen, dass p > n gilt. Dazu verwenden wir
abermals einen indirekten Beweis, indem wir p < n annehmen und einen Widerspruch
herleiten. Falls p < n, dann gilt p | n!, da p dann eine der ganzen Zahlen ist, deren
Produkt n! bildet. Wir wissen auBerdem, dass p | n! + 1 gilt und p somit ein Teiler der
Differenz (n! 4+ 1) — n! = 1 sein muss. Dies ist jedoch unméglich und folglich muss
p groBer als n sein. O

Betrachten wir viele verschiedene Diagramme und Tabellen von Primzahlen, so erhal-
ten wir hauptsdchlich einen Eindruck ihrer starken Unregelmifigkeit. In Bild 6.2 wird
beispielsweise jede Primzahl bis 1000 durch einen Balken dargestellt. Es treten grofe
,Liicken zwischen Primzahlen auf, aber es gibt auch welche, die sehr dicht beisam-
men liegen. Wir konnen zeigen, dass die Liicken immer groer werden, um so grofer
die betrachteten Zahlen werden. Es gibt irgendwo einen String mit 100 aufeinander
folgenden zusammengesetzten Zahlen. An anderer Stelle (sehr viel weiter weg) gibt
es einen String mit 1000 aufeinander folgenden zusammengesetzten Zahlen, etc.. Wir
geben dies in folgender mathematischer Ausdrucksweise an:

6.4.2

Satz 6.4.2 Zu jeder natiirlichen Zahl k existieren k aufeinander folgende zusammen-
gesetzte Zahlen.

Beweis 9 Wir konnen diesen Satz mit einer Argumentation beweisen, die derjenigen
des Beweises von Satz 6.4.1 recht dhnlich ist. Sei n = k+ 1. Wir betrachten die Zahlen

nl+2,n!+3, ..., nl+n.

Kann eine dieser Zahlen eine Primzahl sein? Die Antwort lautet ,,nein“ : Die erste
Zahl ist gerade, da n! und 2 beide gerade sind. Die zweite Zahl ist durch 3 teilbar, da
n!und 3 beide durch 3 (n > 2 vorausgesetzt) teilbar sind. Allgemein ist n! + i fiir alle
1 =2,3,...,ndurch ¢ teilbar. Diese Zahlen konnen daher keine Primzahlen sein und
wir haben n — 1 = k aufeinander folgende zusammengesetzte Zahlen gefunden. [

Was konnen wir zur entgegengesetzten Frage sagen, namlich Primzahlen zu finden, die
sehr dicht beisammen liegen. Alle Primzahlen mit Ausnahme der 2 sind ungerade, da-
her betrigt die Differenz zwischen zwei Primzahlen mindestens zwei, ausgenommen
bei 2 und 3. Zwei Primzahlen, deren Differenz 2 betrigt, werden Primzahlzwillinge
genannt. Somit sind (3,5), (5,7), (11,13), (17,19) Primzahlzwillinge. Betrachten
wir die Tabelle der Primzahlen bis 500, so finden wir eine Menge Primzahlzwillin-
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ge. Umfangreiche Berechnungen zeigen, dass es Primzahlzwillinge mit hunderten von
Stellen gibt. Trotzdem ist bisher nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwil-
linge gibt! (Sehr wahrscheinlich gibt es unendlich viele. Aber trotz der Bemiihungen
vieler Mathematiker in mehr als 2000 Jahren konnte bisher noch kein Beweis dafiir
erbracht werden!)

Eine andere Moglichkeit, Satz 6.4.2 umzudrehen, besteht in der Frage nach der mog-
lichen GroBe der Liicken in Relation zu ihrer Lage auf der Zahlengeraden. Konnte es
passieren, dass es iliberhaupt keine Primzahl mit beispielsweise 100 Stellen gibt? Dies
ist wiederum eine sehr schwierige Frage, aber wir wissen deren Antwort. (Nein, das
kann nicht passieren.)

25
20
15-

10+

0 20 40 60 80 100
Abbildung 6.3. Der Graph von 7(n) von 1 bis 100.

Eine der wichtigsten Fragen zu den Primzahlen lautet: Wie viele Primzahlen gibt es bis
zu einer vorgegebenen Zahl n? Wir bezeichnen die Anzahl der Primzahlen bis n mit
m(n). Bild 6.3 stellt den Graph dieser Funktion im Bereich von 1 bis 100 dar und Bild
6.4 zeigt den Bereich von 1 bis 2000. Wir sehen, dass die Funktion einigermaf3en sanft
wichst und ihre Steigung nur langsam etwas abnimmt. Es ist sicherlich unmoglich,
eine exakte Formel fiir 7(n) zu erhalten. Um 1900 wurde ein sehr wichtiges Ergebnis
durch Hadamard und de la Vallée Poussin bewiesen. Es wird als Primzahlsatz bezeich-
net.
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Abbildung 6.4. Der Graph von 7(n) von 1 bis 2000.

6.4.3

Satz 6.4.3 (Der Primzahlsatz) Sei die Anzahl der Primzahlen unter 1,2, ..., n mit
m(n) bezeichnet, dann gilt
n
W(n)’V E;E'

(In n meint hier den ,,natiirlichen Logarithmus* , d.h. den Logarithmus zur Basis e =
2,718281 ... . Man sollte sich dariiber im Klaren sein, dass diese Notation bedeutet,

der Quotient
(n) [
w(n) / —
Inn

néhert sich beliebig dicht der 1, wenn n entsprechend grof3 wird.)

Der Beweis des Primzahlsatzes ist sehr schwierig. Die Tatsache, dass die Anzahl der
Primzahlen bis n ungefihr n/ Inn entspricht, wurde auf empirischem Weg bereits im
achtzehnten Jahrhundert festgestellt. Allerdings dauerte es mehr als 100 Jahre, bevor
er 1896 durch Hadamard und de la Vallée Poussin bewiesen wurde.

Um den Nutzen dieses Satzes zu demonstrieren, beschéftigen wir uns mit der Beant-
wortung der in der Einleitung gestellten Frage: Wie viele Primzahlen mit (sagen wir)
200 Stellen gibt es? Wir erhalten die Antwort durch Subtraktion der Anzahl der Prim-

0199

zahlen bis 1 von der Anzahl der Primzahlen bis 102°0, Nach dem Primzahlsatz
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betrigt diese Anzahl ungefihr

10200 10199
200In10  1991In10
Das sind eine Menge Primzahlen! Verglichen mit der Gesamtzahl aller natiirlichen
200-stelligen Zahlen, von denen wir wissen, dass es 10200 — 10199 = 9. 10199 gibt,
erhalten wir

~1,95-10197,

91019

W ~ 460.

Unter den 200-stelligen natiirlichen Zahlen ist demnach jede 460. Zahl eine Primzahl.

(Warnung: Diese Argumentation ist ungenau. Wir haben im Primzahlsatz ndmlich nur
behauptet, 7(n) liegt dicht bei n/ Inn, falls n hinreichend groB ist. Es ist mdglich,
genauere Angaben hinsichtlich der Grofle von n zu machen, damit der Fehler geringer
als zum Beispiel ein Prozent ausfillt. Dies fiihrt jedoch zu noch schwierigeren Fragen,
die selbst bis heute noch nicht vollstindig beantwortet sind.)

Es gibt eine Menge weiterer einfacher Beobachtungen, die man bei der Betrachtung
von Primzahltafeln machen kann. Sie neigen jedoch dazu, sich sehr schwer beweisen
zu lassen und die meisten sind selbst bis heute noch unbewiesen - in manchen Fillen
sogar nach 2500-jdhrigen Bemiihungen. Das Problem der Primzahlzwillinge haben
wir bereits erwihnt. Ein weiteres beriihmtes ungelostes Problem ist die Goldbachsche
Vermutung. Diese besagt, jede gerade natiirliche Zahl, grofer als 2, kann als Summe
zweier Primzahlen dargestellt werden. Goldbach hat auBerdem auch noch eine Ver-
mutung zu ungeraden Zahlen aufgestellt: Jede natiirliche Zahl, grofer als 5, kann als
Summe dreier Primzahlen dargestellt werden. Diese zweite Vermutung wurde von Vi-
nogradov in den dreifliger Jahren des 20. Jahrhunderts mit Hilfe sehr tiefgehender Me-
thoden im Wesentlichen bewiesen. Wir sagten ,,im Wesentlichen* , da der Beweis nur
fiir sehr grofle Zahlen funktioniert und es moglicherweise endlich viele Ausnahmen
gibt.

Nehmen wir an, wir haben eine ganze Zahl n und mochten wissen, wie bald wir nach
n auf jeden Fall eine Primzahl finden. Wie grof} oder klein ist zum Beispiel die ers-
te Primzahl, die mindestens 100 Stellen besitzt? In unserem Beweis zur Unendlich-
keit der Primzahlen wird gezeigt, dass es zu jedem n eine Primzahl zwischen n und
n! 4+ 1 gibt. Dies ist eine sehr schwache Aussage. Sie besagt zum Beispiel, dass es
eine Primzahl zwischen 10 und 10! + 1 = 3.628.801 gibt. Dabei ist die néchs-
te Primzahl selbstverstindlich 11. Der russische Mathematiker P.L. Chebyshev be-
wies Mitte des neunzehnten Jahrhunderts, dass zwischen n und 2n immer eine Prim-
zahl liegt. Inzwischen wurde bewiesen, dass es zwischen zwei aufeinander folgen-
den Kubikzahlen immer eine Primzahl gibt (z.B. zwischen 103 = 1000 und 11 =
1331). Ein weiteres altes, beriihmtes, bisher jedoch ungelostes Problem besteht in
der Frage, ob es zwischen zwei aufeinander folgenden Quadratzahlen immer eine
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Primzahl gibt. (Versuchen Sie es: Sie werden in der Tat sehr viele Primzahlen fin-
den. Wir finden zum Beispiel zwischen 100 = 102 und 121 = 112 die Primzah-
len 101, 103, 107, 109, 113. Zwischen 1002 = 10.000 und 1012 = 10.201 finden
wir 10.007, 10.009, 10.037, 10.039, 10.061, 10.067, 10.069, 10.079, 10.091, 10.093,
10.099, 10.103, 10.111, 10.133, 10.139, 10.141, 10.151, 10.159, 10.163, 10.169, 10.177,
10.181, 10.193.)

Ubung 6.4.1 Zeigen Sie, dass unter allen k-stelligen Zahlen ungefihr jede 2, 3k. Zahl
eine Primzahl ist.

6.5 Fermats , kleiner“ Satz

Abbildung 6.5. Pierre de Fermat

Primzahlen sind wichtig, da wir aus ihnen alle positiven ganzen Zahlen bilden konnen.
Es zeigt sich jedoch, dass sie auch eine Menge weiterer, oft {iberraschender Eigen-
schaften besitzen. Eine davon wurde durch den franzdsischen Mathematiker Pierre de
Fermat (1601-1655) entdeckt. Sie wird heute der ,,kleine” Satz von Fermat genannt.

6.5.1

Satz 6.5.1:  Satz von Fermat Ist p eine Primzahl und a eine ganze Zahl, dann gilt
p|aP —a.

Bevor wir diesen Satz beweisen, mochten wir noch erwihnen, dass er hidufig auch in
folgender Form angegeben wird: Ist p eine Primzahl und a eine ganze, nicht durch p
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teilbare Zahl, dann gilt
plaP™t —1. (37)

Die Tatsache, dass diese beiden Behauptungen dquivalent sind (im Sinne von: Wenn
wir wissen, dass eine der Behauptungen wahr ist, konnen wir die andere leicht bewei-
sen.), wird dem Leser als Ubungsaufgabe 6.10.20 iiberlassen.

Zum Beweis von Fermats Satz benotigen wir ein Lemma, in dem eine weitere Teilbar-
keitseigenschaft von Primzahlen (die aber leichter zu beweisen ist) angegeben wird:

Lemma 6.5.1 Ist p eine Primzahl und 0 < k < p, dann gilt p | (’,;)

Beweis 10 Wir wissen nach Satz 1.8.1, dass

(p) _pp—=1)---(p—k+1)
k) k(k—1)---1

gilt. Der Zihler wird hier von p geteilt, nicht jedoch der Nenner, da alle Faktoren des
Nenners kleiner als p sind und wir durch Ubungsaufgabe 6.3.3(a) wissen, dass eine
Primzahl p, die keinen der Faktoren teilt, auch das ganze Produkt nicht teilt. Es folgt
daher (siehe Ubungsaufgabe 6.3.3(b)), dass p ein Teiler von (i) ist. U

Beweis 11: (von Satz 6.5.1) Wir konnen nun Fermats Satz durch Induktion nach a
beweisen. Es reicht aus, die Behauptung fiir nicht-negative a zu zeigen, da (—a)P —
(—a) = —(aP — a) fiir ungerade Primzahlen p gilt und die Aussage fiir p = 2
sowieso klar ist.

Die Behauptung gilt trivialerweise, falls @ = 0. Es sei nun a¢ > 0 und wir schreiben
a = b+ 1. Dann gilt

a? —a=0O+1)P—-(b+1)

bp+<p)bpl+~~+< P )b+1b1
1 p—1

= (P —b) + (?)bp1+~~+ (pfl>b'

Der Ausdruck (b — b) ist hier nach Induktionsvoraussetzung durch p teilbar, wiih-
rend die anderen Terme nach Lemma 6.5.1 durch p teilbar sind. Es folgt, dass
a? — a ebenfalls durch p teilbar ist, was die Induktion vervollstidndigt. O

Wir machen nun einen kurzen Ausflug in die Geschichte der Mathematik. Fermat ist
besonders wegen seines ,.letzten” Satzes bekannt. Dieser besteht aus folgender Aus-
sage:

6.5.1
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Ist n > 2, dann ist die Summe der n-ten Potenzen zweier natiirlicher Zahlen nie-
mals die n-te Potenz einer natiirlichen Zahl.

(Die Voraussetzung n > 2 ist unumgénglich: Es gibt Beispiele, bei denen die Summe
zweier Quadratzahlen eine dritte Quadratzahl ergibt. Zum Beispiel 32 + 42 = 52 oder
52 4122 = 132. Es gibt sogar unendlich viele solcher Tripel aus Quadratzahlen, siche
Ubungsaufgabe 6.6.7.)

Fermat behauptete in einer Notiz, dass er seinen Satz bewiesen hitte, schrieb den Be-
weis dafiir jedoch niemals nieder. Die Aussage seines Satzes war das wohl beriihmteste
ungeloste Problem in der Mathematik bis es 1995 schlieSlich von Andrew Wiles (bei
einem Teil mit Hilfe von Robert Taylor) bewiesen wurde.

Ubung 6.5.1 Zeigen Sie anhand von Beispielen, dass weder die Behauptung in Lem-
ma 6.5.1, noch Fermats ,kleiner* Satz giiltig bleiben, wenn wir die Voraussetzung,
dass p eine Primzahl ist, fallen lassen.

Ubung 6.5.2 Wir betrachten ein regulires p-Gon und alle k-Teilmengen seiner Ecken-

menge fiir ein festgelegtes k (1 < k < p— 1). Diese k-Teilmengen werden alle in eine

Anzahl von Schubfichern getan: Wir geben zwei k-Teilmengen in dasselbe Schub-

fach, wenn sie durch Rotation ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Somit gehdren

zum Beispiel alle k-Teilmengen, die aus % aufeinander folgenden Ecken bestehen, in

dasselbe Schubfach.

(a)Beweisen Sie: Ist p eine Primzahl, dann wird jedes Schubfach genau p dieser ge-
drehten Kopien enthalten.

(b)Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass (a) nicht giiltig bleibt, wenn wir die Vor-
aussetzung, dass p eine Primzahl ist, fallen lassen.

(c)Verwenden Sie (a), um einen neuen Beweis von Lemma 6.5.1 anzugeben.

Ubung 6.5.3 Man stelle sich zur Basis a geschriebene Zahlen vor, die hochstens p
Stellen enthalten. Zwei Zahlen sollen in ein Schubfach getan werden, wenn sie durch
einen zyklischen Shift auseinander hervorgehen. Wie viele werden in jeder Klasse
sein? Geben Sie auf diese Weise einen neuen Beweis fiir Fermats Satz an.

Ubung 6.5.4 Geben Sie einen dritten auf Ubungsaufgabe 6.3.5 gestiitzten Beweis fiir
Fermats ,,kleinen* Satz an.
[Hinweis: Betrachten Sie das Produkt a(2a)(3a) - - - ((p — 1)a).]
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6.6 Der euklidische Algorithmus

Bisher haben wir mehrere Bezeichnungen und Ergebnisse beziiglich ganzer Zahlen
behandelt. Nun wenden wir uns der Frage zu, wie wir Berechnungen hinsichtlich die-
ser Ergebnisse durchfiihren konnen. Wie entscheiden wir, ob eine gegebene Zahl eine
Primzahl ist oder nicht? Wie bestimmen wir die Primfaktorzerlegung einer Zahl?

Wir kénnen dabei die Grundrechenarten — Addition, Subtraktion, Multiplikation, Di-
vision mit Rest — effektiv nutzen. Dies werden wir hier jedoch nicht behandeln.

Der Schliissel zu etwas weitergehender algorithmischer Zahlentheorie ist ein Algorith-
mus, der den grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen ¢ und b berechnet.
Dieser ist definiert als die grofte natiirliche Zahl, die sowohl ein Teiler von a als auch
von b ist. (Da 1 immer ein gemeinsamer Teiler ist und kein Teiler grofier als die beiden
Zahlen sein kann, ergibt diese Definition durchaus einen Sinn: Mindestens ein gemein-
samer Teiler ist immer vorhanden und in der Menge der gemeinsamen Teiler muss ein
groBtes Element vorhanden sein.) Der groBte gemeinsame Teiler von a und b wird mit
ggT(a, b) bezeichnet. Also gilt

geT(1,6) =1,  ggT(2,6)=2,  ggT(3,6) =3,

geT(4,6) =2,  ggT(5,6)=1,  ggT(6,6)=6.

Wir bezeichnen zwei ganze Zahlen als teilerfremd, wenn ihr grofter gemeinsamer Tei-
ler 1 ist. Es wird sich als niitzlich erweisen, ggT'(a, 0) = a fiiralle @ > 0 zu definieren.
Recht dhnlich geartet ist der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier na-
tiirlicher Zahlen. Es handelt sich dabei um die kleinste natiirliche Zahl, die ein Vielfa-
ches beider Zahlen ist. Sie wird als kgV (a, b) bezeichnet. Es gilt zum Beispiel

kgV(1,6) =6,  kgV(2,6)=6,  kgV(3,6) =6,

kgV(4,6) =12,  kgV(5,6) =30,  kgV(6,6) = 6.

Der grofite gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen kann recht einfach mit Hilfe
ihrer Primfaktorzerlegungen ermittelt werden: Man betrachte die gemeinsamen Prim-
faktoren, potenziere jeden mit dem kleineren der beiden Exponenten und berechne
das Produkt dieser Primzahlpotenzen. Es gilt zum Beispiel 900 = 22 - 32 . 52 und
54 = 2 - 33 und somit ggT (900, 54) = 2 - 32 = 18.

Das Problem dieser Methode besteht darin, dass die Bestimmung der Primfaktorzer-
legung bei groflen Zahlen sehr schwierig wird. Der Algorithmus, den wir in diesem
Abschnitt behandeln werden, wird den groiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher
Zahlen sehr viel schneller ermitteln, ohne die jeweilige Primfaktorzerlegung vorher zu
bestimmen. Dieser Algorithmus ist ein wichtiger Bestandteil fast aller Algorithmen,
die Berechnungen mit ganzen Zahlen mit sich bringen. (Und, wie wir schon anhand

6.6



126 6. Ganze Zahlen, Teiler und Primzahlen

des Namens erkennen konnen, geht er auf den groflen griechischen Mathematiker Eu-
klid zuriick!)

Ubung 6.6.1 Zeigen Sie:
Sind @ und b natiirliche Zahlen mit a | b, dann gilt ggT(a, b) = a.

Ubung 6.6.2
(a)Beweisen Sie ggT(a,b) = ggT(a,b — a).
(b)Sei r der Rest beim Teilen von b durch a, dann gilt ggT(a, b) = ggT(a,r).

Ubung 6.6.3 Beweisen Sie:
(a)Ist a gerade und b ungerade, dann gilt ggT(a,b) = ggT(a/2,b).
(b)Sind @ und b beide gerade, dann gilt ggT(a, b) = 2ggT(a/2,b/2).

Ubung 6.6.4 Wie kann man das kleinste gemeinsame Vielfache zweier ganzer Zahlen
ausdriicken, wenn die Primfaktorzerlegung beider Zahlen bekannt ist?

Ubung 6.6.5 Angenommen, es sind zwei ganze Zahlen gegeben, wobei die Prim-
faktorzerlegung einer dieser Zahlen bekannt ist. Man beschreibe eine Moglichkeit, den
grofiten gemeinsamen Teiler dieser beiden Zahlen zu berechnen.

Ubung 6.6.6 Beweisen Sie, dass fiir zwei beliebige ganze Zahlen a und b gilt:

ggT(a,b)kgV(a,b) = ab.

Ubung 6.6.7 Drei natiirliche Zahlen a, b und c bilden ein pythagoreisches Zahlentri-

pel, falls a® + b? = ¢ gilt.

(a)Man wihle drei natiirliche Zahlen z, y und z und es sei a = 2xyz, b = ($2 — y2) z,
c= ($2 + y2)z. Priifen Sie, ob (a, b, ¢) ein pythagoreisches Zahlentripel ist.

(b)Zeigen Sie, dass alle pythagoreischen Zahlentripel auf diese Art entstehen: Sind
a, b, ¢ natiirliche Zahlen, fiir die a? + b?> = ¢? gilt, dann gibt es andere natiirli-
che Zahlen x, y und z, so dass a, b und ¢ durch die oben angegebenen Formeln
ausgedriickt werden konnen.
[Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass sich das Problem auf den Fall reduzieren 14f3t, bei
dem ggT(a, b, c) = 1 gilt und a gerade, sowie b und c ungerade sind. AnschlieBend
schreibe man a? = (b — ¢)(b + ¢) und nutze dies, um festzustellen, dass (b + c)/2
und (b — ¢)/2 Quadratzahlen sind.]
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Nun wenden wir uns dem euklidischen Algorithmus zu. Er basiert auf zwei einfachen

Tatsachen, die uns bereits durch die Ubungsaufgaben 6.6.1 und 6.6.2 bekannt sind.

Angenommen, es sind zwei natiirliche Zahlen a und b gegeben und wir mochten ihren

grofiten gemeinsamen Teiler finden. Wir tun folgendes:

1. Ist @ > b, dann vertausche a und b.

2. Ist @ > 0, dann teile b durch a, um einen Rest r zu erhalten. Ersetze b durch 7 und
kehre zu 1. zuriick.

3. Oder (falls @ = 0), dann ist b der ggT und man beende den Vorgang.

Fiihren wir den Algorithmus durch, insbesondere per Hand, dann gibt es keinen Grund,
a und b zu vertauschen, wenn a < b ist: Wir teilen einfach die groBere durch die
kleinere Zahl (mit Rest) und ersetzen die groflere durch den Rest, falls dieser ungleich
0 ist. Nun fiihren wir einige Beispiele durch.

ggT(300, 18) = ggT(12, 18) = ggT(12 6) = 6.
ggT(101,100) = ggT(1,100) =
ggT(89,55) = ggT(34,55) = ggT(34 21) = ggT(13,21) = ggT(13,8)
= ggT(5,8) = ggT(5,3) = ggT(2,3) = ggT(2,1) = 1.

Man kann in jedem der Fille nachpriifen, dass das Ergebnis tatsdchlich der grofite
gemeinsame Teiler ist (indem man die Primfaktorzerlegung der Zahlen verwendet).
Das erste, worliber wir uns bei der Beschreibung eines Algorithmus Gedanken machen
miissen, ist die Frage, ob er liberhaupt irgendwann abbricht. Warum ist der euklidische
Algorithmus endlich? Das ist einfach: Die Zahlen steigen niemals an, denn eine von
ihnen wird jedesmal kleiner, wenn Schritt 2 ausgefiihrt wird und der Rest ist nicht-
negativ. Der ganze Prozess kann also nicht unendlich lange andauern.

Dann miissen wir uns natiirlich vergewissern, dass der Algorithmus auch das Ge-
wiinschte liefert. Das ist zweifellos der Fall: In Schritt 1 (Vertauschen der Zahlen)
wird der grofite gemeinsame Teiler selbstverstindlich nicht veridndert. Schritt 2 (Erset-
zen der groBeren Zahl durch den Rest bei der Division) dndert nach Ubungsaufgabe
6.6.2(b) den groBiten gemeinsamen Teiler ebenfalls nicht. Und wenn wir in Schritt 3
anhalten, ist die ermittelte Zahl nach Ubungsaufgabe 6.6.1 in der Tat der grofite ge-
meinsame Teiler der beiden aktuellen Zahlen.

Man sollte sich bei der Entwicklung eines Algorithmus auch noch eine dritte etwas
subtilere Frage stellen: Wie lange dauert der Prozess? Wie viele Schritte werden vor
dem Abbruch ausgefiihrt? Die Argumentation, mit der wir gezeigt haben, dass der
Prozess endlich ist, liefert uns auch eine Schranke fiir dessen Dauer: Da bei jeder Aus-
fiihrung der aus Schritt 1 und 2 bestehenden Schleife eine der beiden Zahlen kleiner
wird, hilt der Prozess auf jeden Fall nach weniger als a+ b Wiederholungen an. Das ist
allerdings wirklich keine gute Schranke: Wenn wir den euklidischen Algorithmus bei
zwei 100-stelligen Zahlen anwenden, dann besagt die Schranke von a+ b, dass er nicht
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linger als 2 - 101%° Schritte dauert. Dies ist eine astronomisch hohe Zahl und damit
unbrauchbar. Gliicklicherweise ist dies jedoch nur eine obere Schranke, zumal die pes-
simistischste. Unsere angefiihrten Beispiele scheinen zu zeigen, dass der Algorithmus
sehr viel schneller abbricht.

Die Beispiele lassen allerdings auch erkennen, dass diese Frage ziemlich heikel ist. Wir
sehen, dass die Linge des euklidischen Algorithmus in Abhéngigkeit der behandelten
Zahlen ziemlich schwanken kann. Einige Beobachtungen, die man bei der Betrachtung
der Beispiele machen kann, kommen auch in den folgenden Ubungsaufgaben vor.

Ubung 6.6.8 Zeigen Sie, dass der euklidische Algorithmus fiir beliebig groBe natiir-
liche Zahlen in zwei Schritten beendet sein kann, selbst wenn ihr ggT gleich 1 ist.

Ubung 6.6.9 Beschreiben Sie den auf zwei aufeinander folgende Fibonacci Zahlen
angewendeten euklidischen Algorithmus. Nutzen Sie diese Beschreibung, um zu zei-
gen, dass der euklidische Algorithmus beliebig viele Schritte haben kann.

Was konnen wir iiber die Dauer des euklidischen Algorithmus aussagen? Der Schliissel
zur Antwort liegt in folgendem Lemma:

Lemma 6.6.1 Wihrend der Ausfiihrung des euklidischen Algorithmus fallt das Pro-
dukt der zwei aktuellen Zahlen bei jeder Iteration um mindestens den Faktor 2.

Beweis 12 Um dies einzusehen, betrachten wir den Schritt, bei dem das Paar (a, b)
(a < b) durch das Paar (7, a) ersetzt wird (man entsinne sich, 7 ist der Rest bei der
Division von b durch a). Dann haben wir 7 < @ und a + r < b. Infolgedessen gilt
b>a+r > 2rund somit ar < %ab, wie behauptet wurde. ]

Nehmen wir an, dass wir den euklidischen Algorithmus bei zwei Zahlen a und b an-
wenden und k Schritte davon ausfiihren. Das Produkt der zwei nach k Schritten aktu-
ellen Zahlen betrigt nach Lemma 6.6.1 hochstens ab/2¥. Da dies eine natiirliche Zahl
und damit mindestens 1 ist, erhalten wir

ab > 2k,

und daher
k <log,(ab) = log, a + log, b.

Dadurch haben wir folgendes bewiesen:
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Satz 6.6.1 Die Anzahl der Schritte des auf zwei natiirliche Zahlen angewendeten
euklidischen Algorithmus betrédgt hochstens logs, a + log, b.

In der oberen Schranke fiir die Anzahl der Schritte haben wir die Summe der Zahlen
durch die Summe der Logarithmen dieser Zahlen ersetzt. Dies stellt eine erhebliche
Verbesserung dar. Zum Beispiel betriigt die Anzahl der Iterationsschritte bei der Be-
rechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier 300-stelliger Zahlen weniger als
2log, 103% = 600 log, 10 < 2000. Erheblich weniger als 2 - 1030, unsere erste nai-
ve Abschitzung! Bemerkenswert ist die Tatsache, dass log, a kleiner als die Anzahl
der Bits von a ist (wenn a zur Basis 2 geschrieben ist). Wir konnen daher feststellen,
dass der euklidische Algorithmus nicht mehr Iterationsschritte benétigt als die Anzahl
der Bits, die beim Aufschreiben der Zahlen zur Basis 2 erforderlich sind.

Der obige Satz liefert uns lediglich eine obere Schranke fiir die Anzahl der Iterati-
onsschritte, die der euklidische Algorithmus bendtigt. Wir konnen Gliick haben und
es geht viel schneller. Wenn wir den euklidischen Algorithmus zum Beispiel auf zwei
aufeinander folgende Zahlen anwenden, braucht er lediglich einen einzigen Schritt.
Es kann jedoch auch passieren, dass nicht viel weniger Schritte benotigt werden als
die durch die obere Schranke gegebene Anzahl. Falls Sie Ubungsaufgabe 6.6.9 ge-
16st haben, konnten Sie feststellen, dass der euklidische Algorithmus & — 1 Schritte
braucht, wenn man ihn auf zwei aufeinander folgende Fibonacci Zahlen F};, und Fj,41
anwendet. Andererseits liefert das obige Lemma die Schranke

k k+1
1 (1+V5 1 (1+V5
logy Fy, +logy Fi 11 = log, VA + log, NAGEE

= —logy 5+ (2k + 1) log, (1 +2\/5> ~ 1,388k — 1,628,

und wir haben die Anzahl der Schritte daher lediglich um einen Faktor von ungefihr
1,388 oder weniger als 40% tiberschitzt.

Fibonacci Zahlen liefern nicht nur gute Beispiele groer Zahlen, anhand derer wir die
Arbeitsweise des euklidischen Algorithmus betrachten konnen, sondern sie sind auch
sehr hilfreich, um eine noch bessere Schranke fiir die Anzahl der Iterationsschritte zu
ermitteln. Wir geben das Ergebnis in Form einer Ubungsaufgabe an. Sie beinhaltet in
gewissem Sinne die Aussage, dass der euklidische Algorithmus bei zwei aufeinander
folgenden Fibonacci Zahlen am lingsten braucht.

Ubung 6.6.10 Angenommen, es gilt a < b und der auf a und b angewendete euklidi-
sche Algorithmus benétigt k Schritte. Beweisen Sie, dass a > Fj und b > Fj 1.

6.6.1
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Ubung 6.6.11 Man betrachte folgende Version des euklidischen Algorithmus, um

ggT(a, b) zu berechnen: (1) Falls nétig, vertausche die Zahlen, um a < b zu erhalten;

(2) Falls ¢ = 0, dann gebe die Zahl b zuriick; (3) Falls a # 0, dann ersetze b durch

b — a und gehe zu (1).

(a)Fiihren Sie diesen Algorithmus aus, um ggT(19, 2) zu berechnen.

(b)Zeigen Sie, dass dieser modifizierte euklidische Algorithmus immer mit dem kor-
rekten Ergebnis endet.

(c)Wie lange braucht dieser Algorithmus im schlimmsten Fall, wenn er auf zwei 100-
stellige ganze Zahlen angewandt wird?

Ubung 6.6.12 Man betrachte folgende Version des euklidischen Algorithmus, um

ggT(a, b) zu berechnen. Beginnen Sie damit, die groBte Potenz von 2 zu berechnen,

die sowohl a als auch b teilt. Ist dies 2", dann teilen Sie @ und b durch 2". Nach diesen

., Vorarbeiten“ tun sie folgendes:

(1)Falls notig, vertausche die Zahlen, um a < b zu erhalten.

(2)Falls a # 0, dann bestimme die Paritéiten von @ und b. Ist a gerade und b ungerade,
dann ersetze a durch a/2; sind sowohl a als auch b ungerade, dann ersetze b durch
b — a; in jedem Fall gehe zu (1) zuriick.

(3)Falls a = 0, dann gebe die Zahl 2"b als ggT zuriick.

Nun kommen die Ubungsaufgaben:

(a)Fiihren Sie diesen Algorithmus aus, um ggT(19, 2) zu berechnen.

(b)Es scheint, als hitten wir in Schritt (2) den Fall ignoriert, bei dem sowohl a als auch
b gerade sind. Zeigen sie, dass dies niemals auftritt.

(c)Zeigen Sie, dass dieser modifizierte euklidische Algorithmus immer mit dem kor-
rekten Ergebnis endet.

(d)Zeigen Sie, dass dieser Algorithmus nicht mehr als 1500 Iterationen benétigt, wenn
er auf zwei 100-stellige ganze Zahlen angewandt wird.

Der euklidische Algorithmus liefert viel mehr als nur den groiten gemeinsamen Teiler
zweier Zahlen. Die wichtigste Beobachtung besteht darin, dass alle Zahlen, die wir
bei der Ausfithrung des euklidischen Algorithmus zur Berechnung des groften ge-
meinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen a und b produzieren, als Summe eines
ganzzahligen Vielfachen von a und eines ganzzahligen Vielfachen von b dargestellt
werden konnen.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die Berechnung von ggT(300, 18):

geT(300, 18) = ggT(12,18) = ggT(12,6) = 6.

Die Zahl 12 wurde hier als Rest bei der Division 300 = 18 erhalten. Das bedeutet, wir
erhielten sie, indem wir von 300 das grofite Vielfache von 18, welches kleiner als 300
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ist, subtrahierten: 12 = 300 — 16 - 18. Wir beschreiben dies in folgender Form:
ggT(300,18) = ggT (300 — 16 - 18, 18).

Als néchstes subtrahierten wir 12 von 18 und erhielten 6. Dies konnen wir unter Bei-
behaltung der Form (Vielfaches von 300)-(Vielfaches von 18) tun:

ggT(300 — 16 - 18,18) = ggT(300 — 16 - 18,17 - 18 — 300).
Es folgt somit, dass der ggT, ndmlich 6, diese Form besitzt:
6 =17-18 — 300.

Wir beweisen nun formal, dass alle durch den euklidischen Algorithmus zur Berech-
nung von ggT(a,b) produzierten Zahlen als Summe eines ganzzahligen Vielfachen
von a und eines ganzzahligen Vielfachen von b dargestellt werden kénnen. Nehmen
wir an, dies gilt fiir zwei der produzierten aufeinander folgenden Zahlen, so dass die
eine a’ = am + bn und die andere b’ = ak + bl ist, wobei m, n, k, [ ganze Zahlen
(nicht notwendigerweise positiv) sind. Dann berechnen wir im néchsten Schritt den
Rest von (sagen wir) b’ modulo a’, was

/

a' —qb' = (am + bn) — q(ak + bl) = a(m — gk) + b(n — ql)

ist und daher wieder die richtige Form besitzt.
Wir erhalten insbesondere folgenden Satz:

Satz 6.6.2 Seid = ggT(a,b). Dann 148t sich d in der Form
d = am + bn,

darstellen, wobei m und n ganze Zahlen sind.

Ebenso wie bei dem oben angefiihrten Beispiel konnen wir die Darstellungsform am -+
bn der ganzen Zahlen wihrend der Berechnung beibehalten. Dies zeigt, dass der im
obigen Satz angegebene Ausdruck fiir d nicht nur existiert, sondern auch leicht zu
berechnen ist.

6.7 Kongruenzen

Die Notation gehort nicht zur reinen, logischen Struktur der Mathematik: Wir konnten
die Menge der reellen Zahlen mit V bezeichnen oder die Addition durch # und die
Bedeutung der mathematischen Ergebnisse wire trotzdem dieselbe. Eine gute Notation
kann jedoch wundervoll suggestiv sein und zu einem echten begrifflichen Durchbruch

6.6.2

6.7
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fiihren. Einer dieser wichtigen Schritte war getan, als Carl Friedrich Gauss feststellte,
dass der Ausdruck ,,a und b besitzen bei der Division durch m denselben Rest* sehr
hiufig verwendet wird und sich diese Relation recht dhnlich zur Gleichheit verhilt. Er
fiihrte dafiir eine Bezeichnung ein, die Kongruenz.

2
Abbildung 6.6. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Besitzen a und b bei der Division durch m denselben Rest (wobei a, b, m ganze Zahlen
sind und m > 0 ist), dann schreiben wir

a="b (modm)

(man liest: @ ist kongruent b modulo m). Aquivalent dazu kann man auch sagen: m ist
ein Teiler von b — a. Die Zahl m wird als Modul der Kongruenzrelation bezeichnet.
Die Notation legt nahe, dass wir diese Relation als Analogon zur Gleichheit ansehen
wollen. Eine Menge Eigenschaften der Gleichheit sind tatsidchlich auch fiir die Kon-
gruenz giiltig, zumindest wenn wir den Modul m fest lassen. Wir haben

Reflexivitit,

a =a (modm),

Symmetrie,

a="b (modm) = b=a (modm),
und Transitivitdit,
a=0b (modm), b=c (modm) = a = c¢ (modm).

Das ist trivial, wenn wir die Kongruenzrelation als Gleichheit betrachten, namlich als
Gleichheit der Reste beim Teilen durch m.
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Wir konnen mit Kongruenzen ebenso wie mit Gleichungen rechnen. Haben wir zwei
Kongruenzen mit demselben Modul

a=b (modm) und c=d (modm),
konnen wir sie addieren, subtrahieren und multiplizieren. Wir erhalten
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (modm), ac=bd (modm)

(zur Division werden wir spiter kommen). Ein niitzlicher Spezialfall der Multiplika-
tionsregeln besteht darin, dass wir beide Seiten der Kongruenz mit derselben Zahl
multiplizieren kénnen: Falls ¢ = b (mod m), dann gilt ka = kb (mod m) fiir alle
ganzen Zahlen k.

Diese Eigenschaften miissen natiirlich bewiesen werden. Nach Voraussetzung sind a —
b und ¢ — d durch m teilbar. Um zu beweisen, dass die Kongruenzen addiert werden
konnen, miissen wir zeigen, dass (a + ¢) — (b + d) ebenfalls durch m teilbar ist. Zu
diesem Zweck schreiben wir dies in Form von (a —b)+ (¢—d), was die Summe zweier
durch m teilbarer ganzer Zahlen ist und somit auch selbst durch m geteilt werden kann.
Sehr dhnlich 148t sich beweisen, dass Kongruenzen subtrahiert werden konnen. Die
Multiplikation ist jedoch ein klein wenig schwieriger. Wir miissen zeigen, dass ac — bd
durch m teilbar ist. Dazu schreiben wir dies in Form von

ac—bd = (a—0b)c+b(c—d).

Hierbei sind @ — b und ¢ — d durch m teilbar, folglich auch (a — b)c und b(c — d) und
somit auch ihre Summe.

Die Kongruenzschreibweise ist sehr niitzlich, um vielfiltige Aussagen und Beweise
iber Teilbarkeit zu formulieren. Zum Beispiel kann Fermats Satz (Satz 6.5.1) wie folgt
angegeben werden: Ist p eine Primzahl, dann gilt

a? = a (mod p).

Ubung 6.7.1 Wie lautet die groBte ganze Zahl m, fiir die 12345 = 54321 (mod m)
gilt?

Ubung 6.7.2 Welche der folgenden ,,Regeln* sind wahr?
(@a=b (modc) = a+x=b+z (modc+x);
(b)a=b (modc) = azx=br (modcx).

= d
©° (mode) a+z=b+y (modc+ 2);
=y (mod 2)
a=b (mod c) _
(d) r=y (mod z) v =y fmodes)
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Ubung 6.7.3 Wie wiirden wir @ = b (mod 0) definieren?

Ubung 6.7.4 (a) Finden Sie zwei ganze Zahlen @ und b, fiir die 2a = 2b (mod 6)
gilt, aber a # b (mod 6). (b) Zeigen Sie: Falls ¢ # 0 und ac = be (mod me), dann
gilt a = b (mod m).

Ubung 6.7.5 Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: Falls x,y, u, v ganze Zahlen sind, so
dass z = y (mod p), u,v > 0 und u = y (mod p — 1), dann gilt z* = y* (mod p).

6.8 Seltsame Zahlen

Was ist Donnerstag + Freitag?

Wenn Sie diese Frage nicht verstehen, dann fragen Sie ein Kind. Es wird Thnen sa-
gen, dass es Dienstag ist. (Es konnte Diskussionen dariiber geben, ob die Woche mit
Montag oder Sonntag beginnt. Aber selbst wenn wir meinen, sie beginnt mit Sonntag,
konnen wir immer noch sagen, dass Sonntag der Tag O ist.)

Wir sollten nun keine Schwierigkeiten haben, herauszufinden, dass Mittwoch-Dienstag =
Samstag, Donnerstag? = Dienstag, Montag — Samstag = Dienstag, etc. ist.

Auf diese Weise konnen wir Rechenoperationen mit den Tagen der Woche ausfiihren:
Wir haben ein neues Zahlensystem eingefiihrt! In diesem System gibt es nur 7 Zahlen,
die wir So, Mo, Di, Mi, Do, Fr und Sa nennen und wir konnen Addition, Subtraktion
und Multiplikation mit ihnen ebenso wie mit Zahlen durchfiihren (wir kdnnten sie auch
Gliick, Freude, Pech, Zorn, Arger, Furcht und Egon nennen. Worauf es ankommt, ist
die Arbeitsweise der Rechenoperationen).

Nicht nur, dass wir diese Operationen definieren kdnnen, sie arbeiten auch noch ziem-
lich dhnlich wie Operationen mit ganzen Zahlen. Addition und Multiplikation sind
kommutativ

Di + Fr = Fr + Di, Di - Fr = Fr - Dj,
und assoziativ
(Mo + Mi) 4+ Fr = Mo + (Mi + Fr), (Mo - Mi) - Fr = Mo - (Mi - Fr),
und das Distributivgesetz gilt
(Mo + Mi) - Fr = (Mo - Fr) + (Mi - Fr).
Die Subtraktion ist zur Addition invers:

(Mo + Mi) — Mi = Mo.
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Sonntag verhilt sich wie 0:
Mi + So = Mi, Mi - So = So
und Montag verhilt sich wie 1:
Mi - Mo = Mi.

All dies ist nichts Neues, wenn wir ,,Montag*™ als 1, ,,Dienstag™ als 2, etc. betrachten
und uns klarmachen, dass wir, da der 8. Tag wieder Montag ist, die Ergebnisse jeder
Rechenoperation durch ihren Rest modulo 7 ersetzen miissen. Die obigen Identititen
driicken jeweils Kongruenzrelationen aus und folgen direkt aus den grundlegenden
Eigenschaften der Kongruenzen.

Wie sieht es nun mit der Division aus? In einigen Fillen ist dies naheliegend. Was ist
zum Beispiel Sa/Mi? Ubersetzen wir dies in ganze Zahlen, so heiBt es 6/3. Das ist
gleich 2, entspricht also Di. Die Uberpriifung ergibt: Di - Mi = Sa.

Was ist jedoch Di/Mi? In unserem iiblichen Zahlensystem wire dies 2/3, was keine
ganze Zahl ist. Rationale Zahlen wurden so eingefiihrt, dass wir iiber das Ergebnis
jeder Division sprechen konnen (ausgenommen, Divisionen durch 0). Miissen wir nun
auch ,,Bruchteile von Wochentagen* einfiihren?

Es stellt sich heraus, dass dieses neue Zahlensystem (mit nur 7 ,,Zahlen* ) hiibscher
ist! Was bedeutet Di/Mi? Es ist eine ,,Zahl“ X, fiir die X - Mi = Di gilt. Es 146t sich
leicht priifen, dass Mi - Mi = Di ist. Damit haben wir Di/Mi = Mi (oder zumindest
scheint es einen Sinn zu ergeben, wenn wir dies sagen).

Dieses Beispiel zeigt, dass es fiir uns moglich sein kann, Divisionen durchzufiihren,
ohne neue ,,Zahlen“ (oder neue Wochentage) einfiihren zu miissen. Aber ist die Aus-
fiihrung der Division immer moglich?

Betrachten wir eine andere Division, um zu sehen, wie das Ganze funktioniert: Mi / Fr.
Diesmal versuchen wir nicht zu vermuten, was herauskommt. Stattdessen nennen wir
das Ergebnis X und zeigen, dass einer der Wochentage X entsprechen muss.

Sei also X = Mi/Fr. Das bedeutet, dass X - Fr = Mi gilt. Fiir jeden Wochentag X ist
das Produkt X - Fr einer der Wochentage.

Die wichtigste Behauptung besteht darin, dass fiir verschiedene Tage X die Produkte
X - Fr alle unterschiedlich sind. Nehmen wir an, es gilt

X -Fr=Y -Fr.
Dann erhalten wir
(X-Y) -Fr=So (38)

(wir haben hier das Distributivgesetz und die Tatsache, dass sich Sonntag wie 0 verhilt,
verwendet). Das Produkt zweier Zahlen, die beide ungleich Null sind, ist wieder eine
Zahl ungleich Null. Der Sonntag verhilt sich auch in diesem Sinne analog zur 0, das
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heisst, das Produkt zweier nicht-Sonntage ist ein nicht-Sonntag. (Uberpriifen Sie dies!)
Also erhalten wir X —Y = Sound daher X =Y +So=Y.

Die Tage X - Fr sind somit also alle verschieden. Es gibt sieben davon, daher muss
jeder Wochentag in dieser Form auftreten. Insbesondere wird auch ,,Mi“ vorkommen.
Diese Argumentation funktioniert bei jeder Division, ausgenommen, wir versuchen
durch Sonntag zu teilen. Wir wissen bereits, dass sich der Sonntag wie 0 verhilt, und
daher ergibt die Multiplikation von Sonntag mit jeglichem anderen Tag wieder Sonn-
tag. Wir konnen daher keinen anderen Tag durch Sonntag dividieren (und das Ergebnis
von So/So ist nicht wohldefiniert, es konnte jeder Tag sein).

Die in Abschnitt 6.7 eingefiihrten Kongruenzen ermoglichen oft eine angenehme Hand-
habung dieser seltsamen Zahlen. Wir konnen zum Beispiel (38) in Form von

(x—y)-5=0 (modT7)

schreiben (wobei  und y die den Tagen X und Y entsprechenden Zahlen sind), daher
ist 7 ein Teiler von (z — y)5. Es sind jedoch weder 5 noch  — y durch 7 teilbar
(z und y sind zwei verschiedene nicht-negative ganze Zahlen, beide kleiner als 7).
Dies ist ein Widerspruch, da 7 eine Primzahl ist. Auf diese Weise konnen wir, anstelle
von Wochentagen, iiber die iiblichen Zahlen sprechen. Der Preis dafiir besteht in der
Verwendung von Kongruenzen anstelle der Gleichheit.

Ubung 6.8.1 Bestimmen Sie Mi/Fr, Di/Fr, Mo/Di, Sa/Di.

Gibt es hier an der Zahl 7 irgendetwas besonderes? In einer Gesellschaft, in der die
Woche aus 10, 13 oder 365 Tagen besteht, konnten wir Addition, Subtraktion und
Multiplikation ebenso definieren.

Sei m die Anzahl der Wochentage, was wir in mathematischer Sprache den Modulus
nennen. Es wire unpraktisch, fiir die Wochentage neue Namen einzufiihren', also nen-
nen wir sie einfach 0,1,...,m — 1. Die Striche iiber den Zahlen bedeuten, dass sich
zum Beispiel 2 nicht nur auf Tag 2, sondern auch auf Tag m + 2, Tag 2m + 2, etc.
bezieht.

Die Addition ist durch@ +b = ¢ definiert, wobei ¢ der Rest von a + b modulo
m ist. Die Multiplikation und Subtraktion sind in dhnlicher Art definiert. Auf diese
Weise erhalten wir ein neues Zahlensystem: Es besteht lediglich aus m Zahlen und
die Grundrechenarten konnen darin durchgefiihrt werden. Diese Rechenoperationen
geniigen den grundlegenden Rechengesetzen, was ebenso wie im obigen Fall m = 7
folgt. Diese Art der Rechnung wird modulare Arithmetik genannt.

Was ist mit der Division? Wenn Sie den Beweis dafiir, dass wir die Division mitm = 7
ausfiihren konnen, sorgfiltig durchlesen, wird Thnen auffallen, dass wir eine spezielle

'In vielen Sprachen sind die Namen der Wochentage von Zahlen abgeleitet.
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Eigenschaft der 7 verwendet haben: Sie ist eine Primzahl! Es gibt tatsichlich einen
grundlegenden Unterschied zwischen der modularen Arithmetik mit und ohne Prim-
zahlmodul. Im Folgenden werden wir unsere Aufmerksamkeit auf den Fall beschrén-
ken, bei dem der Modul eine Primzahl ist. Um dies zu betonen, werden wir ihn mit p
bezeichnen. Dieses aus 0,1, ...,p — 1 bestehende Zahlensystem wird zusammen mit
den vier wie oben definierten Operationen ein Primkorper genannt.

Der 2-elementige Korper. Die kleinste Primzahl ist 2 und der einfachste Primkorper
besteht aus lediglich 2 Elementen, 0 und 1. Die Additions- und Multiplikationstafeln
dafiir anzugeben, ist einfach:

= I +
—| Sl 2l
S| =If =
= 2l

ol oIl oI
I I I

(Es gibt tatsdchlich nur eine einzige Operation, die nicht aus den allgemeinen Eigen-
schaften von 0 und 1 folgt, nimlich 1+ 1 = 0. Es ist weder nétig die Subtraktionstafel
anzugeben, da in diesem Korper a + b = a — b fiir alle a und b gilt (iiberpriifen!), noch
die Divisionstafel, da folgendes offensichtlich ist: Durch 0 konnen wir nicht teilen und
die Division durch 1 bewirkt beim Dividenden keine Verinderung.)

Es ist unbequem all diese Querstriche iiber die Zahlen zu schreiben, daher werden
wir sie hdufig weglassen. Allerdings miissen wir dann vorsichtig sein, da wir wissen
miissen, ob 1+ 1 nun 2 oder 0 ist. Aus diesem Grund #ndern wir das Additionszeichen
und verwenden @ fiir die Addition in einem 2-elementigen Korper. In dieser Notation
sehen die Additions- und Multiplikationstafeln wie folgt aus:

© 101 101
0101 01010
1 {110 1101

(Fiir die Multiplikation miissen wir kein neues Symbol einfiihren, da die Multiplika-
tionstafel fiir O und 1 in einem 2-elementigen Korper dieselbe wie bei den tiblichen
Zahlen ist.)

Dieser Korper ist sehr klein, aber auch sehr wichtig, da er in der Informatik, der Infor-
mationstheorie und der mathematischen Logik sehr hiufig verwendet wird: Seine zwei
Elemente konnen als ,,JA-NEIN* , , WAHR-FALSCH* , ,,SIGNAL-KEIN SIGNAL* ,
etc. interpretiert werden.

Ubung 6.8.2 Die 0 bedeute ,,FALSCH* und die 1 bedeute ,, WAHR* . Seien A und B
zwei Aussagen (die entweder wahr oder falsch sind). Formulieren Sie unter Verwen-
dung der Operationen & und - die wahren Aussagen ,,nicht A“, ,,A oder B*“, ,,A und
B«.
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Ubung 6.8.3 Sei der Modul gleich 6. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die
Division durch eine ,,Zahl“ ungleich Null nicht immer ausgefiihrt werden kann. Ver-
allgemeinern Sie das Beispiel auf jeden zusammengesetzten Modul.

Division in modularer Arithmetik. Unser Beweis, dass die Division in modularer
Arithmetik nur ausgefiihrt werden kann, falls der Modul eine Primzahl ist, war recht
einfach. Er enthilt jedoch keine Informationen dariiber, wie man die Division durch-
fiihrt. Wiirden wir wie oben vorgehen, um den Quotienten zu bestimmen, so wiirde
dies bedeuten, dass wir alle Zahlen zwischen 0 und p — 1 betrachten miissten. Dies
war fiir p = 7 in Ordnung. Fiir eine Primzahl wie p = 234.527 wire es jedoch ziem-
lich langwierig (ganz zu schweigen von wirklich groflen Primzahlen, wie sie in der
Kryptographie und Computersicherheit Verwendung finden).

Wie konnen wir also beispielsweise 53 durch 2 modulo 234.527 teilen?

Wir konnen das Problem vereinfachen und nur die Division von 1 durch 2 modulo
234.527 betrachten. Haben wir 1/2 = @, dann konnen wir 53/2 = 53 - @ erhalten,
wovon wir wissen, wie wir es zu berechnen haben.

An diesem Punkt konnen wir den Beweis anhand eines allgemeinen Falles noch besser
erldutern. Seien ein Primzahlmodul p und eine ganze Zahl a (1 < a < p— 1) gegeben
und wir moéchten eine ganze Zahl z (0 < 2 < p — 1) finden, so dass az = 1 gilt.
Unter Verwendung der Kongruenzschreibweise aus Abschnitt 6.7 konnen wir dies wie
folgt schreiben

ar =1 (mod p).

Der Schliissel zur Losung dieses Problems ist der euklidischen Algorithmus. Wir be-
stimmen den grofiten gemeinsamen Teiler von @ und p. Da die Antwort offensichtlich
ist, hort sich das eigentlich ziemlich albern an: p ist eine Primzahl und 1 < a < p.
Somit konnen sie keinen groferen gemeinsamen Teiler als 1 besitzen und daher gilt
gegT(p,a) = 1. Erinnern wir uns, dass uns der euklidische Algorithmus aber noch
mehr liefert: Er gibt uns den grofiten gemeinsamen Teiler in der Form aw + pv, wobei
1 und v ganze Zahlen sind. Daher erhalten wir

au + pv =1,
wodurch
au =1 (mod p)

impliziert wird. Damit sind wir schon fast fertig. Das einzige Problem besteht noch
darin, dass die ganze Zahl u nicht zwischen 1 und p — 1 liegen muss. Ist jedoch
2 der Rest von © modulo p, dann erhalten wir durch Multiplikation der Kongruenz
2 = u (mod p) mit a (wir erinnern uns an Abschnitt 6.7: Dies ist eine legale Rechen-
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operation bei Kongruenzen.)
ax =au =1 (mod p).

Dies ist die Losung unseres Problems, da 0 < x < p — 1 gilt.

Wir wenden diesen Algorithmus nun auf unser obiges Beispiel mit a = 2 und p =
234.527 an. Der euklidische Algorithmus ist in diesem Fall wirklich sehr einfach:
Man teile 234.527 mit Rest durch 2. Der Rest ist bereits gleich 1. Daher erhalten wir

2. (—117.263) +234.527 -1 = 1.
Der Rest von -117.263 modulo 234.527 ist 117.264, somit bekommen wir

1/2 =117.264.

Ubung 6.8.4 Berechnen Sie 1/53 modulo 234.527.

Sobald wir wissen, wie die grundlegenden Rechenoperationen ausgefiihrt werden kon-
nen, ist es moglich, schwierigere Aufgabenstellungen, wie zum Beispiel das Losen
linearer Gleichungen durchzufiihren. Dafiir besinnen wir uns darauf, was wir mit ge-
wohnlichen Zahlen machen wiirden. Veranschaulichen konnen wir dies anhand einiger
Beispiele, bei denen wir die Kongruenzschreibweise zusammen mit den grundlegen-
den Eigenschaften aus Abschnitt 6.7 verwenden.

Beispiel 1: Wir betrachten eine lineare Gleichung, sagen wir
7X +3=0,

wobei der Modul 47 ist. (Man priife anhand der Tabelle, dass dies eine Primzahl ist!)
Dies konnen wir als Kongruenz umschreiben:

7r+3=0 (mod 47).
Die zweite Form ist iiblicher, daher werden wir damit weiterarbeiten.
Wir formen dies zu
Tx = —3 (mod 47) 39)
um, genau wie wir es mit einer Gleichung machen wiirden (wenn wir alle Zahlen
positiv schreiben wollten, konnten wir —3 durch ihren Rest 44 modulo 47 ersetzen,
aber dies ist je nach Geschmack freigestellt).

Als néchstes miissen wir den Kehrwert von 7 modulo 47 bestimmen. Der euklidische
Algorithmus ergibt

geT(7,47) = ggT(7,5) = ggT(2,5) = ggT(2,1) = 1,
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und mit der erweiterten Version erhalten wir

0=47-6-7, 2=7-5=7T—(47—-6-7)=7-7—-47,

1=5-2-2=(47—6-7)—2-(7-7—47)=3-47—20-7.

Dies zeigt, dass (—20) - 7 = 1 (mod 47) gilt. Der Kehrwert von 7 modulo 47 betrigt
also —20 (was wir wiederum auch als 27 schreiben konnten).

Durch die Division beider Seiten von (39) durch 7, was der Multiplikation beider Sei-
ten mit 27 entspricht, erhalten wir nun

x =13 (mod 47).
(Wir bekommen 13 entweder als Rest von (—3)(—20) oder als Rest von 44-27 modulo
47, das Ergebnis ist dasselbe.)

Beispiel 2: Als nichstes 16sen wir ein System aus zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen. Wir behandeln in diesem Beispiel etwas grolere Zahlen, um zu zeigen, dass
wir auch mit diesen zurecht kommen. Der Modulus sei p = 127 und wir betrachten
die Gleichungen

12X +31Y =2, (40)
2X +89Y = 23.

Wir konnen sie als folgende Kongruenzen beschreiben:

122+ 3ly = 2 (mod 127),
22 + 89y = 23 (mod 127).

a) Eliminieren einer Variablen: Wie wiirden wir dieses System losen, wenn es ge-
wohnliche Gleichungen wiren? Um x zu eliminieren konnten wir die zweite Glei-
chung mit 6 multiplizieren und sie von der ersten abziehen. In diesem Primkorper
konnen wir das ebenfalls tun und erhalten

(31-6-89)y=2—6-23 (mod 127)
oder
(—=503)y = —136 (mod 127).

Wir konnen die negativen Zahlen durch ihre Reste modulo 127 ersetzen und bekom-
men

5y = 118 (mod 127). 41)
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b) Division: Als nichstes mochten wir die Gleichung durch 5 dividieren. Nun folgt
das, was wir vorhin besprochen haben: Wir miissen den euklidischen Algorithmus
anwenden. Die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers ist einfach:

geT(127,5) = ggT(2,5) = ggT(2,1) = 1.

Dies ergibt nichts Neues: Wir wullten schon vorher, dass der grofite gemeinsame Teiler
1 sein wiirde. Um mehr zu erhalten, miissen wir an diese Berechnung eine andere
anschlielen, wobei jede Zahl als ganzzahlige Vielfache von 127 plus einer Vielfachen
der Zahl 5 geschrieben wird:

geT(127,5) = ggT(127 — 25 -5,5) = ggT(127 — 255, (—2) - 127+ 51 -5) = 1.

Dies ergibt

(=2)-127451-5=1.
Daher gilt 5- 51 = 1 (mod 127) und somit haben wir den ,,Kehrwert“ von 5 modulo
127 gefunden.

Anstatt Gleichung (40) durch fiinf zu teilen, multiplizieren wir sie mit dem ,,Kehr-
wert® 51, um

y =51-118 (mod 127) (42)

zu erhalten.

¢) AbschluB3: Berechnen wir die rechte Seite von (42) und bestimmen danach den
Rest modulo 127, erhalten wir y = 49 (mod 127). Mit anderen Worten ist Y =
49 die Losung. Wir miissen nun diesen Wert wieder in eine der Originalgleichungen
einsetzen, um x zu bestimmen:

22 + 89 - 49 = 23 (mod 127)

und daher gilt
22 =23 —89-49 = 107 (mod 127).

Wir miissen also noch eine Division durchfiihren. In Analogie zu dem, was wir oben
getan haben, erhalten wir

(—63)-24+127 =1

und folglich
64-2=1 (mod 127).

Wir konnen also, anstatt durch 2 zu teilen, mit 64 multiplizieren und bekommen

x =64-107 (mod 127).
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Durch die Berechnung der rechten Seite und ihres Rests modulo 127 erhalten wir x =
117 (mod 127) oder anders ausgedriickt X = 117. Wir haben (40) somit gelost.

Beispiel 3: Wir sind sogar in der Lage, quadratische Gleichungen zu 16sen, zum Bei-
spiel

z? —324+2=0 (mod 53).
Wir konnen dies auch so schreiben:
(z —1)(z —2) =0 (mod 53).

Einer der Faktoren auf der linken Seite muf3 kongruent zu 0 modulo 53 sein, wobei
entweder = 1 (mod 53) oder z = 2 (mod 53) gilt.

Wir haben hier durch reines Hinsehen eine Moglichkeit gefunden, die linke Seite als
Produkt darzustellen. Was passiert, wenn wir Gleichungen mit gro3eren Zahlen haben,
wie zum Beispiel 22 + 134.517z + 105.536 = 0 (mod 234.527)? Es ist zweifel-
haft, ob es jemandem gelingt, hier eine Zerlegung zu erraten. In diesem Fall konnen
wir versuchen, die schon aus der Schule bekannte Methode zur Losung quadratischer
Gleichungen anzuwenden. Sie funktioniert, allerdings ist einer ihrer Schritte ziemlich
schwierig: das Ziehen von Quadratwurzeln. Es ist durchaus moglich, dies effizient zu
tun, allerdings ist der Algorithmus zu kompliziert, um hier erldutert zu werden.

Ubung 6.8.5 Losen Sie das Kongruenzsystem

2z + 3y = 1 (mod 11),
T+ 4y = 4 (mod 11).

Ubung 6.8.6 Losen Sie die , Kongruenzgleichungen*

(a) 2? —2x =0 (mod 11), (b) 2* =4 (mod 23).

6.9 Zahlentheorie und Kombinatorik

Viele der von uns eingefiihrten kombinatorischen Hilfsmittel sind auch in der Zahlen-
theorie sehr niitzlich. Induktion wird iiberall verwendet. Wir zeigen einige elegante
Beweise, die auf dem Taubenschlagprinzip und auf der Inklusions-Exklusions-Formel
basieren.

Uns seien n natiirliche Zahlen gegeben: ay,aq, . .., ay. Zeigen Sie, dass wir ei-
ne (nicht-leere) Teilmenge dieser Zahlen auswdhlen konnen, deren Summe durch
n teilbar ist.
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(Es ist moglich, dass diese Teilmenge alle n Zahlen enthilt.)

Losung: Wir betrachten folgende n Zahlen:

bl = az,
b2 = a1 + ag,

bs = a1 + as + as,

b =0a1+azs+az+ -+ an.

Wir haben gefunden, was wir suchten, falls unter diesen n Zahlen eine dabei ist, die
durch n teilbar ist. Ist keine dabei, dann teilen wir alle Zahlen by, bo, . . ., b,, mit Rest
durch n. Man schreibe diese Reste auf. Welche Zahlen erhalten wir? Es konnte je-
weils 1,2, ... oder n — 1 sein. Wir haben jedoch eine Gesamtmenge von 7 Zahlen!
Nach dem Taubenschlagprinzip besitzen daher zwei der Zahlen by, bo, . . ., b,, densel-
ben Rest beim Teilen durch n. Sagen wir, diese beiden Zahlen sind b; und b; (i < j),
dann ist ihre Differenz b; — b; durch n teilbar. Es gilt jedoch

bj—bi:ai+1+ai+2+---+aj.

Wir haben somit eine bestimmte Teilmenge der Zahlen a1, aq, . . ., a,, gefunden, ndm-
lich a1, aiy2,...,a;, deren Summe durch n teilbar ist. Dies wollten wir zeigen.

Ubung 6.9.1 Uns seien n Zahlen aus der Menge {1,2,...,2n — 1} gegeben. Zeigen
Sie, dass man unter diesen n Zahlen immer zwei finden kann, die teilerfremd zueinan-
der sind.

Als sehr wichtige Anwendung der Inklusion—Exklusion beantworten wir folgende Fra-
ge: Wie viele zu 1200 teilerfremde natiirliche Zahlen gibt es, die kleiner als 1200 sind?
Wir kennen die Primfaktorzerlegung von 1200, nimlich 1200 = 2% - 3 - 52, Daher
wissen wir, dass genau die durch 2, 3 oder 5 teilbaren Zahlen einen gemeinsamen
Faktor mit 1200 besitzen. Wir mochten also die Anzahl aller natiirlichen Zahlen, die
kleiner als 1200 und nicht durch 2, 3 oder 5 teilbar sind, bestimmen.

Man kann leicht berechnen, dass es bis 1200

1200

5 durch 2 teilbare Zahlen

(jede zweite Zahl ist gerade),

1200

3 durch 3 teilbare Zahlen und

1200 . .
N durch 5 teilbare Zahlen gibt.
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Die sowohl durch 2 als auch durch 3 teilbaren Zahlen sind genau die durch 6 teilbaren
Zahlen. Bis 1200 gibt es daher

12

% durch 2 und 3 teilbare Zahlen

und analog gibt es

12

1—80 durch 2 und 5 teilbare Zahlen und

1200 .

5 durch 3 und 5 teilbare Zahlen.

SchliefBlich sind die Zahlen, die durch 2, 3 und 5 teilbar sind, genau diejenigen, welche
durch 30 teilbar sind. Daher gibt es

1200 .

=30 durch 2, 3 und 5 teilbare Zahlen.

Wir kénnen nun mit diesen Daten die Inklusion—Exklusion nutzen, um die gesuchte
Anzahl zu bestimmen:

12OO<12OO 1200 1200) 1200 1200 1200 1200

— = 320.
2 + 3 + 5 2-3+2-5+3-5 2-3-5
Wenn wir 1200 auf der linken Seite der obigen Gleichung ausklammern, dann kann
das, was iibrigbleibt, in eine nette Produktform umgewandelt werden (iiberpriifen Sie
die Berechnungen!):

12001111—1—1—1—1-1-1 !
2 3 5 -3 25 3-5 2-3-5

o (-3) () ()

Sei n eine natiirliche Zahl. Wir bezeichnen die Anzahl der Zahlen, die teilerfremd zu n
und nicht groBer als n sind, mit ¢(n). (Wir verwenden hier ,,nicht groBer anstelle von
,kleiner* . Dies ist jedoch nur fiir n = 1 von Bedeutung, da dies der einzige Fall ist, bei
dem eine Zahl teilerfremd zu sich selbst ist, also ¢(1) = 1 gilt.). Primzahlen besitzen
selbstverstindlich die meisten zu sich teilerfremden Zahlen: Ist p eine Primzahl, dann
wird jede kleinere natiirliche Zahl in ¢(p) mitgezihlt, es gilt also ¢(p) = p — 1.
Die Zahl ¢(n) kann im Allgemeinen so, wie wir es in dem konkreten Fall oben getan
haben, berechnet werden: Sind p1, p2, . . ., pr alles verschiedene Primfaktoren von n,

() g ()

Der Beweis folgt den obigen Berechnungen und wird als Ubungsaufgabe 6.9.2 gestellt.

dann gilt
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Ubung 6.9.2 Beweisen Sie (43).

Ubung 6.9.3 Sei n eine natiirliche Zahl. Wir berechnen ¢(d) fiir jeden Teiler d von n
und addiere diese Zahlen anschlieend. Wie lautet die Summe? (Man experimentiere,
formuliere eine Vermutung und beweise sie.)

Ubung 6.9.4 Wir addieren alle natiirlichen Zahlen, die kleiner als n und teilerfremd
zu n sind. Was erhalten wir?

Ubung 6.9.5 Beweisen Sie folgende Erweiterung von Fermats Satz: Ist geT(a,b) =
1, dann ist a®® — 1 durch b teilbar.

[Hinweis: Verallgemeinern Sie den Beweis fiir den Satz von Fermat aus Ubungsaufga-
be 6.5.4.]

6.10 Wie prift man, ob eine Zahl eine Primzahl ist?

Ist 123.456 eine Primzahl? Natiirlich nicht, denn sie ist gerade! Ist 1.234.567 eine
Primzahl? Dies ist nicht so einfach zu beantworten. Aber wenn man gezwungen wird,
kann man alle Zahlen 2, 3,4,5 ... ausprobieren, um zu sehen, ob es sich dabei um
einen Teiler handelt. Besitzt man die Geduld, bis 127 zu kommen, ist man fertig:
1.234.567 = 127 - 9721.

Wie sieht es mit 1.234.577 aus? Man kann wieder versuchen einen Teiler zu finden,
indem man jede Zahl 2, 3,4, 5, ... betrachtet. Diesmal wird man jedoch keinen ech-
ten Teiler finden! Wenn man wirklich geduldig ist und bis zur Quadratwurzel von
1.234.577 weitermacht, die iibrigens 1111,1... betrdgt, dann wei3 man immerhin,
dass man keinen echten Teiler mehr finden wird (warum?).

Wie sieht es jedoch mit der Zahl

1.111.222.233.334.444.555.566.667.777.888.899.967

aus? Ist es eine Primzahl (sie ist eine), dann miissen wir alle Zahlen bis zu ihrer Qua-
dratwurzel ausprobieren. Ihre Quadratwurzel ist groBer als 1018, da die Zahl groBer
als 103 ist. Mehr als 10'® Zahlen auszuprobieren, ist selbst fiir den leistungsfahigsten
Computer der Welt ein hoffnungsloses Unterfangen.

Der Fermat-Test. Wie konnen wir feststellen, ob diese Zahl eine Primzahl ist? Nun,
unser Computer sagt es uns. Aber woher weifl es der Computer? Einen Ansatz liefert
uns der Satz von Fermat. Der kleinste nicht-triviale Fall besagt, ist p eine Primzahl,
dann gilt p | 2P — 2. Nehmen wir an, p ist ungerade (was lediglich den Fall p = 2
ausschlieft), dann wissen wir, dass p | or—1 _1 gilt.

6.10
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Was passiert, wenn wir die Teilbarkeitsbedingung n | 2"~! — 1 fiir zusammengesetzte
Zahlen testen? Sie ist offensichtlich nicht erfiillt, falls n gerade ist (keine gerade Zahl
ist ein Teiler einer ungeraden Zahl). Also beschridnken wir unsere Aufmerksamkeit auf
ungerade Zahlen. Hier sind einige Ergebnisse:

942% —1=255 1542 -1=16.383,  21{2%° — 1 =1.048.575,

251224 — 1 =16.777.215.

Dies suggeriert uns, es sei vielleicht moglich, anhand der Bedingung n | 2"~! — 1 zu
testen, ob eine Zahl eine Primzahl ist oder nicht. Das ist eine nette Idee, allerdings hat
sie einige bedeutende Mingel.

Wie man GROSSE Potenzen berechnet. Es ist leicht, die Formel 2~ ! — 1 aufzu-
schreiben. Aber es ist etwas ganz anderes, dies zu berechnen! Scheinbar miissen wir
die 2 noch n — 2 mal mit 2 multiplizieren, um 2"~ zu erhalten. Fiir eine 100-stellige
Zahl n bedeutet dies, es miissen ungefihr 101°0 Schritte ausgefiihrt werden, was wir
niemals durchfiihren konnen.

Wir kénnen jedoch bei der Berechnung von 2"~ auch ein wenig trickreicher vorge-
hen. Veranschaulichen wir dies am Beispiel 224: Wir konnten mit 23 = 8 beginnen,
Quadrieren ergibt 26 = 64. Erneutes Quadrieren ergibt 22 = 4096 und ein wei-
teres mal Quadrieren fiihrt zu 224 = 16.777.216. Anstelle von 23 Multiplikationen
brauchten wir nur 5.

Es scheint, als wenn dieser Trick nur deshalb funktionieren wiirde, weil 24 durch eine
solch groBe Potenz von 2 teilbar ist und wir daher 224, ausgehend von einer kleinen
Zahl, durch wiederholtes Quadrieren bestimmen konnten. Wir zeigen nun, wie man
einen dhnlichen Trick durchfiihren kann, wenn der Exponent eine weniger freundliche

229

ganze Zahl, wie zum Beispiel 29, ist. Hier ist eine Moglichkeit zu berechnen:

22 =4, 22=8, 26=64, 27=128, 2!*=16.384,

228 — 268.435.456, 229 = 536.870.912.

Es ist vielleicht das Beste, diese Sequenz riickwirts zu lesen: Miissen wir eine unge-
rade Potenz von 2 berechnen, dann erreichen wir dies, indem wir die vorhergehende
Potenz mit 2 multiplizieren. Haben wir eine gerade Potenz zu berechnen, quadrieren
wir eine geeignete kleinere Potenz.

Ubung 6.10.1 Zeigen Sie, dass 2" mit weniger als 2k Multiplikationen berechnet
werden kann, falls n zur Basis 2 die Anzahl von k Bits besitzt.
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Wie man GROSSE Zahlen vermeidet. Wir haben gezeigt, wie man die erste Schwie-
rigkeit bewiltigt, aber die obigen Berechnungen offenbaren schon die zweite: Die Zah-
len werden zu groB! Sagen wir, eine Zahl n besitzt 100 Stellen, dann ist nicht nur 271
selbst astronomisch groB3, sondern schon die Anzahl der Stellen dieser Potenz ist astro-
nomisch! Wir konnten sie niemals aufschreiben, geschweige denn priifen, ob sie durch
n teilbar ist.

Der Ausweg besteht darin, sobald wir eine Zahl grofler als n haben, diese mit Rest
durch n zu teilen und dann nur noch mit diesem Rest der Division zu arbeiten. (Wir
konnten auch sagen, wir arbeiten in modularer Arithmetik mit dem Modul n. Wir
werden keine Divisionen ausfiihren miissen, daher braucht n keine Primzahl zu sein.)
Wollen wir beispielsweise priifen, ob 25 | 224 —1 gilt, dann miissen wir 224 berechnen.
Wie oben beginnen wir mit der Berechnung von 23 = 8. Danach Quadrieren wir, um
26 = 64 zu erhalten. Nun wird dies unverziiglich durch den Rest der Division 64 =+ 25
ersetzt. Dieser betriigt 14. Dann berechnen wir 2'2, indem wir 2° quadrieren. Aller-
dings wird nun anstelle von 64 die 14 quadriert, um 196 zu erhalten, was wiederum
durch den Rest bei der Division 196 = 25 ersetzt wird. Dieser betrdgt 21. Schlielich
erhalten wir 224 durch das Quadrieren von 2'2. Allerdings quadrieren wir stattdessen
21 und erhalten 441, was wir nun durch 25 teilen, um den Rest 16 zu erhalten. Da sich
16 — 1 = 15 nicht durch 25 teilen 146t, folgt, dass 25 keine Primzahl ist.

Das hort sich, angesichts der Trivialitdt dieses Ergebnisses, nicht gerade nach einer
eindrucksvollen Folgerung an, aber dies war ja auch nur zur Illustration gedacht. Wenn
n nun k Bits zur Basis 2 hat, dann haben wir gesehen, dass es nur 2k Multiplikationen
bedarf, um 2" zu berechnen. Um die Zahlen dabei klein zu halten, miissen wir lediglich
in jedem Schritt eine Division (mit Rest) ausfithren. Wir miissen uns daher nie mit
Zahlen beschiftigen, die groBer als n2 sind. Wenn n nun 100 Stellen besitzt, dann
hat n? davon 199 oder 200. Solche Zahlen von Hand zu multiplizieren macht nicht
besonders viel Spass, aber mit einem Computer ist dies recht einfach.

Pseudoprimzahlen. Hier kommt die dritte Schwiéche des auf Fermats Satz griinden-
den Primzahltests. Angenommen, wir fiihren den Test fiir eine Zahl n aus. Schlédgt er
fehl (das bedeutet, 7 ist kein Teiler von 271 — 1), dann wissen wir natiirlich, dass n
keine Primzahl ist. Aber angenommen, wir finden heraus, es gilt n | 2n—1_ 1, Konnen
wir daraus schliefen, dass n eine Primzahl ist? Mit Fermats Satz kann diese Schluss-
folgerung sicherlich nicht begriindet werden. Gibt es zusammengesetzte Zahlen n, fiir
dien | on—1_1 gilt? Ungliicklicherweise lautet die Antwort ,,ja* . Die kleinste dieser
Zahlen ist 341 = 11 - 31. Sie ist keine Primzahl, aber es gilt

3412340 — 1. (44)

(Woher wissen wir ohne umfangreiche Berechnungen, dass diese Teilbarkeitsbezie-
hung gilt? Wir konnen Fermats Satz verwenden. Es reicht zu zeigen, dass sowohl 11
als auch 31 Teiler von 2340 — 1 sind, denn dann gilt dies auch fiir ihr Produkt. 11 und
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31 sind unterschiedliche Primzahlen. Nach Fermats Satz gilt
1129 —1.
Nun ziehen wir das Ergebnis von Ubungsaufgabe 6.1.6 heran: Es impliziert
210 -1 | 2340 —1.

Dabher gilt
11230 — 1.

Fiir 31 brauchen wir Fermats Satz gar nicht, sondern nur wieder Ubungsaufgabe 6.1.6:
31=25—-1]2%0 1.

Dies beweist (44).)

Solche Zahlen, die selbst keine Primzahlen sind, sich jedoch insofern wie Primzahlen
verhalten, als der Satz von Fermat mit Basis a = 2 fiir sie zutrifft, werden Pseudoprim-
zahlen (falsche Primzahlen) genannt oder noch etwas priziser, Pseudoprimzahlen zur
Basis 2. Obwohl solche Zahlen ziemlich selten sind (es gibt zwischen 1 und 10.000 le-
diglich 22 Pseudoprimzahlen zur Basis 2), zeigen sie, dass unser Primzahltest ,,falsche
positive* Ergebnisse liefern kann und daher (im mathematischen Sinne) iiberhaupt
kein Primzahltest ist.

(Konnen wir es uns erlauben, hin und wieder einen Fehler zu machen, dann kénnen
wir auch mit dem einfachen Fermat-Test zur Basis 2 leben. Wenn das Schlimmste,
was passieren kann, in einem abstiirzenden Computerspiel besteht, dann kdnnen wir
das riskieren. Héangt jedoch die Sicherheit einer Bank oder eines Landes davon ab,
dass keine ,,falsche Primzahl* verwendet wird, dann miissen wir noch etwas besseres
finden.)

Eine Idee zu unserer Rettung besteht darin, dass wir noch gar nicht die volle Leistungs-
starke des Satzes von Fermat verwendet haben:

Wir kénnen namlich auch n | 3" -3, n | 5™ — b, etc. priifen. Diese Tests konnen wir
mit Hilfe derselben Tricks ausfiihren, wie wir oben beschrieben haben. Schon durch
den ersten dieser Tests wird tatsdchlich die ,,falsche Primzahl“ 341 ausgeschlossen:
Sie ist kein Teiler von 3340 — 1.

Die folgende Beobachtung sagt uns, dies funktioniert immer, zumindest wenn wir ge-
niigend Geduld besitzen:

Eine natiirliche Zahl n > 1 ist genau dann eine Primzahl, wenn sie fiir jede Ba-
sisa=1,2,3,...,n—1den Fermat-Test

n—1 _ 1

erfiillt.
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Der Satz von Fermat sagt uns, dass Primzahlen den Fermat-Test fiir jede Basis erfiillen.
Andererseits, falls n eine zusammengesetzte Zahl ist, gibtes Zahlena, 1 < a <n—1,
die nicht teilerfremd zu n sind. Mit keiner dieser Zahlen wird der Fermat-Test erfiillt:
Ist p ein gemeinsamer Primteiler von a und n, dann ist p auch ein Teiler von a” 1 und

n—1

kann daher kein Teiler von a — 1 sein. Deshalb kann n ebenfalls kein Teiler von

a™ 1 — 1 sein.

Dieser allgemeine Fermat-Test ist jedoch nicht effizient genug. Stellen wir uns vor,
wir haben eine Zahl n mit einigen hundert Stellen gegeben und wir mochten priifen,
ob es sich hierbei um eine Primzahl handelt oder nicht. Wir konnen den Fermat-Test
zur Basis 2 durchfiihren. Angenommen, die Zahl erfiillt diesen Test, dann kdnnen wir
ihn zur Basis 3 versuchen. Angenommen, sie erfiillt auch diesen Test, etc.. Wie lange
miissen wir so fortfahren, bevor wir darauf schlieBen konnen, dass n eine Primzahl
oder eine zusammengesetzte Zahl ist? Wir sehen anhand der Argumentation, die den
allgemeinen Fermat-Test rechtfertigt, dass wir nicht weiter als bis zur ersten Zahl,
die einen gemeinsamen Teiler mit n besitzt, gehen miissen. Man sieht leicht, dass die
kleinste dieser Zahlen der kleinste Primteiler von n ist. Gilt beispielsweise n = pq,
wobei p und g unterschiedliche jeweils 100-stellige Primzahlen sind (also besitzt n 199
oder 200 Stellen), dann miissen wir bis zum kleineren der beiden Werte von p und ¢
jede Zahl ausprobieren. Das ergibt mehr als 10%° Versuche und ist damit hoffnungslos.
(AuBerdem konnen wir bei so einem Vorgehen auch gleich einfache Teilbarkeitstests
durchfiihren und brauchen so etwas wie den Satz von Fermat gar nicht!)

Wir konnten anstelle von 2 auch mit irgendeiner anderen Basis a beginnen und priifen,
ob Fermats Satz damit gilt. Es wire zum Beispiel moglich, eine ganze Zahl a mit
1 < a < n — 1 zufillig auszuwihlen. Wir wissen, dass der Test nicht erfiillt ist, wenn
a nicht teilerfremd zu n ist. Wenn n keine Primzahl ist, haben wir dann auf diese Weise
eine gute Chance dies herauszufinden? Das héngt von 7 ab. Einige Werte von n sind
jedoch definitiv nicht gut. Nehmen wir zum Beispiel an, wir haben n = pq, wobei p
und ¢ unterschiedliche Primzahlen sind. Es ist einfach, alle Zahlen a aufzulisten, die
nicht teilerfremd zu n sind: Dies sind die Vielfachen von p (p, 2p, ..., (¢ — 1)p, qp)
und die Vielfachen von ¢ (¢, 2q, . .., (p — 1)g, pg). Die Gesamtzahl solcher Zahlen a
betriagt ¢ + p — 1 (da pg = n in beiden Listen vorkommt). Diese Zahl ist groB3er als
21099, aber kleiner als 2 - 101°0, Somit betrdgt die Wahrscheinlichkeit, eine dieser
Zahlen bei einer zufilligen Wahl von a zu treffen, weniger als

2. 10100
10199

Das zeigt, dass dieses Ereignis eine viel zu geringe Wahrscheinlichkeit besitzt, um

=92.107%,

jemals in der Praxis aufzutreten.

Carmichael-Zahlen. Unsere nichste Hoffnung besteht darin, dass der Fermat-Test
fiir eine zusammengesetzte Zahl n vielleicht viel eher als fiir ihren kleinsten Primtei-
ler nicht erfiillt ist; oder aber, dass er bei einer zufélligen Wahl von a fiir eine Menge
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anderer Zahlen, neben den zu n nicht teilerfremden, fehlschlidgt. Dies ist ungliickli-
cherweise nicht immer der Fall. Es gibt ganze Zahlen n, Carmichael-Zahlen genannt,
die sogar noch schlimmer als Pseudoprimzahlen sind: Sie erfiillen den Fermat-Test fiir
jede zu n teilerfremde Basis a. Mit anderen Worten, es gilt

fiir jedes a mit ggT(n,a) = 1. Die kleinste dieser Zahlen ist n = 561. Obwohl
solche Zahlen sehr selten vorkommen, zeigen sie doch, dass der Fermat-Test nicht
vollkommen zufrieden stellend ist.

Der Miller—Rabin Test. In den spiten 70-er Jahren des 20. Jahrhunderts haben M. Ra-
bin and G. Miller eine sehr einfache Moglichkeit gefunden, den Satz von Fermat ein
bisschen zu verstirken und dadurch die durch die Carmichael-Zahlen verursachten
Schwierigkeiten zu bewiltigen. Wir veranschaulichen das Verfahren anhand des Bei-
spiels 561. Zum Faktorisieren der Zahl a®%® — 1 verwenden wir ein wenig Schulma-
thematik, namlich die Gleichung 2% — 1 = (z — 1)(z + 1):

aP%0 _ 1 — (azso _ 1) (azso + 1)
_ (a140 _ 1) (a140 + 1) (a280 + 1)
_ (am _ 1) (am + 1)(a140 + 1) (azso + 1)
_ (a35 _ 1) (a35 + 1) (a70 + 1) (a140 + 1) (a280 + 1).

Wir nehmen nun an, 561 wire eine Primzahl. Sie miisste dann nach Fermats ,klei-
nem*“ Satz a®®® — 1 fiir jeden Wert 1 < a < 560 teilen. Teilt eine Primzahl ein
Produkt, so teilt sie einen der Faktoren (Ubungsaufgabe 6.3.3), daher muf3 mindestens
eine der Relationen

561 |a® —1, 561]a® +1, 561[a™+1, 561|a®+1, 561|a® +1

gelten. Bereits fiir a = 2 ist jedoch keine dieser Relationen wahr.

Der Miller—Rabin Test basiert auf dieser Idee. Sei eine ungerade ganze Zahl n > 1
gegeben. Diese mochten wir testen, ob es sich um eine Primzahl handelt. Wir wéhlen
eine ganze Zahl a aus dem Bereich 0 < a < n — 1 zufillig aus und betrachten a™ — a.
Nun faktorisieren wir dies zu a(a™~! — 1) und fahren unter Verwendung der Gleichheit
2?2 —1= (x—1)(x+1) so lange wir konnen mit dem Faktorisieren fort. AnschlieBend
testen wir, ob einer der Faktoren durch n teilbar ist.

Schlédgt der Test fehl, dann konnen wir sicher sein, dass n keine Primzahl ist. Was pas-
siert jedoch, wenn der Test erfolgreich verlduft? Ungliicklicherweise kann dies, selbst
wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist, auch passieren. Der springende Punkt dabei
ist jedoch, dass dieser Test mit einer Wahrscheinlichkeit, die unter % liegt, ein falsches
positives Ergebnis liefert (man entsinne sich daran, dass wir a zufillig gewihlt hatten).
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In der Hilfte der Fille ein falsches Ergebnis zu erzielen, hort sich allerdings gar nicht
gut an. Wir konnen das Experiment jedoch mehrmals wiederholen. Wenn wir es 10
mal wiederholen (jedes mal sei @ aufs Neue zufillig ausgewihlt), dann betrdgt die
Wahrscheinlichkeit, ein falsches positives Ergebnis zu erhalten, weniger als 2710 <
1 / 1000 (da es fiir den SchluB3 ’n ist eine Primzahl’, erforderlich ist, dass bei allen
10 Durchldufen unabhéngig voneinander ein falsches positives Ergebnis erzielt wird).
Wiederholen wir das Experiment 100 mal, dann sinkt die Wahrscheinlichkeit eines
falschen positiven Ergebnisses auf unter 27199 < 1073, was astronomisch klein ist.
Bei geniigend héufiger Wiederholung liefert dieser Algorithmus demnach einen Prim-
zahltest, dessen Fehlerwahrscheinlichkeit viel geringer als beispielsweise ein Hardwa-
refehler ist. Daher ist er fiir praktische Zwecke ziemlich geeignet. Er ist weit verbreitet
und wird in Programmen, wie zum Beispiel Maple und Mathematica, sowie in der
Kryptographie verwendet.

Angenommen, wir testen eine Zahl n auf Primzahleigenschaften und finden heraus,
dass sie zusammengesetzt ist. Wir wiirden dann auch gerne ihre Primfaktorzerlegung
bestimmen. Es ist leicht einzusehen, dass wir anstatt nach einer Primfaktorzerlegung
zu suchen auch weniger fordern konnen: Eine Zerlegung von 7 in ein Produkt zweier
kleinerer natiirlicher Zahlen n = ab. Wenn wir eine Methode haben, solche Zerlegun-
gen effizient zu bestimmen, dann konnen wir mit Primzahltests an a und b fortfahren.
Handelt es sich bei ihnen um Primzahlen, dann haben wir die Primfaktorzerlegung
von n gefunden. Wenn (zum Beispiel) a keine Primzahl ist, dann kdnnen wir unse-
re Methode zur Zerlegung von a in ein Produkt zweier kleinerer natiirlicher Zahlen
anwenden, etc.. Da n hochstens log, n Primfaktoren besitzt (Ubungsaufgabe 6.3.4),
miissen wir dies auch hochstens log, 7 mal wiederholen (was weniger als die Anzahl
der Bits ist).

Ungliicklicherweise (oder gliicklicherweise, siehe Kapitel 15 iiber Kryptographie) ist
jedoch keine effiziente Methode zur Zerlegung einer Zahl in ein Produkt zweier klei-
nerer ganzer Zahlen bekannt. Es wire sehr wichtig, eine effiziente Methode zur Fakto-
risierung zu finden oder einen mathematischen Beweis zu erbringen, dass eine solche
Methode nicht existiert. Wie die Antwort hier lauten wird, wissen wir jedoch nicht.

Ubung 6.10.2 Zeigen Sie, dass 561 eine Carmicheal-Zahl ist. Genauer: Zeigen Sie,
dass 561 | a®®! — a fiir alle ganzen Zahlen a gilt. [Hinweis: Da 561 = 3 - 11 - 17
gilt, reicht es zu zeigen, dass 3 | a®%* — a, 11 | @%%* — 1 und 17 | a®%! — a. Beweisen
Sie diese Relationen einzeln und verwenden Sie dazu die Methode des Beweises fiir
3412340 — 1]
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Gemischte Ubungsaufgaben

Ubung 6.10.3 Beweisen Sie, wenn ¢ # 0 und ac | be, dann gilt a | b.

Ubung 6.10.4 Beweisen Sie, wenn a | bund a | ¢, dann gilt a | b + 3¢ + 2°c.

Ubung 6.10.5 Beweisen Sie, dass jede Primzahl, die groBer als 3 ist, beim Teilen
durch 6 den Rest 1 oder —1 besitzt.

Ubung 6.10.6 Seia > 1 und k,n > 0. Beweisen Sie, dass ak —1 | a™ — 1 genau
dann gilt, wenn k | n.

Ubung 6.10.7 Zeigen Sie: Ist @ > 3, dann konnen a, a + 2 und a + 4 nicht alle
Primzahlen sein. Kann es sich bei ihnen um Potenzen von Primzahlen handeln?

Ubung 6.10.8 Wie viele ganze Zahlen gibt es, die sich weder durch eine Primzahl,
die groBer als 20 ist, teilen lassen, noch durch das Quadrat einer Primzahl?

Ubung 6.10.9 Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von (a) (fg) und (b) 20!.

Ubung 6.10.10 Zeigen Sie, dass eine 30-stellige Zahl nicht mehr als 100 Primfaktoren
besitzen kann.

Ubung 6.10.11 Zeigen Sie, dass eine 160-stellige Zahl eine Primzahlpotenz als Teiler
besitzt, deren Wert mindestens 100 betrédgt. Dies gilt nicht, wenn wir als Teiler eine
Primzahl verlangen, die mindestens den Wert 100 hat.

Ubung 6.10.12 Bestimmen Sie die Anzahl der (positiven) Teiler von n, fiir 1 < n <
20 (Beispiel: 6 besitzt 4 Teiler: 1, 2, 3, 6). Welche dieser Zahlen besitzt eine ungerade
Anzahl von Teilern? Formulieren Sie eine Vermutung und beweisen Sie sie.

Ubung 6.10.13 Bestimmen Sie unter Verwendung des euklidischen Algorithmus den
grofiten gemeinsamen Teiler von 100 und 254.

Ubung 6.10.14 Bestimmen Sie Paare ganzer Zahlen, fiir die der euklidische Algorith-
mus (a) 2 Schritte und (b) 6 Schritte dauert.
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Ubung 6.10.15 Man entsinne sich an die in Ubungsaufgabe 4.3.2 eingefiihrten Lucas
Zahlen und beweise folgendes:

(@)ggT(Fsp, Lax) = 2,

(b)ist n kein Vielfaches von 3, dann ggT(F,,, L,,) = 1,

(c)Ler =2 (mod 4).

Ubung 6.10.16 Beweisen Sie, dass es zu jeder natiirlichen Zahl m eine Fibonacci
Zahl gibt, die durch m teilbar ist. (Nun, £y = 0 ist selbstverstindlich durch jedes m
teilbar. Wir meinen eine grofBere.)

Ubung 6.10.17 Finden Sie zwei ganze Zahlen z und y, so dass 25z + 41y = 1 gilt.

Ubung 6.10.18 Finden Sie zwei ganze Zahlen x und y, so dass gilt:

2z +y =4 (mod 17),

5z —5y =9 (mod 17).

Ubung 6.10.19 Beweisen Sie, dass \3/5 irrational ist.

Ubung 6.10.20 Beweisen Sie, dass die beiden Formen des Satzes von Fermat, Satz
6.5.1 und (37) dquivalent sind.

Ubung 6.10.21 Zeigen Sie: Ist p > 2 ein Primzahlmodul, dann gilt

_p+1
==

NI |

Ubung 6.10.22 Uns seien 7 + 1 Zahlen aus der Menge {1,2,...,2n} gegeben. Be-
weisen Sie, dass sich darunter zwei Zahlen befinden, bei denen die eine durch die
andere teilbar ist.

Ubung 6.10.23 Wie lautet die Anzahl der natiirlichen Zahlen, die nicht grofer als 210
sind und sich nicht durch 2, 3 oder 7 teilen lassen?
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