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Dynamique qualitative et théorie des
oscillations

Les ouvrages sur la théorie des oscillations (en particulier ceux de 1’école
d’Andronov [Andronov-Vitt-Khaikin, 1966] mettent ’accent sur Puniversalité
du phénomene des oscillations qui intervient en physique, biologie, économie,
dynamique des populations, ect...Ils distinguent traditionnellement les oscil-
lations linéaires des oscillations non linéaires. A leur lecture, on comprend
mieux la génése du concept d’oscillation qui se forme & partir des multiples sit-
uations expérimentales. Andronov distingue les systeémes auto-oscillants (qui
n’ont pas besoin d’un for¢age périodique extérieur pour osciller) des systémes
d’oscillateurs forcés. Il identifie les oscillations des systeémes auto-oscillants
avec les oscillations des cycles limites de Poincaré. Cette identification nous
parait aujourd’hui évidente et nous la passons sous silence. Il n’est pas str
que ce raccourci soit heureux d’'un point de vue pédagogique car il est au
fondement de l'intérét de la dynamique qualitative pour la modélisation.

1.1 Les théoréemes fondamentaux : le théoreme
d’existence et d’unicité des solutions, le lemme de
Gronwall, la dépendance réguliere en fonction des
données initiales et d’un parametre

Le théoreme fondamental d’existence et unicité des solutions des équations
différentielles est une conséquence directe du théoreme du point fixe ap-
pliqué dans un certain espace fonctionnel. Il ne permet a priori de controler
la solution que pendant un temps court. Par contraste les méthodes de
moyennisation le permettent sur des temps longs et le théoreme de sta-
bilité de Poincaré-Lyapunov donne le premier exemple d’asymptotique. Un
outil clef pour démontrer ces résultats plus fins que le théoreme d’existence
est le lemme de Gronwall. Pour le confort de la lecture, on inclut ici les
démonstrations de ces résultats de base. On supposera néanmoins connues
les notions fondamentales de topologie et de calcul différentiel, en partic-
ulier, le théoreme des fonctions implicites, le théoreme de Jordan, les notions
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de variété différentiable, d’immersion, plongement et difféomorphisme, germe
d’une donnée différentiable (champ de vecteurs, fonction, difféomorphisme).

Théoréme 1. Le théoréme fondamental
On considere une équation différentielle

dr = f(z,t), z€R", teR,

dt
et on suppose que le second membre de l’équation est donné par une fonc-
tion f qui est Lipschitzienne de rapport K par rapport a x, uniformément en
t € [—a,a]. Soit xg une donnée initiale, il existe une seule solution x(t) de
Uéquation différentielle qui satisfait x(0) = zq et qui est définie sur Uintervalle
[—c¢, c] avec ¢ < Min(a, 1/K).

Preuve. Cette solution satisfait I’équation intégrale

(1) :m(0)+/0 F(w), u)du.

On considere I'espace des fonctions continues y € C°([—a, a]) muni de la norme
Il y ||I= Maxye—a,q || (t) ||- Soit L : C°([—a,a]) — C°([—a,a]) Vopérateur
linéaire défini par

L(y)(t) = 2(0) + / Fly(), u)du.

Cet opérateur satisfait

et donc
I L(y) = L) (IS K ||y =y || -

Si on impose ¢ < Min(a, 1/K), on obtient que P'opérateur L est une contrac-
tion. Il possede donc un unique point fixe dans I’espace fonctionnel C°([—a, a]).
Cet unique point fixe est une fonction continue qui est solution de I’équation
différentielle (et de fait, elle est différentiable) et ceci démontre I’existence et
I'unicité cherchée. O

Un cas particulier important pour les applications est celui ou f est
supposée différentiable. Dans ce cas, le théoreme des accroissements finis
démontre que f satisfait une condition de Lipschitz locale.

Théoréme 2. Le lemme de Gronwall
Soit ¢(t) une fonction continue, a valeurs positives définie sur un intervalle
to <t <tg+T qui satisfait une inégalité du type :
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t
o(t) <61 [ B(s)ds + d2(t —to) + I3,
to

alors on peut majorer la fonction par

1) )
B(t) < (5 + d3)expld1 (t — to)] — =,

(51 61
pour toute valeur de t comprise dans Uintervalle [to, to + T.

Preuve. On peut poser

et obtenir I'inégalité

t
0
e 51/ O(s)ds + 22 + 5.
to 51
Ceci donne donc l'inégalité
51¢( )
(51 L dS -|— 62 + (53

< é;.
Puis par intégration

t 1) 1)
log[8: / W(s)ds + 2 + 83) — log( 2 + d3) < 81t — to),
to 51 51

ce qui donne

51/¢ ds+—+63 o2 + d5)ed(t=to),
1

(5
Si on applique a nouveau l’inégalité initiale, il vient

52+5)51t to),

v < (§

et en revenant a la fonction ¢(t), on obtient l'inégalité cherchée.

Théoréme 3. On considére une équation différentielle

dx

dt

et on suppose que le second membre de I’équation est donné par une fonction f
qui est Lipschitzienne de rapport K par rapport a x uniformément par rapport
G un paramétre X et par rapport d t € [—a,+a]. Il existe une unique solution
mazimale ¢ = G(t, to, xg) telle que P(to, to, xo) = xo, définie sur un intervalle
mazimum I(tg, zg) = (w—(to, o, \),w+(to, o, \)).

= f(x’t7/\)a
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On se pose ici la question de la régularité de la dépendance de la solution
en fonction de (tg, zo, A). On commence par remarquer que la dépendance en
fonction du parametre additionnel A se rameéne & la dépendance en fonction
de (tg,zo) en remplagant le systéme par

= f(x,t,A), A=0.
Le lemme de Gronwall a la conséquence immédiate suivante

Théoréme 4. Régularité de la solution en fonction des données initiales

Pour t € I(to,z0)N(to,y0), on a

| ¢(t, o, z0) — ¢(t,to,yo) [ exp(K [t —to |) [ 2o —vo | -
1l s’ensuit que la solution dépend continiment de la donnée initiale.

La dépendance continue en fonction de t; s’obtient plus directement et sa
démonstration est laissée au lecteur. Plus généralement, si on suppose que le
champ de vecteurs est différentiable, on peut montrer que la solution dépend
aussi de facon différentiable de (g, zg).

1.2 Flot, portrait de phase, points singuliers, section
transverse, théoréeme de redressement du flot, ensemble
w-limite et a-limite, orbites périodiques et application
de premier retour.

Soit U un ouvert de R™, un champ de vecteurs X de classe C* sur U est la
donnée d’une application X : U — R™ de classe C*

Xz =(21,...2n) — (fr(2),..., fn(2)). (1.1)
On lui associe le systeme différentiel
i’i :fi(xl,...,xn), 1= ].,...’fL7 (12)

ou les fonctions © = (21, ..., 2,) — fi(x) (appelées composantes du champ
de vecteurs X) sont des fonctions de classe C* sur I'ouvert U.

D’apres le théoreme 1, il existe une solution maximale unique z(t) aux
équations (1.1) telle que z(0) = xo.

Définition 1. La correspondance ¢ : xo — x(t) qui associe & une donnée
ingtiale xqg la valeur de la solution mazimale x(t) au temps t, qui correspond &
cette donnée initiale, est appelée le flot au temps t du champ de vecteurs X.
Le flot du champ de vecteurs est Uapplication qui associe & (t,x) la solution
mazimale x(t) au temps t qui correspond a la donnée initiale x :

(t,2) = o(t, x) = ¢i(x) = x(t).

Le flot est dit complet lorsque cette correspondance est définie pour toute
valeur de t € [—o0, +00].
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Définition 2. L’orbite (ou courbe intégrale) v du champ de vecteurs X pas-
sant par le point xo est la courbe différentiable formée des points z(t) de U
donnés par la solution de (1.1) avec donnée initiale xy. Cette courbe est ori-
entée par le sens de variation de t. Sa tangente au point x(t) est la droite affine
passant par x(t) de direction le vecteur X (x(t)). On distingue éventuellement
Vorbite positive v+ = {x(t),t > 0} et lorbite négative v— = {x(t),t < 0}
passant par le point x(0) = xg.

Le portrait de phase du champ de vecteurs X est la partition de 'ouvert U
en les orbites. Le théoreme 1 implique que la décomposition en orbites définit
une partitition de 'ouvert U. L’analyse qualitative a pour objet d’étudier les
caractéristiques géométriques du portrait de phase.

Définition 3. Un point singulier du champ de vecteurs X est un point xog ot
toutes les composantes du champ s’annulent simultanément :

fi(xo) =0, i=1,..,n.

On dit aussi que xq est un zéro du champ de vecteurs ou éventuellement une
position d’équilibre. Un point qui n’est pas singulier est dit régulier.

Définition 4. Soit X un champ de vecteurs différentiable défini sur un ouvert
U de R™. Soit A un ouvert de R"~'. Une section transverse locale du champ
X est une application différentiable f : A — U telle que en tout point a € A,
Df(a)(R*V)PX(f(a)) = R*. On munit ¥ = f(A) de la topologie induite. Si
f:A— X est un homéomorphisme, on dit que X est une section transverse
au champ X.

Définition 5. Deuzx champs de vecteurs X et Y de classe C* sont dits
topologiquement équivalents s’il existe un homéomorphisme h qui envoie les
orbites de X sur celles de' Y en préservant l’orientation. Si on note ¢(t,x)
(resp. ¥(t,x)) les flots de X (resp. Y ), étant donné un point p et un réel § > 0,
il existe donc un € tel que pourt, 0 <t <4, i existeunt’, 0<t <e, tels
que

h(6(t,p)) = (t', h(p))

Définition 6. Deuz champs de vecteurs X et Y de classe C* sont dits con-
Jugués par un difféomorphisme (resp. topologiquement conjugués) s’il existe
un difféomorphisme h (resp. un homéomorphisme) qui envoie les orbites de
X sur les orbites de Y en conservant le temps. Autrement dit, si on désigne
par ¢(t,x) et (t,z) les flots de X et de'Y, on a

h@(t, x)) = (¢, h(x)).

Si le difféomorphisme h : U — U est défini sur le méme ouvert U d’une
variété, la conjugaison par le difféomorphisme h est équivalent a la réécriture
du champ de vecteurs dans un autre systeme de coordonnées.
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Théoréme 5. Soit X un champ de vecteurs de classe C* défini sur un ouvert
de R™ et soit p un point régulier du champ X. Soit f : A — X une section
transverse locale de X telle que f(0) = p. Il existe un voisinage V' de p et un
difféomorphisme h de classe C* : h : V — (—e,+€)xB ou B est une boule
ouverte de R"~1 centrée a lorigine, tel que

(i) h(XNV)=0xB

(ii) h est une conjugaison de classe C* entre le champ X restreint a V et
le champ constant'Y

Y :(—¢,4+¢)xB—R", Y =(1,0,0,...,0) € R".

On désigne par ¢(t, p) le flot du champ de vecteurs au temps t appliqué
au point p. On définit Papplication F : (t,u) — ¢(t, f(u)). Cette applica-
tion envoie, bien sir, les segments de droites paralleles a ’axe des ordonnées
sur les orbites de X. L’application linéaire tangente DF'(0) est un isomor-
phisme et d’apres le théoreme de l'inverse local, il s’ensuit que F' est un
difféomorphisme local. On peut donc choisir un voisinage (—e,4€)xB de
Porigine tel que F restreint a ce voisinage soit un difféomorphisme sur I'image
V = F((—¢,+€)xB). On pose h égal & la restriction de F~! & ce voisinage V.
On a alors, h(XNV) = 0xB et

dF (t,u)

Dh~! Y =
h= (t,u).Y (¢, u) p

= X(F(t,u)) = X(h~(t,u)).
Corollaire 1. Soit X une section transverse locale de X. Soit p un point de
Y. Il existe €(p) et un voisinage V' de p et une fonction 7 : V. — R de classe
Ck telle que (VN X) =0 et

(i) Pour tout point g € V, la courbe intégrale ¢(t,q) de X|V existe pour
toute valeur de t € (—e+ 7(q), +€ + 7(q)).

(ii) Le point q appartient o X si et seulement si 7(q) = 0.

11 suffit en effet de montrer ce résultat pour un champ constant, ou il est
évident, puis d’observer que le résultat subsiste par conjugaison.

Définition 7. Soit ¢(t,p) une courbe intégrale du champ de vecteurs X,
définie sur un ouvert U de R™, qui passe par le point p. On suppose cette
courbe intégrale définie sur un intervalle mazimal (o, 3).

Si B = 400, on définit l’ensemble w-limite de l’orbite comme

w(p) ={qe U,il existe une suite ¢, — 00,limy, cop(tn) = q}.
De méme, dans le cas ot o = —o0, on définit 'ensemble a-limite de [’orbite

comme

alp) ={q e U,il existe une suite ¢, — —o0,lim, ocP(tn) = ¢}.



1.2 Portrait de Phase 7

Si v, désigne l'orbite passant par p et si g € 7, alors w(p) = w(q). Ceci
justifie la définition suivante :

Définition 8. L’ensemble w-limite (resp. a-limite) d’une orbite y est I'ensemble
w(p) ot p est un point quelconque de . On le désigne par w(7y) (resp. a(y)).

Dans le théoréme suivant, on peut remplacer w-limite par a-limite (avec
des changements évidents).

Théoréme 6. Soit X un champ de vecteurs de classe C* défini sur un ouvert
U. On suppose que la demi-orbite positive d’un point : y*(p) = {¢(t,p),t > 0}
est contenue dans un compact K de U. Alors w(p) est non wvide, compact
conneze et invariant par le flot.

Preuve. Soit t,, une suite de réels qui tend vers 'infini. Comme la suite ¢(¢,, p)
est contenue dans un compact, il existe une sous-suite convergente. Soit ¢ la
limite de cette sous-suite, on a ¢ € w(p) et il s’ensuit que w(p) est non vide.

Soit ¢, une suite de w(p) qui converge vers un point ¢. On va montrer que
g € w(p). On a donc une suite 7, telle que : ¢(¢7,,p) — . On choisit m(n)
tel que t, = by > T €8 d((tn, ), qn) < % On a d(¢(tn,p),q) — 0 et donc
q € w(p). L’ensemble w(p) est un fermé contenu dans un compact, il est donc
compact.

Le fait que w(p) est invariant par le flot est évident. On démontre main-
tenant qu’il est connexe. Par I'absurde, on suppose que w(p) est formé de
deux fermés disjoints A et B et on pose d = d(A, B). 1l existe une suite
t,. qui tend vers l'infini telle que ¢(t),,p) — a € A et une autre suite t”,
telle que ¢(t",,,p) — b € B. On peut donc former une nouvelle suite ¢,
dont les termes pairs satisfont d(¢(tn,p),A) < d/2 et les termes impairs
d(¢(tn,p), A) > d/2. La fonction f(t) = d(¢(t,p), A) est une fonction con-
tinue sur le segment (¢,,t,+1) qui prend des valeurs supérieures et inférieures
a d/2. D’apres le théoreéme des valeurs intermédiaires, il existe donc une valeur
T, telle que d(¢(7n,p), A) = d/2. On peut extraire de la suite ¢(7,,p) une
suite convergente dont on désigne par ¢* sa limite. On a gx € w(p) et de plus
d(gx, A) = d/2 et d(q*,B) > d(A,B) — d(g%, A) = d/2. 11 s’ensuit que ¢x*
n’appartient ni a A ni a B, ce qui est contradictoire. O

Définition 9. Une orbite périodique d’un champ de vecteurs X est une orbite
passant par un point xg, qui n’est pas un point singulier, pour lequel il existe
un nombre T > 0 appelé période vérifiant

On qualifie de période minimale, le plus petit nombre réel positif T' qui
satisfait cette condition. Les multiples de la période minimale sont aussi
des périodes. Lorsqu’on ne précise pas plus, par exemple pour une orbite
périodique de période T', on comprend toujours la période minimale.
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Soit I" une orbite périodique d’un champ de vecteurs X de classe C* défini
par & = f(x), passant par le point xg. Soit X' un germe d’hyperplan transverse
a I' en xg. Pour tout point z € X suffisamment proche de z, la solution du
systéme différentiel passant par 2 pour ¢ = 0 est notée ¢:(z).

Théoréme 7. On note
I'={z|z=¢t(x0),0 <t <T},

lorbite périodique de période T .
Soit X Uhyperplan orthogonal a I' en xq

Y ={z|(x—mo).f(zo) = 0}.

Alors il existe § > 0 et une unique fonction x — 7(x) de classe C* définie
pour
reX, |xz—mol|<4,

telle que
¢T(I) (.13) €.

La fonction x — 7(x) est appelée la fonction temps de premier retour.
Preuve. On définit la fonction de classe C* :
F(t,x) = [pr(x) — o] f(x0)-
De la périodicité de 'orbite périodique, il résulte que
F(T,xz) = 0.

De plus, on a

8F(T, .Z‘o) _ 8¢t(x0)
ot ot
puisque x( ne peut pas étre un point singulier du systeme différentiel. D’apres
le théoreme des fonctions implicites, il existe une unique fonction 7(x) de
classe C* telle que 7(z¢) =T et

le=1 -f(z0) = f(x0)-f(z0) =| f(z0) [°# 0,

F(r(x),x) =0,

ce qui est équivalent a
¢T(r) (.%') e .

Définition 10. L’application

est appelée Uapplication de premier retour de Poincaré associée a [’orbite
périodique I'. Ce qui précéde démontre qu’elle est de classe C*.
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L’application de Poincaré est un des outils importants d’investigation
des orbites périodiques. On rameéne 1’étude d’un systeme différentiel de di-
mension n au voisinage de l'orbite a celle d’'une application d’une section
transverse de dimension n — 1 dans elle-méme. Pour cette raison, 1’étude des
systemes différentiels de dimension n se ramene souvent a celle des systemes
dynamiques discrets (itération d’une application) de dimension n—1. On peut
considérer des applications de premier retour au voisinage d’un ensemble in-
variant plus général qu’'une orbite périodique. Le principe de la construction
et la démonstration de I'existence est le méme et il ne sera pas répété.

On distingue les systémes dynamiques continus (associés aux solutions
d’un systeme différentiel) des systémes dynamiques discrets engendrés par
litération d’une application (ou d’un difféomorphisme). On n’étudiera pas
ici les systemes dynamiques discrets pour leur intérét propre. On introduit
néanmoins la terminologie associée car il est commode de 'appliquer aux
applications de premier retour de Poincaré. Pour une application F' on désigne
par F2 ... F™, .. les itérés successifs.

Définition 11. Un point five d’une application est un point x tel que F(x) =
x. Plus généralement, un point périodique de période n est un point fixe de
litéré F™ :

F"(z) ==,

qui n’est pas un point fire de F'™ avec m < n.

Les points périodiques des applications jouent le role des orbites périodiques
pour les systeémes discrets. Les points fixes jouent le role des points singuliers.

1.3 Les champs de vecteurs du plan, exemples de points
singuliers, les systéemes conservatifs et dissipatifs, les
cycles limites

Dans ce paragraphe, on considere le cas particulier de la dimension deux. Un
champ de vecteurs du plan est défini par un systeme d’équations différentielles

dz d
o =fy), =gy, (1.3)
ol les deux fonctions (f(x,y), g(z,y)) sont supposées suffisamment régulieres
(au moins de classe C1) pour que la solution (x(t),y(t)) avec donnée initiale
(2(0),y(0)) existe et soit unique. Le flot défini en toute dimension dans le
paragraphe précédent s’écrit ici en particulier sous la forme : (z(0),y(0)) —
(x(t),y(t)). Pour (x(0),y(0)) fixé, 'ensemble des points du plan de la forme
(z(t),y(t)) constitue l'orbite du systeme différentiel passant par le point
(2(0),y(0)). La partition du plan en les orbites du systéme différentiel s’appelle
le plan de phase.
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Un point singulier du systeme différentiel (1.3) est un point (x(0),y(0))
tel que :
f(2(0),y(0)) = g(=(0),y(0)) = 0.

Définition 12. Un point singulier est dit générique (ou simple) si la Jacobi-
enne

Iw(0).9(0)) = (522 = 2L 20 w(0),y(0)

est différente de 0.

Soient A et p les deux valeurs propres de la matrice J(x(0),y(0)). On
suppose donc que \.p # 0.

Si les deux valeurs propres sont réelles et de signes distincts, le point
singulier est appelé col. Si les deux valeurs propres sont réelles et de méme
signe, le point est un noeud (stable ou instable selon le signe commun des
valeurs propres). Dans le premier cas, le point singulier est un attracteur, dans
le second un répulseur. Si les deux valeurs propres sont complexes conjuguées
de partie réelle non nulle, on a un foyer stable ou instable selon le signe de la
partie réelle. On dit que le point singulier est un centre si toutes les orbites
au voisinage du point singulier sont périodiques (ceci implique que les deux
valeurs propres A = [z sont imaginaires pures, mais cette condition n’est pas
suffisante).

Dans ce premier chapitre, on se borne a donner des exemples de champs
de vecteurs linéaires ayant ces différents types de points singuliers.

Le premier exemple est donné par :

T=x

y=—y.
L’intégration de ce systéme est immédiate et 1’origine est un point singulier
de type col.
Le second exemple est :
T=ux
y=1y,
pour lequel 'origine est un noeud instable.
L’exemple suivant :

possede un noeud stable.
Le champ de vecteurs
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y = -,
possede un centre a l’origine.
Enfin 'exemple
T=y+ax
y=-—x+ay,

définit un foyer stable si a < 0 et instable si a > 0.

Définition 13. Une fonction différentiable (z,y) — H(x,y) est une intégrale
premiére du systéme différentiel si :

OH O0H

Un systeme différentiel défini sur un domaine du plan est dit conservatif
s’il possede une intégrale premiere sur ce domaine. Dans le cas ou il ne possede
pas d’intégrale premiere, il est dit dissipatif.

On peut utiliser le terme intégrable au lieu de conservatif. Il peut étre
difficile dans certaines circonstances de montrer qu’'un systéme donné n’est
pas conservatif surtout si on ne précise pas plus la régularité de l'intégrale
premiere.

Les systemes Hamiltoniens constituent une classe particuliere de systemes
conservatifs. Ce sont les systémes pour lesquels il existe une fonction (x,y) —
H(z,y) pour laquelle le systeme s’écrit :

. OH . OH

T = oy y=—5 (1.4)
Il est facile de vérifier que le systéme possede la fonction H(zx,y) comme
intégrale premiere.

Définition 14. Pour un systéme plan, on appelle cycle limite une orbite
périodique qui est isolée dans l’ensemble des orbites périodiques.

La notion d’oscillateur s’est progressivement imposée par son aspect uni-
versel a de nombreuses modélisations. La définition proposée par Y. Rocard
[Rocard, 1943] est la suivante :

“Un oscillateur étant défini comme un systéme fermé, complet, capable de
fournir et de maintenir une loi de variation périodique entretenue pour l'une
au moins des variables qui fizent son état ou servent a le décrire’.

Il n’est pas si facile de proposer une définition “d’oscillateur” dans le
cadre de lanalyse qualitative. On peut avancer (en premiere approximation)
la définition suivante :

Définition 15. Un oscillateur est un systeme différentiel du plan qui est soit
conservatif et dans ce cas il posséde un continuum d’orbites périodiques (les
composantes connexes des lignes de niveaux de lintégrale premiere), soit dis-
sipatif et dans ce cas il présente un cycle limite.
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M) { T= « point col »
i
v=-y zy = C'
T= y « centre »
@ {
P 2 4 y? = Cte
« foyer »

2 = elp—ia)ty

« nceud »

{x:xgem
_ 3t
Y="Yoe

Fig.1 — Exemples de points singuliers pour un systeme différentiel linéaire
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1.4 Le théoréme de Poincaré-Bendixson

L’énoncé est le suivant :

Théoréme 8. On considere un champ de vecteurs du plan X
&= f(x,y)

Y= g(a:, y),

ou les fonctions f, g sont partout de classe Ct. Soit v, = {$(t,m),t € R} une
courbe intégrale de X, définie pour tout t, telle que l'orbite positive passant
par le point m : vt = (p(t,m), t > 0) est contenue dans un compact K.
On suppose que le champ X a un nombre fini de singularités contenues dans
w(m). Il y a trois possibilités :

a) Siw(m) ne contient pas de points singuliers, ¢’est une orbite périodique.

b) Si w(m) contient a la fois des points singuliers et des points réguliers,
w(m) est constitué d’un ensemble d’orbites et chacune d’entres elles tend vers
un des points singuliers lorsque | t |— oo. Dans ce cas, 'ensemble w(m) est
appelé un graphique.

¢) Siw(m) ne contient aucun point régulier, alors c’est un point singulier.

La démonstration est découpée en plusieurs lemmes.

Lemme 1. Soit X une section transversale au flot du champ X, v = {¢(t,q),t €
R} une orbite de X et p un point de X Nw(y). Il existe une suite de points
d(1n)(q), n — 0o de points de X, telle que

Preuve. Soit V et 7 : V — R le voisinage et l'application donnés par le
corollaire 1. Comme p € w(vy), il existe une suite ¢, telle que ¢, — oo et
é(tn,q) — p quand n — oo. On peut supposer que les points de la suite
&(tn, q) sont dans Pouvert V' (& partir d’un certain rang). On pose

On a donc que

H(7ny @) = ¢(T(d(tn, q)), ¢(tn, ),
appartient a X. On a de plus

hmnﬂood)(’rnv Q) = ¢(T(¢(tna q))v ¢(tnv Q)) = ¢(0’p) =D,
parce que T est continue. a

Dans le cas du plan, une section transverse 3. est difféomorphe a un inter-
valle. Il existe donc un ordre naturel sur les points de .
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Lemme 2. Soit X une section transverse a X. Une orbite positive v (p) =
{o(t,p),t > 0}, de X intersecte X en une suite monotone pi,pa, ..., Pn, ...

Preuve. Désignons par D = {t > 0,¢(t,p) € X'}. Le théoréme 5 montre que
D est discret. On peut donc ordonner D :

D={0<t; <ty <..<ty<..}

On peut désigner par p; = p, p2 = ¢(t1,p) et par induction p,, = ¢(tn—1,p).
Si p1 = p2, lorbite est périodique et p, = p, pour tout n. Si p; # ps, on peut
supposer p; < po. S’il existe p3, on va montrer que nécessairement ps < p3.
On oriente la section Y. Du fait que X est connexe, les orbites de X
coupent la section X dans le “méme sens”, par exemple de la gauche vers la
droite. On consideére la courbe de Jordan formée de 'arc p1p, de X' et de 'arc
de Porbite compris entre p; et pa : {&(t,p),0 < ¢ < t1}. D’apres le théoreme
de Jordan, cette courbe a un intérieur et un extérieur. L’orbite v entre dans
I'intérieur du domaine déterminé par la courbe par le segment pips. Elle ne
peut pas sortir de ce domaine. Il s’ensuit que p; < ps < p3. On démontre ainsi
le résultat de proche en proche. ]

Lemme 3. Soit X une section transverse et p un point de U. L’ensemble w(p)
contient au plus un point dans 3.

Preuve. En effet, d’apres le lemme 1, un point de X’ Nw(p) est nécessairement
la limite d’une suite de points de I'orbite qui sont sur Y. D’apres le lemme 2,
la suite des points d’intersection de X' avec I’orbite positive est monotone. Elle
est donc nécessairement convergente et toute sous-suite ne peut converger que
vers un seul point qui est la limite de la suite. ]

Lemme 4. Soit p un point de U tel que la demi-orbite positive v+ (p) est
contenue dans un compact. Soit v une orbite de X qui est contenue dans
w(p). Si w(vy) contient des points régquliers, alors v est une orbite fermée et

w(p) =1-

Preuve. Soit ¢ € w(y) un point régulier. On considére V' un voisinage de ¢
donné par le théoréeme 5 et soit X une section transverse au flot qui contient
g. D’apres le lemme 1, il existe une suite ¢,, — oo telle que (¢,,) € X. Comme
¥(tn) € w(p), la suite se réduit & un point d’apres le lemme 3. Ceci montre
que lorbite v est périodique. ]

On doit maintenant montrer que v = w(p). Comme on sait que w(p) est
connexe et que v est fermée, il suffit de montrer que v est ouvert dans w(p).

Soit p un point quelconque de . Soit V5 le voisinage et Xy la section
transverse prévus par le théoreme 5. On a bien str VzN+y C VzNw(p). On va
démontrer I'inclusion inverse. Par ’absurde, on suppose qu’il existe un point
¢ € VzNw(p) qui n’appartient pas & «y. Par le théoréme 5 et par I'invariance
de w(p), il existe t € R tel que ¢(t,q") € w(p) N Ty et ¢(t,q") # p. On obtient
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ainsi une contradiction parce qu’il ne peut exister deux points distincts de
w(p) dans X5, d’apres le lemme 3. On a donc V5Ny = VaNw(p). On considere
alors 'ouvert U = Upe~ V5 qui satisfait U Nw(p) = U Ny = v et on obtient
que 7y est ouvert dans w(p).

Démonstration du théoréme de Poincaré-Bendixson

Dans le premier cas ot tous les points de w(p) sont réguliers, on considére
un point régulier ¢ € w(p). L’orbite v, est contenue dans w(p). Comme w(p)
est compact, w(y,) est non vide. Il suit du lemme 4 que w(p) = 74 est une
orbite périodique.

Si maintenant on suppose que w(p) contient a la fois des points réguliers
et des points singuliers, on considére une orbite v contenue dans w(p) qui
n’est pas réduite & un point singulier. Comme w(y) et a(y) ne peuvent pas
contenir de points réguliers d’apres le lemme 4, qu’ils sont connexes et qu’il
existe un nombre fini de points singuliers dans w(p), ce sont eux-méme des
points singuliers.

Dans la troisiéme situation, le méme raisonnement montre que w(p) est
réduit & un point singulier.

1.5 Indice et degré

Soit ¢ : ST — ST une application continue du cercle dans lui-méme. On peut
lui associer une application continue ¥ : R — R telle que

p(exp(is)) = exp(iy)(s)).

Dans ce contexte, on dit que ¢ “releve” ¢. Lorsque la variable s croit de sg a
so + 27, le point z = exp(is) effectue sur S! un tour dans le sens positif. Si
on suit par continuité, ¥ (s) varie de ¥ (sg) & 1(sg + 27) et il existe un entier
n tel que

Y(so + 2m) = (sg) + 2mn.

Cet entier n ne dépend pas du point sg et de I’application v choisie pour relever
¢. Cet entier qui ne dépend que de ¢ s’appelle le degré de ’application.

Proposition 1. Soient ¢; : S' — S' et ¢y : St — S deux applications
continues telles que pour tout z € S', ¢1(z) et ¢o(2) ne sont pas opposés sur
le cercle. Alors les degrés de ¢y et de ¢o sont les mémes.

Preuve. En effet, on peut prendre une détermination du logarithme complexe
en dehors de ’axe réel négatif et construire une application continue 6 telle
que

$1(2) = p2(2)exp(i(2)).

On obtient alors de suite I’égalité des degrés. O

Une propriété fondamentale du degré est son invariance par homotopie
que on rappelle brievement ici.
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Définition 16. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés, fo: X — Y
et f1: X =Y deux applications continues. On dit que fqy et fi sont homotopes
sl existe une application continue g : X x [0,1] — Y telle que, pour tout
z € X, on ait

9(x,0) = fo(x)
g(z,1) = fi(z).

Toute application g satisfaisant ces conditions est appelée une homotopie de

fo d fi.

Théoréme 9. Si deuz applications continues ¢g : S — S* et ¢y : St — St
sont homotopes, elles ont méme degré.

Preuve. On note ¢¢(z) = g(z,t). L’application g est uniformément continue
et pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que d(y,z) < n et |t — s |<n implique
d(9(y,s),g(z,t)) < e. En particulier, si z € S, et | t — s |< 7, les points
o¢(2) et ¢s(z) ne peuvent pas étre opposés. D’apres la proposition 1, le degré
t — deg(¢y) est localement constant donc constant puisque [0, 1] est connexe.

O

Définition 17. Soit X un champ de vecteurs, défini sur un ouvert U du plan.
Soit C une courbe de Jordan contenue dans U définie par h : S* — C, telle
que le champ de vecteurs ne s’annule pas en aucun point de C. Le degré de
Uapplication continue du cercle dans lui-méme définie par la composition

X
s hE) =T TR

s’appelle l'indice de la courbe C' par rapport au champ de vecteurs X. On le
note Ix(C).

Cet indice peut se calculer avec une intégrale. Si on désigne par

X(mvy) = (P(x,y),Q(x,y)),

les composantes du champ de vecteurs, I'indice Ix(C) est égal &

Ix(C) =

)
27 dQ(s) dP(s)
L /0 P~ — QW)= (1.5)

o P2(s) + Q%(s)

oll on a posé

On considere trois exemples fondamentaux.
Si X(z,y) = (x,y) (noeud répulsif linéaire) et C est le cercle centré a
Porigine de rayon 1, on trouve
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Ix(C)=+1.

Si X(z,y) = (—y + az,z + ay), (foyer linéaire) on trouve
Ix(C)=+1.

Enfin dans le cas X(z,y) = (x, —y), (col linéaire) on trouve
Ix(C)=—1.

Si on introduit la 1-forme différentielle fermée
xdy — ydx
22 + y?

et I'application :
cette formule s’écrit au moyen de 'intégrale curviligne

Ix(€) = [ Fx). (1.6)
c
Avec la formule de Green-Riemann, on démontre facilement le

Lemme 5. St deux courbes de Jordan C et C' sont telles que C' est contenue
dans Uintérieur de C et si le champ X n’a pas de zéros dans C et C' et dans
Uintersection de lintérieur de C et de lextérieur de C’, alors

Ix(C) = Ix(C").

Soit p un point singulier isolé d’un champ de vecteurs X. L’indice Ix(C)
d’une courbe de Jordan C, dont I'intérieur ne contient pas d’autre point sin-
gulier de X que p, ne dépend que du point p. Il est appelé I'indice du point
singulier et noté Ix(p).

On peut aussi, grace a ’expression intégrale, montrer que si un champ
de vecteurs X est localement conjugué au voisinage d’un point singulier p
a un autre champ de vecteurs Y plus simple (par exemple linéaire) alors

Ix(p) = Iy (p).

Théoréme 10. Soit X un champ de vecteurs différentiable sur un ouvert {2
de R?, et soit a un point singulier isolé de ce champ de vecteurs. On suppose
que Uapplication linéaire tangente A = DX (a) est inversible. Alors l'origine
est un point singulier isolé du champ linéaire A et de plus

Ix(a) = 14(0).

Preuve. On peut supposer que a = 0. On peut supposer de plus que sur une
boule contenant 1’origine, on a

| X(2) — Alx) [<] A=) | /2,

et donc on a que X (x) et A(x) ne sont jamais opposés sur un cercle centré
a Dorigine contenu dans cette boule. La proposition 1 démontre le résultat. O
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Avec la formule de Green-Riemann, on démontre aussi facilement le

Théoreme 11. Soit C' une courbe de Jordan qui contient en son intérieur
un nombre fini de points singuliers d’un champ de vecteurs X. L’indice de la
courbe de Jordan par rapport au champ de vecteurs est égal a

Ix(C) = Yo Ix (pi)-
On peut aussi montrer avec la formule intégrale le résultat suivant

Théoréme 12. Soit X un champ de vecteurs différentiable du plan et C' une
orbite périodique de X. L’indice Ix(C') est égal a 1.

Les deux résultats mis ensemble conduisent a :

Théoréme 13. Soit X un champ de vecteurs différentiable et C' une orbite
périodique. On suppose que le domaine borné bordé par C' contient un nombre
fini de points singuliers isolés : (p;,i =1,...,s), alors

Ef:llX (pi) =1

En particulier, dans I'intérieur du domaine délimité par une orbite périodique,
il existe au moins un point singulier.

1.6 La stabilité structurelle

La notion de stabilité structurelle est née avec les travaux de [Andronov-
Pontryagin, 1937] et a été précisée avec les travaux de [Peixoto, 1962] puis
ceux de [Kupka, 1963] et [Smale, 1967].

Soit M une variété compacte et X un champ de vecteurs de classe C* sur
M. La norme de X est définie par

| X [li=Supzens | X(2) [ +Sup,en [ DX (2) |-

Définition 18. Un champ de vecteurs X € C*(M) est dit structurellement
stable s’il existe € tel que tout Y € C*(M) tel que

| X =Y |i<e
est topologiquement équivalent a X

La stabilité structurelle signifie donc que les caractéristiques topologiques
ne changent pas si on déforme un peu le champ de vecteurs. Cette notion ne
doit pas étre confondue avec la notion de stabilité qui est développée dans le
chapitre suivant.
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1.7 La notion de forme normale

Les formes normales sont des systemes de coordonnés locales définis au voisi-
nage d'un point qui est singulier pour un certain champ de vecteurs. Elles
relevent donc de la géométrie analytique locale. On va, dans ce paragraphe
utiliser les notations traditionnelles qui sont adaptées a ces études locales.

Définition 19. On désigne par E [’anneau local des germes de fonctions
C>® en 0 € R" et M son idéal mazimal formé des germes qui s’annulent
a lorigine. Un changement de coordonnées locales en O € R™ est un germe de
difféeomorphisme indéfiniment différentiable qui fixe l’origine. Il est dit tangent
a lidentité si son Jacobien a l'origine est lidentité.

Un champ de vecteurs qui s’annule en 0 € R™ et qui est C* au voisinage
de ce point détermine une dérivation de ’anneau local E qui conserve l’idéal
maximal M. Il induit donc pour tout entier k une application linéaire X, :
E/M* — E/MP*. 1l est commode de complexifier cette donnée et de procéder
sur le corps de base C' au lieu de R en revenant a la fin de ’analyse dans le
réel (voir [Francoise, 1995] pour plus de détails). On écrit alors pour tout k,
la décomposition de Jordan de Xj : Xy = Sk + Ni avec [Sk, Ni] = 0. On
vérifie que ces décompositions sont compatibles entre les différentes valeurs
de k (c’est & dire que la troncation de la décomposition & 'ordre k + 1 est la
décomposition & 'ordre k) et on obtient ainsi une décomposition au niveau des
champs de vecteurs formels en la partie semi-simple et la partie nilpotente du
jet infini du champ de vecteurs X. La définition formelle d’une forme normale
est :

Définition 20. Une forme normale est un systéme de coordonnées formelles
dans lequel la partie semi-simple du champ de vecteurs est linéaire.

Dans ce livre, on va aller au plus vite vers des exemples et laisser tomber la
partie théorique. Obtenir une forme normale consiste donc a faire un change-
ment de coordonnées donné par des développements de Taylor tronqués a un
certain ordre. On essaye d’éliminer le plus de termes possibles dans ’écriture
du champ de vecteurs dans le nouveau systeme de coordonnées sans toucher
a sa partie linéaire qu’on peut pour simplifier supposer diagonale. Le systeme
obtenu par ’approche théorique évoquée brievement ci-dessus est tel qu’a tout
ordre le développement de Taylor du champ de vecteurs commute a sa partie
linéaire. On fait alors le calcul immédiat suivant :

n o .0

0
Aa(< A, =)z —.
(<A a> )z oz,

D’ou 'importance des résonances défines comme il suit :
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Définition 21. Etant donné un champ de vecteurs C*° qui a un point sin-
gulier et dont les valeurs propres de sa partie linéaire en ce point sont les
Aiyi = 1,...,n, on appelle résonances de ce champ (au point singulier) les
multi-entiers a = (o, ..., ) tels que :

< Aa>-—=)\=0.

Le seul exemple de forme normale que nous utiliserons dans ce livre est
pour les champs de vecteurs dont la partie linéaire est une multi-rotation :

" 0 0

Les valeurs propres du complexifié sont A\; = il; et A\;j4,, = —il;. Il y a donc
les résonances \; = —\;1,. On fait I’hypothese de I’absence d’autre résonance
(par exemple en supposant que les [; sont indépendants sur Z). Alors, dans
ce cas la forme normale obtenue est appelée la forme normale de Birkhoff et
elle s’écrit :

n a a
; fi(p1, 7}%)(%87% - yzaixz)Jr

" 0 1o}
;gi(pl, ’p")(IlTxl + yv@),

avec

p; = xf + yf,i =1,..,n.
Dans le cas d’une famille de champ de vecteurs dépendant de parametres, les
coefficients de la forme normale de Birkhoff dépendent des parametres. Par
exemple, si les parametres n’interviennent pas dans la partie linéaire, les co-

efficients de Birkhoff dépendent polynémialement des parametres [Francoise,
1997].

Problemes

1.1. L’équation logistique
On considere ’équation
% = kp — bp.

Montrer que cette équation s’integre et donner une expression explicite de
la solution générale.

Cette équation s’appelle I’équation logistique. Elle fut introduite par P.-F.
Verhulst en 1838 [Verhulst, 1838] pour décrire ’évolution d’une population.
Par opposition a la croissance exponentielle qualifiée souvent de Malthusienne,
la croissance logistique d’une population se caractérise par l'existence d’une
saturation asymptotique.
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1.2. L’application logistique
On considere I'application F': R — R,

F(z) =rz(l —x),

r > 0, et le systeme dynamique discret qu’il engendre, formé des itérés suc-
cessifs F?(x) = F(F(z)), F3(z) = F(F%(z)), ...

Vérifier que F possede deux points fixes : 0 et zg =1 — %

Un point périodique z de période n est dit stable (resp. instable) si |
(F") (@) |[< 1 (resp. | (F")'(z) [> 1).

Montrer que l'origine est stable si r < 1 et que le deuxiéme point fixe est
stable si 1 < r < 3.

Montrer que si on augmente r au dela de la valeur » = 3, un point
périodique de période 2 apparait [May, 1976]. Déterminer sa stabilité.

Si on continue a augmenter r, montrer que pour r = 3.83..., un point
périodique de période 3 apparait.

A cette valeur particuliere un nouveau phénomeéne se produit. Si on itére
le systéme a partir de deux valeurs initiales trés proches, les itérés devien-
nent rapidement trés éloignés (forte dépendance par rapport aux conditions
initiales). En 1976, May [May, 1976] a montré qu’il est visuellement impossi-
ble de distinguer la solution déterministe du systéme d’une suite de nombres
tirés au hasard. Le phénomeéne a été étudié dans un article au titre fameuz
“Period three implies Chaos” par Li et York [Li-York, 1975].

1.3. Exemples d’oscillateurs
Montrer que le systeme

dx

a -~
dy
i —wz,

a toutes ses orbites périodiques de méme période T' = 27 /w. Il est appelé
Poscillateur harmonique. Il ne possede bien str aucun cycle limite.
Montrer que le systeme

T=y
¥ = —sin(z),
a des solutions périodiques (de période variable) et des solutions non bornées.
Ce systéme représente le pendule simple. L’isochronisme approché des pe-

tites oscillations a été observé par Gallilée.
Vérifier que le systeme

dxr 3
E_y
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dy
i
a aussi toutes ses orbites périodiques.
Ce systeme est appelé l'oscillateur de Duffing. Les orbites sont données
par les courbes de niveau de la fonction H(z,y) = (1/2)x? + (1/4)y* et la
période dépend de l'orbite (systéme non isochrone).

—x,

1.4. Les systémes “\ — w”
Montrer que le systeme

dx
i Ar)z —w(r)y
Y st Ay (P =)

possede un cycle limite qui est un cercle centré a ’origine, de rayon r = rg
pour toutes les valeurs de ry qui sont des zéros de la fonction A(r).

Ces systémes sont appelés “systéemes \—w” en modélisation. Ils présentent
lavantage que l’on connait explicitement une équation pour le cycle limite. On

peut en fait intégrer explicitement cette équation qui est une forme normale
de Birkhoff.

1.5. L’équation de Lotka-Volterra

On considere les équations

dx

— =ax — ax
dt Y,
dy n

— = —c Y.
dt YT~ yry

Montrer que ses équations sont séparables et qu’elles admettent I'intégrale
premiere

H(z,y) = alny — ay + clnz — yz.

Vérifier I'existence d’'un domaine ou toutes les orbites sont périodiques.
L’équation de Lotka-Volterra décrit la compétition entre deux espéces proie-
prédateur. En ’absence de prédateurs, une population de proies croit expo-
nentiellement

dx
— =ax.
dt
En l’absence de proie, une population de prédateurs décroit exponentielle-
ment

dy _
dt

—CT.
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Si on met ensemble les deux populations, on suppose en premiere approxi-
mation que le nombre de proies décroit (et le nombre de prédateurs croit) de
fagon proportionnelle au produit x.y des deux populations. On obtient alors le
systeme précédent. Le résultat est donc que les solutions décrivent des oscil-
lations du nombre d’individus de chaque espéce.

1.6. Un théoréme de Kolmogoroff sur les dynamiques de populations
On considere un systéme de la forme

i =uaf(z,y),
¥ =yg(z,y),
tel que
1. % < 0 pour z grand, g—g > 0,
of ]
2. 5, <0, fTZ <0

Démontrer que ce systéeme possede un cycle limite en utilisant le théoréeme
de Poincaré-Bendixson.

Une des raisons invoquées par Kolmogoroff pour modifier le systéeme de
Lotka-Volterra (cf. Ex. 1.5.) est que ce dernier n’est pas structurellement sta-
ble (cf. 1.6). On peut montrer que sous certaines conditions, le systéme de
Kolmogoroff est structurellement stable. Si on remplace dans les équations
de Lotka-Volterra la croissance Malthusienne de la proie en [’absence du
prédateur par une croissance logistique plus réaliste et si on introduit un effet
de saturation a efficacité du prédateur, on aboutit au systeme de May :

. Yy
T =azr(l —x)—0>. ,
( ) A+y
. ry
=—cy+d——.
Y Y A+y

Ce systéme satisfait les conditions de Kolmogoroff et il a un cycle limite.

1.7. L’approche d’Andronov au circuit de ’oscillateur électronique
a valve

1l s’agit du circuit €électrique suivant formé d’une valve électronique, d’un
condensateur, d’une résistance et de deux inductances qui s’influencent a
distance par induction électromagnétique. La valve laisse passer un courant
I, = f(Us) si on a une différence de potentiel Us entre l’anode et la plaque s.
La fonction f appelée la caractéristique de la valve satisfait :

limU5—>—oof(Us) == 07 thg—>oof(U€) = IN, f”(Us) =0.

On obtient les équations :
I+ Ipa =1

. 1
LIy, + Ry + E/Iakdt =0.
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Pm'” induction mutuelle entre l'inductance kb et linductance ks, on a Us =
MIyy,. Si on désigne par J le courant qui traverse la résistance R, on obtient

finalement
J

. . 1 .
LI+RJ+—=—=f(MJ).
tRI+ =5 (MJ)
Si on posex =J ety = J, on peut écrire cette équation sous la forme
T=1y
y = —w?x — 0y — P(y),

avec § = R/L, w* =1/LC, P(y) = & f(My).

On approche la caractéristique par une fonction discontinue : P(y) = 0, si
y<0, Ply)=A>0,siy>0.

1- Décrire les trajectoires de ce systéme discontinu (aussi qualifié de
systéme hybride).

2- Montrer qu’il y a un cycle limite attractif en calculant explicitement
une application de premier retour.

On avait observé expérimentalement la présence d’oscillations stables
auto-entretenues et plusieurs tentatives d’explications théoriques de leur exis-
tence basées sur des systemes différentiels lin€aires avaient échouées. Jusqu’a
ce que Andronov propose l’explication qui fait l'objet de l’exercice ci-dessus
fondée sur lanalyse qualitative non linéaire et les cycles limites. Cet exemple
est complétement traité dans le livre [Pontryagin, 1962].

1.8. Nombre de cols, noeuds et foyers
On considere un systeme différentiel du plan :

T = f(x,y)
v =g(z,y).

On suppose qu'il existe une boule de rayon R centrée en 0 telle que

(z,y) = F(z,y) = (f(z,9),9(z,y))

soit une application différentiable dont la restriction F |sp(o,ry au bord de
la boule est un difféomorphisme

F |spo,r): 0B(0, R) — F(6B(0, R)).

On suppose que le systeme différentiel n’a que des points singuliers génériques
dans l'intérieur de la boule B(0, R).

Démontrer que le nombre de noeuds N, le nombre de foyers F' et le nombre
de cols C a lintérieur de la boule B(0, R) satisfont la relation

N+F-C=1.
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Cette relation est un cas particulier d’un théoréme beaucoup plus général qu’on
appelle le théoréme de l’indice de Hopf. En toute généralité, il se démontre

pour une surface compacte et fait intervenir un invariant topologique de la
surface appelé la caractéristique d’Euler.

~<

A

Fig.2 — Portrait de phase du pendule simple
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