Kapitel 3

Dynamische Systeme mit
kontinuierlicher Zeit

3.1 Analysis zufilliger Prozesse

3.1.1 Stetigkeit zufilliger Prozesse
3.1.1.1 Konvergenz im quadratischen Mittel

Im Abschnitt 1.3.1.1 (Beispiele 1.30 und 1.31) wurden zwei spezielle stochastische Prozesse
angegeben, die beide insofern vom gleichen Typ sind, als sie zu den Prozessen gehdren,
die sich in der Form

X: X(t) =X, =0t X1, Xo, ..., Xn)

(X;: Zufallsgrofle, ¢ € {1,2,...,n}) darstellen lassen. Da aber die Realisierungen x des
Prozesses X in Beispiel 1.31 differenzierbar sind, kann man X auch durch diejenige Dif-
ferenzialgleichung beschreiben, deren Losungen x gerade mit den Prozessrealisierungen
iibereinstimmen. Fiir das Beispiel 1.31 (Abschnitt 1.3.1.1) gilt dann also: Die Zeitfunktion
x ist genau dann eine Realisierung des Prozesses X, wenn sie eine Losung der Differen-
zialgleichung

&(t) + 2|aa|d(t) + (23 + 23)(t) = 0 (3.1)
mit den Anfangsbedingungen

z(0) =z und  &(0) = —z1|xe] (3.2)
ist. Aus der Losung

x(t) = 2107122 cos(z3t) (71,72, 73 € R)

von (3.1) mit (3.2) ist die Ubereinstimmung mit den im Abschnitt 1.3.1.1, Beispiel 1.31,
angegebenen Realisierungen sofort ersichtlich.
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Wegen x(t) = Xi(w) = X (¢)(w) und z; = X;(w) (i € {1,2,3}) schreibt man statt
(3.1) bzw. (3.2)
(

X (1)) + 21X )| X () + (X3 () + X3(@) X () (w) = 0,
X(0)w) = Xi(w), X(0)(w) = X1 (w)|X2(w)l

oder kiirzer

Xt )+2|X2|X( )+ (X5 + X3)X(t) =0, (3.3)
X(O) = Xy, ( ) = *X1|X2|~ (3~4)

Man sieht aber leicht, dass der Prozess aus Beispiel 1.30 (Abschnitt 1.3.1.1) nicht auf diese
Weise durch eine Differenzialgleichung beschrieben werden kann, da seine Realisierungen
nicht (iiberall) differenzierbar sind.

Die Prozesse mit differenzierbaren Realisierungen bilden also eine relativ enge und
dazu noch ,unbrauchbare® Klasse, da sie sich nicht durch endlichdimensionale Vertei-
lungsfunktionen definieren lassen, d.h. es lidsst sich keine Verteilungsfunktion Fx angeben,
aus der die Differenzierbarkeit aller Realisierungen von X ableitbar wére. Zur Untersu-
chung dynamischer Systeme unter der Einwirkung stochastischer Prozesse ist es daher
erforderlich, einige fundamentale Begriffe der Analysis (Grenzwert, Stetigkeit, Ableitung,
Integral) so zu verallgemeinern, dass sie auf eine moglichst grofie Klasse zufilliger Prozesse
iibertragen werden kénnen.

Zunéchst betrachten wir aus der Menge A aller Zufallsgrofen auf dem Ereignisraum
(©, A) die Teilmenge

L= {X|E(X? < oo} CA, (3.5)

d.h. die Menge aller Zufallsgroflien X mit endlichem quadratischen Mittelwert. Diese Men-
ge bildet einen linearen Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Mit Hilfe der durch
(1.137) definierten Norm

X1l = VE(X?) (3.6)

ist jeder ZufallsgroBe X aus L, eine nichtnegative reelle Zahl zugeordnet, so dass L, sogar
einen normierten linearen Raum bildet (Bild 3.1).

L,

Bild 3.1: , Abstand“ zweier ZufallsgréBen

Mit Hilfe der Norm (3.6) ldsst sich zwischen zwei Elementen X; € L, und X5 € L,
ein ,,Abstand“

[ X1 — Xofl = VE((X1 — X2)?) (3.7)
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definieren (Bild 3.1). Verschwindet der Abstand || X; — X5]|, so gilt wegen (1.140)
||X1*X2||=0 =4 P{X1:X2}:]. =4 )(1i)(27 (38)

d.h. in diesem Fall ist es fast sicher, dass X; und X, die gleichen Werte annehmen (vgl.
auch (1.72)).

Der oben eingefiihrte Abstandsbegriff bildet die Grundlage der folgenden Grenzwert-
definition. Wir betrachten eine Folge von Zufallsgrofen X; (: = 1,2,...) mit X; € L,
(Bild 3.2). Dann gilt:

Definition 3.1 Die Folge (X;)ien konvergiert im quadratischen Mittel (i.q.M.) gegen die
Zufallsgrofie X (X;, X € L), falls

IXi— X|| — 0 fir i — oo. (3.9)

Anstelle von (3.9) schreibt man auch kurz

X, - X (3.10)
oder
Lim. X; = X. (3.11)

Die Abkiirzung li.m. kann als ,limit in mean® (Grenzwert im Mittel) gelesen werden.
Der Grenzwert einer Folge von Zufallsgrofen im Sinne der Definition (3.9) ist eindeutig
bestimmt, d.h. aus X; — X; und X; — X, folgt X; = X».

L,

Bild 3.2: Folge von Zufallsgrofien

Von besonderer Bedeutung fiir die Untersuchung der Konvergenz von Folgen von Zu-
fallsgroflen ist der Satz

Xi > X & |Xi— Xl <e fir i,5> N(e). (3.12)

Dieser Satz besagt, dass bei einer i.q.M. konvergenten Folge von Zufallsgrofien der Abstand
| X — X;|| zweier Glieder X; und X, der Folge beliebig klein wird, wenn nur ¢ und j
hinreichend grof gewdhlt werden (Kriterium von Cauchy). Gilt umgekehrt fiir eine Folge
(Xi)ien die rechte Seite von (3.12), so konvergiert die Folge gegen ein Element X des
Raumes L, (Vollsténdigkeitseigenschaft von Ly). Man erhilt auf diese Weise eine Aussage
iiber die Konvergenz der Folge, ohne den Grenzwert selbst zu kennen.
Fiir den Erwartungswert des Grenzwertes einer i.q.M. konvergenten Folge geben wir
noch die wichtige Formel
E (Li.m. Xi) = lim B(X;) (3.13)

1—00 1—00
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an. Auf der rechten Seite der Gleichung steht der gewohnliche Grenzwert der Folge der
Erwartungswerte E(X;). Zum Beweis von (3.13) ist zu zeigen, dass mit X; — X

lim E(X;) = E(X)

i—00

gilt.Das ergibt sich aus || X; — X || — 0 fiir ¢ — oo mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
(1.145) in der Form |E(Y)| < ||Y||. Dann folgt ndmlich

B(X; - X)| < X - X|| — 0 fiir i— oo,

woraus E(X;) — E(X) fiir ¢ — oo sofort abgelesen werden kann.
Fiir eine i.q.M. konvergente Folge von Zufallsgrofien X; (¢ = 1,2,...) erhdlt man mit
Hilfe der Tschebyschewschen Ungleichung (1.138)

Pl | 6w - X@) > o) < KT

)

£2

worin die rechte Seite wegen ||X; — X|| — 0 fiir ¢ — oo verschwindet, falls X; — X gilt.
Daraus ergibt sich die folgende Definition.

Definition 3.2 Die Folge (X;);en heiflt stochastisch konvergent mit dem Grenzwert X,
falls

P{w||Xi(w) — X(w)| >€e} — 0 fir i— oo. (3.14)
Man schreibt hierfiir kurz

st-lim. X; = X. (3.15)

1—00

Es sind also zwei Arten der Konvergenz von Folgen von Zufallsgrofien zu unterscheiden: die
Konvergenz im quadratischen Mittel und die stochastische Konvergenz. Ist eine Folge von
Zufallsgrofien konvergent im quadratischen Mittel, so ist sie auch stochastisch konvergent,
aber nicht umgekehrt.

3.1.1.2 Stetigkeit im quadratischen Mittel

Wir gehen nun wieder zur Betrachtung zufilliger Prozesse iiber und definieren:

Definition 3.3 Ein zufilliger Prozess X = (X;)ier heit Prozess 2. Ordnung, falls fiir
alle t € T gilt

Xt)=X, €Ly (dh E(X?) < 0). (3.16)

Fiir alle weiteren Untersuchungen wollen wir stets Prozesse 2. Ordnung voraussetzen.
Beziiglich der Stetigkeit eines solchen Prozesses erhalten wir dann die folgende Ausage:
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Definition 3.4 Ein zufilliger Prozess X = (X;)er heiit stetig i.q.M., wenn fiir alle
teT gilt:

| Xirr — Xi] — 0 fiirT — 0, (3.17)
oder in anderer Schreibweise

Lim. Xiyr = Xo. (3.18)

Die Stetigkeit des Prozesses X im Sinne dieser Definition bedeutet nicht, dass alle Reali-
sierungen & = X (w) dieses Prozesses stetig sein miissen. Sind jedoch alle Realisierungen
x eines Prozesses X stetig (im gewohnlichen Sinne) und gilt |x(¢t + 7) — x(t)| < |¢||7]
(c € R), so ist der Prozess X stetig i.q.M.

Da die Untersuchung der Stetigkeit i.q.M. eines gegebenen Prozesses mit Hilfe von
(3.17) oft recht kompliziert ist, verwendet man hiufig den folgenden Satz.

Satz 3.1 Ein zufilliger Prozess X = (X;);er ist genau dann stetig i.q.M., falls die Kor-
relationsfunktion sx (im gewohnlichen Sinne) stetig ist, d.h. sx(t1,ts) ist stetig fiir alle
tit,€T.

(Den Beweis dieses Satzes fiir stationire Prozesse enthélt Ubungsaufgabe 3.1-1).
Beispiel 3.1 Gegeben sei der zufillige Prozess
X : X(t) = X¢ = acos(wpt — X) (a,wp € R),

worin X eine im Intervall (0, 27] gleichverteilte Zufallsgrofie bezeichnet. Die Korrelations-
funktion sx dieses Prozesses (Berechnung siehe Abschnitt 1.3.2.1, Beispiel 1.36)
a2
Sx(tl,tg) = —2‘-COSW0(t2 — tl)

ist stetig fiir alle ¢1,t, € T, folglich ist X stetig i.q.M. Das Ergebnis ist ohne weiteres
einleuchtend, wenn man beachtet, dass alle Realisierungen

xz: x(t) = acos(wot — x) (z = X(w))
dieses Prozesses gleichméBig stetige Zeitfunktionen darstellen.

Beispiel 3.2 Fiir den Wiener-Prozess X = W wurde im Abschnitt 1.3.2.3 die Korrela-
tionsfunktion sx:

tl fiir tlﬁtg

Sx(tl,tQ) = Mil’l(tl,tg) = { " fiir £ >t
2 1= 02

errechnet (vgl. auch (1.244)). Offensichtlich ist sx stetig in beiden Variablen ¢; und ¢,
und damit X = W stetig i.q.M.
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Beispiel 3.3 Betrachtet wird ein zufilliger Prozess X = (X;)cr, dessen Realisierungen
x nur die Werte +A und —A (je mit der Wahrscheinlichlichkeit 0, 5) annehmen kénnen.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wéhrend des Zeitintervalls [¢,¢ + 7] genau n Null-
durchgénge erfolgen, sei durch

k. n
(;) e kT (k>0,7>0,n=0,1,2,...)

p(n, k,7) =

gegeben. Bild 3.3 zeigt eine Realisierung dieses Prozesses.

R 4
A A

T

i_,_14._E | M S S

Bild 3.3: Realisierung eines i.q.M. stetigen Prozesses

Es lasst sich zeigen (s. Ubungsaufgabe 1.3-7), dass der betrachtete Prozess die Korrelati-
onsfunktion sx:

sx(t1,t2) = A2e2klt—t2]

hat, die fir alle ¢, ¢, stetig ist. Damit ist X stetig i.q.M., obwohl die Realisierungen @
dieses Prozesses nicht iiberall stetig sind.

3.1.2 Ableitung und Integral
3.1.2.1 Differenziation im quadratischen Mittel

Gegeben seien zwei Prozesse X und Y (Prozesse 2. Ordnung). Dann gilt die folgende
Definition.

Definition 3.5 Der Prozess Y = (Y;)ier heiflt Ableitung i.q. M. von X = (Xi)er genau
dann, wenn fiir alle t € T gilt

oder in anderer Schreibweise

. X — Xy
Lim. St
T7—0 T

Xt+r - Xt
T

-Y| — 0 firr — 0, (3.19)

=Y,. (3.20)

Existiert eine Ableitung i.q.M. fiir einen Prozess X, so schreibt man anstelle von (3.19)
und (3.20) auch

ax
y="2ox 3.21
" (3.21)
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oder fiir einen festen Zeitpunkt ¢t € T'

o _ 4X()

(1) = =3~ =X (3.22)

Die Ableitung i.q.M. X ist also wieder ein zufilliger Prozess und die Ableitung i.q.M. im
Zeitpunkt ¢ eine ZufallsgroBe X, (Statt X (¢) kann auch X, geschrieben werden). Sind fast
alle Realisierungen @ = X (w) des Prozesses X differenzierbar (im gewdhnlichen Sinne)
und existiert seine Ableitung i.q.M., so erhilt man die Realisierungen y = Y (w) des
Prozesses Y durch Differenziation der (differenzierbaren) Realisierungen z = X (w) von
X.

Die héufig relativ komplizierte Untersuchung der Differenzierbarkeit eines Prozesses X
mit Hilfe von (3.19) ldsst sich umgehen, wenn die Korrelationsfunktion sx des Prozesses
gegeben ist. Es gilt ndmlich folgender Satz:

Satz 3.2 Ein zufilliger Prozess X = (X;)ser ist genau dann i.q.M. differenzierbar, wenn
die gemischte 2. partielle Ableitung der Korrelationsfunktion

828}( (tl, tz)
0t10t

fiir alle t,,ty € T existiert (Beweis in Ubungsaufgabe 3.1-2).

Fiir die Korrelationsfunktion der Ableitung i.q.M. X bzw. die Kreuzkorrelationsfunktion
von X und X gelten dann die folgenden Regeln (vgl. Ubungsaufgabe 3.1-3):

: : _ _ 82$x(t1,t2)
B(XuX,) = sxlht) = =50 2r (3.23)

; 9sx(t1, t)
E(X,X,) = sxx(ty,ty) = —2172 3.24
(XeXu) = sxxltn i) = =20 (3.24)

. 6SX(t1,t2)
E(X,X = Sxx(ti,te) = ——. 3.25
(%) = six(tn,ta) = =230 (3.25)

Fiir stationdre Prozesse X, deren Korrelationsfunktion sx nur von einer Zeitvariablen 7
(T =ty — t;) abhingt, ergibt sich aus diesen Regeln

sx(r) = —d2‘;’;2(T) (3.26)
sx() = X0 o) (3.27)

Beispiel 3.4 Gegeben sei der zufillige Prozess
X : X(t) = X; = acos(wgt — X)

(a,wo € R, X ist eine in (0, 27] gleichverteilte ZufallsgroBe) mit der Korrelationsfunktion

2
a
sx(t,t2) = Ecoswo(tg —t)
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(vgl. Beispiel 3.1, Abschnitt 3.1.1.2). Der betrachtete zufillige Prozess ist differenzierbar
i.q.M., da

828x(t1, t2) 1
oot = §a2w§ coswp(ta — t1)

fiir alle ¢,y € T existiert. Er hat ersichtlich auch differenzierbare Realisierungen. Damit
ist die Ableitung i.q.M. mit der Realisierungsableitung identisch, und es gilt

X : X(t) = X, = —awp sin(wet — X)

mit der Korrelationsfunktion s x:
1,55,
Sx(t1,t2) = 50w coswy(ta — t1).

Beispiel 3.5 Wir betrachten nun wieder den Wiener-Prozess X = W (vgl. Beispiel 3.2,
Abschnitt 3.1.1.2) mit der Korrelationsfunktion (1.244)

31 flir t1 < to

sx(t1,t2) = Min(ty, t2) = { b fir t >t
2 12>t

Hier erhalten wir

6Sx(t1,t2) _ 1 fir tl < tg
oty 0 fir t; > to,

so dass die gemischte 2. partielle Ableitung an der Stelle ¢; = t5 nicht existiert und damit
der betrachtete Prozess nicht i.q.M. differenzierbar ist. Der Wiener-Prozess W ist also
i.q.M. stetig, jedoch nicht i.q.M. differenzierbar.

Fiir die Berechnung der Verteilungsfunktion Fx (bzw. der Dichtefunktion fx) der
Ableitung X eines zufilligen Prozesses X aus seiner Verteilungsfunktion Fx (bzw. der
Dichte fx) gibt es keine einfachen Regeln. Im Allgemeinen ist diese Aufgabe relativ kom-
pliziert, jedoch grundsétzlich 16sbar.

Eine Ausnahme bildet der GauB-Prozess. Ist namlich bekannt, dass der zufillige Pro-
zess X ein GauB-Prozess (und i.q.M. differenzierbar) ist, so ist die Ableitung i.q.M. X
ebenfalls ein Gauf-Prozess. Die Begriindung ldsst sich folgendermaflen andeuten: Sind
zwei Zufallsgrofien Xy, und X; mormalverteilt, so ist es auch ihre Summe bzw. ihre Dif-
ferenz (s. Ubungsaufgabe 1.2-19 fiir den Fall unabhéngiger Summanden). Damit sind alle
Glieder (X, — X;) der Folge (3.19) normalverteilt und schlieBlich auch ihr Grenzwert

X, im quadratischen Mittel.

3.1.2.2 Integration im quadratischen Mittel

In einem Intervall 7" = [a,b] C R seien ein zufilliger Prozess X = (X;)ter, und eine
determinierte Funktion

f:T'xT—R, ft,T)=ueR
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gegeben. In Bild 3.4 sind eine Realisierung @ = X (w) des Prozesses und die gegebene
Funktion f eingezeichnet.

Wir unterteilen nun das Intervall 7" durch die Zeitpunkte ty = a, t1,t3,...,t, = b in
n Teilintervalle und wihlen danach weitere Zwischenpunkte ¢1,¢5, ..., ¢, . Nun bilden wir
die Riemannsche Summe
n
Yor =Y f(thom) Xy (b — tin), (3.28)
k=1

welche offensichtlich eine von der Anzahl n und der Art der Unterteilung abhingige Zu-
fallsgrofle darstellt. In Abhéngigkeit von der Anzahl n der Teilintervalle ergibt sich also
eine Folge von ZufallsgroBen Y, , (n = 1,2,...; Y, , € Lj), welche fir n — oo einem
Grenzwert, zustreben kann. Genauer gilt die folgende Definition.

S
T T T T T 7

to=a t ty T tn1 ta=0b T

Bild 3.4: Zur Erlduterung des Integrals iiber einen zufilligen Prozess

Definition 3.6 Der Prozess Y = (Y, ),er heifit Integral i.q.M. von f(-,7)X genau dann,
wenn fiir alle 7 € T' (mit Max|t, — tx—1| — 0) in (3.28) gilt

Lim.Y,, =Y;. (3.29)

n—0oo

Existiert das Integral i.q.M. fiir f(-,7)X, so schreibt man dafiir

Y = / )X (@) dt (3.30)

oder fiir einen festen Zeitpunkt 7 € T'

Y, = Y(r) = / )X () dt. (3.31)

Sind fast alle Realisierungen @ des Prozesses X stetig (im gewdhnlichen Sinne) und exi-
stiert das Integral i.q.M. von f(-,7)X, so erhdlt man die Realisierungen y des Prozesses
Y durch Integration der mit f(-,7) multiplizierten (stetigen) Realisierungen « von X.
Es ldsst sich zeigen, dass f(-,7)X genau dann i.q.M. integrierbar ist, wenn das (gew6hn-
liche) Integral

/ b / " F(ta,7) (2 P)sxc(tr, 1) iyt (3:32)
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iiber die Korrelationsfunktion sx des Prozesses X existiert (vgl. Ubungsaufgabe 3.1-5).

Ist der zufillige Prozess X stetig i.q.M., so ist X auch integrierbar i.q.M. Ist ndmlich
X stetig i.q.M., so ist — wie bereits im Abschnitt 3.1.1.2 erwdhnt wurde — die Korrelati-
onsfunktion sx iiberall stetig und damit die Existenz des Integrals (3.32) gesichert.

Mit (3.13) wurde bereits gezeigt, dass die Bildung des Grenzwertes i.q.M. und die
Erwartungswertbildung vertauscht werden kénnen. Auflerdem ist der Mittelwert einer
Summe von Zufallsgrofien gleich der Summe der Mittelwerte dieser ZufallsgroBen (vgl.
(1.134)). Wendet man diese Regeln auf (3.29) bzw. (3.31) an, so zeigt sich, dass Erwar-
tungswertbildung und Integration i.q.M. ebenfalls miteinander vertauscht werden kénnen.
Es gilt ndmlich

E ( / ' )X () dt)

E(llm thk, )Xy (te — th- 1))

k=1

Il

Jf{,ng oy TVE(X (t0)) (b — th-1)

- /ftr () dt. (3.33)

Mit Hilfe von (3.33) kann die Korrelationsfunktion sy des Prozesses ¥ in (3.30) bestimmt
werden. Dabei erhilt man (vgl. Ubungsaufgabe 3.1-6)

b b
sy(m1,7) = / / Flt1,71) f (b2, 7a) s x (b1, t2) dtrdts. (3.34)

Die Berechnung der Verteilungs- bzw. Dichtefunktion des Prozesses Y in (3.30) aus den
entsprechenden Funktionen des Prozesses X ist im allgemeinen Fall relativ kompliziert.
Ist jedoch X ein Gauf3-Prozess, so ist — wie sich zeigen ldsst — auch Y ein Gauf-Prozess.
Es sei abschliefend noch besonders darauf hingewiesen, dass bei der Herleitung des
Integrals i.q.M. iiber einen zufélligen Prozess X nicht ohne Grund das Integral iiber
f(-,7)X gebildet wurde, d.h. der zufillige Prozess X wurde stets mit einer Zeitfunktion
f zusammen betrachtet. Diese Betrachtungsweise ist deshalb zweckméifig, weil in den
Anwendungen (wie im folgenden Abschnitt 3.2) meistens Integrale dieser Art auftreten.

3.1.3 Aufgaben zum Abschnitt 3.1

3.1-1 Man zeige: Ein stationirer Prozess X mit der Korrelationsfunktion s x ist genau dann stetig i.q.M.,
wenn sx(7) in 7 = 0 stetig ist!
Hinweis: Man untersuche den Ausdruck

[Xe4r — Xel? = B (Xegr — X2)%) >0
fiir 7 — 0!

3.1-2 Man zeige, dass ein zufilliger Prozess X mit der Korrelationsfunktion sx i.q.M. differenzierbar
ist, falls

%sx (t1,t2)
Ot10ts

existiert!
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3.1-3 Gegeben ist ein i.q.M. differenzierbarer Prozess X mit dem Erwartungswert mx und der Korre-
lationsfunktion sx. Man zeige, dass gilt:

d 0?
a) mx(t):me(t) b) sx(tl,tg):msx(tl,tz)

17 0
C) SXX(tl,t2)=a—t2$x(t1,tz) d) Sxx(tl,tg):a—tls;((tl,tg)!

e) Wie lauten diese Gleichungen, wenn X stationdr ist?

3.1-4 An einer idealen Kapazitit C liegt eine Spannung, die durch einen stationdren GauB-Prozess U
mit my(t) =0 und

su(r) = A’exp (—ar?) (AeR; a>0)
beschrieben werden kann. Man berechne fiir den Strom I durch C
a) den Erwartungswert mp(t),
b) die Kreuzkorrelationsfunktionen syy(7) und syr(7),

c¢) die Korrelationsfunktion sy (7),

d) die Dichtefunktion f;(3,t)!

3.1-5 Man zeige, dass der zuféllige Prozess f(-,7)X i.q.M. integrierbar ist, falls das Integral

b b
I:/a /{z F(t1,7) f(t2, 7)sx (t1, t2) dtrdts

existiert! (Hierbei ist f(-,7) eine determinierte Funktion und sx die Korrelationsfunktion des
Prozesses X).

3.1-6 Es sei X ein i.q.M. integrierbarer Prozess mit der Korrelationsfunktion sx und

b
Y: Y(T):/ f(t,7)X(¢t)de.

Wie lautet die Korrelationsfunktion sy des Prozesses Y ?

3.2 Determinierte lineare Systeme

3.2.1 Prozessabbildungen determinierter linearer Systeme
3.2.1.1 Zustandsgleichungen

Wir wollen nun die Frage untersuchen, wie sich ein dynamisches System unter der Ein-
wirkung eines zufilligen Prozesses verhalt. Die Aufgabe besteht also darin, zu einem
gegebenen Eingabeprozess X, von dem z.B. die Verteilungsfunktion Fx, die Dichte fx,
die Korrelationsfunktion sx usw. bekannt sind, die entsprechenden Kenngréfien des Pro-
zesses Y am Ausgang des Systems zu bestimmen. Zur Losung dieser Aufgabe miissen also
die durch das dynamische System vermittelten Prozessabbildungen untersucht werden.
Im Abschnitt 2.2.1.1 wurde der Begriff Prozessabbildung bereits definiert (vgl. (2.41)
und Bild 2.12) und die Einschrinkung auf determinierte Prozessabbildungen (Realisie-
rungsabbildungen) vorgenommen (vgl. (2.42)). Neben den bereits betrachteten statischen
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