Losungen zu den Aufgaben

Kapitel 2

2.1 Fiir zweiatomige Molekiile existiert ein Atomabstand
ro, bei dem die potentiellen Energien fiir den ionischen
und den kovalenten Bindungstyp gleich grofl sind, bei
dem sich also die Potentialkurven schneiden:

Pi(ro) = Pu(ro) - (1)

Bei kleineren Abstinden ist das Ionenmolekiil stabiler.
Fiir r > ¢ kann der exponentielle Term fiir die AbstoBung
in den beiden gegebenen Potentialfunktionen vernachlis-
sigt werden, so daf fiir das Ionenmolekiil im wesentlichen
die Coulomb-Wechselwirkung bleibt:

&2

Pi(r) = — Ir . 2
(r) Areg r e @)

Mit der Vereinfachung C = 0 folgt P,(r) = 0 und somit
aus (1) und (2) die Bestimmungsgleichung fiir den Ab-
stand ry:

62

— Ir=0 3
47r£0r+E ’ (3)

62

(4)

0= dreglp
Mit Iy = 1,42 eV erhilt man
ro=1,01-10"m.

2.2 Um eine moglichst gute Auflosung des Transmissions-
elektronenmikroskops, d.h. einen moglichst kleinen Wert
dy zu erreichen, wihlt man eine Elektronenstrahlintensitit
(Dosis 1), die an die Zerstorschwelle des Molekiils heran-
reicht (I = N,;). Desweiteren minimiert man das erforder-
liche Signal-Rausch-Verhidltnis S/N. Sind diese beiden
Moglichkeiten ausgereizt, bleibt noch eine Erhohung des
Kontrastes C, durch Aufeinanderstapeln von vielen Mono-
schichten. C, verhilt sich proportional zur Wurzel aus der
Zahl n der Schichten, so dafl mit dem Kontrast C; = C fiir
eine Monolage folgt:

C,=nC. (1)

Die theoretische Punktauflosung errechnet man dann

nach der Formel von Freyer:
S/N

dy=———"—7+, 2

P \/r_zC \/f—l ( )

wobei f der Elektronen-Nutzfaktor (0,25) ist. Bei der ver-

langten Auflosung d, = 1 A ergibt dies die Zahl n der Mo-
noschichten, die den notwendigen Kontrast erzeugen:

(S/N)?

n= . (3)
& CfI

Mit den Daten fiir das gegebene Mikroskop erhélt man
somit

n =100

was im Fall von Hexadekachlor-Kupfer-Phthalocyanin zu
Schichtdicken von 340 bis 380 A fiihrt.

2.3 Durch die Potentialdifferenz Uy — Ug zwischen dem
Detektor des Flugzeitmassenspektrometers und dem Sub-
strat, das von diesem den Abstand d hat, entsteht ein elek-
trisches Feld E, in dem die ionisierten Molekiile beschleu-
nigt werden. Ist ¢ = ne die Ladung eines n-fach ionisier-
ten Molekiils und M seine molare Masse, so folgt fiir die
Beschleunigung a:

a:@:q(Ud—Us):ne(Ud—Us) (1)
M Md Md
Die Zeit T fiir die gleichmiBig beschleunigte Bewegung
betragt

T=\\— 2
) @)
und somit
2d2 M
T=\——7. (3)
ne(Ug — Uy)

Wird der Zeitpunkt der Ionisierung als Zeitnullpunkt ge-
wihlt, dann registriert die MeBapparatur zur Zeit T ein (im
Idealfall J-formiges) Maximum, das das Eintreffen des
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grolen Molekiils anzeigt. Eine Beschleunigungsspannung
von Uy — Ug = 2kV ergibt unter der Annahme, daf} jedes
Molekiil nur einfach ionisiert wird (n = 1)

T=51-107s.

Der Stromverlauf am Detektor weist allerdings eine
Vielzahl von Maxima fiir ¢t < T auf, die von Losungsmittel-
molekiilen sowie von Bruchstiicken des groB3en Molekiils
herriihren.

2.4 Die Zahl n der Cgp-Molekiile, die den Langmuir-Film
mit Oberflache A bilden, 148t sich aus dem Volumen V der
Losung mit molarer Teilchenkonzentration ¢ ermitteln:

n=cV. (1)

Besteht der Film aus einer einzigen molekularen Mono-
lage, so ergibt sich die mittlere Fliache Ay; pro Molekiil zu
A A
Ay=—=—. 2
M™h v @)
Mit den gegebenen experimentellen Werten bedeutet dies

A =2,16-10""m? = 21,6 A

Die iiber die van-der-Waals-Wechselwirkung definierte
Flache eines Cgy-Molekiils betrdgt 78,5 A2, Bedenkt man,
daf} auch bei dichtester Kugelpackung der Platzbedarf pro
Molekiil etwas mehr als diese Fliche ist, kommt man auf
den rund vierfachen Wert der pro Molekiil zur Verfiigung
stehenden Flache Ay. Dies bedeutet, dafl der Film aus vier
tibereinanderliegenden Monoschichten von Cgp-Molekiilen
besteht.

2.5 Bei der angegebenen MeBmethode wird der osmotische
Druck durch den hydrostatischen Druck p einer Losung der
Dichte ¢ = 0,867 g/cm? und Hohe /& kompensiert:

p=ogh. (1)
Im Gleichgewicht & = p gilt also
0g8h=cNakT(1+ac). (2)

Die Umrechnung der molaren Teilchenkonzentration ¢
auf die Gewichtskonzentration ¢’ erfolgt mit Hilfe der
Molmasse M gemil

/

n c
= — = — 3
c=v =y (3)
(3) in (2) fiihrt auf die Gleichung
h NAkT NAkTOz ’
== c )
¢ ogM = ogM?
h
g = a + b C, . (5)

Losungen zu den Aufgaben

Die Auftragung von h/c’ iiber ¢’ liefert eine Gerade mit
y-Achsenabschnitt a = 0,325cm*/mg und Steigung b =
0,202 cm’ /mg?.

Aus a gewinnt man geméaB (4) und (5) die Molmasse M
des Polymeren:

M = 89606 —=— .
mol

Die Steigung b liefert den Virialkoeffizienten
a=5,57-10"cm®/mol

und damit iiber v = § N v, das Eigenvolumen
vp = 1,85-10""%cm?.

Das von einem kugelformigen Molekiil mit Radius r
besetzte Volumen ist eine Kugel mit Radius 2r um den
Molekiilmittelpunkt, da der Mittelpunkt jedes benachbar-
ten Molekiils von diesem mindestens den Abstand 2r ein-
halten muB. Aus dieser Uberlegung folgt

4 32
vp:§n(2r)3:?7zr3. (6)

Daraus berechnet man einen Molekiilradius von
r=1,77-10"%cm = 177A.

2.6 Die spezifische Wirmekapazitit Cy eines Stoffes bei
konstantem Volumen ist definiert als die Ableitung der in-
neren Energie U nach der Temperatur:

Cy = (ifl’;) - (1)

Mit der differentiellen Schreibweise fiir die innere Ener-
gie

dU =TdS —pdV + pdN (2)
und dN = 0 folgt aus (1) sowie der Entropie S pro Frei-
heitsgrad

1

die spezifische Warmekapazitit pro Molekiil und Freiheits-
grad:

oS k
=T —==-. 4
“=Tor=>2 @
Fiir ein Molekiil mit f Freiheitsgraden gilt somit
k
Cv=f5- (5)

Analog zur Herleitung von Cy aus der inneren Energie
U gewinnt man die spezifische Wirmekapazitit Cp bei
konstantem Druck aus der freien Enthalpie H = U + pV.
Bezogen auf ein Molekiil erhélt man
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Cp=Cy+k (6)

In einem idealen Gas ist die Schallgeschwindigkeit cg
gegeben durch die Gleichung

yRT

- ™)
mit y = Cp/Cy und R = N k. Zur Berechnung von cg bei
der Temperatur T bendtigt man neben der Molmasse M al-
so das Verhiltnis y, welches nach (5) und (6) direkt aus
der Zahl f* der angeregten Freiheitsgrade der Translation,
der Rotation und der Schwingungen folgt:

k .
Cv=3 (Fr+fR+1f). (8)

Ist die Temperatur zu niedrig fiir die Besetzung der
Schwingungsniveaus, d.h. f* = 0, dann ergibt sich aus (5),
(6) und (8) fiir y die Beziehung

Cs =

y=1+

2
Fiik ®)

a) In einem idealen zweiatomigen Gas konnen drei
Freiheitsgrade der Translation und zwei Freiheitsgrade der
Rotation angeregt werden. Daraus erhélt man y :% und

somit fiir die Schallgeschwindigkeit

TRT
e sM (10)

b) Fiir ein ideales lineares dreiatomiges Gas gilt dassel-
be, so da} auch in diesem Fall

TRT

TR (11)

Cg —

¢) In einem idealen nichtlinearen dreiatomigen Gas
kann auch der dritte Freiheitsgrad der Rotation angeregt
werden, so daB y =3 und

ART
YL 12
e IM (12)

Laut CRC Handbook of Chemistry and Physics setzt
sich die Luft zusammen aus 78,084% N,, 20,946% O,,
0,934% Ar und 0,033% CO,. Fiir eine Abschitzung der
Schallgeschwindigkeit in Luft sollen nur die beiden Haupt-
komponenten N, und O, beriicksichtigt werden, da es sich
bei beiden um zweiatomige Molekiile handelt, so daf3 (10)
mit dem gewichteten Mittelwert aus ihren Molmassen ver-
wendet werden kann. Mit My, = 28,014 g/mol und Mo, =
31,998 g/mol folgt

W= g(N2) My, + g(02) Mo,
g(N2) + g(02)
und gemiB (7) mit T=298 K

g
= 28,857 = 13
857~ (13)

m
CS, Luft = 342,9 ; .

(Zum  Vergleich: der
346,7m/s.)

gemessene Wert liegt bei
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3.1 a) Die elektrische Energie des Systems von N unab-
hingigen starren Dipolen aufgrund ihrer Wechselwirkung
mit dem dufleren Feld E lautet

N
H:—ZpECOSSi. (1)
i—1

Fiir die Winkel 3 zwischen den Dipolen und der Feld-
richtung setzt man mit f = 1/k T die Verteilungsdichte

7(8) =5 et @

an mit der Zustandsdichte

+1
zZ= / e PH®) gN(cos 9) . (3)
-1

Der Mittelwert P der makroskopischen Polarisation

N
P= Zp cos J; (4)
=1

in Richtung des duBleren Feldes E 146t sich mit Hilfe der
Verteilungsfunktion f aus (2) angeben als

P= /f £(9) (Zp cos‘9,-) d"(cos 9). (5)

1 i=1

Mit (1), (2) und (3) sowie den Substitutionen
u; = cos ; und x = fp E geht dies iiber in

N +1 +1 -1

P=Np /71 ue’“‘du(/l e’“‘du) . (6)
Durch Integration gewinnt man den Ausdruck

P=Np {cothx)]c] =NpL(x). (7)
Schreibt man P als

P=Npcosd (8)
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so folgt mit (7) der thermische Mittelwert fiir den Winkel
9 zwischen Dipol- und Feldrichtung:

— 1
cos Y = cothx —— = L(x). 9)
X
b) Die Orientierung eines Dipols exakt in Feldrichtung
entspricht einem thermischen Mittelwert des Winkels 3
zwischen Dipol p und Feld E von

cosd=L(x)=1 (10)
vgl. (9). Mit dem Grenzwert

lim L(x) =1 (11)

X—00

bedeutet dies wegen x = pE/kT und T=293 K
E— .

Um den Dipol exakt in Feldrichtung zu orientieren, miif3te
man also ein unendlich starkes elektrisches Feld anlegen!

¢) Die Funktion coth kann in eine Reihe entwickelt
werden gemil

x 02X

1
th(x) =~ +2— >+ ..
o) =3 45 Toas T
Fiir geniigend kleine |x| kann man die Reihe nach der
ersten Ordnung in x abbrechen und daher die Langevin-
Funktion L(x) nach (9) vereinfachen zu

fir O<|x|< 7. (12)

L(x) — g (13)
Soll die Orientierungspolarisation 50% des theoreti-

schen Maximalwerts erreichen, so gilt nach (8)

P=Npcos3=05Np (14)
und somit nach (9) und (13)
X 3
Lx)=== == 1
(x) 305 = x=3 (15)

Die Vereinfachung von L(x) trifft nur in schlechter Na-
herung zu und gestattet allenfalls eine Uberschlagsrech-
nung. Das benétigte elektrische Feld

kT
E=""" (16)
p

ist mit den fiir p und 7' gegebenen Werten
\Y
E=98-10% —.
m

d)Mit E=10"V/m und T =42K erhilt man
L(x) = 0,355

und damit eine Orientierung von ca. 36%.

Losungen zu den Aufgaben

3.2 Das Wassermolekiil stellt einen elektrischen Dipol
(p=185D=6,17-103"Cm) dar mit einer negativen
Teilladung auf dem O-Atom und einer positiven zwischen
den H-Atomen. In Gegenwart eines (negativen) Anions
wird sich das Molekiil daher mit den H-Atomen in Rich-
tung des Ions orientieren.

Das Molekiil wird im folgenden als Dipol der Linge d
betrachtet, der aus einer positiven und einer negativen Ele-
mentarladung besteht. Das elektrostatische Potential einer
Punktladung g im Abstand r ist

q
7 1
4r eor ( )

und erzeugt das Feld

dy q
E=-2_ 2
dr 4meyr?. (2)

Der Abstand der beiden punktférmigen Elementarladun-
gen g = e vom (ebenfalls punktférmigen) Anion betrigt
r Fd/2. Am Ort des Anions iiberlagern sich somit die
von den beiden Punktladungen erzeugten Felder zu

E(r) = ¢ — ¢ 3
) 4r g (r—%)2 4r g (rJr%)2 ®)
E(r)=—2" 4)

a 27 &y (r2 - ‘2—2)2

mit p = dr. Aus dem angegebenen Dipolmoment ermittelt
man eine Dipollinge von d = 3,85- 107! m, so daB d°/4
vernachlissigt werden kann gegeniiber r2:

E() =5 s (5)

Fiir die gegebenen Abstinde errechnet man die folgen-
den Feldstiarken am Ort des Anions:

a) fir r=10° m: E=1,11-10° V/m
b) fir r=3-101"" m: E=4,11-10° V/m
¢) fir r=3-10%m: E=4,11-10° V/m.

3.3 a) Aus a/dney = 10,3107 m? folgt
Pina = 1,15-1003Cm =34-10"*D.

b) Aus der Leistungsdichte P/A = W - ¢ und der Ener-
giedichte W = %SoEz ergibt sich die elektrische Feldstirke
im Laserfokus

15:23,7.109X
m

und damit

Pind = 2,98D.
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3.4 Ganz analog zum Fall des elektrischen Dipols im Feld
E (vgl. Aufgabe 3.1) kann man auch das Verhalten eines
permanenten magnetischen Moments i, im Magnetfeld B
beschreiben. Aus der Konkurrenz zwischen der Orientie-
rung im Feld und der thermischen Unordnung bei der
Temperatur T stellt sich ein thermischer Mittelwert fiir den
Winkel § zwischen pi, und B ein gemif

1
cos 9 = L(x) :cothx—; (1)

mit x = p, B/kT. Die makroskopische Magnetisierung in
Feldrichtung ist dann

M =N pycos 3. (2)
In der Hochtemperaturniherung gilt
L) =3, (3)

so daB fiir eine verlangte Orientierung von 1% bei Raum-
temperatur folgt

pp B
L(x) ==—==0,01. 4
(0 =222 —0, 4)
Mit den gegebenen Werten erhilt man das erforderliche
Magnetfeld
B=17]14T.

Nur bei tieferen Temperaturen kann mit einer niedrigeren
Feldstirke gearbeitet werden.

3.5 Unter Verwendung des Polarisierbarkeitsvolumens
o/ = a/4m e anstelle der Polarisierbarkeit « lautet die De-
bye-Gleichung (3.19)

_AnNpd NAp% 0
. 9eo kT
1

= b —. 2

a -+ T (2)

Die Auftragung von Py, iiber 1/T liefert somit eine Ge-
rade mit y-Achsenabschnitt a und Steigung b.

Die temperaturabhingige relative Dielektrizitdtskon-
stante & = & und damit P, (7) gewinnt man aus den in
der Aufgabenstellung gegebenen Mef3daten fiir die Kapazi-
tit C eines Kondensators (mit Cy ohne Dielektrikum) ge-
méih
C
< G)

so daB nach (1) eine Auftragung von Py, (T~!) moglich ist
(M=152,23 g/cm’). Die Ausgleichsgerade liefert den Ach-
senabschnitt a = 82,63cm?/mol und die Steigung

& =

5

b = 10833 cm’® K/mol. Aus b berechnet man das Dipol-
moment

po=445-10""Cm = 1,33D
und aus a das Polarisierbarkeitsvolumen

o =3275-107m’.

3.6 Bei optischen Frequenzen kann die Umorientierung
der Molekiile dem dufleren Wechselfeld nicht mehr folgen,
so da} die Orientierungspolarisation vernachlissigt werden
kann. Die Debye-Gleichung (vgl. Aufgabe 3.4) vereinfacht
sich dann zur Clausius-Mosotti-Gleichung mit & = n’:

_nz—lM_NAa
2420 3g

(1)

Nach « aufgelost und mit o/ = /47 ey erhélt man aus
dem gegebenen Brechungsindex n = 1,333 sowie der Mol-
masse M = 18,015g/mol und der Dichte ¢=
0,9982 g/cm® das Polarisierbarkeitsvolumen

o =147-1070m?.

m

3.7 Das Dipolmoment py,o des Wassermolekiils wird als
additive Uberlagerung der Dipolmomente poy zweier OH-
Bindungen betrachtet. Die Dipolmomente senkrecht zur
Symmetrieebene kompensieren sich gegenseitig zu 0, wih-
rend sich die Parallelkomponenten konstruktiv iiberlagern:

PH,0 = 2pon COS% ) (1)
so da mit py,0 = 1,85D und ¢ = 104,25° folgt:

pou = 1,51D. (2)
H H

—

$/2

/"

]
|
|
|
&2 |
|
|
|

O

Bei einer Projektion des Wasserstoffperoxidmolekiils
H-O-O-H auf die Zeichenebene gleichen die geometri-
schen Verhiltnisse denen des Wassermolekiils, wenn ein
Winkel von 90° fiir O-O-H angenommen wird. Die O-O-
Bindung steht dann senkrecht zur Zeichenebene. Da sie
zum Gesamtdipolmoment nichts beitrdgt, setzt sich auch
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fiir dieses Molekiil das Dipolmoment py,0, aus den beiden
Bindungsdipolmomenten poy zusammen:
/

PH,0, = 2 PoH COS% ) (3)

wobei ¢ der Winkel zwischen den beiden OH-Gruppen in
der zweidimensionalen Projektion ist. Mit py,0, = 2,13D
erhdlt man

¢ =90,3°.

3.8 Die Dichte von Wasserdampf bei 1 bar Druck betrigt

18 g/mol
Opampt (1 bar) = 22.41/mol

Aus eg =1+ x5 =78,5 fiir fliissiges Wasser mit der
Dichte 1g/cm® erhdlt man daher fiir Wasserdampf bei
1 bar

Jpampe (1 bar) = 77,5 -8.0 - 104 =6,2-1072.
Dies bedeutet bei 50 mbar
XDampf(So mbar) = 3,1 . 10_3

=8,0-10"%g/cm’.

und somit
gDampf(Sombar) =1+ 371 . 1073

19% relative Feuchte haben danach bei 40°C bereits den
gleichen Effekt fiir den Wert von ¢ wie trockene Luft allein.

3.9 Die Debye-Gleichung (3.19) fiir die molare Polarisier-
barkeit Py, stellt den Zusammenhang her zwischen der ma-
kroskopisch mef3baren GroBe der Dielektrizitidtskonstanten
¢ und den mikroskopischen Groflen Dipolmoment py und
Polarisierbarkeitsvolumen o/ = a;/4m ¢y des Chloroforms.

Trigt man Py, iiber 1/T auf, so erhilt man fiir Tempe-
raturen liber dem Schmelzpunkt Ts = —64°C des Chloro-
forms nédherungsweise eine Gerade mit y-Achsenabschnitt
a und Steigung b. Unterhalb von Tg ist die Orientierungs-
polarisation eingefroren, so daf} ihr Beitrag zu Py, (d.h. der
Term, der das permanente Dipolmoment p, enthilt) ent-
fallt. Fir 1/T > 1/Ts ist Py, daher weitgehend temperatur-
unabhingig und liegt im Diagramm auf einer Geraden par-
allel zur x-Achse. Fiir T — oo verschwindet der Beitrag
der Orientierungspolarisation ebenfalls, so da3 der y-Ach-
senabschnitt ¢ im Diagramm den Wert des konstanten ¢
fiir 1/T > 1/Ts besitzen sollte. Fiir die Anpassung der Ge-
rade an die MeBwerte im Diagramm werden daher nur die
ersten drei Punkte sowie der geforderte Schnittpunkt mit
der y-Achse verwendet.

Losungen zu den Aufgaben

T

0 0‘0'02 0.004
1/T [K™']

Abb. L.1. Graphische Auftragung der molaren Polarisierbarkeit Py,
von CHCl; iiber der inversen Temperatur 1/7: MeRpunkte und An-
passungsgerade

0.006

Aus der Steigung b = 4508,5 cm® K/mol berechnet man
fiir Chloroform das Dipolmoment

po=2,87-1073"Cm = 0,86 D

und aus dem Achsenabschnitt @ = 30,0 cm®/mol das Pola-
risierbarkeitsvolumen

o =11,89-107m?.

3.10 Aus der Debye-Gleichung fiir die molare Polarisier-
barkeit Pp,

e—1M Nj p%
Pp=o = =CA Lo 1
"Tir20 3 <a+3kT (m

146t sich bei gegebenem Dipolmoment p, und Polarisierbar-
keitsvolumen o' = a/4m ¢ die Dielektrizitéitskonstante ¢ fiir
Chlorbenzol berechnen. Dazu setzt man in (1)

e—1 Nao P}
= — | = 2
et2 3eM <a+3kT * @)
und 16st nach ¢ auf:
2x+ 1
= . 3
e=T—> (3)

Mit den angegebenen Daten erhilt man x = 0,801 und
damit

e=13.08.

3.11 Die magnetische Polarisierbarkeit f ist eine mikro-
skopische GrofBe, die den Zusammenhang zwischen indu-
ziertem magnetischem Moment m und dem &dufleren Ma-
gnetfeld B herstellt:

ming = BB (1)
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(N: Teilchenzahldichte). Das Moment m kann andererseits
auch mit Hilfe der makroskopischen Grofie magnetische
Suszeptibilitit ausgedriickt werden:

1 -1 K
ming = = H = B (2)
po N poN o N
(J: makroskop. Magnetisierung). Daraus folgt
K
=5 ©)

Im klassischen Ringstrommodell fiir das n-Elektronen-
system des Benzols stellt man sich vor, daf} die sechs delo-
kalisierten Elektronen durch die Lorentzkraft im Feld B
auf eine Kreisbahn gezwungen werden. Die Lorentzkraft
spielt dabei die Rolle der Zentripetalkraft:

moxuv=qvxB 4)
(9 = —e: Elektronenladung; m: Elektronenmasse; :

Kreisfrequenz; v: Bahngeschwindigkeit). Mit o = 2xn/T
ergibt sich damit die Zeit T fiir einen Umlauf zu

2mmn
T = . 5
-3 (5)

Das magnetische Moment berechnet man klassisch ge-
mal

Mipnd — 1 A, (6)
wobei A die vom Kreisstrom / umschlossene Fliache ist.
Fiir den Ringstrom mit Radius r, der von n Elektronen ge-
bildet wird, gilt somit

—ne

Mind = T Tr (7)
und mit (5) erhilt man
ne’r’B
ind = 8
Ming =~ (8)
(8) und (1) ergeben
ne’r?
p=" )

Gemil der Modellvorstellung ist der induzierte Ring-
strom fiir die Anisotropie der Suszeptibilitit sowie der ma-
gnetischen Polarisierbarkeit f verantwortlich. Der in (9)
gewonnene Ausdruck fiir § entspricht daher der Differenz
der beiden Komponenten senkrecht und parallel zur Ring-
ebene:

B=F—-B (10)

so daB sich aus (9) und den im Aufgabentext angegebenen
Daten der Radius r des Ringstroms berechnen 146t:

P =" oy — pofy) (1)

~ nelg
und schlief3lich
r=291-10""m.

Dieses Ergebnis zeigt, da der Diamagnetismus des
Benzols durch das Ringstrommodell des n-Elektronensy-
stems nur ndherungsweise beschrieben wird. Der Radius
der Elektronenbahn gibt allenfalls die Groenordnung rich-
tig wieder.

3.12 Die Dielektrizitdtsfunktion des NaCl-Kristalls beruht

auf dem Modell des gekoppelten Photon-Phonon-Feldes

(Polaritonen). Man ermittelt aus den angegebenen Werten
Qo=49-103s7"

und erhdlt dann die folgende Frequenzabhingigkeit der
Dielektrizitdtskonstante e:

(Oro Qo
Abb. L.2. Dielektrizitdtsfunktion des NaCl-lonenkristalls

Eine Auswirkung der Photon-Phonon-Kopplung ist das
Entstehen einer Frequenzliicke: fiir Qro < @ < Q20 ist €
negativ und somit der Wellenvektor k = w+/&(w)/c rein
imaginir, so dal in diesem Frequenzbereich die Welle im
NaCl-Kristall mit e~ gedimpft wird. In der Umgebung
von Qro ist |k| groB, die Welle dringt nur eine extrem kur-
ze Strecke in den Kristall ein und wird vollkommen reflek-
tiert, wihrend sie fiir @ nahe Qpo weniger stark gedimpft
wird und ein diinnes NaCl-Plittchen (abgeschwécht)
durchdringen kann. Die transmittierten Strahlen sind die
sog. Reststrahlen. Mehr dazu in Lehrbiichern der Festkorper-
physik.
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4.1 a) Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung 148t
sich in den Bereichen I, II, III in den folgenden Formen
schreiben:



V(x)
| 1I 111
a N <
-a a
Abb. L.3. Das ,,Kastenpotential® V(x)
2
) Pyjad -y =0, K= h—’f(v0 —E), (1)
2
) 2y@/o* — Ky =0, K= h—TE )
) 2uw® /ox2 2,(3) _ ) 2m
) Py e -y =0, =R (V-E). ()
Aus (1) und (3) folgt
2
k2+K2:h—TV0:C- (4)
b) Randbedingungen:
XEI;IIOO yW(x) =0, daher B =0, (5)
im ¥ (x) =0, daher A®) =0. (6)
Anschlubedingungen:
v(-a) =y (-a)
ergibt
A(l)eflcu — A(2)efiku + B(Z)Cika. (7)
oy (=a)/0x = Oy® (=a) /Ox
ergibt
—kAWe @ = _jkAPe ke 1 jkpP)eike, (8)

ergibt

Losungen zu den Aufgaben

B(3)ef;<a :A(Z)eika _‘_B(Z)efika- (9)

oy (a)/ox = oy (a)/Ox
ergibt
—kBPe = jkAB)eike — jkBR)e ke, (10)
Hierin bedeutet Ow(+a)/0x genauer Ow(x)/0x |y—+4
Aus (7) bis (10) folgt
k ' k )
(1 F iE)A<Z>eﬂF"m + <1 + i;)Bmeilk‘* =0. (11)

Dies sind zwei homogene lineare Gleichungen fiir
A® B® . Die Losbarkeitsbedingung, daB die Determinante
verschwindet, lautet

K sin(2ka) + 2k cos(2ka) — k* sin(2ka) = 0. (12)

Es ergeben sich zwei Losungstypen:

«) symmetrisch, x = ktan(ka), (13)
A2 — @ N ) _ p0) _ pyere
= = = = Ne* cos(ka), (14)
und damit

et coska (D)
cos kx a - (15)
et coska (1)

wy(x) =N

p) antisymmetrisch, x = —kcot(ka), (16)
A — g _N 40 g0 _ e
=87 =7 = —B"Y = —Ne"sin(ka) (17)
und damit
—e"0 D sinka (1)
Wa(x) = Nq sinkx an - (18)

(9 sinka (1)

3) Normierung:

400 —a
1é/|w<x> 2 dx = /| D (x) P d
J J

+a 00
1o pacs [ 1000 P (19)

Die Auswertung der Integrale ist elementar. Es ergibt
sich fiir die symmetrische Wellenfunktion
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10—

0 ‘ 1
0 5 10

k

Abb. L.4. Graphische Bestimmung der Energiewerte fiir die symme-
trischen, gebundenen Zustinde, a = 1, C? =10. Es ergeben sich vier
Energiewerte. (Man beachte, daf} die senkrechten Geraden nur Hilfs-
linien sind)

1 ~1/2
N = {a + —cos(ka)[sin(ka) + cos(ka)]} (20)
a
und fiir die antisymmetrische
1 ~1/2
N = {a + —sin(ka)|[sin(ka) — cos(ka)]} : (21)
a

¢) Graphische Bestimmung der Energie-Eigenwerte. Da-
zu tragen wir in der (k,x)-Ebene die Kurven (4), (13),
d.h. (22) bzw. (4), (16), d.h. (23) auf und bestimmen die
jeweiligen Schnittpunkte von (22) bzw. (23), Abb. L.4

@) k= ktan(ka), x> +k*=C> (22)

Im Beispiel a = 1, C> = 10 ergeben sich 4 Eigenwerte.

B) K = —kcot(ka), K*+k*=C> (23)

Im gleichen Beispiel ergeben sich 3 Eigenwerte, Abb.
LS.

Im symmetrischen Fall ) liegt unabhingig von a min-
destens ein Schnittpunkt vor; der Grundzustand ist symme-
trisch.

d) Grenziibergang Vy — oo :

Fiir Vy — oo gilt auch C — oo, und wegen (1) und (3)
auch

K — 00. (24)

Bei endlichen k-Werten gilt also
o) tan(ka) = oo, d.h.

15

10—

0 ‘ ‘
0 5 10

k

Abb. L.5. Wie Abb. L.4, aber fiir die antisymmetrischen, gebundenen
Zustinde

2n—1
ky = "2 g nen (25)
oder

ky %, n ungerade, (26)
1 fcoskyx (ID)

Vs =G { 0 (L, 1) ° (27)

p) cot(ka) = oo, d.h.

ky=n", nelN oder (28)

a

k, = Z—Z, n gerade, (29)
1 [sinkx (1)

Vo= 2 { 0 (I, TI0). (30)

Die Energiewerte lauten:
272 2.2
_ hk; _ h°n 2
" 2m 8ma?

Matrixelemente: Die Integrationen sind elementar.

nelN. (31)

Xpm = / XY, W dx =0 (32)
—a

fiir n und m gerade oder n und m ungerade. Dieses Resul-
tat folgt auch aus Symmetriebetrachtungen.



10 Losungen zu den Aufgaben

n ungerade, m gerade: wobei
- (_1)%—1 : lfanm2 N (33) E; — E| = 8liwy, (46)
e~ ) () = () =0, (47)
() = 0 (34)
fiir n gerade, m ungerade (oder umgekehrt). (x*) =d* l+ 8 icos(8a)0t) . (48)
. 3 972 2x2

n,m ungerade, n # m:

2 4.2 Grundzustandswellenfunktion
wn 32a°nm

(P = (=17 = (35)

(=)’

1

Wi = 2a_3/ze_’/“7 mit a = ag. (1)
n

n,m gerade, n # m:

Einfiihrung von sphiérischen Polarkoordinaten:
wn  32a*nm

(xz)nm =(-1)> m7 (36) X =rcosgsin g, (2)
n—m: y=rsingsind, (3)
2 2 2 _
0n =5 = s ) Emrest @
nn Ortserwartungswerte:

Impuls-Matrixelemente: _
(Wioo | x [ wi00) = (W00 [ ¥ | Wi00)

a

hd = (V100 | 2| ¥100) = 0. (5)
Pnm = / Yn Td— l//mdx =0 (38) . .
7 Lax Dies folgt aus Symmetriegriinden.
fiir » und m gerade oder n und m ungerade. <x2> = (V100 | X | W100) (6)
n ungerade, m gerade: | o 7 2
n wmet 2nm . :—a*3/dr/d.9/ r* cos? psin® 9e 2 dyp  (7)
Prm = E(_l) LA P (39) Ty /
e) Wellenpaket: 1 T 7
1 =—a’ / dr/ d9r*e 1 sin3 9 1 (8)
71' —i 2 n
v 1) = [y @e 4 e ] (40) )
o0
i 4
wobei s =a> / drrte?/a '3 9)
h
Ey— By =3hoyp mit oy =g i (41) !
ma =a". (10)
Die Integrationen sind elementar. Entsprechend
32a
(3) = 53 cos 30, @) N =a (1)
3 2 und
2 a 3a
=— 43
0 =3 4h47z2 (43) () = . (12)
{p) = ———sin(3wyt). (44) (11) und (12) folgen auch direkt aus (10) wegen der Ku-
3a gelsymmetrie von (1).
Wellenpaket: Impulserwartungswerte:
<Px> = <pv> = (Pz> =0 (13)

1 —iEt/h —iE t/h}
1) =—= ! 3 45
y(x,1) /2 {Wl (x)e +ys(x)e ’ (45) aus Symmetriegriinden.
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Zur Berechnung von (p?) etc. bilden wir

0 1x

al/ﬁoo 5;‘#100’ (14)
o? 1/1 x* &2

72 V100 p (; — 5 a7> Y100 (15)

<P2> (W00 |Px | ‘/’100)

f—/dr/ \9/d¢e_2’/‘1r2 sin 3

1 2 : 29 2 : 29
|1 _cos (prsm _cos” gsin (16)
~— g
(1) @) ®3)
(1) liefert
o0
4h2 —2r/a hZ
?/e /rdr:a—z; (17)
0
(2) liefert
hz oo T
—g/a'refzr/“r/sin3 3d9, (18)
0 0
4n* 5 172
_ “2rfa, _ " .
=34 dre " = 32 (19)
0
(3) liefert
oo
W 4 1R
—— [ dre¥le = 2
a4/ e al 342 (20)
0
Insgesamt ergibt sich
hZ
2
21
) =3 (1)

Wegen der Kugelsymmetrie der Wellenfunktion (1) gilt
entsprechend

2 2 1 2
v = ) = 5. (22)
Wegen der Definition
S 1/2
B = (03 - () (23)
und

11

— 1/2
A= () - @) ", (24)
sowie (5, 10, 13, 21) folgt
| Y/ J—
Apy=——, Ax=a 25
= g (25)
und damit fiir die Heisenbergsche Unschérferelation
AvAp — > h (26)
Erwartungswert fiir die kinetische Energie
Ein = (¥100 | — A | Wi00)- (27)
Laplace—Operator in sphérischen Polarkoordinaten
> 2d I(l+1)
=—+—-——- 28
drr  rdr 2 (28)
h2
Eyin = I (29)
e’ 1 ¢
Epot = - 30
pot = (W10 | — Ameor | W100) = Ameo a (30)

Drehimpulserwartungswerte: Es gilt
Ly, = UL+ DRy, (31)

Lo = mhyy,,. (32)

Aus den Vertauschungsrelationen der Drehimpuls-Ope-
ratoren folgt

L, Ls] = £ALy, (33)
wobei
Ly =L, +iL,. (34)

Wir bilden mit Hilfe von (33)
L.L,|Im)=L,(L,+n)|Im)=(m+ )AL, | Im). (35)

Daher ist , = L, | Im) Eigenfunktion zu L, (32) mit
dem Eigenwert 7i(m + 1), bis auf einen Normierungsfak-
tor, d.h.

w,.=L,|Ilm)=N|Im+1). (36)
Zur Bestimmung von N bilden wir
(w. |w.)=({m|L L, |Im)=N{Im+1]|Im+1).

(37)
Wir schreiben wegen (34)
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L L, =L}+L+iLL, —iL,L,
=L"-L-L,. (38)

Wegen (31) und (32) und der Normierung der Wellen-
funktionen folgt aus (37):

n (P +1—m*—m) =N (39)
oder

N=+({l—m)(+m+1)h (40)
und damit

Ly | Im)=+/(I—m)(I+m+1)h|Im+1) (41)
und entsprechend

L |Im)=+/(I+m)(l—m+1)h|Imn—1). (42)

Wegen (31), (32) und der Normierung der Wellenfunk-
tionen gilt

Wi | L | Wiam) = 11+ 1A, (43)

(Wem | Lz | Wigm) = mh. (44)

Wegen (41), (42),

Lo=g(Li+L), Ly=g(l—L) (45)
und der Orthogonalitit der Wellenfunktionen folgt

Wam | L | Yiam) = Waam | Ly | Wigm) = 0. (46)

4.3 Der Losungsansatz lautet

ve=clp,tp,) mi /dea |2=/dV|cob =1

| (1)
a) Normierung:
/ |y Pav =2 (2 + Z/deifﬂb)
=c*(24+25) £1, und somit
c=[201£8)] "% 2)

b) Erwartungswert des Hamiltonoperators:
£ [avymy.. (3)

Einsetzen von (1) und (2) in (3):

Losungen zu den Aufgaben

£ 2 / Vo > A e? e
C2(1£S) Yal ™ 2m dneor,  4meory Va

2 I e? &2
+—[dVp | ——A— ——]0,. (5
2(1 iS)/ ¢”( 2m dmegr, 47180rb>% ®)

Die Faktoren 2 in (4) und (5) rithren daher, dafl in E (3)
urspriinglich noch zwei weitere Integrale stehen, in denen
gegentiiber (4) und (5) die Indizes a, b vertauscht sind, die
aber mit (4) und (5) aus Symmetriegriinden iibereinstim-
men. Unter Verwendung der Abkiirzungen fiir E°, C,D, S
im Text ergibt sich

E:?IS[EOJrCi(&EOJrD)]. (6)

Dies kann auf die Form

cCtD
E=E"+—— 7
* 1£S @
gebracht werden.
¢) Mit dem Ansatz
Y =19, + 20, (8)
ergibt sich fiir die Normierung
/quo*(p = c% + c% +2¢108 =1 (9)
und damit
1
y = (1904 + c209).- (10)
\/ ¢l 43+ 2c18
=N
Damit lautet der Energie-Erwartungswert
E= /th//*Hl//
= N*{(c} + 3)[E° + C] + 2c10,[SE° + D]}, (11)
E=E’+N*[(c] + c3)C +2c1c2D). (12)

Variation von E (12) nach ¢;:
.. OE

(i) 8_L‘1
—2N*(e1 + e28)[(2 4 3)C + 2¢1,D) £ 0, (13)

=2N?*(ciC + c»D)
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R/2

R/2

Abb. L.6. Das Wasserstoff-Molekiilion

nach c;:

E
(ii) g—cz = 2N?*(c2C + ¢1D)

— 2N*(cs + 18)[(c] + ¢3) C + 2¢1¢:D) 0.

(14)
Wir bilden
% =0=(cf — 3)S[(c] + ¢3)C + 2c1¢,D]
(15)
und erhalten damit
cd=c == (16)

in Ubereinstimmung mit dem urspriinglichen Ansatz (1).
d) Gemiafl Abb. L.6 gilt

1 1/2
Falb = (rz—i-ZRz:FchosS) . (17)
Die prolat elliptischen Koordinaten lauten
rqat+1p Ta—Tp
= = . 18
=% N1="% (18)

Zur Berechnung des Volumenelements dV, das in sphé-
rischen Polarkoordinaten

dV = r?sin 9d9dy (19)

lautet, bilden wir die Determinante der Ableitungen:

13

9 o
ar 09
D= ‘0_” on |’ (20)
or 99
so daf
dédn = Ddrd9, (21)
wobei wegen (17-19):
1
D - F

i (2r—Rcos 9) +ﬁ (2r+Rcos 9); (i7i> +Rsin 9

5 (2r—Rcos ) —5,- (2r+Rcos 9); (ﬁ—i—ﬁ) +Rsin 9

(22)
Die Berechnung von D liefert
2 r*sin 9
=— 23
R r,rp (23)
oder wegen (18)
2 o3 9
D— : r sin . (24)
(R/2)" (& +nm)(&—n)
Das Volumenelement dV (19) lautet wegen (21, 24)
R\3
dv = (5) (&% — n?)dédnde, (25)
wobei
0<¢p<2n,
-1 S n < 13
1 <¢&< 0. (26)

Als Wellenfunktionsansatz soll gewéhlt werden

olric) == (30) P (— a—o) - 7

Wir setzen zunichst f = a/ay.
Berechnung des Uberlappintegrals S:

3
s= [omav =L [avewi-pea+m)  08)

lautet in prolat elliptischen Koordinaten

S—ﬁ; (;)37@ /1 dn/oodé(éz — %) exp(—fRE).
0

—1 1 (29)
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Integrationen iiber dp und dy ergeben unmittelbar

s=1ry 7 (26 -2 expl-pR3), (30)

1

Unter Benutzung der Hilfsformeln von Aufgabe 4.2 er-
gibt die Integration iiber ¢ nach Zusammenfassung von

Gliedern
aR
-——). 31
exp (- 2%) a1)

1 [aR\*> aR
S = l—(a—> + 254
3 a ap

Coulomb-Wechselwirkung C:

=— A%
471'8 ¢[l (ou
2 ﬂ3
=—-— dV— 2pr,). 32
ol [ av exp(-2pn) (32)

In prolat elliptischen Koordinaten

8) [ e

x ﬁexp{—/ﬂe(é ) (33)

Integration iiber ¢ und durch Wegkiirzen von (¢ — ) :

2 312 +1 00
/R / dn / dE(E + ) exp[—BR(E + ). (34)

-1 1

C=-—
87[80

Integration iiber # und neue Variable u = & + #:

PR (1 1 u=g+]
C=- o /df (ﬂ_Ru +—(ﬁR)2> exp(—pRu) .
=F(u) (35)
5 > oo [o¢]
__¢BR
- / —|—/duF(u) . (36)

2 0

Auswertung der Integrale gemill Hilfsformeln von Auf-
gabe 4.2 und Zusammenfassung von Gliedern sowie

p = ajay:

e? 1 a 1 aR
SR S (. 29 ] 37
wl G ree(28)] @

Losungen zu den Aufgaben

Austauschintegral D:

&2 1
D=— 0, dV
dreg % o
2 ﬁ3
N dV— . . 38
o [ el p ) (38)

In prolat elliptischen Koordinaten:

62 ﬁR 3 2n +1 o)
D:_4n280 (7) /d(ﬂ / dﬂ/dé
0 -1 1
Xﬁ(@ 7°) exp(—pRE). (39)

Integration iiber ¢ und durch Wegkiirzen von (£ + 7) :

23 p2
R
D:—eﬂ

1 00
/ dn / dE(E — ) exp(—BRE).  (40)
1

Integration iiber #:

oo
62ﬁ3R2
D=-— d —PBRE). 41
o [ cexpl—pro (@)
1
Endresultat:
e o aR
D=———[1+— —pBR). 42
(1455 explpr) ()
Grundzustandsenergie E°:
i e 1
E° = — A v 43
/%{ 2m 4reg r,j(p“ (43)

Auswertung in sphirischen Polarkoordinaten. Da Wellen-
funktion nicht von 3 und ¢ abhéngt, gilt

10 ,0
A=A = r 44
2or’ or (44)
und dV = 4nr’dr bei alleiniger Integration iiber 7. Somit
PO, o< |20+ (Br)? ] exp(~pr). (45)

Fiir (43) folgt

oo

3
E° :%4n/dr

0

X {( f;)[ 28r + (Br) } —%r}exp(—%r)
(46)
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und nach Integration:

oA &
B =4 (305 s

Wegen f# = a/ap und der Definition des Bohrschen Ra-

dius a ergibt sich
2
- S22y,
471'80 dao 2

e) Die Gesamtenergie lautet:

e [a /o
E. =& (— - 1)
mol 47'[80 |:a() 2

=R+ (a/ap+R")e **F/9x (afag)(1 + aR/ag)e R/ 0 —

15

(47) 10

antisymmetrisch

(48)

[(1/3)(0‘R/00)2 + aR/ag + 1]e R/

el
47Z£()R.

Die Auswertung mufl nun numerisch erfolgen, was auf
dem PC leicht durchzufiihren ist (vgl. Abb. L.7-9).

f) Berechnung der Erwartungswerte (x), (p),x?) .

Um x,y,z in prolat elliptischen Koordinaten auszudriik-

ken, gehen wir wie folgt vor:
Aus (18) folgt
R R
5(5‘1‘77) = ra, E(f—fl) =Tp

und daraus wegen (17)
R? 1
T(é +5) = +ZR2 FrRcos 8.

(49)

(50) 7 "\

—14 .
o B

symmetrisch

Abb. L.8. E, (49) fiir festes a = 1 als Funktion von R in Einheiten
ay fiir den symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zustand

antisymmetrisch

(51) 3 /

.
’
’

symmetrisch

’
’

T T T N7 T T ST T T T (x
14 02 04 06 08 1 12214 16 18 2

o RREETias

Abb. L.9. E, . (49) fiir festes R = 1,36 a( als Funktion von « fiir
den symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zustand

Hieraus ergibt sich
2

1
Sl +e—n] =27 3R (52)
sowie
2 1 3 2 2 2
’ 7 [(f +n) —(E—n )} = —2rRcos 3. (53)
Abb. L.7. Eo (49) als Funktion von o und R (in Einheiten ag) fiir
den symmetrischen Zustand

=4én



Aus (53) folgt
— %Rén =rcosd =z (54)
Wegen (52) gilt
R—2(52+772—1):r2:(x2+y2+22) (55)
4

und zusitzlich wegen (54)
%2(524-772 —&n* = 1) =x* +* = Fsin’ 9. (56)

Wegen x = rcosdcosgp, y = rcosIsing folgt

R
S@+n=&p 1) eosp=x, (57)
1/2
> E+n -y -1 sinp=y. (58)
(E-1)(1-)
Wir bilden
(x) = /dewz. (59)

Es konnen nun die Wellenfunktion w = N(¢p, + ¢,) so-
wie die Ausdriicke (54, 57, 58) fiir (x,y,z) sowie der Aus-
druck (25) fiir das Volumenelement dV in (59) eingesetzt
werden. Die Auswertung ist wie weiter oben elementar
und ergibt fiir alle Komponenten Null. Dies kann auch di-
rekt aus Symmetriegriinden erschlossen werden, z.B. fiir
(x) = [dVxy?*. Da y(—x,y,z) = y(x,y,z), ist auch y? in-
variant gegeniiber (x,y,z) — (—x,y,z). Andererseits muf}
dabei der Wert des Integrals unverdndert bleiben, woraus
(x) = —(x) und damit (x) = 0 folgt. Die gleiche Schluf-
folgerung gilt auch fiir (0/0x), (0/dy), (0/0z), da z.B. bei
der Transformation (x,y,z) — (—x,y,z) auch 9/dx —
—0/0x gilt.

Losungen zu den Aufgaben

Um ein MaB fiir die Erstreckung der Wellenfunktion w
zu erhalten, muB man (x?), (y?), (z?) berechnen. Wir zei-
gen dies am Beispiel von (z?), wobei wir sogleich zu pro-
lat elliptischen Koordinaten iibergehen. Mit

cosh X = % (¥ +e™) (60)

ergibt sich durch Einsetzen der Ausdriicke fiir 22, w, dV

3 5 2n 1 00
() =2ﬂ; (g) /dcﬂfdn/dé(fz—nz)f2f72
0 —1 1

x [cosh(fiRn) = 1] exp(—fRE). (61)

Wegen (60) sind alle Integrationen explizit durchfiihrbar
(erst iiber ¢, dann iiber #, schlieBlich iiber &). Mit f =
a/ag lautet das Resultat

=)

[0
1 /aR 4+ 7 [aR 3+ 9 /aR 2+2aR
30 ap 30 ap 10 ao ap
1 aR
—oRfay 4 — 7 4 o 62
X € —|—2a0 + } ( )
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Beispiel fiir ein Computerprogramm fir Maple

>Digits :=10;

Digits:=10
>e:=1.602189;

e :=1.602189
>e0:=8.854187%10"(-3) ;

e0 := .008854187000
>a0:=0.52917706;

a0:=.52917706

>S:=(a,R)->(1/3*(a*R/a0) "2+a*R/a0+1) *exp(-a*R/a0) ;
5= (aR) 1a2R2+GR+1 (~28)
= (a,R) = | =———+— el w
’ 3 a0? a0
>D:=(a,R)->-e/(4xPi*xe0)*a/a0* (1+a*R/a0) *exp (-a*R/a0) ;

ea 1+a—R e(_z_g)
1 a0

D:= R ——
(a.8)— 4 7 €0 a0

> C:=(a,R)->e/ (4*¥Pi*e0) *(-1/R+(a/a0+1/R) xexp(-2*axR/a0)) ;

(ke ()

C:= R —
(a,R) =

7 e0
>E0:=(a)->e/(4xPi*xe0)*a/a0*(a/2-1);
Go-1)
eal—a—1
1 2
EOi=ma—-—"-——""-
4 7 e0 a0
> Ekk:=(R)->e/(4%Pi*e0)*1/R;
1 e
Ekk .= R — —
47 eOR

> Ebmol:=(a,R)->E0(a)+(C(a,R)+D(a,R))/(1+S(a,R))+Ekk(R) ;

C(a,R)+D(a,R)

Ebmol := R EO
rol i (a,R) — B0 a) + -yt

+ Ekk(R)

> Eamol:=(a,R)->E0(a)+(C(a,R)-D(a,R))/(1-S(a,R))+Ekk(R);

C(a,R)—D(a,R)

Eamol := (a,R) — EO(a) + 1—S(a,R)

+ Ekk(R)



18 Losungen zu den Aufgaben

> dEb:=(a,R)->Ebmol (a,R)-Ebmol (1,10000) ;

dEb := (a,R) — Ebmol( a,R) — Ebmol( 1,10000)
> dEa:=(a,R)->Eamol (a,R)-Eamol(1,10000) ;

dEa := (a,R) — Eamol( a,R) — Eamol( 1,10000)

> plot3d(dEb(a,R),a=0.8..1.3,R=0.8..2,grid=[100,100]);
> plot (dEb(1,R) ,R=a0..5,-3..10);
>plot(dEb(a,1.34),a=0.5..2,-3..10);

>plot(dEa(1.0,R), dEb(1.0,R) , R=0..5,-2..10, numpoints=1000,

> xtickmarks=10,ytickmarks=10);

>plot(dEa(a,1.35), dEb(a,1.35) , a=0..2,-2..10, numpoints=1000,
> xtickmarks=10,ytickmarks=10);

>cl:=plot(C(1.0,R), R=0.0..5,-20..30, numpoints=1000,xtickmarks=10,

> ytickmarks=10, color=red):

>d1l:=plot(D(1.0,R), R=0.0..5,-20..30, numpoints=1000,xtickmarks=10,

> ytickmarks=10,color=green) :

> eal:=plot(dEa(1.0,R), R=0.0..5, -20..30, numpoints=1000,xtickmarks=10,
> ytickmarks=10) :

> ebl:=plot(dEb(1.0,R), R=0.0..5, -20..30, numpoints=1000,xtickmarks=10,
> ytickmarks=10):

> plots[display] (c1,dl,eal,ebl);

> c2:=plot(C(a,1.35), a=0.0..2, -15..20, numpoints=1000,xtickmarks=10,

> ytickmarks=10,color=red):

>d2:=plot(D(a,1.35), a=0.0..2, -15..20, numpoints=1000,xtickmarks=10,

> ytickmarks=10, color=green) :

> ea2:=plot(dEa(a,1.35), a=0.0..2, -15..20, numpoints=1000,xtickmarks=10,
> ytickmarks=10) :

> eb2:=plot(dEb(a,1.35), a=0.0..2, -15..20, numpoints=1000,xtickmarks=10,
> ytickmarks=10) :

> plots[display] (c2,d2,ea2,eb2) ;

> Ebnorm:=(a,R)->(E0(a)+(C(a,R)-D(a,R))/(1+S(a,R)))/(2+2%S(a,R) ) +Ekk(R) ;

C(a,R)—D(a,R)

EO( a
(a)+ 1+5(a,R)
Ebnorm:= (a,R) — + Ekk(R)
2+428(a,R)

> plot(Eanorm(1,R) ,R=a0..5);
Warning in iris-plot: empty plot
> plot3d(dEb(a,R)/(1+S(a,R)),a=0.8..1.3,R=0.8..2,grid=[20,20]);
>readlib(minimize) :
>minimize(dEb(a,1.3),a);
Error, (in solve/scalar) integer too large in context
>Ebind:=(a,R)->(C(a,R)+D(a,R))/(1+S(a,R))+Ekk(R);

C R D(a,R

Ebind := (a,R) — (e,R) £ D(a, )+Ekk(R)

. ; 1+5(a,R)
>plot3d(Ebind(a,R),a=1..5,R=0.5..2,grid=[50,501);
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4.4 Behauptung:

[YHYAV,...dV,

> Ey. 1
(¥ wav,..av, =° )
Es seien von der Schrodinger-Gleichung

Hdy = Eydy (2)

Ey der niedrigste Energiewert, @, die zugehorige Eigen-
funtion und ¥ die Niherung fiir @,.

Da H hermitesch ist, konnen die FEigenfunktionen
®;,j=0,1,... so gewihlt werden, da} sie ein vollstindi-
ges normiertes Orthogonalsystem bilden, d.h.

(D; | D)) =0y 3)

Jeder Vektor des Zustandsraumes ist somit als Linear-
kombination der @; darstellbar:

V= Z Cljéj. (4)
j=0

Setzen wir (4) in die linke Seite von (1) ein, so folgt
wegen (3)

00 o0
AW "
j=0 =0

und wegen E; > Ej
o8} o0 00 o0
SnYdznY @S d-n  ©
=0 =0 =0 = =0

d.h. die Ungleichung (1).

4.5 Der Hamiltonoperator H der Schrodinger-Gleichung

HY =EY¥ (1)
laute
N
i=1
mit
Hi, = Ey) (3)
und es gelte
ol | =0, i#). )
Wir setzen
o)
Vi joky = H(ﬂki ) (5)
j=1
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wobei ki, ... ky eine Auswahl aus den jeweiligen Quan-
tenzahlen von (3) ist, in (1) mit (2) ein und erhalten we-
gen (4)

N N N -1 N
S Lol =S T1e - (o)) T1 0, ()
=1 =

i=1 j=1 J=i¥1

was sich wegen (3) zu

S e[l = v "
i=1 j=1

mit
E=YE) (8)
i=1
reduziert.

4.6 Gegeben seien

1

wpiimmmm+mnwmwu (1)
1

¥, :\ﬁ[a(l)ﬂ@) — B(1)a(2)]¥; (2)

« und f sind Spinwellenfunktionen fiir Spin T bzw.
Spin |. Die Argumente 1, 2 beziehen sich auf die Teilchen
1, 2, ¥, (¥,) ist die gerade (ungerade) Ortswellenfunkti-
on. Wir benutzen die Pauli-Matrizen

) R (R RS (R A

wobei die Verkniipfung mit dem Spin-Operator lautet:
n

S=-o. 4
S0 @
Fiir die Komponenten des Gesamtspins gilt

Si:Sli+SZi7 i:-xay7z7 (5)

wobei die Indizes 1, 2 sich auf die beiden Teilchen bezie-
hen. Es gilt

§* =S +5;+5

=87 + 83 + 25152, + 285152, + 251,55, (6)
Wir definieren wie tiblich die Stufenoperatoren
S1x = S1x i8Sy, Sz = So £ 18y, (7)

wobei gilt
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S1+Oé(1) :07 SlJrﬁ(l) :ha(1)>
Si—a(l) =hp(1), Si-B(1)=0 (8)
und entsprechend fiir S,... Damit 148t sich (6) in der Form
8% =82 + 85+ 2815, + 8115 +S1_S2 (9)
schreiben. Fiir die Basisvektoren
a(Da(2), a(1)B2), p)a2), B(1)A2)
folgt unter Benutzung von (8) und (3), d.h.
az—ai—azl (10)
und wegen (4):
S*a(1)a(2) = 2r%a(1)a(2) (11)
S*a(1)B(2) = K (a(1)B(2) + f(1)a(2)) (12)
S*B(1)a(2) = K (B(1)a(2) + a(1)B(2)) (13)
S*B(1)B(2) = 20 B(1)A(2). (14)

GemiB (11) und (12) sind «o(1)«(2) und B(1)B(2) be-
reits Eigenfunktionen zu S?> mit dem Eigenwert 2A%. Zur
Bestimmung der beiden weiteren Eigenfunktionen addie-
ren bzw. subtrahieren wir die Gleichungen (12, 13) zu-
bzw. voneinander. Wir erhalten

S (a(1)B(2) + f(1)a(2)) = 2r°[a(1)B(2) + f(1)a(2)],
(15)

d.h. der Spinanteil von (1) ist Eigenfunktion zu S* mit
dem Eigenwert 2/, Entsprechend gilt

$*(a(1)B(2) - p(1)a(2)) =0, (16)
d.h. der Spinanteil von (2) ist Eigenfunktion zu §* mit
dem Eigenwert 0. Wegen S.a =%, S.=—14p ergibt
sich sofort, daB «(1)4(2) + «(2)p(1) Elgenfunktlonen zur
z-Komponente des Gesamtspins S, = Si; + 5>, mit dem
Eigenwert O sind.

4.7 Wir benutzen die Atomorbitale

1 1 1
Wy = ——Rao(r) = a2 — (1 — L) e r/2a)

Losungen zu den Aufgaben

/3
Vo100 = ERM(r) cos 3 (3)
3 cip
Yol 1= ng,l(r) sin Je (4)

mit
1 r

73/2 7r/(2a) 5
\/_2(16 ( )

Zur Identifizierung mit Wellenfunktionen der p,,p,,p.-
Orbitale Superposition der Wellenfunktionen:

1 3 x
Yap, = 7§(V/2.1,1 + Wz,l.—l) = \/E;Rzﬁl (6)

/3 z
Vop, = V210 = E;Rll(”) . (8)

a) Punkte maximaler (Ladungs-)Dichte

Sowohl im Falle der sp-Hybridisierung als auch der te-
tragonalen sp’-Hybridisierung (siehe Teil ¢ der Aufgabe)
lassen sich die Wellenfunktionen in der Form

Ry (r) =

l/j =
i=1

3
all —yr)+y Z bixi] e " 9)

schreiben, wobei x; = x,x, = y,x3 = 2.
Zur Berechnung des Maximums von | y |* bilden wir:

o, Xj X 3 .
oy {—y7+ybj—y7 a(l —yr)+p Y bixi| pe .

=1
(10)
Aus der Forderung 9|y, |*/0x; = 2y,(Oy,;/0x;) = 0
folgt

3
a(l—yr)—i—yZbix,-:O (11)
i=1
oder
Xj = 0 (12)
oder
3
xj{l—i-a(l —yr)+y2bix,} = bjr. (13)
i=1

Wir spezialisieren auf die sp-Hybridisierung, wobei
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Vi = Yy + l//sz (14)
und damit in (9)
a=1, b==x1, by=b;=0, x;=xy,z. (15
Damit ergibt sich
x(2—yrtyx)==xr (16)
y2—ypr+ypx)=0 (17)
2(2 —yr£yx) =0. (18)
Hieraus folgt fiir die Maxima der Ladungsdichte
3
y:z:O,x::FZ—y. (19)

b) Ladungsschwerpunkte
Da in (9) v, und y,, normiert und aufeinander ortho-
gonal sind, ist (9) noch mit 1/ v/2 zu normieren.

_ 1
Xt :§<WixV/i>a (20)

wobei (...) die Integration iiber sphirische Polarkoordina-
ten r, 9, ¢, d.h.

00 n 2n
/rzdr/sinlgdlg/dgm//ixl//i (21)
0 0 0

bedeutet. Die Integrationen sind elementar ausfiihrbar, und
es ergibt sich

- 27 — .

Xy = _57“% y+ = 07 i+ = O (22)
_ 27 _ =

X=5ma, Yy = 0, z=0. (23)

¢) Maximale Ladungsdichten bei tetragonaler Hybridi-
sierung (sp?)

Wir benutzen das Resultat (13) von Teil (a) und erhal-
ten fiir

1) azl,b1:b2:b3:1:

R—yr+yx+y+2]=1|r]. (24)

N =

Hieraus folgt sofort x = y = z und dann

e 2HV3 (25)

B+V3)y
2) a=1,by =1,b = b3 =—1: Wegen (13) gilt

21

R—yr+yx—y—2)]=|-r|. (26)

—r

N R

Hieraus folgt y =z = —x und

2
X = _+7\/§. (27)
(3+V3)y
3) a=1,bp =—-1,bp =1,b53 =—1: Es ergibt sich
analog zu 1) und 2)
243
X=——"—, x=7=-y. (28)
(3+\/§)y

4) a:1,b1:—1,b2:—1,b3=12

2+43

(B3 +V3)y’

Bezeichnen wir x in (28) mit xy, so lauten die vier Ko-
ordinaten der Maxima der (Ladungs-)Dichten:

)C()(_l,_L—l); X()(_l,l, 1)’ Xo(l,—l,l); X()(l,l,—l),
(30)

was die Ecken eines Tetraeders mit der Kantenlidnge
%02v/2 sind.

d) Mit den Wellenfunktionen (1-8) lassen sich sofort
die Uberlagerungen der Hybridisierung bilden. In sphiri-
schen Polarkoordinaten sind die Integrationen elementar
ausfithrbar und ergeben die Orthogonalitit der Wellen-
funktionen.

x=y=-—z (29)

Kapitel 5

5.1 Elektronenstruktur von Polyenen (Abb. L.10)
Modell fiir 7#-Elektronen: Bewegung in einem Quanten-
draht. Bewegungsgleichung:
&
—— E-V, =0. 1
20+ (E = Va)o(x) 1)

a) Randbedingung fiir einfache Verkniipfung (Abb. L.11
oben):

Pha(@) = 9uy (@), (2)

Pha(a) = ¢ (a). (3)
b) Randbedingung am Molekiilende (Abb. L.11 unten):
n-Elektron kann sich auch mit einer gewissen Wahrschein-
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\\\\...)\H\(

Abb. L.10. Das n-Elektronensystem der Polyene

b
b a
—d—o
b e e
oe—O------ O

Abb. L.11.

lichkeit hinter dem letzten Atom e aufhalten. (e fiktives
Atom, bei dem ¢ auf Null abklingen kann).

Phe(€) = pez (), (4)
Pez(¢) =0, (5)
Phe(€) = 0z (). (6)

¢) Butadien Molekiil:

" d?
Higp=—~———
et 2m dx? V)
fu <x<
mit V(x)_{o urO_x_Sd. ™)
0o sonst
Heff(/)(x) =F (8)
, k>
t E=——
mi 5 9)
v
k=n—. 1
ne (10)
2 . .
go(x)zws—dsmkx mit 0 <x <5d. (11)

5.2 Die vollstiandige Losung findet sich in Kap. 6.

Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 6

6.1 a) Symmetrie-Operationen:

1) Dreieck
Drehung um Schwerpunkt um 120°, 240°
(= -120°).
Spiegelung an jeweiliger Geraden durch Schwer-
punkt und einer Ecke.

2) Quadrat
Drehung um Schwerpunkt um 90°, 180°, 270°
bzw. in umgekehrter Richtung.
Spiegelung an einer Diagonale (2)
Spiegelung an Gerade durch Schwerpunkt und
Mittelpunkt einer Kante (2).

3) Drei kolineare dquistante Punkte.
Spiegelung am mittleren Punkt.

Orientierungen, wo die Zahl der Symmetrie-Operatio-
nen maximal ist: Quadrat und Gerade: (Abb. L.12) (Abb.
L.13)

Quadrat und Dreieck: (Abb. L.14) (Abb. L.15)

b) Wenn wir zwei Symmetrie-Operationen hintereinan-
der ausfiihren, so ergibt sich wieder eine Symmetrie-Ope-
ration, wie man anhand aller moglichen Verkniipfungen
zeigen kann. Das Inverse einer Symmetrie-Operation ist
offensichtlich wieder eine Symmetrie-Operation. Man
iberzeugt sich direkt von der Giiltigkeit des assoziativen
Gesetzes, indem man erst A - B und dann (A - B) - C bildet,
bzw. erst B-C und dann A-(B-C) und sich von
(A-B)-C=A(B-C) iiberzeugt, wobei A,B,C Symme-
trie-Operationen sind. Es geniigt, sich an Beispielen zu
iiberzeugen.

Systematisch, einfach und elegant laft sich der Grup-
pen-Nachweis fiihren, indem man sich {iiberlegt, daf} jede
Symmetrie-Operation durch eine Permutation der Eck-
punkte dargestellt werden kann und die Permutationen
eine Gruppe bilden.

¢) Wechselwirkungspotentiale

Zu Abb. L.12: Die jeweiligen Abstinde sind:

dil) =rp =a, dé” = ry = V2a, d§” =rsq = b,
df‘l) = rs7 = 2D, dg” =rie =
dél) =T45 = \/m,
0 = 115 = /a2 5 20 1 25

Schreiben wir V(dy) = V(k),k=1,2,...,7, so erhalten
wir unter Berticksichtigung der Symmetrien

3)s
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Abb. L.14 Abb. L.15
Abb. L.12. Gerade in Viereck. Fall 1
Abb. L.13. Gerade in Viereck. Fall 2
Abb. L.14. Dreieck in Viereck. Fall 3
Abb. L.15. Dreieck in Viereck. Fall 4

vID = 4v(1) +2V(2) +2V(3) + V(4) + 4V(5)
+4V(6) +4V(7).

Im Falle V = r? reduziert sich dies auf

v = 14(a® + b?).

Zu Abb. L.13:

diz) =rp = a,déz) =ry = \/Ea,dgz) =rs6 =b,

dé(lz) =Tr57 = 2b,d§2) =T16 :i d(2> = I45 :| b——

V2

2) a 2) a? + 2b?
d§>:rz5=b+ﬁ,dé):r17:“42 .

V@ =4v(1) +2V(2) +2V(3) + V(4) +4V(5)
+2V(6) +2V(7) +4V(8).

Im Falle V = r? reduziert sich dies auf

V@ = 14(a* + b?).

Zu Abb. L.14:

di3> =rp= a,df) =1y = \/Ea,d?) =rs =D,

23

1
dfﬁ) = r45 = %\/3(12 — (3 + \/g)ab + 2b2,

1
dg?’) = I46 = 76 \/3(,12 + 2\/§ab + 2b2,

1
ds) =Tr47 = %\/3(,12 + (3 — \/g)ab + 2b2,

1
d§3) =rig= % \/3(12 —2v3ab + 2b2,

1
déS) =Tri5 = %.\/3a2 — (3 — \/g)ab + 2b2,

I
&) == V3@ + 3+ V3)ab + 202

VE = 4v(1) +2V(2) +3V(3) +2V(4) +2V(5)
+2V(6) +2V(7) +2V(8) +2V(9).

Im Falle V = r? reduziert sich dies auf

b2
ve =14 <a2 + ?) :

Zu Abb. L.15:
d54) =rp=a §4) =14 = m,d§4) =Ts56 = badz(t4)

(LA
Erns=l—74——F|,
RRVERRY.)

b b

d§4>:r46:\/%+“—2<\/2+\/§—\/2—x/§> >
49 b, 2
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vV =4v(1) +2V(2) +3V(3) + V(4) +2V(5)
+ V(6) +2V(7) 4+ 2V(8) 4+ 2V(9) + 2V(10).

Im Fall V = 72 reduziert sich dies auf

2
v® =14 <a2 + %) .

d) Numerische Resultate finden sich in Abb. L.16-L.19.
Aus ihnen kann z.B. abgelesen werden, ob sich in der
,» Vierecksumgebung® das Dreieck zu einer Geraden strek-
ken kann.

V1-V2

Abb. L.16. Potential-Differenz V1 — V2, wobei V1= VD mit

Vr)=1-¢e

0,4

V2-V4

Abb. L.17. Potential-Differenz V2 — V4

Losungen zu den Aufgaben

6.2 Orthogonalitits-Eigenschaften von Gruppencharakteren

Wenn die Gruppe g endlich ist, dann ist jede Darstel-
lung R — U(R) #quivalent zu einer unitiren, wobei also
U(R) eine unitire Matrix ist.

Beweis: Man nehme irgendeine positiv definite Hermite-
sche Form, z.B. die Einheitsform, unterwerfe sie allen
Transformationen U(R) und summiere iiber R. Wir erhal-
ten so eine positiv definite Hermitesche Form H, die unter
jeder solcher Transformation U(R) invariant ist. Nun wih-
le man das Koordinatensystem derart, da3 H die Einheits-
form annimmt. Dann ist U(R), ausgedriickt in diesen Ko-
ordinaten, unitir.

V4-V2

Abb. L.18. Potential-Differenz V4 — 12

Abb. L.19. Potential-Differenz V'3 — V4
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Die gleiche Methode der Summation iiber die Elemente
der Gruppe liegt den nun zu besprechenden Orthogonali-
tatsrelationen zugrunde.

Seien
R — U(R) g-dimensional, (1)
R — V(R) g'-dimensional (2)

zwei indquivalente, irreduzible Darstellungen der endli-
chen Gruppe G. Wir driicken die Matrizen U, V durch ihre
Elemente aus:

U(R) = (uw(R)), 3)

V(R) = (vin(R)) (4)
und schreiben

V7H(R) = (Vin(R))- (5)

Sei A eine beliebige Matrix mit g Zeilen und g’ Spal-
ten. Wir bilden

> UR)AV'(R) = B, (6)

wobei iiber alle Elemente R der Gruppe summiert wird.
Dann bleibt B unter der folgenden Transformation unver-
dndert:

U(Ro)BV~'(Ry) = B, (7)

wobei Ry ein beliebiges Element der Gruppe ist.
Fiir eine unitire Darstellung gilt bekanntlich

i’Ylm = V:n[- (8)
Beweis:
U(Ro)U(R) = U(RRy), 9)

V' (R)V ' (Ry) = V7' (RRy) (10)

wegen der FEigenschaften der Darstellungen. Léauft die
Summe in (6) tber alle Elemente R, so tut dies auch
R = RRy, R, fest. Aus I des allgemeinen Theorems folgt,
dal die Matrix B = 0, d.h.

ZZu,k aklvlm ) :0. (11)

Da ay beliebig sind, ergeben sich die g> - g2 Gleichun-
gen

Zulk Vlm =0 (12)

oder bei unitidren Transformationen
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E : ulk ml

Benutzen wir nur eine irreduzible Darstellung R —
U(R), so finden wir in der gleichen Weise wie eben

U(R)AU'(R) = B, (14)
d.h.
U(R)B = BU(R). (15)

=0. (13)

Gemill dem Theorem mufl B ein Vielfaches der Ein-
heitsmatrix sein, d.h.

Z Z Uik (R)ayit jn(R) = i, (16)
R

wobei die Zahl o noch von der Matrix A abhingt. Wir set-
zen in der Matrix A alle Elemente bis auf eines gleich
Null und zwar ay = 1 fiir ein bestimmtes Paar k,l. Dann
folgt

5 ulk u Zm

Da (i1, (R)) die zu (u;,,(R)) inverse Matrix ist, gilt

- akléim- (17>

Z @ i (R) i (R) = 0. (18)

Wir setzen in (17) m =i und summieren iiber
m=1,2,...,g und erhalten dann jeweils fiir die linke Seite
von (17)

Z Z Ui (R) it (R (19)
und wegen (18)

> o (20)

und, da die Gruppe /& Elemente hat, schlieBlich
ho. (21)

Setzen wir in (17) i = m und summieren wir iiber die
rechte Seite mit m = 1,2, ... g auf, so erhalten wir

8. (22)

Durch Vergleich der Endresultate beider Seiten erhalten
wir also

hoy; = gow, (23)
wobei also oy durch die Ordnung der Gruppe i und die

Dimension g der Darstellungsmatrix bestimmt ist. Wir er-
halten so das erste Hauptresultat:
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1

1 N
E XR: u,-k(R)ulm(R) = { 6

fiir jede irreduzible Darstellung R — U(R) und

B> R n(R) = 0 25)

fir i=mk=1 } (24)
sonst

flr zwei beliebige irreduzible Darstellungen R —
U(R),R — V(R). Um die fundamentalen Orthogonalitiits-
relationen der Gruppencharaktere zu erhalten, setzen wir
i =k und [ = m und summieren iiber i bzw. [ auf. Wir set-
zen

S uilR) = (R) (26)

und erhalten

LSRR = 1. (29)

R

Fiir irgendzwei indquivalente irreduzible Darstellungen
gilt entsprechend

%;mz’(m 0. (30)

Den Ausdriicken 7(R) bzw. 7'(R) kann noch eine ande-
re Form gegeben werden. Sind die Darstellungsmatrizen
unitdr, so gilt iy, = v;, und es folgt y = x*, wobei der
Stern die konjungiert komplexe GroBe bezeichnet. Ferner
gilt U"1(R) = U(R™") und damit

illm(R) = Ltlm(Ril). (31)
Somit folgt auch
7(R)=x(R"). (32)

Unterscheiden wir die irreduziblen Darstellungen durch
Indizes i,j, so konnen wir die Gl. (29), (30) zu einer einzi-
gen Orthogonalititsrelation zusammenfassen, wobei wir
entweder wegen (32) allgemein

B (R =0, (33)

Losungen zu den Aufgaben
oder bei unitdren Darstellungen
B ) =0, (34)
schreiben konnen.

63 Wir wenden Pr=)> |km){km| auf |v)=

> ¢ | In) an. Wegen der Ortnlzlogonalitétsrelation (37) der
In
Aufgabe 6.4 ergibt sich sofort

P |v) = ZC"” | kn).
n

6.4 Wir zeigen, daBl
1 N
Pj=2> %(RR (35)
R

ein Projektionsoperator ist, der den Raum der Basisvekto-
ren der Darstellung auf den Unterraum der irreduziblen
Darstellung j mit dem Charakter y; projiziert. Unter Benut-
zung der Dirac’schen bra- und ket-Bezeichnungsweise be-
zeichnen wir die Basisvektoren mit

| k,m), (36)

wobei sich k auf den Unterraum der irreduziblen Darstel-
lung k bezieht, und m auf den betreffenden Vektor aus die-
sem Raum. k unterscheidet also die Kistchen von Abb.
6.14. Wir behandeln zuerst den Fall, dal alle Kastchen zu
voneinander verschiedenen irreduziblen Darstellungen ge-
horen. Wir betrachten unitire Darstellungen und diirfen
daher die Orthonormierung

<ka m | l, }’l> = OiOmn (37)
und die Darstellung der Identitét I in Form von
1= | km)km]| (38)
k,m

voraussetzen. Wir schieben nun I (38) in (35) vor und hin-
ter R ein und erhalten

%Z;@(R)Z|k,m><k,m|RZ|l,n>(l,n\. (39)

In Erinnerung an den bra- und ket-Formalismus erhal-
ten wir in (39) das Matrixelement

(k,m|R|ln) =6uul, ,(R), (40)

wobei das Kroneckersymbol d; von den Nullen auBerhalb
der Kistchen in Abb. 6.14 herriihrt. Unter Benutzung der
Definition des Gruppencharakters j;(R) schreiben wir
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= Owit],(R). (41)

v

Unter Benutzung von (40) und (41) 146t sich (39) in die
Form

1 L
S S nlR)

wv kmn

k} emen|  (42)

bringen. GemiB (24) und (25) (mit u — ,v — u¥) redu-
ziert sich die Klammer in (42) auf

1
—0 0 vmOik 43
g / Jk ( )

Durch Benutzung der Kronecker-d’s, erhalten wir suk-
zessive

Zéﬂvz Sy | Jym)(ism |, (44)

jal m,n

ZZ OpnOpm | Jsm) (s m |, (45)

14

ZZ Sy 1 o) o | (46)

und damit abschlieBend fiir (35)

Z | jon) nlf ] (47)

Wegen (37) ist P; offensichtlich ein Projektionsoperator
auf dem Unterraum j. Hierbei wird 7;(R) verwendet, das
fiir dquivalente Darstellungen das gleiche ist. Treten bei
der Darstellung einer Gruppe mehrere solche Darstellun-
gen auf, so projiziert P; auf die Summe der entsprechen-
den Unterrdume, d.h. die Definition (35) fiihrt jetzt zu

Z [J,n)(n,j |, (48)

j n

wobei die Summe j nur iiber die miteinander dquivalenten
Darstellungen ldauft. Das Wichtige an (48) ist, da3 hierbei
Teilrdume mit einem bestimmten, gleichen Symmetriever-
halten ausgesondert werden.

Unser obiger Beweis ist insofern auch interessant, als
wir die explizite Form von | j, n),| k,m) gar nicht zu ken-
nen oder bestimmen brauchen; es gehen lediglich allge-
meine Eigenschaften ein.

6.5 Das Resultat findet sich im Text von Kap. 6.
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7.1 a) Die Losungen der Einteilchen-Schrodinger-Glei-
chung seien bekannt:

H() () = E () (1)
wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die
Quantenzahlen gemil & = 1,2... durchnumerieren konnen.
Da nur N Teilchen vorhanden sind, geniigt es, k bis N lau-
fen zu lassen. Die Determinante det(y) ist definiert als

det() =Y (=1 s, (D), (2)- 08, (N), (2)
P(k)
wobei die Summe iiber alle Permutationen &, ky, ... kN von
1,2,...,N lduft. Fiir eine gerade Permutation ist (—1) 1,
andernfalls = —1. Vertauschung von zwei Indizes (Quan-
tenzahlen oder Teilchenindex) dndert das Vorzeichen von
(2), sodaf das Pauli-Prinzip erfiillt ist. Jeder Summand

N
Wi =1 [, (3)
=1
aus (2) erfiillt
N N
> H()Vi=E¥, mit E=) E, (4)
j=1 k=1

Z H){k, JH (j) /(k (5)

b) Einsetzen von (2) und Q = V(I,m) in

ﬁ—]\lf!</det()(*)V(l m)det(y)dV;.. dVN> (7)

ergibt

— 1
Q = ﬁ
</ZZ Dl H/{k V(l,m )’k' i )dV1~~dVN>~
k) P' (k'
(8)
Wegen

</){f){kdv> = 0jk 9)
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miissen die Permutationen P(k), P'(k") in (8) iibereinstim-
men bis auf die Faktoren, in denen j,j mit [, m iiberein-
stimmt, d.h. wo gilt

kj=k und Kk, =ky (10)
oder

kj=ky, und Kk, =k. (11)

Fur QO) sind die Permutationen P(k), P'(k") gleich und
(-1 =1, fiir (11) unterscheiden sie sich um eine un-

gerade Permutation und (— I)P‘L}D

Z(ka',kk/ - ka/.k’k)] (12)

k!

—1. Damit ergibt sich

1
Nl

_< [ [z @va 2>xk<1>xl<z>dv1dvz>. (13)

Der Faktor (N — 2)! riithrt von der Zahl der in (8) noch
moglichen Permutationen her. Man beachte, daf3 die Indi-
zierung der Variablen unter dem Integral keine Rolle
spielt. Aus diesem Grunde muf fiir

Q=13 vim) (14)

V,m) = — (N —2)!

nur noch abgezihlt werden

— 1 — 1
Q= —N(N — I)V(l, m) = EZ(ka,’kk’ — ka’.k’k)« (15)
KAk

2
ki

In analoger, aber noch einfacherer Weise ergibt sich der
Erwartungswert von = 3 W(j), wobei W(j) ein Einteil-
chen-Operator ist, zu J

Q=> Wu, (16)
wobei
Wi = ([ ZOWOzDaN). (17)
7.2 Es gilt
y / PHWAV, ..dVy) (18)
mit

2szm (19)

Lm

H:ZH(;)

Gemil Aufgabe 7.1 gilt

Losungen zu den Aufgaben

E= ZHkk + = Z Vi ke — Vik k) (20)
k];:LI’
mit
Hy = </XiHXde>a (21)

sowie der Definition (13).
Wir zerlegen die Wellenfunktion y;, in den Ortsanteil
y, und den Spinanteil s,,

Lk = l//q *Sm (22)
mit
<smsm’> = 5mm’- (23)

Wegen abgeschlossener Schale gibt es genauso viele -
wie |-Elektronen, so daB >~ — 2>, aber im Falle Vi i

. . ko 4. .
miissen die Spins von k und k' iibereinstimmen:

= 22qu + Z Vg aq = Vag qq) (24)

q#q

wobei

Vorasasas = / v (W, V(1 2w, (D, (2)dVidva.

(25)

Wir variieren E (18) unter den Nebenbedingungen

[ 1w pav=1 (26)

mit Hilfe der Lagrange-Parameter 2 ¢, nach y/;:

Sy: <E—Zzsq/ lw, I dv> L0, (27)

Fiir die einzelnen Glieder in (27) mit (24) ergibt sich:

oo |23 [ it

'//11 [ //Wq ‘//qu W, 2)y, (D), (2)dVidV,

e >dv1} — 2H(1)y, (1),
(28)

dq
q'#q"

=43 [av: v, 2)

q'#q

V(1,2)y,(1) (29)
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0 (—zzsq/ [ 1wt dv) = 2ep,(1). (1)

Die Hartree-Fock-Gleichungen ergeben sich aus

{A+B+C+D)=0. (32)

Iterative Losung mit den Schritten i bedeutet, daf wir
(32) in der Form

(H gq l+1 +2

3| fne

> / ) P V(172)dV2] v (1)

q#q
L)v(, 2)dV} yi'(1)=0. (33)

schreiben. Fiihrt der (i + 1)-Schritt wieder zu v/, so ist of-
fensichtlich (33) fiir w/™' = y! = y erfiillt.
7.3 Wir erhalten %" mit Hilfe von
a,ﬁam Y., n+#mk. (1)
Damit ergibt sich
g
S =[] aha - a)a, ®o. (2)

Um den Spinerhhungsoperator
Sy = Z a9l (3)

anzuwenden, beachten wir, daf} gilt

apajagay, = agaf e fir k#j (4)
und
a,}akla;}aa = —a,}az}aklaz& =0, (5)
sowie
Fooh bk + +
ajTajlaniaml - ajT (éi”l - anlajl>ami

+ + + +
a Tamléfn - ajTanl (6"!7 - aml“jl) . (6)

29

Aus (4-6) und a®@y = 0 (a ist irgendein Vernichtungs-
operator) folgt fast unmittelbar

g

_ + o+t

= | | A ay -anTaml@()
k=1

3wn _ 3wn
Oylm_SJF*le

8

— H a,}aaa%a:l Dy, (7)
k=1

d.h. bis auf ein (unwichtiges) gemeinsames Vorzeichen
(7.35). In entsprechender Weise folgt

g
T =S, = Haz}az’la% -y Do, (8)
k=1

d.h. bis auf ein unwichtiges Vorzeichen (7.36).

7.4 Wir bilden aus k=1,2,...,00 eine Auswahl aus
Quantenzahlen k; < k, < ... < ky. Die moglichen Wellen-

funktionen lauten
YIk[kQ...kN ak ak2 ¢07 (1)

wobei fiir den Vakuumzustand @, gilt

akd50 =0 (2)
fiir alle k = 1,2, ..., 00. Die zu (1) gehorigen Energien lau-
ten:

E=E, +E,+..+E,. (3)

7.5 Zur Berechnung von

(Pu |21 Py) (1)
mit

Yy, = a,fj@o, (2)
wobei @y der Vakuumzustand ist, benutzen wir die Regel

(Wi |= {ag Do |= (@0 | ar. (3)

Mit (2) und

Q = Exa; ay (4)

ergibt sich unter Benutzung von (3)
Ek <a,:7l @0 | a,jak |a7{1 ¢0> = Ek<d5() | ak’l a,jak |a,: (p()> (5)

Wir benutzen die Vertauschungsrelationen

ak/a/:r + a,‘fak« = O, (6)
sowie
a,®y =0 firalle k (7)
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und erhalten
Ek(ak*; Do | af ax| a,: Dy) = Ei(Dy | ay a; ay| a,jl D)

= Ek<d50 | akfla]‘fékkl | @()>

= Ei(Po | Po)0w On (8)
wobei
(Do | Do) = 1. 9)
Das Endresultat lautet also fiir (1) mit (2) und (4)
<‘Pk/l | Q| V) = Ekékk/lékk]. (10)
Fiir den Fall
Q:ZEka,jak (11)
k
ist die Summe zu bilden.
(P | Q| Vi) = ZEkékk’lékkl (12)
k
= Ek]5k|kg- (13)
Da in
Q = ayay Vy 45,9, (14)

rechts zwei Vernichtungsoperatoren stehen, ergibt
Q| ¥y) =0, (15)

so dall (1) fiir (14) verschwindet. Die Berechnung von (1)
und spéter auch von (9) mit (4) bzw. (14) kann wesentlich
tibersichtlicher und effizienter erfolgen, wenn wir in (5)
die Wirkung des Vernichtungsoperators a; wie folgt deu-
ten: Er kann nur dann ein Elektron im Zustand k vernich-
ten, wenn es vorher im gleichen Zustand aus dem Vaku-
umzustand @, erzeugt worden ist, d.h. es mull k = k; sein
und es folgt

araf Py = Dy. (16)
Fiir k # k; hingegen gilt
aka,: @() =0. (17)

Wenden wir dann auf (16) den Erzeugungsoperator ay
an, so entsteht die neue Wellenfunktion ¥; = a; @y, Die
()-Klammer in (5) kann nun aufgefait werden als

(ag Do | @ Po) = (P, | i) = Ouk (18)

was wegen der Orthogonalitdt der Wellenfunktion, wie an-
gegeben, gleich dem Kroneckersymbol ist. Die Orthogona-
litat 146t sich leicht mit Hilfe von (3), (6) und (7) zeigen.
Spéter erlautern wir das Verfahren fiir Mehrteilchen-Wellen-
funktionen.

Losungen zu den Aufgaben

Wir untersuchen

(Pur | 21 Puk) (19)
fiir

ik, = a; a; Do (20)
und (4) und erhalten zunichst

(ak*;aki@o | Exa; ay | a,j]ak*z@)} (21)
und benutzen die Regel

(ak, ay LDy |= (Do | ay,a - (22)

Wir erhalten fiir (21)

Ex(Do | apap a ar | af @, Po). (23)

Unter Verwendung von (6) bringen wir alle Vernich-

tungsoperatoren nach rechts und verwenden (7)
E(Do | aay a;ay | a,f]ak*z@@
= E (D | axay a; (5kk] a ak)akzd%}
= Ex(Do | apap a af | @o)ou,
— E(Po | ayay, a;ai, Do)om, - (24)
Die Benutzung der Vertauschungsrelationen kann nun
fortgesetzt werden. Das Endresultat lautet:
E (Do | akrzak/la,fak | aklak2d50>
= Ex(Outy Onk: Orok, — Okt Ok Ok,
— Ok Okt Oy, + Okt Ok, Ok, ) - (25)
Fiir ), (13) ergibt sich
(Ex, + Ekz)éklkiékzkfz — (Ey, + Ekz)(sklk;5k2k;~ (26)
Die Auswertung von (23) und des nachfolgenden Aus-

drucks (27) kann wesentlich effizienter erfolgen (s.w.u.).
Wir behandeln schlieBlich

+ +
(Pun | a5 ay Vi @idpy | Yot)s (27)
was sich auf die Form
Vi

Sy <¢0 | Ay, a afajlajzakl azrz | ¢0> (28)

bringen 146t. Unter Verwendung der Vertauschungsrelatio-

nen bringen wir alle Vernichtungsoperatoren nach rechts.
Die etwas ldngere, aber elementare Rechnung ergibt:

<5Uk'k/ | a’a’ V’//leljzajlajz | SU"<1r’<2>

(5k 1O, — Oy Okt ) (OryjaOkjy —

)2

=V sz

5k2i25k111 ) (29)
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Wir stellen abschlieBend die elegantere Methode zur
Berechnung von Matrixelementen von Mehrteilchenfunk-
tionen vor, die wir am Beispiel (4) erldutern. Die Mehrteil-
chenfunktionen haben die Form

'lyklkzmkN ak1 akz . ¢07 (30)

wobei alle k’s voneinander verschieden sind, da sonst we-
gen afal =0 ¥y, verschwindet. Ferner diirfen wir
wegen a; a;, = —aja; die Indizes (Quantenzahlen) in
eine bestimmte von uns festgelegte Reihenfolge bringen,

z.B. ki < ky... < ky. Wir betrachten
<glk’l..,k’ |a2_ak | glkl kN>

= (ak, ak, D | af akak ak Q5o> (31)

Wenden wir a; nach rechts an, so kann nur ein schon
im Zustand k vorhandenes Elektron vernichtet werden. Es
gilt also k = k; fiir irgendein j = 1,...,N. Andernfalls er-
gibt sich Null. Zur Durchfiihrung der ,,Vernichtung“ miis-
sen wir @; an die j-te Stelle von @/ ....a; bringen, also a;
mit a, F0<j,(j—1) mal Vertauschen Wegen (6) mit
k#K erglbt dies den Faktor (—1Y~". Sodann bringen wir
den Erzeugungsoperator a; in (31) an die ]etzt leere Stel-

le. Dies liefert nochmals den Faktor (—1)'. Insgesamt

gilt also
a;akY’kl__,kN = ayklmkN falls k = kj,j = 1, ...,]\77 (32)
sonst = 0. (33)

Es bleibt also von (31) im Falle (32) die Orthogonali-
titsbeziehung

(Pur .k, | Prikoky)

tibrig, die sich mit Hilfe von (6) und (7) leicht beweisen
laBt. Das Verfahren 146t sich entsprechend auf

Q= a,jak (35)

und (27) mit entsprechenden Funktionen (30) anwenden.

7.6 Wir fiihren statt der Indizes i,j,k,/ in (7.55) doppelte
Indizes k,s ein, wobei sich k = 1,2, ... auf die Quanten-
zahl(en) des Ortsanteils der Elektronenwellenfunktionen
und s = 1/2,—1/2 auf die Spinquantenzahlen, wofiir wir
einfacher auch T, | schreiben, beziehen. Die Wellenfunkti-
on _3¥” (7.33) lautet dann in 2. Quantisierung

g
= l_Ia,fTa,fl -y ) Po. (1)
k=1

3yn
—lylm

Zur Berechnung von (7.37) ist der Erwartungswert von
(7.55) mit den entsprechenden neuen Indizes beziiglich (1)
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zu bilden. Bei der Bildung der Erwartungswerte kann man
benutzen, daB der Vernichtungsoperator a;; | bzw. a,jT in
(1) wirkt, wo k' =k und die Spins einander gleich sind.
Hierbei ist aber auf Vorzeichenwechsel bei den jeweiligen
Vertauschungen zu achten. Das Endresultat ist in (7.37)
angegeben.
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8.1 Nach der Heisenbergschen Unschirferelation gilt fiir
die Lebensdauer 7 = Ar und die Energieunschirfe AE ei-
nes Zustands

AE - At~ h. (1)

Da der Grundzustand eine unendliche Lebensdauer be-
sitzt, ist seine Energje exakt definiert. Zur Lebensdauer-
Verbreiterung einer Ubergangslinie trigt daher allein die
Energieunschirfe des angeregten Zustands bei:

AE 1

AV=—= . 2

he c¢-At @)

Fiir die Energieunschirfe der beiden angeregten Zustén-
de a und b sowie die Linienbreite der Uberginge vom
Grundzustand ergibt sich somit

a) At=10s: AE =6,6-10"%]
y =33-1002cm™!
b)At=1ns: AE =6,6-1072]

y =33-102cm™!

8.2 Das thermische Besetzungsverhiltnis N,/N; zweier
Zustinde mit den Energielagen E; und E, ist im Gleichge-
wicht gegeben durch die Boltzmann-Verteilung

& — efAE/kT (1)
Ny
(AE=E, —E;; k=138-10"% IJ< Boltzmann-Kon-

stante; 7: Temperatur; unterschiedliche statistische Ge-
wichte der Zustinde vernachlissigt). Bei gegebener An-
zahl N = N; + N, der Molekiile eines Ensembles folgt
daraus fiir die thermische Besetzung des Zustands 2:

N B N 2)
1+ Ny /Ny 1+ eAE/KT

Mit dem in der Aufgabenstellung gegebenen Wert
N = 10° erhilt man

Ny, =

fiir AE =20,15cm ™"
a)T=29K: N, =2,69-10
b) T =290K: N, =475-10*
¢) T =2900K: N,=4.97-10*
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fiir AE = 20150 cm™!:
a) T =29K: N, =0
b) T=290K: N, =0
c) T=2900K: N, =5

Wihrend benachbarte Rotationsterme bereits bei Raum-
temperatur nahezu gleichbesetzt sind, werden elektronisch
angeregte Zustinde auch bei hohen Temperaturen ther-
misch kaum bevolkert.

Kapitel 9

9.1 Nur Molekiile mit permanentem elektrischem Dipol-
moment zeigen ein reines Mikrowellen-Rotationsspektrum:
Hzo, H202, CH3C1, CH2C12, NH3, NH4C1, HCL HBr. Bei
Molekiilen wie CHs und CS, werden Rotationsspektren
erst beobachtbar, wenn IR-aktive Schwingungen angeregt
sind.

9.2 a) Die spektrale Lage v des Ubergangs zwischen den
Rotationsniveaus J und J + 1 ist nach (9.15) gegeben durch
Viegr1 =F(J+1)—FJ)=2B(J +1). (1)

Der spektrale Abstand AV zwischen je zwei benachbar-
ten Linien ist nach dieser vereinfachten Betrachtungsweise
unabhingig von J:

AV ="Vjp1-542 —Vimyr1 =2B. (2)

Mit dem angegebenen Wert AV = 0,71433cm™! findet
man fiir die Rotationskonstante von "Br!'°F:

B=0,357cm™!
sowie das Triagheitsmoment
O =784-10*kgm?.

Das Triagheitsmoment eines zweiatomigen Molekiils mit
den Molekiilmassen m; und m, sowie der Bindungslinge
(d.h. Kernabstand) R berechnet man nach

0= mlR% + mzR% = m,R? (3)
wobei
mimy
r=——— 4
m my + m? )

die reduzierte Masse im Schwerpunktsystem bezeichnet.
Mit (3) und (4) gewinnt man aus @ die Bindungslinge

R=1/76-10""m =176 A.

Aus (1) ldBt sich die Lage des Ubergangs J =9 —
(J 4+ 1) = 10 berechnen zu

Vo_,10 = 7,14CIH71 .

Losungen zu den Aufgaben

Das Ubergangsmoment zwischen zwei Rotationsniveaus
eines linearen Molekiils hingt ndherungsweise nur vom
elektrischen Dipolmoment des Molekiils ab und kann da-
her fiir alle reinen Rotationsiiberginge als konstant be-
trachtet werden. Die Intensitit einer Linie im reinen
Rotationsspektrum kann somit allein durch die Besetzung
N; des absorbierenden Zustands erkldart werden, welche
durch den Entartungsgrad g; des Niveaus und die thermi-
sche Besetzung bei der Temperatur T (Boltzmann-Vertei-
lung) gegeben ist:

]& _& e~ (Es—Eo)/kT (5)
No 8o

und somit wegen g; = 2J + 1
N] — NO (2] + l) ethBJ(J+1)/kT . (6)

Aus der Ableitung dieser Funktion nach J folgt der am
stiarksten besetzte Zustand J,.x als der auf eine natiirliche
Zahl gerundete Wert von

[k 1
I= 2heB 2 ()

Daraus folgt fiir Br'°Fbei T =298K J = 16,53 und
somit

Jmax = 17..

Der intensivste Ubergang wird also fir J =17 —
J = 18 beobachtet.

b) Die klassische Mechanik liefert fiir die Energie eines
starren Rotators

1
E=3 0w’ = 21* 0V, (8)

wobei v die Rotationsfrequenz des Molekiils ist. Setzt man
sie der quantenmechanisch berechneten Zustandsenergie
E = heBJ(J + 1) gleich, so ergibt sich

Daraus ermittelt man
J=0: v=0
J=1: v=3,0-10"0s"

J=10: v=22- 105"

9.3 Aus den Atommassen

miy = 1,673-107% kg
map = 3,344-10"" kg
mssc = 58,06 - 107" kg
mye = 61,38 - 1072 kg
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berechnet man die reduzierten Massen der zweiatomigen
Molekiile zu

m("H¥CI) = 1,626 - 10~ kg

m(‘"HYCl) =1,629-102 kg

m(*D¥FCI) = 3,162 - 10 kg.

Aus der Formel fiir die Rotationskonstante

h h
B= = 1
8n2c®  8n’cm.R? (1)

folgt unter der Voraussetzung, daff die Bindungslénge fiir
verschiedene Isotope dieselbe ist,

By _mip

(2)

B2 B my |
und daher mit Biyssey = 10,5909 cm™!:
By = 10,5714cm™  und  Bopssp = 5,446cm™! .

9.4 Die Energie einer Ubergangslinie / — J + 1 im reinen
Rotationsspektrum ist unter Verwendung der Rotationskon-
stante B gegeben durch

V= 2B(J+1) (1)
Mit B = 10,6cm™! erhilt man

fir v, =1060cm™': J, =4

fir ¥, =2332cm™': J, = 10.

Unter der Annahme eines konstanten Ubergangsmo-
ments verhilt sich die Linienintensitit proportional zur Be-
setzung N(J) des absorbierenden Rotationsniveaus J. Ge-
miB (9.16) hingt sie vom Entartungsgrad (2J 4 1) und
von der thermischen Besetzung nach Boltzmannn ab:

Nj — NO (2.] + 1) ethB](]ﬁ*l)/kT . (2)

Die Ubergiinge J; und J, besitzen gleiche Intensitit fiir
N;, = N;, und somit fiir

N0<2J1 _|_1) e—hCBJ] (JH-I)/kT: NO (2]2+1)e—hCBJz(]2+l)/kT'

(3)
Mit den oben berechneten Werten fiir J; und J, ist

diese Bedingung erfiillt bei einer Temperatur von

_ 90hcB @)
ki’

Daraus ermittelt man
T =1620,8K.

9.5 Die spektrale Lage einer Linie im reinen Rotationsspek-
trum berechnet man fiir einen starren Rotator nach (9.15):
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Vg1 =F(J+1)—FJ)=2B(J+1). (1)

Daraus folgt ein konstanter Abstand AV zwischen je
zwei benachbarten Linien:

AV = 2B = const. (2)

Da die Zentrifugal-Dehnungskonstante D im allgemei-
nen um mehrere Grofenordnungen kleiner ist als die Rota-
tionskonstante B, geniigt diese erste Niherung, um die
Ubergiinge v;_;.; den entsprechenden Niveaus J zuzuord-
nen. Die im Aufgabentext gegebenen Linien

Jiy = vy =F(hL)—F(J,) = 84544cm™!
Jy — J3: V) = F(]3) — F(]z) = 101,355 cm™!
J3 — Jy: \73:F(J4)—F(J3):118,1120m*1

haben einen Abstand von 2B ~ 16,8 cm™!

folgende Identifizierung zuldft:
Si=4 Lh=5; =6

, was mit (1) die

Jy=11.

Das Modell des starren Rotators ist eine starke Verein-
fachung. Ersetzt man es durch das des nichtstarren Rota-
tors, so hat man den Effekt der Zentrifugal-Dehnung zu
beriicksichtigen und erhilt damit fiir die Energie (in cm™")
eines reinen Rotationszustandes mit Quantenzahl J

F(J)=BJ(J+1)=DJ*(J +1)*, (3)

wobei D die Zentrifugal-Dehnungskonstante bezeichnet;
fiir ein zweiatomiges Molekiil gilt

713

p=—"__ 4
4nk O@*R2c )

(@: Triagheitsmoment des Molekiils; R.: Gleichgewichtsab-
stand der Atomkerne ohne Rotation; k: Federkonstante der
elastischen Valenzschwingung in Richtung der Kernverbin-
dungsachse). Die zum Ubergang J — J + 1 gehorende Li-
nie hat die Energie

Vg1 =F(J+1)—FUJ)=2B(J+1)—4D(J + 1) .
(5)
Setzt man fiir die beiden ersten angegebenen Ubergiinge

v und v, die zugehorigen J-Werte ein, so erhélt man das
lineare Gleichungssystem

Ji=4—J =5 v =10B—500D (6)
12:5—>]3=6Z \72:123—864D (7)
und somit
v — 5% 1

Einsetzen der Zahlenwerte liefert



34

D=370-10"*cm™!

Der so gefundene exakte Wert von B stimmt hinrei-
chend genau mit dem oben benutzten iiberein, so daBl er
die Zuordnung der J-Werte zu den Linien bestitigt.

Mittels der bekannten Formel fiir die Rotationskon-
stante

und B=847cm!.

B h
T 82 cm; R2

©)

1aBt sich unter Verwendung der Atommassen miy =
1,673 - 10?7 kg und mrg, = 131,03 - 1077 kg sowie
my = nmiyg mmng; (10)
miyg + Mg,
der Gleichgewichtsabstand zwischen den Kernen und so-
mit die mittlere Bindungsldnge des Molekiils in Ruhe be-
stimmen:

Re=141-10"""m=141A.

Dem Modell des nicht starren zweiatomigen Rotators
liegt die Annahme einer elastischen Kopplung der Kerne
mit der Federkonstanten k& zugrunde. Die resultierende har-
monische Schwingung in Richtung der Bindungsachse be-
sitzt die Grundfrequenz

k
w=/— (11)
ny
Lost man diese Gleichung nach k auf und setzt sie in
(4) ein, so folgt mit (9) und einigen elementaren Umfor-
mungen die Schwingungsfrequenz

B3
w=A4nc\/—. (12)
D

Mit den oben berechneten Werten fiir D und B ergibt
dies

w=483-10"s"" = 3=2564cm™".

9.6 Das Triagheitsmoment @ des Cyanwasserstoff- oder
Blauséduremolekiils H — C = N im Schwerpunktsystem ist

O = mcRé + mNRi + mHRﬁ. (1)

Dabei bedeuten mc,my und my die relativen Atom-
massen des Kohlenstoffs, Stickstoffs und Wasserstoffs und
Rc, Rn, Ry die Abstinde des jeweiligen Atoms vom
Schwerpunkt.

Im Schwerpunktsystem gilt

mNRN = mcRc + myRy (2)

Losungen zu den Aufgaben

" Ren /C\ Ren N
O ), O
" Ry F—js'—-|
Re RN

Abb. L.20. Lineares dreiatomiges Molekiil HCN: Bindungsabstinde
und Abstinde der Atome vom Schwerpunkt S

so daB} mit

Ren = Re + Ry (3)
und

Rcu = Ru — Rc (4)

drei Gleichungen zur Verfiigung stehen, mit denen sich in
(1) die Abstinde im Schwerpunktsystem eliminieren las-
sen. Mit der gesamten Molekiilmasse

M = mc + mn + my (5)

kann (1) fiir das Tragheitsmoment umgeformt werden zu
1
O = mNRéN + mHR%H — M (mNRCN — mHRCH)2 . (6)

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Werten
erhilt man
O =1,885-10"*°kgm?

und daraus iiber

_h
T 872¢O
die Rotationskonstante
B=1485cm™ .

9.7 Die Rotationsenergie eines allgemeinen dreidimensio-
nalen, auf Hauptachsen transformierten Korpers mit den
verbleibenden Diagonalelementen @,., ©,, und O des
Trigheitstensors sowie den Komponenten L,, L, und L,
des Drehimpulses L lautet

& B
20, 20,

E 1
T6. (1)

Das Ammoniakmolekiil NHj; ist ein symmetrischer
Kreisel mit einer Drehachse, die im folgenden als z-Achse
des Koordinatensystems angenommen wird. Dann gilt

@zz = @H- (2)
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Aufgrund der Symmetrie des NH; sind die beiden ande-
ren Haupttrigheitsmomente gleich; die zugehorigen Haupt-
achsen liegen senkrecht zur Drehachse:

On=6,=0,. (3)
In (1) eingesetzt, ergibt dies mit L* = L7 + L3 + L2
LI+L; 12
=Zo- ‘3o “)
260, 20,

L? 1 1
= L2 —— . 5
2@L+ Z(Z@” 2@¢> )
Zusitzlich zur Quantisierung des Gesamtdrehimpulses L
des Molekiils gemil
L>=rJJ+1) (6)

existiert im symmetrischen Kreiselmolekiil eine Quantisie-
rung der Drehimpulskomponente L, in Richtung der Dreh-
achse, da die Symmetrie der Ladungsverteilung eine
Raumrichtung eindeutig auszeichnet:

L,=hK mit K=0,£1,4£2,... +J. (7)
Damit wird aus (5) nun
hZ h2 hZ
E= JJ+1 — K? 8
20, + )+<2@| 2@¢> (8)
und schlieflich
E
F(J,K):h—C:BJ(J+1)—|—CK2 (9)
mit den Rotationskonstanten
h h 1 1
8n%c O, o 8n’c <@ @L) (10)

Aus den in der Aufgabenstellung angegebenen Daten
und Formeln berechnet man die beiden Haupttrigheitsmo-
mente des symmetrischen Kreiselmolekiils zu

0, =2.86-10*kgm?
6 =4,38-10"" kgm?

und daraus
B=29/78cm™!
C=-339cm™".

Wegen @H > @, ist C <0, so daB es sich im Fall des
NH3 um ein ,diskusformiges” Molekiil handelt. Das Rota-
tionsspektrum des Molekiils gewinnt man aus (9) unter
Beriicksichtigung der Auswahlregeln

Al =41, AK=0 (11)
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so daB fiir die Ubergangsenergien gilt:
Vg1 =F(J+1,K)—F(J,K)=2B(J 4+ 1). (12)

9.8 Wie in Aufgabe 9.5 (12) hergeleitet, bestimmt man
die Frequenz der Valenzschwingung eines zweiatomigen
Molekiils aus der Rotationskonstanten B und der Zentrifu-
gal-Dehnungskonstante D nach der Gleichung

w=4nC\/§. (1)

Mit den angegebenen Werten ermittelt man
w=>564-10"s"" =y =2995cm™!.

Gemessen wird der Wert v = 2991 cm™~!. Die Diskrepanz
resultiert aus der Unzulédnglichkeit der Modellvorstellung,
auf der die Rechnung aufbaut: das zweiatomige Molekiil
wird als harmonischer Oszillator betrachtet, indem die Bin-
dung als elastische Feder angenihert und das lineare
(Hooksche) Kraftgesetz F = —k (R — R.) zugrundegelegt
wird. Die Verwendung eines anharmonischen Oszillatorpo-
tentials fiir die chemische Bindung fiihrt zu einer Verbesse-
rung der berechneten Daten.

9.9 Die reduzierte Masse von 2C!®0  betrigt
1,139 - 10~*%kg, der Atomabstand 112,82 - 107> m. Dar-
aus ermittelt man die Rotationskonstante

h h

T82cO 872 cm.R?

(1)
zu

B=1931cm .

Die Ubergangsfrequenzen im Mikrowellen-Rotations-
spektrum liegen bei

Vi1 =2B(J +1). (2)

Fiir die ersten vier Linien erhilt man somit die Mikro-
wellenfrequenzen

Vo =2B=3.862cm~! = 115,86 GHz
Vi, =4B=7724cm~' = 231,72GHz
Vo3 = 6B =11,586cm™! = 347,58 GHz
V34 =8B = 15448cm~! = 463,44 GHz

Eine analoge Rechnung fiihrt fiir das Isotop '3C!'°O zu
m. =1,191-10"*kg und B’ = 1,847cm~' und somit

V., = 3,694cm™! =110,82 GHz,

_ Um eine spektrale Trennung der beiden zu den 0 — 1 -
Ubergingen gehorenden Linien zu erlangen, bendtigt man
die Auflosung



36

v Vo1
=\ 3
AV o -, ®)

Mit AV = 0,168cm™! bzw. Av = 5,04 GHz ergibt dies
die Auflosung

A=230.

A

9.10 Der Vektor des Gesamtdrehimpulses L eines Mole-
kiils besitzt 2J + 1 Orientierungsméglichkeiten beziiglich
einer ausgezeichneten Raumrichtung. Ohne &dufleres elek-
trisches Feld sind die 2J + 1-Zustidnde energetisch entartet.
Fiir ein Molekiil mit permanentem elektrischem Dipolmo-
ment wird die Entartung durch den Stark-Effekt im elektri-
schen Feld E aufgehoben, da verschiedene Einstellungen
des Drehimpulses zur Feldrichtung unterschiedliche Ener-
gieverschiebungen AE bewirken:

p2 E2

AE; === f(J,M?) (1)
mit M=0,£1,£2,...,+J (p: el. Dipolmoment). Fiir
M # 0 besteht noch eine 2-fache Entartung, jedes Rotati-
onsniveau J ist somit im elektrischen Feld (J + 1)-fach
aufgespalten:

J =2: 3-fache Aufspaltung (M = 0,+1,42)
J =3: 4-fache Aufspaltung (M = 0, +1,4+2, +3).

Wegen der Auswahlregeln AJ = £1 und AM =0 ist
daher auch jede Linie im Rotationsspektrum (J + 1)-fach
aufgespalten. So fiihrt z.B. der Ubergang J =2 —
(J + 1) = 3 zu drei Spektrallinien:

J=2, M=0 — J=3M=0

J=2, M=+1— J=3M==l1

J=2, M=4+2— J=3M==2

Die Zahl der Linien, in die ein Ubergang im E-Feld

aufspaltet, bietet eine eindeutige Zuordnungsmoglichkeit
der J-Werte im Rotationsspektrum.

9.11 Durch Gleichsetzen der klassischen Energie eines
starren Rotators

1
Erot,klass = 5 @wQ (1 )

und des quantenmechanisch berechneten Terms

hZ
Erol,QM:hCBJ(J—|—1):%J(J_'_l) (2)

gewinnt man die Abhingigkeit der (nur klassisch definier-
ten) Kreisfrequenz @ von der (nur quantenmechanisch de-
finierten) Rotationsquantenzahl J:

Losungen zu den Aufgaben

w(J) = g JIT+1). (3)

Bei Projektion auf eine Ebene kann das rotierende Di-
polmoment im Rahmen der klassischen Elektrodynamik
als mit der Frequenz w harmonisch oszillierendes Moment
aufgefalit werden. Es strahlt elektromagnetische Wellen
ab, deren Frequenz (in cm™') der Rotationsfrequenz des
Rotators entspricht:

(/)

h
Vilass = —— = VIJ+1). 4
Viass 2nc 27c® ( ) “)

Dagegen lautet das quantenmechanische Ergebnis fiir
die Frequenz eines (sehr unwahrscheinlichen) strahlenden
Ubergangs J — J — 1

/]
27cO

Das Verhiiltnis der beiden Frequenzen ist

VQM [ J
= _ 6
‘_)klass J+1 ( )

Im klassischen Limit J — oo liefern beide Theorien
dasselbe Ergebnis.

Yom = 2BJ = J. (5)

Kapitel 10

10.1 Alle Molekiile, deren Dipolmoment sich bei einer
Schwingung &dndert, absorbieren im infraroten Spektralbe-
reich (Schwingungs-Absorptionsspektren). Bei symmetri-
schen Molekiilen sind insbesondere Biegeschwingungen
und asymmetrische Streckschwingungen zu beachten, da
die symmetrischen Streckschwingungen IR-inaktiv sind.

Von den genannten Molekiilen absorbieren daher aufler
H> und N; alle im IR. Beim linearen Azidion N3 ist die
Biegeschwingung IR-aktiv, wie man aus der mesomeren
Schreibweise erkennt:

IN-N=N| «—-N=N=N«—N=N-N| .

10.2 Die Gesamtzahl aller thermodynamischen Freiheits-
grade eines N-atomigen Molekiils betrigt f = 3N. Die Bi-
lanz fiir Translation, Rotation und Schwingung lautet wie
folgt:

Gesamtzahl aller Freiheitsgrade: f = 3N
Zahl der Translationsfreiheitsgrade:fr = 3
Zahl der Rotations- {

2 fiir lineares Molekiil
freiheitsgrade: R= 3 .
sons

Zahl c}er Schwingungs- 3N — 5 fiir lineares Molekiil
freiheitsgrade: 5= 3N — 6 sonst
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Daraus folgt die Zahl der Schwingungsfreiheitsgrade fs
fiir

a) HBr (linear): fs=1
b) OCS (linear): fs=4
¢) SO, (nichtlinear): fs=3

d) H-O-O-H (nichtlinear): fs =16
e) H-C = C-H (linear): fs=17
f) CeHe: fs = 30.

10.3 Die quantenmechanische Rechnung ergibt fiir die
Energieterme G, eines harmonischen Oszillators

1 1 _ 1 I w
Gq)—%hQJ(’U-i—E)—Ve(’U"—E) mit VC—E.
(1

Die Schwingungsfrequenz des harmonischen Oszillators
ist
k
Y 2
o=\[0 @
so daB fiir den Ubergang zwischen zwei benachbarten Zu-
stinden v und v + 1 folgt:
W

Vo gl = Gv+1 -Gy =V = % (3)

Mit (2) erhilt man somit die Wellenzahl eines Photons,
das einen Ubergang zwischen benachbarten Niveaus indu-
ziert:

1 k

Voo =~ _\/— 4
Y T one m; )
sowie die Wellenldnge des Photons:
1
A== : (5)
Vo — v+1

Aus den angegebenen Werten k = 855N/m und
My = Mproon = 1,6726 - 10727 kg gewinnt man

Vysorl =3795,6cm™' und A = 2,60 um. (6)

104 Da die Energieniveaus eines harmonischen Oszilla-
tors der Gleichung

1
Ev:ha)<v+§> mit v=20,1,2,... (1)
geniigen, gilt fiir die minimale Anregungsenergie E,

k
Emin:hw:h\/: 3 (2)
my

wobei fiir die Schwingungsfrequenz die Beziehung
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k

o=\ ()
(m,: reduzierte Masse) verwendet wird.

a) Fiir den Grenzfall kleiner Auslenkungen kann die
Bewegungsgleichung eines reibungsfrei gelagerten Pen-
dels, das sich unter dem Einflu3 der Schwerkraft befindet,
in die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators
tibergefiihrt werden. Der Kraftkonstante k entspricht in die-
sem Fall

mg
k= - (4)

mit m = m,: Pendelmasse; g = 9,81 m/s2: Erdbeschleuni-
gung; [ = 1 m: Pendellinge. Damit ist die Schwingungs-
frequenz

k 8
=\/— =4/ 5
so daf aus (2) folgt:

Emn=33-100%*7=21-10"%ev=17-100"em™".

b) Mit der Schwingungsfrequenz v = 5Hz und w = 2nv
ermittelt man fiir die Unruhe einer mechanischen Uhr die
minimale Anregungsenergie

Emn=33-100¥7=21-100%ev=17-10""cm™".

c) Entsprechend gilt fiir den Schwingquarz einer Uhr
mit v = 33kHz

Emin=22-1002J=14-10""%eV=1,1-10%cm™".

d) Die minimale Anregungsenergie der Bindungs-
schwingung von O, ist bei einer Kraftkonstante von
k = 1177N/m und m, = 13,28 - 10~?" kg

Emin =3,1-100°7=02eV = 1580cm™".

Man erkennt, daff in (a) bis (c) die minimalen Anre-
gungsenergien so gering sind, da3 man fiir die jeweiligen
Systeme praktisch ein kontinuierliches Energiespektrum
annehmen kann. Beim Sauerstoffmolekiil in (d) ist der Ef-
fekt der Quantisierung dagegen mefbar, das System kann
nicht mehr klassisch berechnet werden.

10.5 Betrachtet man das N=O-Molekiil als anharmoni-
schen Oszillator, so sind die vibronischen Energieniveaus
gegeben durch

1 1\*
EU = hwe (U+§> —xeha)e (’U-'-E) (1)

und mit
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We = 27C Ve (2)

die Schwingungs-Energieterme durch

E, _ 1 B 1\?
GU:h_;:ve <v+§>—xeve <v—|—§). (3)

Die Ubergangsenergien vy, vom Grundzustand
(v=0) in einen angeregten Schwingungszustand (v > 0)
ergeben sich daraus zu

Yoy = Gy — Go = Ve v[1 — xe(v+ 1)]. 4)

Damit gilt fiir den Grundton (Ubergang v=0 —
v=1)

\_)()_,1 = l_Je (1 - 2)(6) (5)
und fiir den ersten Oberton (Ubergang v =0 — v = 2)
\_)0_,2 = 2\_/e (1 - 3xe) (6)

(5) und (6) stellen ein lineares Gleichungssystem aus zwei
Gleichungen fiir zwei Unbekannte (V., x.) dar. Daraus ge-
winnt man die Schwingungskonstante

Ve = 3Vo_1 — Vo—2 (7)
und die Anharmonizititskonstante

~ 2Vp1 — Vo2

(3)

e 6Vo—1 — 2V0—2
Mit den im Aufgabentext angegebenen Werten fiir die

Zentralfrequenzen der Rotations-Schwingungsiiberginge
(AJ = 0) erhilt man

Vo = 1903,98cm™ und x. = 0,007332.

Im vibronischen Grundzustand v = O besitzt der anhar-
monische Oszillator geméB (3) die Nullpunktsenergie

1_ X,
Go =757 (1—36) 9)
oder
Go =948,5cm™ .

Betrachtet man das Molekiil ndherungsweise als harmo-
nischen Oszillator mit der reduzierten Masse
miy - Nisg

= 10
i muy + Nuisg (10)

so setzt man fiir die Molekiilbindung ein lineares Kraftge-
setz voraus und berechnet die Kraftkonstante k£ nach

k:mrco2 (11)

e

Die Energieniveaus des harmonischen Oszillators sind

Losungen zu den Aufgaben

1
Ev :ha)e <U+§>, (12)

so daB beim Ubergang vom harmonischen (12) zum anhar-
monischen Oszillator (1) die Substitution

o1 (o4)] w2

stattfindet. Die konstante Schwingungsfrequenz w. des
harmonischen Oszillators geht also in eine von der
Schwingungsquantenzahl v abhingige Frequenz {iber.
Beim anharmonischen Oszillator entspricht die in (1) defi-
nierte und in (11) verwendete Gleichgewichts-Schwin-
gungsfrequenz . demnach der Frequenz einer infinitesi-
mal kleinen Schwingung um den Gleichgewichtsabstand
im hypothetischen Zustand v = — 1.

Mit @, =3,59-10%s7! und m, = 1241072 kg er-
mittelt man fiir die Kraftkonstante

K
k=15949 =
S

Sieht man die Schwingungsquantenzahl v als kontinuier-
liche Variable an, so kann man den Ausdruck (3) fiir die
Schwingungsterme G, nach v ableiten:

~ 1 ~ 12
G(v) = Ve <v+§> — XeVe <v+§> (14)
dG 1
di}v) = Vo — 2XeVe <v —|—§> (15)
Daraus berechnet man fiir
1 1
max — ~ A — 5 ~ 1
Uma w2 67,69 ~ 68 (16)

das Maximum der Funktion G(v) zu
G(Vmax) = 64919 cm™".

Diese maximale Schwingungsenergie kann als Unter-
kante des Energiekontinuums betrachtet werden, so daf}
nach Abzug der Nullpunktsenergie die Dissoziationsener-
gie Dy des Molekiils folgt:

DO - G('Umax) - GO (17>
oder
1 kJ
Dy =63970cm™ " =7,93eV =7653 —.
mol

Dies ist keine besonders gute Abschitzung. Die Abwei-
chung vom gemessenen Wert Dy = 5,91 ¢V liegt vor allem
in der Vernachlidssigung der Terme hoherer Ordnung in
(v+1) im Ausdruck fiir die Energien begriindet. Die ku-
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bischen, quartischen etc. Terme werden jedoch gerade fiir
groBBe Werte von v wichtig; nach der verwendeten Nihe-
rung gilt ndmlich G(v) — —oo fiir v — oo

10.6 Die gegebenen Daten erlauben lediglich eine Rech-
nung in der harmonischen Oszillator-Niherung. Fiir die
Energieterme gilt somit der Ausdruck

G, = e <v+%) (1)

und daher fiir die Nullpunktsenergie des Molekiils

1
G() = ) Ve. (2)
Unter der Annahme, daB sich die Molekiile sowohl vor
als auch unmittelbar nach der Reaktion im Schwingungs-
Grundzustand v = 0 befinden, beruht die Energiedifferenz
AE von Edukten und Produkten allein auf den unterschied-
lichen Nullpunktenergien:

HCI + D,—DCl + HD (+AE ) 3)

AE = Gopna + Gop, — (Gopci + Gonp)- (4)

Mit den angegebenen Werten fiir die v, der einzelnen
Molekiile erhilt man
kJ
AE =129cm™! = 1,54 —.
mol
Bei der Reaktion von je einem Mol Ausgangsmolekiilen
werden also 1,54kJ Energie frei — die Reaktion ist exo-
therm.

10.7 Die Kraftkonstante k einer Molekiilbindung berech-
net man nach dem Modell des harmonischen Oszillators
gemil

k = m; * = 4> c*m, V2. (1)

Darin ist m, die reduzierte Masse des Molekiils und v
die Frequenz der Grundschwingung. Fiir die Wasserstoft-
halogenide stellt man die folgende Tabelle auf:

1H19F ]H35Cl IHSIBI. IH127I
T//Cm_1 4141,3 29889 2649,7 2309,5
m, /10 kg 1,598 1,624 1653 1,661
k/N/m 968,0 5157 4117 3144
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10.8 Das Jodmolekiil wird als anharmonischer Oszillator
betrachtet, so dafl die vibronischen Energieterme gegeben
sind durch

G,=V +1 y +1 ’ (1)
v="Ve |V 3 XeVe | © 5)

Damit folgt der Abstand Vy_;
Schwingungsniveaus

\70%1 = T)e (1 — 2xe) (2)

und mit den angegebenen Werten fiir die Schwingungskon-
stante V. und die Anharmonizititskonstante x.

der ersten beiden

Vo1 =213, 71em ™.

Die Intensitdt der Schwingungsiiberginge mit Av =1
ist proportional zur Besetzung N, des absorbierenden Zu-
standes v, da die angeregten Zustinde bei niedrigen Tem-
peraturen nahezu unbesetzt sind. Nach Boltzmann folgt so-
mit fiir das Verhiltnis der Intensititen Iy_,; der Grund-
schwingungsbande und [;_, der ,heilen Bande* bei
T =300K

iy Nt

— _ e—hc%a]/kT (3)
Io—1 N

(genauer gesagt, gilt dies fiir jedes Paar dquivalenter Rota-
tions-Schwingungsiibergiinge) und somit
L

122 _ 0,359.
0—1

10.9 Die beteiligten zweiatomigen funktionellen Gruppen
werden in erster Niherung als harmonische Oszillatoren
betrachtet. Thre Schwingungsfrequenz ist dann

k

w=2ncv = . (1)

Als weitere Néherung wird angenommen, daf3 beim
Austausch zweier Isotope, z.B. H <= D, oder zweier in ih-
rem Bindungsverhalten dhnlicher Atome mit gleicher Elek-
tronenkonfiguration in der &uBleren Schale, z.B. O < S,
die Bindungsstirke unverindert bleibt. Wahrend sich also
die reduzierte Masse m, beim Austausch dndert, bleibt die
Kraftkonstante k erhalten. Die Beziehung zwischen der
Wellenzahl v der Schwingung und der reduzierten Masse
m; der funktionellen Gruppen bei konstanter Kraftkon-
stante lautet dann gemaif (1)

v x ! . (2)

E
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Die Frequenz der O-D-Streckschwingung 146t sich aus
dem Wert fiir die O-H-Schwingung abschitzen:

_ _ m
Vo b & Vo_p 4 |— (3)
my 0D

und mit ¥o_g = 3600cm ™!
Vo_p A 2620cm .

Da die Kraftkonstante der C—S-Gruppe allenfalls mit
der der C-O-Einfachbindung, nicht jedoch mit derjenigen
der C=S-Doppelbindung zu vergleichen ist (unterschiedli-
cher Bindungscharakter), folgt fiir ihre Abschitzung:

o @)

Ve—s = Vc-o0
ny cs

und mit ¥e_o = 1150cm™!:

Ve_s ~ 1020cm™!.

10.10 Mit den gegebenen Daten kann das Problem nur in
der harmonischen Oszillator-Nédherung gelost werden.

a) Die Energieniveaus G, des harmonischen Oszillators
sind

Gy = 7. (H%). ()

Die Schwingungskonstante V. entspricht hierin der
Energie der Grundschwingung des harmonischen Oszilla-
tors und kann aus der Kraftkonstante k£ und der reduzierten
Masse m, = 1,6266 - 10727 kg des HCI-Molekiils gem:iB

_ We 1 k
pr— = — —_— 2
Ve 2nc  2ne N my 2)

berechnet werden zu

Ve =2991,3cm™ .
Fiir v = 0 ergibt sich die Nullpunktsenergie
1
G() - 5 ‘_)e (3)
oder

Go = 1495, 7cm™!.

b) Fiir die Berechnung des Rotations-Schwingungsspek-
trums benotigt man die Rotationskonstante B. Man be-
stimmt sie aus der Gleichgewichts-Bindungsldnge R. und

der reduzierten Masse m, gemal
h
872 cm,R?

)

zu

Losungen zu den Aufgaben

B=10,59cm™".

¢) Ohne Beriicksichtigung der Zentrifugaldehnung so-
wie der Schwingungsdehnung gilt fiir die Energieterme
der Zustinde mit Schwingungsquantenzahl v und Rotati-
onsquantenzahl J

G(v,J) = Ve (w%) +BJUJ +1). (5)

Die Linien des Rotations-Schwingungsspektrums erge-
ben sich aus den Ubergangsenergien zwischen den Zustén-
den (v”,J") und (v/,J’) mit der Konvention v > ¢" zu

V(o LT = G, T = G, ) (6)
=0 (=) B 1) = 1) (7)

Fiir die Grundschwingung ist v/ = 1 und v" = 0, so daB
sich (7) vereinfacht zu

vJ, I =V + B +1)=J"(J"+1)]. (8)
Daraus folgt

fir den P-Zweig (/' =J" —1):v(J") =v. —2BJ"
fir den R-Zweig (/' =J"+1):
v(J") =Ve+2B(J" +1).

Daraus erhélt man schlieBlich die jeweils innersten drei
Linien von P- und R-Zweig:

Py J" =1=7v=2970,12cm™"
Ppy:J" =2=7v=294894cm™!
Py J =3 =v=292776cm™

Ry J" =0=7v=301248cm™’
Ruy:J" =1=v=3033,66cm™"
Rip: J" =2 = 7 = 3054 84 cm ™.

d) Zwischen dem in (c) berechneten und dem tatsidch-
lich gemessenen Spektrum treten zwei qualitative Unter-
schiede auf.

Zum einen liegt Chlor in der Natur als Isotopengemisch
aus 3CI und *’Cl im Verhiltnis 3:1 vor. Aufgrund der un-
terschiedlichen reduzierten Massen der beiden isotopen
HCI-Molekiilsorten beobachtet man zwei gegeneinander
verschobene Spektren im Intensititsverhéltnis 3:1.

Ein weiterer Unterschied liegt in der Schwingungsdeh-
nung begriindet. Sie fiihrt dazu, daf die Born-Oppenhei-
mer-Niherung ihre Giiltigkeit verliert, da der Kernabstand
vom Schwingungszustand abhingt. Die Rotationskonstan-
ten B, und B, sind nun verschieden, und die Ubergangs-
energien aus (7) sind

v, o T =ve (W =) + By I (I + 1)
— By J"(J"+1). 9)
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Fiir den P-Zweig (J' =J” — 1) folgt daraus nach einer
einfachen Umformung

Vp =Ve (v — v") — 2By (J' + 1)
— (Bq,f/ — BUI)JI(J, + 1) (10)

Weil der Kernabstand im hoheren Zustand v grofer ist
als im Zustand v" und daher B, > B,, riicken die Linien
des P-Zweiges mit zunehmendem J’ (d.h. in Richtung zur
Flanke der Schwingungsbande) weiter auseinander.

Fiir den R-Zweig (J' = J" + 1) gilt nach (9)

Vg =Ve (V — ") + 2By (J" + 1)
— (By —By)(J"+1)(J" +2). (11)

Wegen B,» > By riicken die Linien im R-Zweig mit zu-
nehmendem J” nidher zusammen, bis sie schlieBlich auf
der Wellenzahlachse umkehren und sich auf das Zentrum
der Bande zubewegen. Der R-Zweig besitzt also eine
scharfe Kante.

10.11 Die Auswahlregeln fiir den Rotations-Schwingungs-
Ubergang (v",J" M})—(V,J',M}) mit M; =—J,...,
+J lauten

Av=0,+1,42,...
AJ = +1
und AM; =0, £1.

Im P-Zweig (J/ =J" — 1) ist der Entartungsgrad des
absorbierenden Zustands 2J” + 1, da die Mj»-Werte von
—J" bis +J” laufen. Dagegen kann im Zustand J' die
Quantenzahl M, nur die Werte —(J” — 1) bis (J” — 1) an-
nehmen. Fir AM; = —1,0 oder + 1 gibt es daher jeweils
genau 2J” —1 Teiliiberginge, so daB insgesamt
6J" — 3 = 6J' + 3 Teiliibergiinge moglich sind.

Im R-Zweig (J/=J"+1) kann M; die Werte von
—(J"+1) bis (J”+ 1) annehmen, und es existieren je-
weils 2J” + 1 Teiliiberginge fiir AM; = —1,0, +1. Insge-
samt erhdlt man also 6J” + 3 Teiliiberginge.

Mit der Definition J = min(J',J”) treten fiir beide
Zweige 3 - (2J + 1) Teiliibergdnge mit AM; = 0,£1 auf.
Wenn jeder Teiliibergang den gleichen Beitrag zur Linien-
intensitit leistet, so ist diese dem Produkt aus der Zahl der
Teiliibergiinge und der thermischen Besetzung des absor-
bierenden Zustands proportional. Das Intensitédtsverhiltnis
einer Linie zur ersten Linie des R-Zweigs ist daher

Iv”,]”—w’J’ . 3 (2‘] + 1) eff—;B,,//[ "(J"+1)—0]

I?J” 0—/,1 3
he

_ (2.] + 1) eikTB“”J"(J"Jrl).
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10.12 Wie in Aufgabe 10.10d hergeleitet, ergeben sich die
Lagen der Linien im R-Zweig (/' = J” + 1) des Rotations-
Schwingungsspektrums eines zweiatomigen Molekiils wie
HCI aus

VR = Ve (1)/ — ’UH) + 2B,y (]// + 1)
— (By —By)(J" 4+ 1)(J" +2). (1)

Mit wachsendem J” riicken die Linien immer niher zu-
sammen, bis schlieBlich bei Jx eine Richtungsumkehr auf
der Wellenzahlachse erfolgt. Jx ist das Niveau, das die
Bandenkante des R-Zweiges bildet.

Der Abstand zweier benachbarter Linien im R-Zweig
mit J” = Jx und J” = Jx + 1 ist

Avg=...=2By —2 (BU// - B,U/)(JK + 2) (2)

An der Bandenkante wird Avg negativ, so daB mit
B, > B, der Wert der Rotationsquantenzahl Jx berechnet
werden kann:

B’U”

—_— 2. 3
JK - B?J” - B?)’ ( )

Aus B, = By und B, = B; bestimmt man
Jx >3246 = Jg=33.

Ab Jg +1 =34 wandern die Linien des R-Zweiges
wieder zum Zentrum der Bande zuriick. Die zu Jg geho-
rende Linie bildet die Bandenkante. Aus (1) folgt fiir die
Grundschwingungsbande

vr(Jx) = v(1,0) + 2By (Jx + 1)
— (Bo — B1) (Jk + 1)(Jg +2) (4)

und mit dem angegebenen Wert fiir v(1,0) die Banden-
kante

r(Jx) = 323525 cm ™.

(Zum  Vergleich:  Vg(Jg — 1) =323497cm™!  und
vr(x + 1) = 3234,92cm™ )

10.13 Beschreibt man ein zweiatomiges Molekiil mit dem
Modell des anharmonischen Oszillators, so verwendet man
oft das Morse-Potential

V(R) = D, (1 — e “RR))?

(1)
(R: Kernabstand; R.: Gleichgewichts-Kernabstand bzw.
Gleichgewichts-Bindungsliange). Es gibt den nidherungs-
weise parabolischen Potentialverlauf in der Nihe des
Gleichgewichts-Kernabstands wieder und beriicksichtigt
den Effekt der KernabstoBung fiir kleine R und den Uber-
gang in das Kontinuum fiir grofe R.
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Der Vorfaktor D, gibt den Abstand zwischen Gleichge-
wichtspotential und Kontinuumskante an und l46t sich aus
der Anharmonizititskonstante

heo,
= 2
= 4D, (2)
bestimmen zu
hev?
= . 3
© Ax. e (3)
Mit den angegebenen Werten fiir V. und x.V. erhilt

man
D. = 15505cm™!.

Der Parameter a hingt mit D. und der reduzierten
Masse m, des Molekiils zusammen iiber

my _ m;
a:we,/5:2ncve,/2D. 4)
€ €

Unter Verwendung der Atommassen My = 1,008 g/mol
und Mg, = 85,47 g/mol findet man m, = 1,654 - 107% kg
und damit

a=09,144-10"cm™ .

Die Rotationskonstante B im Gleichgewichtsabstand R,
ergibt sich aus

B h
 8n2cm,R?

(5)
mit den gegebenen Werten zu

B=302cm™!

und die vom Kernabstand abhingige Rotationskonstante
B(R) zu

RZ
B(R) = R—; B. (6)
Folglich gilt fiir die Rotationsenergie (in cm™")
1
E(R) =B(R)J(J +1)=BR2J(J + 1) ok (7)

Das effektive Potential des rotierenden anharmonischen
Oszillators RbH setzt sich schlieBlich additiv zusammen
aus dem reinen Morse-Potential und der Rotationsenergie:

Veir(R) = V(R) + Ert(R). (8)

Mit wachsender Rotationsquantenzahl J wird die Bin-
dung geschwicht, bis sie schlieBlich instabil wird. Dieses
Phinomen liegt darin begriindet, da mit abnehmendem
Kernabstand die Rotationsenergie zunimmt, wihrend fiir

Losungen zu den Aufgaben
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Abb. L.21. Graphische Auftragung des (effektiven) Potentials des an-
harmonischen Oszillators RbH

R > R, die potenticlle (Morse-) Energie abnimmt. Ab ei-
nem bestimmten Wert fiir J existiert kein Minimum des
additiv gebildeten effektiven Potentials mehr, Abb. L.21.

10.14 a) Die Lagen der Schwingungsniveaus des anhar-
monischen Oszillators 'H*C1 werden beschrieben durch

Go = (042 v +12 (1)
v ve v 2 -xee v 2 .

Daraus ergeben sich die Ubergangsenergien (Auswahl-
regel Av=1) zu

Y)’UH’LH»I == GU+] — Gv = ‘75 [1 — Z.Xe ('U + 1)] (2)

Eine numerische Anpassung der Funktion G(v) an die
gegebenen Energiewerte liefert als Anpassungsparameter
die Schwingungskonstante V. und die Anharmonizitits-
konstante x., Abb. L.22 und L.23.

Die so berechnete Funktion G, zeigt deutlich, da3 mit
zunehmender Schwingungsquantenzahl v die Abstinde
zwischen benachbarten Niveaus kleiner werden.

Die Werte fiir Ve und x. konnen ebenso aus einer Auf-
tragung der Daten fiir v,_,,,; und dem Anpassen einer Ge-
rade gewonnen werden. Auch eine rein algebraische Lo-
sung des iiberbestimmten Gleichungssystems ist einfach
moglich.

Die Anharmonizititskonstante x. ist mit dem Abstand
D, zwischen dem Energieminimum des Morse-Potentials
und der Kontinuumskante sowie mit der Schwingungskon-
stante v, verkniipft gemaf

v haw, _ hcve
4D, 4D’

(3)
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Abb. L.22. Graphische Auftragung der Energiewerte G,: Mefpunkte
und Anpassungskurve (Anpassungsparameter: Schwingungskonstante
Vo = 2989,74cm™!; Anharmonizititskonstante x, = 0,0174)

Daraus kann die Dissoziationsenergie Dy berechnet wer-
den, wenn man von D, die Nullpunktsenergie Gy des Os-
zillators subtrahiert:

hcv
DOZDe—hCGOZ 4 ¢

Xe

— he Gy (4)

und mit den oben ermittelten Werten folgt
Dy =187239-10""°T=514eV = 41474cm™".

b) Da die Morse-Potentialkurven isotoper Molekiile in er-
ster Ndherung identisch sind, sind die Werte fiir das Poten-
tialminimum D, den Gleichgewichts-Kernabstand R. und
die mit dem Potentialparameter a verkniipfte Kraftkon-
stante k der Bindung fiir das deuterierte 2D*CI dieselben
wie fiir 'H®CL. Es unterscheiden sich jedoch die reduzier-
ten Massen der beiden isotopen Molekiile (im folgenden
wird fiir HCI der Index 1 verwendet, fiir DCI] der Index 2):

My apsc = 1,6266 - 1072 kg = my
m,opscl = 3,1623 - 107 kg = my.
Wegen identischer Kraftkonstanten findet man

k= mlcoil = mzwg,z. (5)

Daraus gewinnt man das Verhiltnis der Schwingungs-
konstanten:

Veo  Wen my

——=—t=,/— =y (6)
Ve,l We 1 nmyp

und mit

y=0,7172

die Schwingungskonstante V., fiir DCI:

Veo = 214423 cm™.
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Abb. L.23. Extrapolation der angepafiten Funktion G, bis zum Maxi-
mum

Das schwere Isotop schwingt also langsamer als das
leichte.

Die Anharmonizitidtskonstante erschlieft man sich aus
(3) mit D¢y = De 1, so daf3

Xep  Wep _ 7)
Xe,1 We 1

und somit fiir DCI
Xep = 0,0125.

Das schwere Isotop wird bei der Schwingung weniger
stark aus der Ruhelage ausgelenkt, es bewegt sich nicht so
weit auf den flachen Teil des Morse-Potentials wie das
leichte Isotop; es spiirt daher eine geringere Anharmonizitit.

Die Rotationskonstanten B verhalten sich umgekehrt
proportional zu den Trigheitsmomenten und wegen identi-
schem Gleichgewichts-Kernabstand auch zu den reduzier-
ten Massen der isotopen Molekiile:

B _m_ >

=— =, 8
B —m (8)
Mit dem fiir HCI gegebenen B erhilt man B, fiir DCI:
B, =545cm™.

Die Rotationsstruktur des schweren Molekiils ist dem-
nach enger als die des leichten.

c) Aus (1) leitet man fiir v = 0 die Nullpunktsenergie
Gy, des anharmonischen Oszillators DCI ab:

1_ 1
GO,Z = 5 ve_g <1 — 5 x372> . (9)

Unter Verwendung der in (b) berechneten Werte erhilt
man

Goa = 106541 cm™
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und somit bei konstantem D, die Dissoziationsenergie Dy
von DCI:

Dy> = D, — Gy (10)

Doy =832-107""T=519eV = 41891 cm ™.

Man kann die Differenz der Dissoziationsenergien der
beiden isotopen Molekiile zur Laser-photochemischen Iso-
topentrennung nutzen. Ein Isotopengemisch HCI/DCl wird
mit intensivem Laserlicht bei ca. 41700 cm~! = 240 nm an-
geregt; dies ist z.B. mit einem frequenzverdoppelten Farb-
stofflaser moglich. Da die Energie der Photonen zwischen
den Dissoziationsenergien der beiden Isotope liegt, reicht
sie aus, um die HCI-Bindung zu spalten, wihrend das
DCIl-Molekiil stabil bleibt. Man kann nun mit weiteren
Trennverfahren die verbliebenen DCIl-Molekiile aussortie-
ren.

10.15 Das SO,-Molekiil weist drei Normalschwingungen
auf, die denen des Wassermolekiils dhnlich sind. Da sich
jeweils das Dipolmoment des Molekiils dndert, sind alle
Schwingungsmoden IR-aktiv. Bei der symmetrischen
Schwingungsmode v; dndern sich in erster Néaherung nur
die Bindungslingen, wéhrend der Bindungswinkel @
gleichbleibt. Dagegen oszilliert bei der Mode v, haupt-
sdchlich die Normalkoordinate @, und die Bindungsldngen
dndern sich nur wenig.

In mehratomigen Molekiilen konnen Schwingungen die
Symmetrie der elektronischen Wellenfunktion verdndern.
Die elektronischen Ubergangsdipolmomente enthalten da-
her gekoppelte elektronisch/vibronische Matrixelemente,
und ein groBer Wert des vibronischen Uberlappungsinte-
grals fiihrt zu intensiven Linien.

Im Falle des SO, ist der Uberlapp der ,Biegeschwin-
gung” v, mit der geometrischen Anderung zwischen
Grund- und Anregungszustand am groften (der Bindungs-
winkel @ andert sich, die Bindungsldngen bleiben gleich).
Dem 0-0-Ubergang wird also eine intensive Schwingungs-
progression mit Linienabstand v, folgen. Obwohl auch die
anderen Schwingungsmoden IR-aktiv sind, werden sie mit
geringerer Intensitit beobachtet.

Kapitel 11

11.1 Drehimpuls und Born-Oppenheimer Niherung
Wir betrachten 3-atomiges Molekiil:

hZ
H: — —Aj+V(R31,R32);

R;=R.—R. (1)
; 2m/ 7 J

Losungen zu den Aufgaben

V sei invariant gegeniiber gleichzeitiger Rotation der R;;.
Gesamtdrehimpuls:

L= ZLi = Z Kerndrehimpulse. (2)
i
Gesamtimpuls:
P= ZPi = Z Kernimpulse (3)
i
und
Li = Ri X Pi (4)
und
P’
H= —+V=Hy+V. 5
Zi: 2m; + o+ (5)

Wir betrachten den Kommutator:

o2 =Y 5 - [P L) ©)

ij i

Fiir i = j und das Beispiel L, finden wir (ohne Index)

P N o ) )
[(6)8+ay2+azz>v(xayya)c)]f(x,y,Z)0- (7)

Fiir i # j gilt
[P;,L;] = PiL; — L;P; =0 wegen verschiedener Kerne.

(8)
[Ho,L] = 0. (9)
Wir betrachten
[V,L]. (10)

Wegen Rotationsinvarianz vertauscht V mit den Drehope-
ratoren D(«, f,7) = D,(a)Dy(f)Dy(y), wobei

R S s -

Fassen wir «, 8,y als infinitesimale Groen auf, so folgt
hieraus auch

v.L] =0, (12)

wie man durch Entwicklung von (11) zeigen kann.

Kapitel 12

12.1 Da das H,-Molekiil kein permanentes elektrisches Di-
polmoment besitzt, kann das reine Rotationsspektrum nicht
als Mikrowellen-Absorptionsspektrum beobachtet werden.
Man verwendet vielmehr die Raman-Spektroskopie.
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Voraussetzung fiir die Raman-Aktivitit des Molekiils ist
eine Anderung der Polarisierbarkeit bei der Rotation. Da
die Liange jeder Hauptachse i des Polarisierbarkeitsellip-
soids proportional ist zu 1/,/0; (oy: Polarisierbarkeit in
Richtung i), sind seine Schnittflichen senkrecht zur
Molekiilachse kreisformig. Der Schnitt mit einer Ebene,
die die Molekiilachse enthilt, ist dagegen fiir nicht kugel-
symmetrische Molekiile stets eine nicht entartete Ellipse.
Bei der Rotation des Molekiils um eine Achse, die nicht
die Molekiilachse ist, dndert sich daher die Polarisierbar-
keit in der Polarisationsebene des anregenden Lichts, so
daB das reine Rotationsspektrum mit Hilfe der Raman-
Spektroskopie aufgenommen werden kann.

Die Rotationszustinde des Molekiils sind in erster Na-
herung gegeben durch

F;=BJ(J+1). (1)
Im Raman-Spektrum lautet die Auswahlregel fiir opti-

sche Ubergiinge AJ = £2; der Abstand der Linien vom
Bandenursprung ist somit

V) = Vy_si2 = B(4J +6) 2)

und der Abstand zweier benachbarter Rotations-Ramanli-
nien

AV =7V, —V; =4B. (3)
Die Rotationskonstante
h h
4)

~872cO  8nic m;R?

berechnet man mit der Atommasse my = 1,673 - 102" kg,

der reduzierten Masse m, = % my und der Gleichgewichts-

Bindungslinge R. = 0,7414 A zu
B =60,829cm .
Aus (3) folgt der Abstand benachbarter Spektrallinien:
AV =2433cm L.

12.2 Jedes Molekiil, dessen Polarisierbarkeitsellipsoid im
Grundzustand keine Kugelgestalt aufweist (sphérische
Kreisel), zeigt ein reines Rotations-Ramanspektrum, da
sich bei der Rotation die Polarisierbarkeit in der Polarisati-
onsebene des anregenden Lichts dndert.

Mit Ausnahme der Molekiile CH, und SFg, die jeweils
sphirische Symmetrie besitzen, beobachtet man fiir alle an-
gegebenen Molekiile ein reines Rotations-Ramanspektrum.

12.3 Andert sich bei einer Schwingung das elektrische Di-
polmoment des Molekiils, so ist sie IR-aktiv. Eine Schwin-
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gungsmode ist dagegen Raman-aktiv, wenn sie eine peri-
odische Anderung der Polarisierbarkeit hervorruft.

Bei Molekiilen mit Inversionszentrum verhalten sich IR-
aktive und Raman-aktive Schwingungsmoden komplemen-
tar: eine Schwingung ist entweder IR-aktiv oder Raman-aktiv.

Damit ergibt sich folgendes Verhalten:

Ns: nur Raman-aktiv.

CoHy: ebene Struktur mit Inversionszen-

trum: Raman und IR komplementir.

kein Inversionszentrum, Dipolmo-

ment und Polarisierbarkeit dndern

sich, daher sowohl Raman alsauchIR.

HD: lediglich unterschiedliche Isotope,

Verhalten wie homonukleares zwei-

atomiges Molekiil: nur Raman-aktiv.

tetraedrische Struktur, kein Inversi-

onszentrum: Raman-aktiv; asymme-

trische Biege- und Streckschwin-

gungen auch IR-aktiv.

CS,: linear, Inversionszentrum: Raman
und IR komplementir.

SO;,: gewinkelt, kein Inversionszentrum:
sowohl Raman als auch IR.

NHs;: pyramidenformig: sowohl Raman

als auch IR.

existiert in der Gasphase bei

T > 750°C als lineares Molekiil

mit Inversionszentrum: Raman und

IR komplementir.

kein Inversionszentrum: sowohl Ra-

man als auch IR.

(CO)sRe —Re(CO)5: Inversionszentrum: Raman und IR
komplementir.

CH3OHZ

CCly:

B eClz :

CH3COCH3I

12.4 Das Ammoniakmolekiil NH; ist ein symmetrischer
Kreisel, dessen Symmetrieachse durch das N-Atom ver-
lauft. Die beiden Haupttrigheitsmomente senkrecht und
parallel zur Symmetrieachse besitzen die Werte

6, =286-10"kgm* und O =438-10""kgm’.

Die Rotationskonstanten B und C berechnen sich daraus
gemal

h 1 1
B=—" " ud c=_" (- -~ 1
s2co, " 8n%c (@ @J_) (1)

zu B=978cm™! und C = —3,39cm™".
Fiir die Lage der Rotationsniveaus gilt
F(J,K)=BJ(J+1)+ CK?
mit K=0,+£1,+2,..., +J. (2)
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Hierbei beschreibt die Quantenzahl J den Gesamtdreh-
impuls des Molekiils, wihrend K sich auf die Rotation um
die Symmetrieachse bezieht:

Ll =hK. (3)

Die Rotation um die Kreiselachse ist nicht Raman-ak-
tiv, da sich dabei die Polarisierbarkeit des Molekiils nicht
dndert. Als erste Auswahlregel fiir Ramaniibergiinge von
symmetrischen Kreiselmolekiilen folgt daraus

AK = 0. 4)

Fiir die Anderung der Quantenzahl J des Gesamtdreh-
impulses gilt dagegen

Al =0,+1,£2 fir K#0, (5)

A =+2 fir K=0. (6)

Im Spezialfall des symmetrischen Kreisels sind also fiir
alle Rotationszustinde J # 0 Ramaniibergdnge mit
AJ = +1 erlaubt. Das Ramanspektrum stellt eine Uberla-
gerung aus den beiden Teilspektren mit AJ = +1 (P- und
R-Zweig) und AJ = £2 (O- und S-Zweig) dar.

Sind J' und J” die Rotationsniveaus des Molekiils vor
und nach dem Raman-StreuprozeB mit AJ =J" —J, so
folgt aus (2) unter Beachtung der Auswahlregeln (4-6) die
reine Rotations-Ramanverschiebung AV = Fy — Fy»  des
gestreuten Lichts gegeniiber dem Primirlicht fiir die

Stokes-Linien:
S-Zweig:

Al=+2=Av=-B4J' +6) (J/=0,1,2,...)
R-Zweig:

Al=+1=Av==-2B(J'+1) (J'=1,2,3,..)

Anti-Stokes-Linien:
O-Zweig:

Al=-2=Av=B4J' —-2) (J/=2,3,4,...)
P-Zweig:

Al=—-1=Av=2BJ (J/=2,3,4,...).

Die Wellenldnge des Primirlichts (N,-Laser) liegt bei
336,732nm =29697,2cm~'. Fiir die innersten Ramanli-
nien erhilt man die folgenden Lagen:

Losungen zu den Aufgaben

| R—Zweig Q P—Zweig
\'
|
| .
| |
! |
ol “l IHH"H =
.llIII IIlll. 1
S—Zweig Q O0—Zweig |
|
|
|
|
x 11| ‘ |
Uberlagerung i
\
\
Y
r
1
1 l ' HH l’ L]
‘ 1 I : : I 1 J

-200 0 200
Av [em™"]

Abb. L.24. Rotations-Ramanspektrum des symmetrischen Kreiselmo-
lekiils NH3: Uberlagerung aus den beiden Serien mit AJ = £1 (oben:
R- und P-Zweig) und AJ = +2 (Mitte: S- und O-Zweig). Unten:
iiberlagertes Spektrum; jede zweite Linie von R- und P-Zweig fillt
mit einer Linie von S- und O-Zweig zusammen. Dadurch ergeben
sich alternierende Linienintensititen

J' = 0 1 2 3
Stokes: S-Zweig 29638,5 cm ™! 29599 4 cm ! 29560,3 cm ™! 29521,2 cm™!
337,39 nm 337,84 nm 338,29 nm 338,73 nm
R-Zweig 29658,1 cm ™! 29638,5 cm™! 29619,0 cm™!
337,17 nm 337,39 nm 337,62 nm
Anti-Stokes: O-Zweig 297559 cm™! 29795,0 cm™!
336,06 nm 335,62 nm
P-Zweig 29736,3 cm-! 29755.9 cm-!
336,28 nm 336,06 nm




Kapitel 12

12.5 a) IR- und Raman-Linien treten nicht gemeinsam
auf, sie sind komplementir (vgl. Aufgabe 12.3). Daraus
kann man schliefen, da3 das Molekiil A,B, ein Inversions-
zentrum besitzt. Weil eine IR-Linie mit PR-Struktur exi-
stiert, muf} es sich aulerdem um ein lineares Molekiil han-
deln. Die allgemeine Strukturformel lautet also

A—B—-B—-A.

Die Anzahl der Normalschwingungen ist
f=3N-—-5=7, wobei jedoch zweimal zwei Biege-
schwingungen entartet sind; es bleiben fiinf nichtiquiva-
lente Schwingungen. Da die beiden energiereichsten Mo-
den im Bereich der C-H-Streckschwingungen liegen, wer-
den die angegebenen Frequenzen den Normalschwingun-
gen des Molekiils

H-C=C-H

zugeordnet:

1) 3374 cm™'«— —+ —Raman-aktiv  symmetr. Streck-

schwingung C—H
asymmetr. Streck-
schwingung C—H
symmetr. Streck-

schwingung C=C
IR-aktiv (PQR) Biegeschwingung
Raman-aktiv  Biegeschwingung.
(schwach)

b) Da eine der Schwingungen sowohl IR- als auch Ra-
man-aktiv ist, kann in dem Molekiil AB, kein Inversions-
zentrum vorliegen. Aufgrund der komplizierten Struktur
der Infrarotbanden muf} es sich um ein gewinkeltes Mole-
kiil handeln:

BB

2) 3287 cm~'«— —— «—IR-aktiv (PR)

3) 1973 cm™'«—«———  Raman-aktiv
4)729cm™ T[]
5 612em~! 1]1]

A
B B

Beide Strukturen fithren zu drei Schwingungsmoden.
Aus Angaben iiber die Polarisation von Ramanlinien erhilt
man Aufschlufl dariiber, ob es sich um eine symmetrische
oder asymmetrische Schwingungsform handelt: bei einem
symmetrischen Molekiil fiihrt eine symmetrische Schwin-
gung zur isotropen Verformung des Polarisierbarkeits-
ellipsoids, so da} polarisiertes Primirlicht nach der Ra-
man-Streuung immer noch polarisiert ist. Asymmetrische
Schwingungen verursachen eine anisotrope Verformung
des Polarisierbarkeitsellipsoids und bewirken, da die Mole-
kiile willkiirlich orientiert sind, eine Depolarisierung des
gestreuten Lichts.

Die beiden energiereichsten Schwingungen liegen im
Bereich der O-H-Streckschwingung, so daf} die beobachte-
ten Moden dem Molekiil

H,O

A oder
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zugeordnet werden:

1) 3756 cm™! 7\,  IR-aktiv asymmetrische Streck-
schwingung
IR- und Raman- symmetrische Streck-

aktiv (polarisiert) schwingung

2) 3652 cm™! /T\

3) 1595ecm™! T, IR-aktiv Biegeschwingung.

Die Frequenzen der Biegeschwingungen sind im allge-
meinen niedriger als die der Streckschwingungen; auch
wenn sie prinzipiell Raman-aktiv sind, ist die Intensitit
der Linien oft so schwach, daf} sie nicht beobachtet werden.

12.6 Da bei beiden Molekiilen Schwingungsmoden exi-
stieren, die sowohl IR- als auch Raman-aktiv sind (d.h.
IR- und Raman-aktive Moden sind nicht komplementir),
kann weder N,O noch NO, ein Inversionszentrum besit-
zen.

Wegen der PR-Struktur seiner IR-Banden muf3 N,O
linear sein. Als mogliche Struktur verbleibt somit allein

N-N-O.

Dagegen deutet die komplexe Rotationsstruktur der IR-
Banden von NO, darauf hin, daf3 dieses Molekiil nicht lin-
ear ist. Aufgrund der verfiigbaren Informationen lassen
sich zwei mogliche Molekiilstrukturen angeben:

o ON oder ONO'

12.7 Bei zweiatomigen homonuklearen Molekiilen besitzt
der Kernspin I/ der beiden identischen Kerne A und B
(I = Iy = Ip) einen EinfluB auf die Statistik, d.h. auf die
Haufigkeit, mit der einzelne Molekiilzustinde vorkommen.

Unter der Annahme entkoppelter Teilbewegungen 14f3t
sich die Gesamtwellenfunktion des Molekiils als Produkt-
zustand schreiben:

W(rA7O-A7rBaO-B7ri7O-i): (1)
" (04, 08) P (0:) P (R, ri) R P (R) ¥™'(9, )
= ¥* (04, 05) PR (ra, 1,1, 07) (2)

mit r4,rp,r;: Koordinaten der Kerne A und B und der
Elektronen i im Schwerpunktsystem;

R: Kernabstand;
kS Kernspinzustand;
PES. Elektronenspinzustand;

el Losung der Schrodingergleichung fiir das
Zweizentrenproblem mit fixierten Kernen
' (Born-Oppenheimer-Niherung);
yvib. Zustand des harmonischen Oszillators;
ot Zustand des starren Rotators.
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Bei Vertauschung der identischen Kerne A und B multi-
pliziert sich Y5 mit dem Faktor (—1)", die ,.Restwellen-
funktion ¥® mit dem Faktor (—1)% Die Paritit der Ge-
samtwellenfunktion, also ihr Verhalten unter Kernaus-
tausch A < B, 1aBt sich mathematisch beschreiben durch

Y (rg,ap,ra, 04,70, 0;) =(—1)"C W(ra,04,r5,0p,1i,0;).
3)

Da die Paritit der Wellenfunktion von inneren Wechsel-
wirkungen (Kopplungen) unabhingig ist, kann sie aus dem
Produktzustand (1) bestimmt werden [bei Kopplung: Ent-
wicklung der Wellenfunktion nach Produktzustinden mit
gleichem (—1)*].

Das Verhalten von ¥ gegeniiber der Inversion der Orts-
vektoren aller Teilchen beschreibt die Paritit (—I)P (obe-
rer Index am Termsymbol: + fiir P = 0 oder — fiir P = 1).
Weil Spins axiale Vektoren sind, bleiben sie bei der Inver-
sion erhalten, so da3 die Spinwellenfunktionen wKS ynd
PES positive Paritiit besitzen. Wihrend die Schwingungs-
wellenfunktion R~! ¥¥® nur vom Betrag R des Kernab-
stands abhidngt und somit bei der Inversion unverdndert
bleibt, multipliziert sich die Rotationsfunktion ¥™" im Zu-
stand J mit (—1)". SchlieBlich denkt man sich fiir die
elektronische Eigenfunktion ¥ die Inversion aus zwei
nacheinander ausgefiihrten Symmetrieoperationen
zusammengesetzt: die erste Teiloperation, eine Drehung
des Molekiils um 180° um eine zur Molekiilachse senk-
rechte Drehachse durch den Schwerpunkt, 143t e unbe-
einfluit; die nachfolgende Spiegelung an einer Ebene, die
senkrecht zur Drehachse steht und die Kerne enthilt, ver-
dndert die Relativkoordinaten und bedingt eine Anderung
von ¥ um den Faktor (—1)".

Die Paritit des Gesamtzustands unter Inversion ist so-
mit

(=" = (=1)""". ()

Da sich die Indizes + und — am Termsymbol auf den
rotatorischen Grundzustand J = 0 beziehen, gilt

(1) =+1<=s=0
(—1)=—-l<=s=1

fiir +, (5)
fir —. (6)

Um das Verhalten der , Restwellenfunktion“ ¥R [ohne
Kernspins, vgl. (1),(2)] bei Vertauschung der Kernorte zu
verstehen, zerlegt man auch diese Operation in zwei auf-
einanderfolgende Symmetrieoperationen: zunéchst multi-
pliziert sich ¥® bei der Inversion aller Teilchen mit
(—I)P. Bei der nachfolgenden Inversion der Elektronen al-
leine kommt der Faktor (—1)" hinzu; er wird im Term-
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symbol durch den unteren Index g (fiir 7 = 0) oder u (fiir
7 = 1) gekennzeichnet. Die beiden Teiloperationen zusam-
men bewirken eine Vertauschung der Kerne, wihrend die
Elektronen unberiihrt bleiben. Die Paritit von ¥R bei Ver-
tauschung der Kerne ist somit unter Beriicksichtigung von

“
(=17 = (=) = (=)' (7)

Zu untersuchen bleibt schlieBlich das Verhalten der
Kernspinwellenfunktion ¥WX5 beim Austausch der identi-
schen Kerne A und B mit den Kernspins Iy = Iz = I und
den magnetischen Kernspinquantenzahlen M; =
—1I,...,1 Der gesamte Kernspin des Molekiils ergibt
sich aus der Vektoraddition der beiden Einzelspins und
kann die Werte

I =21,21—1,...,0 (8)

annehmen. Aus der quantenmechanischen Analyse (vgl.
Aufgabe 12.8) erhidlt man die symmetrischen und anti-
symmetrischen Zustinde mit positiver bzw. negativer Pari-
tit (—1)":

fiir ganzzahlige I

Loy =21,21-2,...,0 symmetrisch
Ioes=21—1,21-3,..., 1 antisymmetrisch
fiir halbzahlige I:

lyes =21,21-2,...,1 symmetrisch
lyes=21—1,21—-3,...,0 antisymmetrisch.

Jeder Zustand g ist (2/ges+1)-fach entartet; daraus er-
mittelt man das Verhdltnis der statistischen Gewichte von
antisymmetrischen zu symmetrischen Kernspinzustinden
(vgl. Aufgabe 12.10):

1
g0 _ L (9)
g I1+1
a) Kernspin I = 0
Weil Kerne mit ganzzahligem Spin Bosonen sind, muf3

die Gesamtwellenfunktion ¥ symmetrisch sein unter Ver-
tauschung der Kerne, d.h. mit (3) und (7):

(_l)l€+g _ (_1)K+]+5+7[ % +1. (10)

Es existiert nur der symmetrische Kernspinzustand
Ioes = 0, so daB

(—=1)" = +1. (11)
Aus (10) und (11) folgt

(=1)? = (=)7L g, (12)
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Nun folgt mit (5) und (6)
— fiir gerade Elektronenterme (Index g):
1=0= (-1’7 £ 11
= fiir Terme mit posmver Paritit (Index +):
s=0=(-1) £ +1
nur Rotationszustdnde mit geradem J existieren.
Bsp.: 'XF, T
= fiir Terme mit negativer Paritiit (Index —):
s=1=(-1) £ -1
nur Rotationszustande mit ungeradem J existieren.
Bsp.: '3, X, T,
— fiir ungerade Elektronenterme (Index u):
n=1= (-1)" £ -1
= fiir Terme mit positiver Paritdt (Index +):
s=0= (-1) £ -1
nur Rotationszustinde mit ungeradem J existieren.
BSp 1 2+ 1 H+
= fiir Terme mit negatlver Paritit (Index —):
s=1= (-1 £ +1
nur Rotationszustinde mit geradem J existieren.
Bsp.: X, 1T
Fir Terme mit A > 0 (I1-Terme) sind jeweils zwei Zu-
stinde mit Paritét + und — bei gleichem J entartet; es kom-
men daher alle J vor.

b) Kernspin I = 1
Die Kerne sind wiederum Bosonen, so daB3 auch hier
die Gesamtwellenfunktion symmetrisch sein muf:

(_l)chrQ _ (_1)/c+l+s+n é +1. (13)

Es ist nun zwischen symmetrischen und antisymmetri-
schen Kernspinzustinden zu unterscheiden:

— lyes =2, 0: wXS symmetrisch,
(=1)" S RN (=)< +1 [vgl (12)].
Entartungsgrad 54+1=6.

— Ly =1t pKs antisymmetrisch,
(-1)'=-1 = (=1)¥£-1
Entartungsgrad: 3.

Das Verhiltnis der statistischen Gewichte von antisym-
metrischen zu symmetrischen Kernspinzustinden ist, wie
nach (9) zu erwarten,

8 _ 1

==_. 14

Fiir die einzelnen Elektronenterme ist das Ergebnis wie in
(a), jedoch sind die Besetzungsverhéltnisse zwischen Rotati-
onszustdnden mit geradem und ungeradem J nicht 1:0 bzw.
0:1 (erlaubte/ verbotene Zustinde), sondern 2:1 bzw. 1:2. Die
Zustinde, die in (a) ausschlieBlich existieren, sind hier dop-
pelt so stark besetzt wie die in (a) fehlenden Zustéinde.
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12.8 Von zwei Drehimpulsen j; und j, wird der Drehim-
pulsraum &(j;,j2) aufgespannt. Die Zustinde |J,M) sind
Eigenvektoren zu den Operatoren J? und J.:

T, M) = J(J + 1) K> |1, M) (1)
J\J, M) = MR* |J, M) (2)

und zusitzlich, wie alle Vektoren des Raumes &(ji, )2 ), Ei-
genvektoren von J? und J3 mit den Eigenwerten

JiG+ )R undjz(/z+ ) 1P
Der Drehimpulsraum 8(11, J») 1dBt sich als die direkte
Summe invarianter Untervektorrdume &(J) darstellen:

e(i,j2) = (i +2) @e(h +2 — 1) @ ... @ e(lji1 — f2|)
(3)

Die Vektoren |J, M), welche die Untervektorrdume auf-
spannen, sollen im folgenden allgemein bestimmt werden.

Der Untervektorraum e(J = j; + jo)

Der ket-Vektor |j1,ja; my =ji, ma = jp) ist der einzige
Eigenvektor zum Eigenwert M = j; + j» und, da J? und J,
vertauschen, auch Eigenvektor von J?> zum Eigenwert
J =j1 +Jjo. Bei geeigneter Wahl des Phasenfaktors gilt
dann

|J =ji+J2, M =ji+)2) = lj1,jo; my = j1, my = ja).

)

Um die iibrigen Vektoren |J, M) des Untervektorraums
&(j1,j2) zu ermitteln, bedient man sich des ,,Leiteropera-
tors* J_ mit

J|IM) =TT+ )~ MM~ 1) |1, M~ 1). (5)

Anwendung auf den Vektor (4) ergibt

)=h/201 +j2) i 2, 1 2 = 1)
(6)

J_ i +j2,J1 + )2

Wegen J_ = J;_ + J, _ folgt daraus mit (4)

Ui +j2s g1+ —1)

1 . .. .
= m J_ lll +J2,J1 +]2> (7)
— ﬁ (Ji— +22) i j2sdisg2) (8)
*m[ V21 s ji — 1’12>

+ N2 i jasit s 2 — 1>} ©)

und somit
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L Juo.o. . .
+ ; + —-1) = N N 3 J25 -1 P
Ui +j2, 1 +i2—1) “Jl 7 1,723 Ji J2)
Jilem]é;jlaJé - 1> (10)

J1tia
Dieser bereits normierte Vektor ist eine Linearkombina-
tion der beiden Basisvektoren von &(ji,j2), die zu
M =j; +j» — 1 gehoren. Durch wiederholtes Anwenden

des Operators J_ erhilt man die Vektoren des Untervektor-
raumes bis hin zu

J =ji+j2, M= —(j1 +j2)) = 1,25 —j1, —ja). (11)

Auf diese Weise findet man sidmtliche 2(j; +j2) + 1
Basisvektoren |J, M) des Untervektorraumes &(j; + j2).

Die iibrigen Untervektorriume &(J)

Im Untervektorraum &(j; +j, — 1) ist M =j; +j, — 1
der grofite Eigenwert von J,, und der zugehorige Eigen-
vektor ist |J=j +j—1,M=j +j,—1). Er kann
nach den Basisvektoren von &(ji,j,) mit dem Eigenwert
M = j, +j» — 1 entwickelt werden:

iv+i=1.ji+p—1)=alji,jiji,j2—1)
+ Blitsjas i — 1,j2). (12)
Die Normierung dieses Vektors wird durch die Bedin-
gung
laf* + 1 =1 (13)

gewihrleistet. Aus der Orthogonalitit zum Vektor
it +j2,J1 +Jj2 — 1), der zum Untervektorraum &(j; + j»)
gehort, folgt auBerdem mit (10)

J2 J1
Q- — + - —=0. 14
\/]1 +J2 ﬁ\/]l +J2 (14)

Bei geeigneter Wahl der Phasenfaktoren gewinnt man
aus (13) und (14)

L . gL,
ti =it —1) =/l 21
l]l J2 J1TJ2 ) h +le]1 J25J15 J2 >

2o .. )
g1 — 1, o). 15
th 1,23 Ji J2) (15)

Durch mehrmaliges Anwenden des Operators J_ findet
man die 2(j; +j>» — 1) + 1 Basisvektoren, die den Unter-
vektorraum &(j; + j» — 1) aufspannen.

Bei entsprechendem Vorgehen kann man schlielich die
Basisvektoren aller Untervektorrdume ermitteln. Die Eigen-
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zustdnde |jy,jo;my,my) der Operatoren J3, J3, Ji, und J,
werden dadurch transformiert auf Eigenzustinde |J, M)
von J3, J3, J* und J,. Die Koeffizienten, die bei der Ent-
wicklung der neuen Basisvektoren nach den alten auftre-
ten, werden auch Clebsch-Gordan-Koeffizienten genannt.

a) Der fiir den allgemeinen Fall entwickelte Formalis-
mus wird nun auf den Spezialfall zweier Kernspins
ji=I4=1 und j, =Ip =1 angewendet. Der gesamte
Kernspin I = I4 + Iy des Molekiils kann die Werte

1=2,1,0 (16)

annehmen. Der Drehimpulsraum ¢(1,1) zerfillt somit in
die Untervektorrdume &(/ = 2), &(I = 1) und &(/ = 0) mit
den Dimensionen 5, 3 und 1.

Der Untervektorraum e(I = 2)
GemiB (4) kann der Vektor |[J =2, M =2) geschrie-
ben werden als

2,2) = 1,1;1,1). (17)
Die Anwendung des Leiteroperators J_ fiihrt analog zu
(10) auf

1

V2

Desweiteren findet man

1
2,00 =—||I,1;1,-1)+2]1,1;0,0)+ |1,1;—1,1
2,0) \/EH )+2| )+ )]
(19)
1
2,—-1)=—1[]1,1;0,—-1) 4+ |1,1;-1,0 20
2,-1) \/EH )+ | )] (20)
‘27_2>:|171;_17_1> (21)
Der Untervektorraum &(I = 1)
Dem allgemeinen Ergebnis (15) entspricht nun
1
1,1)=—1[1,1;1,0) — |1,1;0,1 22
11, 1) ﬁ[l )= | )] (22)
und folglich
1
1,00 =—4[|1,1;-1,1)— [1,1;1,—1)], 23
1,0) ﬁ“ )= | )] (23)
1

V2
Bemerkenswert ist, daB der Vektor |0, 1) keinen Anteil der
Komponente |1,1;0,0) besitzt. Der zugehorige Clebsch-
Gordan-Koeffizient ist 0.
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Der Untervektorraum (I = 0)

Die Wahl entsprechender realer Phasenfaktoren fiihrt
auf den Basisvektor des eindimensionalen Untervektor-
raums:

1
|0’0> =5 [|171717

V3

(25)

b) Den Ergebnissen von (a) entnimmt man, dal die zu
I =2 und I = 0 gehorenden Zustdnde |J, M) symmetrisch
sind bei Vertauschung der Kerne, wihrend die Zustinde zu
I =1 bei Kernaustausch ihr Vorzeichen idndern und sich
daher antisymmetrisch verhalten.

12.9 Das (instabile) '"F-Isotop ist wegen seines Kernspins
1/2 ein Fermion; die Gesamtwellenfunktion des Molekiils
F, verhilt sich daher antisymmetrisch unter Kernaus-
tausch. Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 12.7 ergibt
dies

(_1)K+J+s+n 1 _ 1. (1)

Der Elektronenterm fiir den Grundzustand ist gerade
(7 = 0) und hat positive Paritit (s = 0). Man schlief3t daraus

(1) L1 (2)

Der maximale Gesamtspin /, der sich durch Vektoraddi-
tion der beiden Kernspins [y = Ip :% ergibt, ist / =1
(Ortho-Fluor). Die drei entarteten Zustinde mit
M =0, £1 sind symmetrisch (x = 0), so da} wegen (2)
nur Rotationszustinde mit ungerader Quantenzahl J auftre-
ten konnen.

Dagegen ist der zum Gesamtspin / = 0 gehorende Zu-
stand (Para-Fluor) antisymmetrisch (x = 1), und die Rota-
tionszustdnde besitzen geradzahliges J.

Die statistischen Gewichte der beiden Molekiilsorten
verhalten sich wie

ara a l
sran. 86 _ ©)

&O0rtho 8s 3 '

12.10 Um das Verhiltnis der statistischen Gewichte von
antisymmetrischen und symmetrischen Zustédnden eines
zweiatomigen homonuklearen Molekiils allgemein ange-
ben zu konnen, sind die folgenden Fallunterscheidungen
fiir die Kernspins I4 = Iz = I und den Gesamtspin /g zu
machen:
e Ganzzahliges I:
— symmetrische Zustinde:
Toes =21,21—2,...,0 (I+1 Zustande)
Entartungsgrad jeweils 2/ges + 1
gesamte Haufigkeit:
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=02 2A+1)+[2- 2 =2)+1]+...+1 (1)

1
=43 n+1+1 (2)
n=0
={I+1)Q2I+1); (3)
— antisymmetrische Zustinde:
Ioes =21 —1,2I-3, ..., 1 (I Zustinde)

Entartungsgrad jeweils 2/ges + 1
gesamte Hiufigkeit:

Q=02 -QI-1)+1]+]2-21=3)+1]

+...+2-141) (4)
-1
=4 n 43I (5)
n=0
=I1(2I+1). (6)
Man erhilt also fiir ganzzahlige I das Verhiltnis
8a I(2I+1) 1

g (U+1)QI+1) I+1

e Halbzahliges I:
— symmetrische Zusténde:
Ies =21,21—2,...,1 (I+1Zustinde)
Entartungsgrad jeweils 2/ge + 1
gesamte Hiufigkeit:

g =2-2I+1)+[2- (2 -2)+1]

+...4+2-141) (7)
L 5

=4 I+= 8
Z n +1+ 5 (8)

n=y
={I+1)Q2I+1); 9)

— antisymmetrische Zustinde:
Ies=21—1,21-3,...,0 (I+1 Zustinde)

Entartungsgrad jeweils 2/ge + 1
gesamte Hiufigkeit:

Ga=[2-Q-1)+1]+2-Q2-3)+1]+...+1

(10)
1-1 1
=4y n +1+= (11)
— 2
n=0
=I1(2I+1). (12)
Auch fiir halbzahlige / lautet das Verhéltnis
g I1(2I+1) 1

g (U+1)QI+1) I+1
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Kapitel 13

13.1 Die Informationen, die die Termsymbole der Form
S A, o enthalten, sind in der unten stehenden Tabelle
zusammengefaBt. Darin ist fiir ein zweiatomiges Atom

— /A die z-Komponente des gesamten Bahndrehimpulses
aller Elektronen des Molekiils (z-Richtung: Molekiil-
achse);

— § der Gesamtspin der Hiillenelektronen (25 + 1: Multi-
plizitdt; z-Komponente: X);

- Q=|A+ZX| der Gesamtdrehimpuls der Elektronen-
hiille in z-Richtung;

— o die Symmetrie der elektronischen Wellenfunktion bei
Spiegelung an einer Ebene, die die Kerne enthiilt;

— P die Paritit der elektronischen Wellenfunktion eines
homonuklearen Molekiils (mit identischen Kernladun-
gen und daher inversionssymmetrischem Kernfeld), d.h.
die Symmetrie bei Inversion aller Teilchen (gerade/un-
gerade) (sieche Tabelle unten).

13.2 Aus den gegebenen Daten erhilt man folgende Infor-
mationen iiber die Zustinde der getrennten Atome A und
B:

A Is=>Ly=0;mps =0; SA:%;mS‘A::t%;

B: 1s522s?2p;, 15 und 2s? sind abgeschlossene Schalen
mitS=L=0
= LB:]§mL,B:07i1§SB :%;m_g’A:i%.

Da es sich bei AB um ein heteronukleares Molekiil han-
delt, ist ein moglicher Ausschlufl von Termen durch das
Pauli-Prinzip nicht zu beriicksichtigen. Fiir das Molekiil
AB ergibt sich somit:

AB: mp=0,£21=4=0,1
= jeein 2-und II-Term; S=0,1= 2 =0,+£l.

Daraus folgen als mogliche Terme
A=0: x5, x5 3y 3y 3yt 3y
A=1: 1H1,3H0,3H1,3H2.

13.3 a) Die Elektronenkonfiguration eines zweiatomigen
homonuklearen Molekiils findet man, indem man die Orbi-

Losungen zu den Aufgaben

sichtigung des Pauli-Prinzips und der Hundschen Regel auf-
fiillt. Fiir die genannten Sauerstoffmolekiile ergibt sich dann

05 :

1o 1157 (25 (25 () (29" (20
o

(agls)2 (a%1s)* (crgZS)2 (5725)* (ma2p)* (GgZp)2 (7[2219)2

0O;:

(0015 (0315 (025 (5725)" (m2p) (020 (320)°

(05157 (0315 (0,29 (0325)” (ma2p)* (0,20)° (mi2p)*

b) Aus den Elektronenkonfigurationen in (a) leitet man
die Termsymbole **' A7 1, der Grundzustinde ab. Das
Problem vereinfacht sic%; dadurch, daf abgeschlossene
Elektronenschalen weder Bahndrehimpuls noch Spin besit-
zen. Bei der Ermittlung von gesamtem Bahndrehimpuls
A =L, und Spin S der Hiillenelektronen ist also jeweils
nur die duBlerste, unaufgefiillte Schale zu beriicksichtigen.

Die homonuklearen zweiatomigen Molekiile besitzen ein
inversionssymmetrisches Kernfeld, so dal die Elektronen-
terme eine gerade/ungerade-Symmetrie aufweisen; bei ei-
ner geraden Anzahl von Elektronen in u-Orbitalen erhilt
man einen g-Term, bei einer ungeraden Anzahl einen u-
Term.

O7: 4=1;8=1% :>2H§
0: 4=0;5=0 :>12g
A=0;5=1 :>3Zg
A=2;8S=0 ='A

A =2; 8§ =2 Pauli-verboten

nach der Hundschen Regel liegt der Zustand hochster
Multiplizitdt energetisch am tiefsten; der Grundzu-
stand ist daher 3%

0,: A=1;8= %:>2g17g(7z3 verhilt sich wie z')

O%‘ :alle Schalen abgeschlossen, daher kein Bahndrehim-
puls oder Spin; vollig symmetrischer Zustand
=I3F

¢) Der energetisch tiefste erlaubte Ubergang von O,
verdndert die Elektronenkonfiguration des Molekiils gemif3

(0315)? (5315)? (025)° (0325)° (m2p)* (02p)* (n32p)°

tale des bekannten Schemas (vgl. Abb. 13.4) unter Beriick- - .. (7Tu217)3 (O'gZP)2 (”;21’)3
A S Q z o p Bemerkung
1+ 0 0 0 0 + 2" und X~ nicht entartet!
N 0 0 0 0 + u identische Kernladungen; Molekiilorbitale ug
3, 3 1 3 0 37 und 3®; entartet
XN 3 1 3 0 -
345;3 3 1 3 0 - g identische Kernladungen; Molekiilorbitale gg oder uu
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und die Terme gemif
3y—_ 35—
2 e DI

Dabei sind die Auswahlregeln fiir strahlende Ubergiinge,
namlich A4 =0, 1, AS=0 und insbesondere auch
g <> u beriicksichtigt. Es handelt sich also um einen
n — m*-Ubergang.

13.4 Aus dem Termsymbol *I7, schlieBt man auf S+ 1
(Triplett-Zustand) und 4 = 1. Um bei der Dissoziation ein
H-Atom im Grundzustand zu ergeben, muf3 ein Elektron
im Molekiilorbital (1so,) sitzen; wegen 4 = 1 ist das an-
dere Orbital dann ein n-Zustand. Da der Molekiilzustand
stabil ist im Vergleich zu den Dissoziationsprodukten,
kann man annehmen, daB sich beide Elektronen in binden-
den Orbitalen befinden. Der ungerade Elektronenterm be-
dingt schlieBlich je einen g- und u-Zustand fiir die betei-
ligten Elektronen.

Als energetisch niedrigste Elektronenkonfiguration, die
den genannten Bedingungen entspricht, folgt daraus

(1so,) (2pmy).

Kapitel 14

14.1 a) Fiir die Lage G, der vibronischen Niveaus iiber
dem Minimum der Potentialkurve des jeweiligen elektroni-
schen Zustands gilt ndherungsweise

G,=" +1 v +12 (1)
U—evz Xee?)2~

Der Abstand zwischen zwei benachbarten Schwingungs-
niveaus v und v + 1 ist damit

AV, =Gy — Gy =V [1 — 2x. (v+1)]. (2)

Die Konvergenzstelle des Grenzkontinuums liegt bei
demjenigen Schwingungsniveau vk, bei dem die Differenz
zum Niveau vg + 1 negativ oder null wird:

Av,, 0. (3)

Mit (2) ergibt dies die Beziehung zwischen der Lage der
Konvergenzstelle vg und der Anharmonizititskonstante x.:
1
vg =-—— L. 4
K=o 4)
Daraus berechnet man die Konvergenzstellen des Grenz-
kontinuums und damit die Anzahl der Schwingungsniveaus
bis zur jeweiligen Dissoziationsgrenze, nidmlich vy fiir den
Grundzustand und vy fiir den angeregten Zustand, zu
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vg =70

Die Dissoziationsenergie Dy eines elektronischen Zu-
stands ist die Differenz aus der Energie G,, an der Kon-
vergenzstelle und der Nullpunktsenergie Gy:

Dy = Gy — Go. (5)

Man findet Dy fiir den Grundzustand und Dy, fiir den
angeregten Zustand:

und v = 54.

kJ
D)= 56896cm ™' = 1,13- 1078 J= 680,6 — =7,1eV,

kJ
D)= 47755cm ™' =949 . 107" J=571,3 — =59eV.

b) Man kann die Dissoziationsenergien des Grundzu-
stands und des elektronisch angeregten Zustands auch aus
spektroskopischen Mefidaten ermitteln. Dazu benétigt man
die Kenntnis

— der Energie hc vy der 0—-0-Ubergangslinie (vom v = 0-
Niveau des Grundzustands in das des angeregten Zu-
stands),

— der Energie vg der Konvergenzstelle (Abstand der Dis-
soziationsgrenze des angeregten Zustands vom v = O-
Niveau des Grundzustands; von letzterem geht die Ab-
sorption aus)

— und der Summe der Anregungsenergien E,, der atoma-
ren Dissoziationsprodukte des elektronisch angeregten
Zustands (Differenz der Kontinuumskanten von Grund-
zustand und angeregtem Zustand).

Es gilt dann fiir die Dissoziationsenergie Dj; des Grund-
zustands:

Dg = /’ZCVK - EAt

=Dy =28923cm ' =5,75-107"77J
KJ
= 346,0 — = 3,6eV
mol

und fiir die Dissoziationsenergie Dj, des angeregten Zu-
stands

D6 = hc T/K — he \700
=Dy =19853cm™ ' =3,94-107"]

=2375 K =25¢eV.
mol

Die Diskrepanz zwischen den Ergebnissen in (a) und
(b) liegt in der linearen Extrapolation gemifl (2) begriin-
det, welche in (a) durchgefiihrt wird: vom linearen Zusam-
menhang zwischen Av, und v wird auf vg mit Ay, =0

extrapoliert. Diese Niherung wird mit wachsender
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Abb. L.25. Zur Veranschaulichung der Berechnung der Dissoziations-
energien (Erlduterungen im Text).

Schwingungsquantenzahl v aber immer schlechter, da fiir
groB3e Werte von v bei der Berechnung der Niveauenergien
nach (1) auch Terme dritter und vierter Ordnung in v ins
Gewicht fallen. Dies hat zur Folge, dal vx in Wirklichkeit
kleiner ist als nach (3) berechnet und somit weniger
Schwingungsniveaus unterhalb der Konvergenzstelle exi-
stieren.

14.2 Die Energiedifferenzen Av, benachbarter Schwin-
gungsniveaus v und v+ 1 sind gemidl (2) aus Aufgabe
14.1 gegeben durch

AVy = Gpat — Gy = Ve [1 — 2% (v + 1)]. (1)

Bei der Auftragung von AE = Ay, iiber v stellt man je-
doch eine starke Abweichung vom linearen Verhalten fiir
groBBe Quantenzahlen v fest, so daf die lineare Extrapolati-
on von kleinen v auf die Konvergenzstelle vk mit
Ay, =0, die sogenannte Birge-Sponer-Extrapolation,
nicht sinnvoll erscheint. Die Funktion Av, (v) fillt schnel-
ler ab als die Extrapolationsgerade, Abb. L.26. Grund hier-
fiir ist die zunehmende Bedeutung der Terme dritter und
vierter Ordnung in der Gleichung fiir die energetischen La-
gen der vibronischen Niveaus bei wachsendem v:

G+ 1 _ I 1\’
v = Ve 1)+2 XeVe 1]+2 + VeVe U+2

_Zeve(v+%>4+.... @

Die Extrapolation von AV, (v) mit einer Potenzreihe
dritter oder vierter Ordnung fiihrt daher zu einem besseren
Ergebnis fiir vk als die lineare Birge-Sponer-Extrapolation.

Die Dissoziationsenergie D erhélt man aus der Fliche
unter der Funktion A, (v), also dem Integral

Losungen zu den Aufgaben

0 20 40 60 80 100
\%

Abb. L.26. Birge-Sponer-Plot zur Bestimmung der Konvergenzstelle
des Grenzkontinuums von I, (Extrapolation auf AE = 0: vg = 97)

D= /O AV, (v) dv. 3)

Das Verfahren fiihrt mit den gegebenen Daten fiir das
Molekiil I, auf die Konvergenzstelle vg = 97 und die Dis-
soziationsenergie

kJ

D=12293cm '=244-10""T = 147,1 —
mol

=1,5¢eV.

14.3 a) Die gegebenen Daten fiir die energetischen Lagen
der vibronischen Niveaus des elektronisch angeregten Zu-
stands von O, lassen sich in Form eines Birge-Sponer-
Plots auswerten, Abb. L..27. Aus der nichtlinearen Extrapo-
lation der Funktion AV, (v) bis zur Konvergenzstelle des
Grenzkontinuums vg mit Av,, =0 gewinnt man vg = 18
und aus der Fldache unter der Kurve die Dissoziationsener-
gie Dy, des angeregten Zustands:

kJ
D) =6897cm™' =137-107"1 =825 = 0,86¢eV.

T
0 5 10 15 20
\%

Abb. L.27. Birge-Sponer-Plot zur Bestimmung der Konvergenzstelle
des Grenzkontinuums von O, (Extrapolation auf AE = 0: vg = 18)



Kapitel 14

b) Aus der Energie Voo des 0-0-Ubergangs, der
Dissoziationsenergie Dj, des angeregten Zustands und der
gesamten Anregungsenergie Ea, der atomaren Dissoziations-
produkte 148t sich die Dissoziationsenergie D des Grundzu-
stands berechnen:

Dg = hc Vg + D6 — Ea¢
= (50062,6 + 6897 — 15875) cm ™!
=D =41085cm™' =8,16-10""7J

=491,5 ﬁ =5,1eV.
mol

14.4 a) Die Angaben iiber die Schwingungsfrequenz v/
des CO-Molekiils im Grundzustand und die Banden-
abstinde v, der Schwingungszustinde im elektronisch an-
geregten Zustand erlauben im Modell des harmonischen
Oszillators die Berechnung der Kraftkonstanten k¥’ und '
der Molekiilbindung im Grundzustand und im angeregten
Zustand:

k = m; w? = m 4n’c* V2 (1)

und mit der reduzierten Masse m, = 1,14 - 10~20kg

K
K= 18555
S

kg

K=8850.

Gegeniiber dem Grundzustand ist die Bindung im ange-
regten Zustand also gelockert.

Der Zusammenhang zwischen den Rotationskonstanten
B” im Grundzustand und B’ im angeregten Zustand sowie

den Gleichgewichts-Bindungslingen R und R, lautet in
der Naherung des starren Rotators

h h
T872¢cO 82 2" (2)
8qnsc® Bmcm, R:

Wegen B' < B” gilt daher R, > R/, dh. der mittlere
Kernabstand ist im angeregten Zustand grofer als im
Grundzustand. Die Berechnung ergibt mit den angegebe-
nen Daten

R! = 1,134,

R.=124A.

Fiir strahlende elektronische Uberginge zwischen ver-
schiedenen Rotationsniveaus gilt die Auswahlregel
AJ =0, £1. Im zweiatomigen Molekiil sind der Hiillen-
drehimpuls € und der Drehimpuls N der Rotationsbewe-
gung des Gesamtmolekiils zum Gesamtdrehimpuls J ge-
koppelt:
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J=N+Q. (3)

Liegt ein I7-Elektronenterm vor, so ist £ = 1, und der
Zustand J = 0 existiert nicht. Die Urspriinge der Zweige
der Rotationsbanden erlauben daher, Riickschliisse auf die
beim elektronischen Ubergang beteiligten Terme zu zie-
hen. Im vorliegenden Fall sind die Bandenurspriinge P(2),
O(1) und R(0), d.h. es gilt:

P-Zweig (J' =J"—1):
Q-Zweig (J' =J") :
R-Zweig (J'=J"+1):

erste Linie 2 — 1,
erste Linie 1 — 1,

erste Linie 0 — 1.

Dies bedeutet, da das Rotationsniveau J' = 0 im ange-
regten Zustand fehlt, wihrend es im Grundzustand exi-
stiert. Daraus folgt die Annahme, da} es sich um einen
Ubergang des Typs '~ — 1T handelt.

b) Mit den in (a) gewonnenen Informationen kann ein
vereinfachtes Termschema skizziert werden, wenn man die
Niéherung des harmonischen Oszillators beibehilt und des-
halb parabolische Potentialkurven U(R) zeichnet:

U(r) =5 (R~ R, @)

Dieses Termschema enthélt den Grundzustand und den
elektronischen Anregungszustand sowie dessen vibronische
Niveaus. Nach dem Frank-Condon-Prinzip sind nur senk-
rechte Ubergiinge erlaubt, da sich in der adiabatischen Nihe-
rung der Kernabstand wihrend des Ubergangs nicht ‘ndert.

Die Absorption erfolgt vom J” = 0-Niveau des Grund-
zustands aus, fiir das die grofite Wahrscheinlichkeitsdichte
beim Gleichgewichtsabstand R/ existiert. Der Ubergang

100000

80000

— 60000

E [em

40000

20000

T T
0.75 1.00 1.25 1.50
R 11070 m]
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endet am ,,Umkehrpunkt“ des J'=1-Niveaus des angereg-
ten Zustands. Weil die grofite Wahrscheinlichkeitsdichte
dieses Zustands in der Nédhe des Umkehrpunktes vorliegt,
ist das Uberlappungsintegral der Wellenfunktionen im
Grundzustand und im angeregten Zustand fiir den 0-1-
Ubergang maximal. Fiir diesen Ubergang ist demnach die
groBite Intensitdt zu erwarten.

Der Gleichgewichtsabstand R, des angeregten Zustands
ist von R! weiter entfernt als die Umkehrpunkte der vibro-
nischen Niveaus J' =2,3,.... Die Intensitit des 0-0-
Ubergangs sollte daher geringer sein als die der ersten drei
bis vier Linien der Schwingungsprogression.

¢) Das Molekiil CO ist isoelektronisch mit N,, es ver-
fligt im Grundzustand also iiber dieselbe Elektronenkonfi-
guration:

(a1s)* (6*15)* (625)* (6*25)* (n2p)* (02p)* — 'Z.

Da es sich um ein heteronukleares Molekiil handelt,
tritt keine g/u-Symmetrie auf. Bei der Anregung wird ein
Elektron vom bindenden g-Zustand in den nichtbindenden
n-Zustand angehoben. Daraus resultiert die Konfiguration
des angeregten Zustands:

.(n2p)4 (o2p) (n*2p) — .

Dies bestitigt die in (a) abgeleitete Annahme fiir die
Termsymbole der beiden Zustinde.

14.5 Fiir die kontinuierlichen oder diffusen Spektren mehr-
atomiger Molekiile im kurzwelligen Bereich 4 < 200nm
(VUV) gibt es mehrere Ursachen:

— wegen der zahlreichen Absorptionsmoglichkeiten durch
verschiedene chromophore Gruppen iiberlappen mehrere
Bandensysteme;

— die Energie reicht aus fiir eine Anregung der Molekiile
in das Dissoziationskontinuum, wobei grofe Molekiile
oftmals flachere Potentialkurven besitzen als kleinere
und daher instabiler sind;

— im Bereich der genannten Anregungsenergien kommt es
zur Uberschneidung der Potentialkurven mehrerer elek-
tronischer Terme und somit zur Priadissoziation, welche
eine kiirzere Lebensdauer und deshalb eine grofere Un-
schirfe der angeregten Zustidnde bewirkt.

14.6 Das iiber das Polyen delokalisierte Molekiilorbital
1Bt sich modellhaft als Potentialtopf der Linge L = 10 A
mit unendlich hohen Winden behandeln. Die Energie ei-
nes Elektrons im Potentialtopf ist dann gequantelt gemif

n? h?

,,:W mit I’L:172,3,... (1)
(5

Losungen zu den Aufgaben

(me: Elektronenmasse). Die Abstinde zwischen benachbar-
ten Energieniveaus werden zu hoheren n hin grofer. Jeder
durch die Quantenzahl n gekennzeichnete Zustand wird
durch die Wellenfunktion , beschrieben:

W, = \/% sin (?) (2)

Die minimale Anregungsenergie des Elektrons, das sich
im Grundzustand n = 1 befindet, ist nach (1)

02
8meL?
und mit den gegebenen Daten

Emin = 1,83-107YJ = 1,14eV = 9098 cm ™"

Die minimale Anregungsenergie des Elektrons liegt im
nahen Infrarot.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch das
Betragsquadrat der Wellenfunktion . Die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Wy<,<; des Teilchens im Zustand n im
Bereich von 0 bis [ wird durch Integration berechnet:

AEwin =E, —E; =3 (3)

! I
o) 2
Wi = [ wavias=7 [Lsn () as @
l 1 . [2nnl
“L an D <L> ®)
Mit n = 1 und | = £ erhilt man daraus
Wo<x<i = 0,05.

Das Elektron hélt sich also mit einer Wahrscheinlichkeit
von 5% im Abstand von O bis 2A vom Rand des Potential-
topfs auf.

Kapitel 15

15.1 a) Fiir die Transmission T einer schwach absorbie-
renden homogenen (d.h. geriihrten) Probe gilt in erster Né-
herung nach dem Lambert-Beerschen Gesetz

! —acd
¢ (1)

(Iy: Intensitdt des einfallenden Lichts; I: Intensitdt des
transmittierten Lichts; «: Absorptionskoeffizient; ¢: molare
Konzentration der Probe; d: Dicke der Probe).

Mit dem Extinktionskoeffizienten (dekadischen Absorp-
tionskoeffizienten) ¢ = o loge lautet dieselbe Beziehung

1

T=5 = 10754, (2)
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Aus der Definition der Optischen Dichte
I
oD = 10g70 = ecd (3)

folgt der Zusammenhang zwischen Optischer Dichte und
Transmission:
OD = —logT (4)

und mit dem angegebenen Wert T = 16% = 0,16 fiir
A =256nm

OD (256) = 0,796.
Aus (3) ergibt sich der Extinktionskoeffizient

oD
=— 5
e=— (5)
und somit
1
£(256) = 159,2 .
mol cm

Bei einer Probendicke von 0,1 cm berechnet man ge-
mil (2) eine Transmission von

T =83%.

b) Das Integral A unter einer inhomogen verbreiterten
Absorptionsbande mit gau3férmigem Profil

g =e" (6)
kann einfach berechnet werden gemif
o0
A= / e dv = | (7)
o0 a

Die volle Halbwertsbreite (FWHM) Av der GauBkurve
ist

Av=2 \/? (8)

Nihert man die Linienform durch ein Rechteck mit der
Hohe der GauBkurve gn.x = 1 und der Breite Av an, so er-
hilt man als Fldche

A_1~2\/?. (9)

Aquivalent dazu ist eine Anniiherung durch ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Hohe gn.x und Basis 2 Av.
Die nach (7) und (9) ermittelten Flichen unterscheiden
sich um den Faktor

N
2vIn2

~ 1,06. (10)
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Die Berechnung der integralen Absorption aus der Li-
nienbreite Av nach der Rechteckniherung (9) stellt dem-
nach eine ausreichend gute Niherung dar.

Die zur Berechnung der Oszillatorenstirke verwendete
Definition der integralen Absorption lautet

A:/g(v)dv. (11)

Beim Ubergang von v nach ¥ ist noch ein Faktor ¢
(Lichtgeschwindigkeit) zu beriicksichtigen:

A:c/s(v)dv, (12)

so dal man die Niherung (9) anwendet als
A = Cemax AV. (13)

Mit den in der Aufgabe gegebenen Daten erhilt man
die integrale Absorption der Bande

:191.1016ﬁ

1
A=191-10" ——— .
mmol s

molcm s

Die Oszillatorenstirke f des Ubergangs gewinnt man
aus dem solchermaflen berechneten A nach der einfachen
Beziehung

f=144-10".4 (14)
mit A in Einheiten (cm?/mmols). Dies fiihrt zu

f=275-107.

Man erhilt also f < 1; der Ubergang ist eigentlich ver-

boten.

15.2 Aus der spezifischen Dichte ¢ = 1g/cm?® und der
Molmasse M = 18 g/mol berechnet man niherungsweise
die Molaritit ¢ des Seewassers zu

0 mol
=—=556 —. 1
CTuMT 7 (1)
Nach (3) und (4) aus Aufgabe 15.1 folgt bei gegebenem
Extinktionskoeffizienten ¢ die Beziechung zwischen
Schichtdicke d und Transmission 7' zu
—logT
d=—"2°" 2
o (2)

Aus den angegebenen Transmissionen 7 erhdlt man
dann die folgenden Wassertiefen d:

fiir T = 50% : d = 87,3 cm,
fiir 7 = 10% : d = 290,1 cm.
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15.3 In einem eindimensionalen Potentialtopf der Linge L
findet man fiir unendlich hohe Winde die Energieeigen-
werte E, und Eigenfunktionen y, aus Aufgabe 14.6. Die
Stirke eines elektrischen Dipoliibergangs vom Ausgangszu-
stand , in den Endzustand y,, hdngt ab von der GrofBe des
Ubergangsdipolmoments @,,,, also dem Ubergangsmatrix-
element des Dipoloperators er, das ein MaB} fiir die Ande-
rung des Dipolmoments beim Ubergang ist:

O :/ yery, dv (1)

oder im eindimensionalen Fall

L
O = / W, ex y, dx. (2)
0
Mit den Wellenfunktionen y, folgt daraus
2 L
Oy = z sin <@> X sin (@> dx. (3)
L Jo L L

Unter Verwendung der trigonometrischen Additions-
theoreme ergibt die Rechnung

eL
Opn = 5 {cos[(m — n)n] — 1
et feoslim )~ 1)
eL
—m {COS[(m+n)7T] - 1} (4)

und somit fiir die beiden Spezialfille

2el 1
a)n—>m:n—|—1:@mnzi2 — 1], (5)

e \(2n+1)
byn—m=n+2:0,,=0. (6)

Die Oszillatorenstirke f des elektronischen Ubergangs
n — m bei der Frequenz v ist gegeben durch

872 me v
f= 3he?
und mit (5) und (6)

1O (7)

2 L? 1
a)n—>m:n+1:fa:3mev <

2
—1](8
b)n—-m=n+2:f =0. 9)
Aus den Bindungsenergien E, ermittelt man die Uber-
gangsfrequenzen v:

2

a)n—>m:n—i—1:AEa:hv:WeL2

@2n+1), (10)

Losungen zu den Aufgaben

2
b)n—>m=n+2:AEb:hv:%eL2(n+l). (11)
In (8) und (9) eingesetzt, ergibt dies schlieBlich die Os-

zillatorenstirken der beiden Ubergiinge

64 n*(n+1)

3 (204 1)

b)n—-m=n+2:f =0. (13)

Ayn—m=n+1:f,= (12)

Im f-Carotin kann das konjugierte 7-Elektronensystem
der Polyenkette als Modell eines Potentialtopfs betrachtet
werden. Dieser besteht aus elf Doppel- und zehn Einfach-
bindungen und erstreckt sich iiber 22 C-Atome, d.h. jede
Wellenfunktion des Potentialtopfs ist iiber 22 C-Atome de-
lokalisiert. Bei einer mittleren Bindungslinge von
R = 140 pm ist die Linge L des Potentialtopfs dann

L=22R=3,08-10"m. (14)

Die Potentialtopfniveaus sind mit den 22 delokalisierten
n-Elektronen aus den elf Doppelbindungen von unten auf-
zufiillen, so dafl bis n = 11 alle Niveaus mit je zwei Elek-
tronen antiparallelen Spins besetzt sind. Die Anregung des
Molekiils wird also vom Zustand n = 11 aus stattfinden.

Gemil (10) und (11) konnen nun die Anregungsener-
gien berechnet werden:

h2
a)n—>m:n+l:AEazgm—eL2 - 23
=146-107""J=7353cm™!, (15)
h2
b)n_)m:n+2AEb:W . 12
=3,05-107"J = 15346cm ™. (16)

Diese Rechenergebnisse geben die GroBenordnung der
gemessenen Ubergangsenergien richtig wieder. Zuletzt
kann nach (12) die Oszillatorenstirke des Ubergangs 11
— 12 bestimmt werden:

fi=31

Die Oszillatorenstdrke gibt das Verhéltnis zwischen der
tatsichlichen Intensitit des Ubergangs und der eines idea-
len harmonischen Oszillators an. Dies folgt aus ihrer Defi-
nition: fiir ein Elektron, das in drei Dimensionen harmo-
nisch oszilliert, gilt f = 1, im eindimensionalen Fall f = %
Der berechnete Wert f = 3,1 kann daher nicht besonders
genau sein. Allerdings ist dies auch nicht zu erwarten, da
man zwei grundsitzlich verschiedene Modellvorstellungen
(Potentialtopf und harmonischer Oszillator) miteinander
vergleicht.



Kapitel 15

15.4 a) Beim Abkiihlen des H;-Gases wird die Besetzung
der angeregten rotatorischen und vibronischen Zustinde
verringert. Das Verhiltnis der Besetzungszahlen N, des er-
sten angeregten Zustands mit Energie E; und Ny des
Grundzustands ist bei gegebener Temperatur T

N _ 81 e (1)
No o
(g1, go: Entartungsgrad des angeregten bzw. Grundzu-
stands; k: Boltzmannkonstante). Als erstes Kriterium fiir
das Einfrieren der rotatorischen und vibronischen Frei-
heitsgrade kann die Bedingung

1. Kriterium: E; = kT (2)

angesetzt werden. Die Besetzung des ersten angeregten
Zustands ist dann (unter Vernachlédssigung der verschiede-
nen Entartungsgrade)
1
NIZE‘N() ~ 0737 ‘N(). (3)

Das Einfrieren der Schwingungsfreiheitsgrade geschieht
demnach bei der Temperatur

T, = Voot 4)

wobei Vg =4159,2cm™' die Wellenzahl des ersten
Schwingungsiibergangs des Wasserstoffs im Grundzustand
ist:

Ts) = 5987K.

Mit der Rotationskonstanten B = 60,8cm~!' des H,-
Grundzustands folgt die Temperatur fiir das Einfrieren der
Rotationsfreiheitsgrade:

heBJ(J +1 2hcB
TR,] = (k ) - k (5)

mit J = 1 fiir das erste angeregte Rotationsniveau und so-
mit

Try = 175K.

Als zweites Kriterium fiir das Einfrieren der Rotations-
und Schwingungsfreiheitsgrade soll nun gefordert werden,
dal die Besetzung des jeweils ersten angeregten Zustands
auf 1% der Besetzung des Grundzustands abnimmt:

N
2. Kriterium: — =1% = 0,01. (6)
Ny

Fir die Schwingungszustinde sind die beiden Entar-
tungsgrade g = go = 1, so dafl mit (1) folgt
. hc \_/()Hl
~ kIn100°

(7)

Ts»
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Bei der Temperatur Ts, ist der Schwingungszustand
n = 1 praktisch unbesetzt:

Tss = 1300K.

Die Entartungsgrade der Rotationszustinde mit der
Quantenzahl J sind g; =2J + 1. Mit go =1 und g =3
findet man nach (1) die Temperatur fiir das Einfrieren der
Rotationsfreiheitsgrade:

2hcB

= 8

R2 7 K n300 ®)
und somit fiir Hy
Tra = 30,7K.

b) Fiir HCl verwendet man B = 10,39cm™~! und
Vo1 = 2885,6cm™'. Aus (4), (5), (7) und (8) lassen sich
dann die Temperaturen berechnen, bei denen nach den ge-
nannten Kriterien die Rotations- und Schwingungsfrei-
heitsgrade des HCI-Gases einfrieren:

Ts,; = 4154K,
Ts, = 902K,
Tr; = 299K,
Tr2 =5,2K.

c) Das Wasserstoffgas kann mit fliissigem Helium im
Kryostat abgekiihlt werden, da es bei den berechneten
Temperaturen noch nicht kondensiert.

Dagegen ist HCI bei den Temperaturen, die zum Ein-
frieren der Rotationsfreiheitsgrade benotigt werden, bereits
fest (Tr = 158,3 K). Die effektive Temperatur fiir Rotation
und Vibration kann allerdings im Jet (Uberschallstrahl) auf
die erforderlichen Werte abgesenkt werden.

15.5 Die relativistische Rotverschiebung des Lichts, das
der Stern aussendet, wenn er sich mit der Fluchtgeschwin-
digkeit vr vom irdischen Beobachter entfernt, ist

Jop  fc+ R

o (1)

Dabei sind 4,, und 4y die Wellenléingen des Lichts mit
und ohne Dopplerverschiebung und ¢ die Vakuumlichtge-
schwindigkeit. Daraus gewinnt man die Fluchtgeschwindig-
keit

c— g

i -
o+

(2)

Vg = C

und mit den im Aufgabentext gegebenen Werten

w=23-10" 2.
S
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Zur Berechnung der inhomogenen Linienbreite auf-
grund des Dopplereffekts ist die Geschwindigkeitsvertei-
lung der **Ti®*-Ionen im Ruhesystem des Sterns zu be-
trachten. Diese Geschwindigkeitsverteilung besitzt ein
Gaul3profil

N =Nye 37, 3)

wobei N und N, die Zahl der Ionen ist, die sich mit den
Geschwindigkeiten v bzw. 0 relativ zum Beobachter bewe-
gen, und m die Ionenmasse. Die volle Halbwertsbreite
(FWHM) Av der Geschwindigkeitsverteilung ist

24T In2
Av=2 ne )
m

Da die Geschwindigkeit v der Ionen sehr viel kleiner ist
als die Lichtgeschwindigkeit ¢, kann die dopplerverscho-
bene Frequenz v, eines bewegten lons nichtrelativistisch
aus der unverschobenen Frequenz v, eines ruhenden Ions
bestimmt werden:

v
v = 1- _) . 5
vo=vo(1-2 (5)

Fiir die Wellenlidngenverschiebung des bewegten Sen-
ders gegeniiber dem ruhenden gewinnt man daraus die Be-
ziehung

v
Y
5 = o . (6)

Die Dopplerverschiebung der von den bewegten Ionen
ausgesandten Strahlen ist proportional zu ihrer Bewe-
gungsgeschwindigkeit. Daher ergibt sich aus der Gauflver-
teilung der Geschwindigkeiten ein gauB3formiges Absorpti-
onsprofil, das wegen (4) und (6) die Linienbreite (FWHM)

2 2kT In2
Ar =20y = Po T I
C c m

(7)

besitzt. Bei gegebener Breite A/ der Spektrallinie kann
man auf die Temperatur schlieen:

cAN\: m
T=(=—2Z=) —|—/—. 8
<2)~0> 2k In2 ®)
Mit AL = 0,618 A berechnet man die Oberflichentem-
peratur des Sterns zu
T=84-10K.
15.6 Die Unschirfe AE eines Zustands mit der Lebens-

dauer 7 ist gegeben durch die Unschirferelation

AE -t =~ I (1)

Losungen zu den Aufgaben

Da der Grundzustand eine unendliche Lebensdauer be-
sitzt, ist seine Energie beliebig scharf. Die Lebensdauer-
verbreiterung einer Absorptionslinie vom Grundzustand in
einen angeregten Zustand ist deshalb allein durch die Un-
schirfe des angeregten Zustands bestimmt; sie ist umge-
kehrt proportional zu seiner Lebensdauer.

a) Wegen der Entvolkerung des S,-Zustands durch
schnelle strahlungslose Prozesse (innere Konversion, Vi-
brationsrelaxation) ist seine Lebensdauer von der Groflen-
ordnung 10~'%s , wihrend die des S,-Zustands bei 10~%s
liegt. Weil der Zustand S; also schérfer ist als S,, ist die
So — Si-Absorptionslinie schmaler als die Sy — S,-Linie.

b) Strahlende Uberginge vom Triplettzustand T; in den
Grundzustand Sy sind verboten, so dafl der 7(-Zustand me-
tastabil ist und eine lange Lebensdauer 7 = 1078 — 10%s
aufweist. Die Sy — T;-Linie ist daher im allgemeinen sehr
schmal.

15.7 Das CO-Molekiil ist isoelektronisch zu N,; seine
Elektronenkonfiguration im neutralen Grundzustand lautet

(1se)* (1so)* (250)* (2s6™)* (2pn)* (2p 0)*.

Die drei detektierten Banden des Photoelektronen-Spek-
trums gehoren zu Elektronen aus den drei energetisch
hochsten besetzten Molekiilorbitalen, da diese die niedrig-
sten Bindungs- bzw. lonisationsenergien Ej,, besitzen. Die
Bindungsenergie kann in erster Ndherung aus der Diffe-
renz der Energie der ionisierenden He-Strahlung
(Ege = 58,4nm = 21,21eV) und der kinetischen Energie
Eiin der Photoelektronen bestimmt werden, vgl. Abb. L.28:

Eion = Ene — Exin.

Exin/eV  Ein/eV  Molekiil- Schwingungskonstante
orbital Ve/cm™!

7,2 14,0 2po

4,9 16,3 2pm 1610

1,7 19,5 2so* 2420

Die aus den Abstinden der vibronischen Maxima der
Banden berechneten v, entsprechen in etwa den Schwin-
gungskonstanten in den jeweiligen angeregten Zustinden
des CO*. Im Grundzustand des neutralen CO findet man
Ve =2143cm™!'. Das Entfernen eines 2p n-Elektrons
lockert die Bindung, so dafl die Schwingungsfrequenz ab-
nimmt. 2p 7w kann somit als bindendes Orbital identifiziert
werden, 2s ¢* dagegen als antibindendes.
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Abb. L.28. Photoelektronen-Spektrum von CO bei Anregung mit
21,21 eV. Zu Aufgabe 15.7

15.8 Aus den Abstinden der vibronischen Maxima in der
9 eV-Bande des Photoelektronen-Spektrums von H,O 14t
sich die Schwingungskonstante v, des zugehorigen Mole-
kiilorbitals bestimmen:

AE=04leV =

Dieser Wert ist vergleichbar mit der Schwingungskon-
stanten ¥; = 3657cm™~! der symmetrischen Streckschwin-
gung von neutralem H,O. Fiir die 7 eV-Bande berechnet
man gemif

AE =0,125eV — 7. = 1008cm™!

einen Wert, der gegeniiber v, = 1595cm™! fiir die Biege-
schwingung stdrker verschoben ist. Dies legt nahe, daf3 das
7 eV-Elektron aus einem stidrker bindenden Orbital
stammt, da seine Anregung das Schwingungsverhalten des
Molekiils stéirker beeinfluft.

Yo = 3306 cm™".

Kapitel 18

18.1 a) Der Kernspin kann als klassischer Drehimpuls 1
aufgefalit werden. Diesem ordnet man ein magnetisches
Moment u zu:

=1, (1)

wobei als Proportionalititskonstante das gyromagnetische
Verhiltnis y eingefiihrt wird. In einem konstanten dufleren
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Magnetfeld B wirkt auf den Spin daher ein Drehmoment,
das gleich der zeitlichen Anderung des Drehimpulses ist:

d
S I1=uxB. 2
g l=nx (2)

Mit (1) ergibt dies die Bewegungsgleichung des magne-
tischen Moments:

d

G =nx0B) (3)
sowie des Kernspins:

d

S I1=1x(yB). 4

S1=1x(;B) (4)

Um diese Bewegungsgleichung zu 16sen, fiihrt man ein
rotierendes Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren
i,j,k ein, die im ruhenden Laborsystem gemaf

d

Zi=0xi 5
i X i (5)
mit der Frequenz 2 rotieren. Das totale Differential (3)
wird damit zu

g,quQx,u:,uxyB. (6)
ot

Der zweite Summand auf der linken Seite beschreibt
die Rotation des Koordinatensystems, wihrend der erste
Term die zeitliche Veridnderung von g im rotierenden Sy-
stem angibt:

0

o =nx (1B +Q). (7)
Im Ruhesystem von u ist seine Zeitableitung null, so

dal dafiir aus (7) die Larmorfrequenz €2; folgt, mit der

das Ruhesystem und damit der Vektor # im Laborsystem

rotiert:

. = —)B. (8)

Im statischen Magnetfeld fiithren also g und nach (1)
auch der Kernspin I eine Prizessionsbewegung mit der
Frequenz €2 um die Richtung des Feldes aus.

b) Das gyromagnetische Verhiltnis y fiir einen speziel-
len Kern berechnet man aus dem jeweiligen Kern-g-Faktor
gr  (5,58569 fiir 'H), dem Kernmagneton pux =
0,505-1072° A m? und dem Planckschen Wirkungsquan-
tum /i gemif

81 UK
. 9
! 9)

Fiir die Larmorfrequenz v;, = ﬁ Q folgt daraus mit (8)
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:gl,UK
h

und mit dem gegebenen Wert fiir das Erdmagnetfeld B
v = 553,4 Hz.

VL B (10)

18.2 a) Setzt man das feste Magnetfeld B =2,166T in
den Ausdruck (10) aus Aufgabe 18.1 fiir die Larmorfre-
quenz eines Protons ein, so findet man

v, =9,22-10" Hz = 92,2 MHz.

Dies ist jedoch die Frequenz des Radiosenders SDR3,
die vom Stuttgarter Fernsehturm mit hoher Leistung ausge-
strahlt wird. Der Diplomand befiirchtet daher eine Stérung
seiner Messungen durch das Rundfunksignal (bzw. eine
Storung des SDR3-Empfangs im Labor durch die NMR-
Apparatur).

b) Lost man (10) aus Aufgabe 18.1 nach dem Magnet-
feld B auf, so ergibt sich

hv
~ (1)
HK 81

Mit dem g-Faktor g; = 5,58569 fiir Protonen 'H und
der gegebenen Frequenz v berechnet man die Feldstidrke

By =071T.
Dagegen erhilt man mit g; = 1,40482 fiir 13C
Be = 2.83T.

B:

18.3 Wenn man das Resonanzmagnetfeld fiir den Standard
TMS mit Bs und das Resonanzmagnetfeld fiir die Proben-
substanz mit Bp benennt, so gehorcht die chemische Ver-
schiebung ¢ der Gleichung
Bs — Bp
§=10° —=——.
Bs

(1)

Zwischen 6 und dem Feld Bp besteht also ein linearer
Zusammenhang, so daf} die Berechnung des Linienschwer-
punkts eines Multipletts sowohl auf der B-Skala als auch
auf der J-Skala durchgefiihrt werden kann:

(8) = 5 (B, + BY) @)
oder  (5) = % & +0") 3)

(fir ein Liniendublett). Als chemische Verschiebung der
Kerne A und B wird jeweils der Schwerpunkt der Dubletts
angegeben, da im Spezialfall schwacher Kopplung J < J
die Aufspaltung durch Dipol-Dipol-Wechselwirkung sym-
metrisch zur Lage der unaufgespaltenen Linie erfolgt:

Losungen zu den Aufgaben

dp =5,75ppm und Jp = 1,05ppm

(Zuordnung A und B willkiirlich). Die Dublett-Aufspaltung
der beiden Linien wird durch Dipol-Dipol-Kopplung zwi-
schen zwei Kernen mit Spins % und der Kopplungskonstan-
ten Jsp verursacht. Sie entspricht dem Linienabstand in
den beiden Dubletts:

Jap = 0,1 ppm.
Weil nach (10) aus Aufgabe 18.1 die Resonanzfrequenz
v — gthK B ( 4)

dem Resonanzfeld proportional ist, kann die chemische
Verschiebung nach (1) auch im Frequenzraum ausgedriickt
werden:

5—=106 s
Vs

(5)

Die Kopplungskonstante, also der Linienabstand im Du-
blett, ist dann

JAB = AVP = (—) 10_6 Vs Ao (6)
und mit v§ = 100 MHz sowie Ad = 0,1
JAB = 10Hz.

18.4 Ein elektronegatives Nachbaratom entzieht der Um-
gebung eines Spins Elektronen und verringert damit die
magnetische Abschirmung der Elektronen an den Kernor-
ten. Resonanz tritt dann schon bei geringerem B-Feld auf,
so daf} die chemische Verschiebung & grofer wird.

Aus den GroBenverhiltnissen der Elektronegativititen
EN der Nachbaratome X = O,N,C

ENp > ENy > EN¢

folgt fiir die chemischen Verschiebungen der Methyl-
protonen

5(0 — CH3) > 6(N — CH;) > 6(C — CHs)

oder genauer: J(O — CHj3) ~ 3,3ppm, J(N —CH;) =
2,3 ppm und 6(C — CH3) = 0,9 ppm.

18.5 Fiir das NMR-Spektrum des Fluor-Kerns sind die
Kopplungskonstanten Jyy zwischen den Protonen irrele-
vant, sofern, wie im vorliegenden Fall, die chemischen Ver-
schiebungen ¢ der drei indquivalenten Protonen stark unter-
schiedlich sind: Ad > Jun (die Protonen sind sozusagen
,sehr indquivalent™). Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung des
F-Kerns mit dem Proton H, bewirkt dann eine zweifache
Aufspaltung der F-Resonanzlinie mit Linienabstand Jy,r,
die Wechselwirkung mit H;,, eine weitere Aufspaltung bei-
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JHuF
JHbr

JHcF

der Linien in Paare mit Abstand Jy,r und schlieBlich die
Wechselwirkung mit H, eine Aufspaltung jeder Linie in
zwei neue mit Abstand Jy . Daraus resultiert letztlich eine
Aufspaltung in 23 = 8 Linien gleicher Intensitit.

&
=

Av gegeniiber Oktett-Schwerpunkt

85 +50+20)Hz = 77.5Hz
85450 —20)Hz = 57.5Hz

85 — 50 + 20) Hz = 27.5Hz

85 — 50 — 20)Hz = 7.5Hz
85+50+20)Hz = —7.5Hz
85+ 50 —20)Hz = —27.5Hz
85 —50+20)Hz = —57.5Hz
85 —50—-20)Hz = —77.5Hz

— = = > > = =T
— = s = = = —

B—= = N—= = = N— = N|—

(
(
(
(
(
(
(
(

= = — —

18.6 In 1,1,2-Trichlorethan CH4CI — CHCl, existieren
zwei Sorten a und b indquivalenter Protonen. Da sich das
H? in unmittelbarer Nachbarschaft zweier elektronegativer
Chloratome befindet, ist seine chemische Verschiebung
grofer als die der beiden H?, deren C-Atom nur mit einem
Cl substituiert ist.

Aufgrund der Dipol-Dipol-Wechselwirkung mit H? spal-
tet die Linie der beiden H-Protonen in zwei Linien mit Ab-
stand Jy«pp und gleicher Intensitit auf, die H’-Resonanz da-
gegen durch die Kopplung mit den beiden H? in drei Linien
mit Abstand Jy.qp und relativen Intensititsverhiltnissen
1:2:1. Das integrale Intensititsverhiltnis der Resonanzsi-
gnale von H* (zwei Protonen) zu H? (ein Proton) ist 2:1.

Im gemessenen Spektrum findet man ein Dublett bei
d = 3,95 ppm (H) und ein Triplett bei 6 = 5,77 ppm (H?).
Die Linienaufspaltung betrigt jeweils Jy.pp = 6,0 Hz. Dar-
iiber hinaus beobachtet man einen kleineren Losungsmit-
telpeak bei 0 = 7,28 ppm, der durch Verunreinigungen des
CDCl3 mit CHCl3 herriihrt.

18.7 Im Spektrum von H{C — CHS — CHS — NO, erfolgt
die Zuordnung der Signale zu den indquivalenten Proto-
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nenarten aufgrund des induktiven Effekts der elektronen-
ziehenden NO,-Gruppe: wegen der geringsten Elektronen-
dichte und Kernabschirmung am Ort der H°-Protonen tritt
ihre Resonanz beim niedrigsten B-Feld auf, so daf ihre
chemische Verschiebung den gréfiten Wert besitzt:

J, = 4,38 ppm.

Bertiicksichtigt man die Fernwirkung auf die beiden an-
deren Protonengruppen, so gewinnt man

0, =2,07ppm und J, = 1,03 ppm.

Durch Dipol-Dipol-Wechselwirkung mit den beiden H”
spaltet die H-Linie in ein Triplett auf. Da keine zusétzli-
che Aufspaltung durch Wechselwirkung mit den H* zu er-
kennen ist, schlieft man auf eine vernachlidssigbare Kopp-
lungskonstante J,:

Jue = 0.

Dieselbe Aussage leitet man aus der dreifachen Auf-
spaltung des H“-Signals ab. Sie gilt lediglich im Rahmen
der MeBgenauigkeit, d.h. der Auflésung des Spektrome-
ters.

Fiir die H’-Linie wiirde man wegen der Wechselwir-
kung mit drei Protonen H* und zwei Protonen H¢ eine
4 .3 = 12-fache Aufspaltung erwarten. Aus der Multiplizi-
tit 6 folgert man jedoch, dal eine Wechselwirkung mit
fiinf hierfiir dquivalenten Protonen (5 4 1 = 6-fache Auf-
spaltung) und somit eine gleich starke Kopplung von H”
an H* und H¢ vorliegt:

Jva = Jpe-

In Wirklichkeit treten geringe Abweichungen vom ein-
fachen Sextettmuster auf, weil J,,=Jp. nicht exakt zutrifft.

18.8 a) Im Molekiil CH{CH?O gibt es zwei Sorten @ und
b indquivalenter Protonen. Unter Beriicksichtigung des in-
duktiven Effekts des elektronegativen Sauerstoffatoms der
Aldehydgruppe erkennt man fiir die chemischen Verschie-
bungen der beiden Protonen

5b >>50.

Die genauen Zahlenwerte sind dem Aufgabenteil b) zu
entnehmen:

0, =2,20ppm und J, = 9,80 ppm.

Das Verhiltnis der integralen Intensititen der Signale
von drei Kernen H® zu einem Kern H” lautet niherungs-
weise 3:1.

Die H“-Linie spaltet in ein Dublett gleich hoher Linien
mit Abstand J = 2,9 Hz auf, die H’-Resonanz dagegen in
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ein Quartett mit demselben Linienabstand und den relati-
ven Intensititsverhiltnissen 1:3:3:1.

b) Die chemische Verschiebung J berechnet sich aus
den Resonanzfeldstirken Bg fiir den Standard TMS und Bp
fiir die Probe nach der Formel

¢ Bs—Bp
0=10 By (1)

Der lineare Zusammenhang zwischen ¢ und Bp erlaubt
es, aus dem Unterschied A0 zwischen den chemischen
Verschiebungen zweier Protonensorten direkt auf den Un-
terschied ABp der magnetischen Resonanzfeldstirken zu
schlieBen. Da fiir den Standard die chemische Verschie-
bung Js = 0 definiert ist, entspricht das duflere By-Feld
dem Wert von Bs, so daf} aus (1) folgt:

ABp = (=) 1076 Bg AS. (2)
Mit Ad = 7,6 ppm erhilt man
fir Bp=15T: ABp=1,14-10"T,

fir Bp=70T: ABp=532-107T.

Die Unterschiede ABp der Resonanzfeldstirken entspre-
chen den Unterschieden der lokalen Magnetfelder in den
verschiedenen Molekiilbereichen.

18.9 Fiir die Vorhersage des NMR-Spektrums von unvoll-
stindig deuteriertem Aceton CD3;COCD,H ist lediglich die
Kopplung des Protons an die beiden Deuteriumkerne der
CD,H-Gruppe zu beriicksichtigen. Da der Spin der Deute-
riumkerne den Wert [/ = 1 besitzt, gibt es drei Einstel-
lungsmoglichkeiten in Richtung des dufleren Magnetfeldes:
m; = —1,0,1. Die neun moglichen Kombinationen fiir
zwei Spins lauten

(+1,41); (+1,0); (+1,-1); (0,+1);
(0,0); (0,—1); (—1,+1); (—1,0); (—1,—1).

Aus der Kopplung des Protonenspins an die beiden
Deuteriumspins ergibt sich daher ein Multiplett aus fiinf
dquidistanten Linien (Pentett; Linienabstand Jyp) mit den
relativen Linienintensitdten 1:2:3:2:1, wie man der Anzahl
der jeweiligen Kombinationsmoglichkeiten fiir den Ge-
samtspin der beiden D-Kerne (m;,, = —2,—1,0,1,2) ent-
nimmt.

18.10 Aufgrund von Diffusion, Rotation oder anderen
Prozessen dndert sich die magnetische Umgebung eines
Spins stindig, z.B. durch Anderung von Abstand und Win-
kel zu einem benachbarten Dipol. Im Modell wird dies si-
muliert, indem man dem zeitlich konstanten duf3eren Ma-
gnetfeld By ein statistisch fluktuierendes Feld iiberlagert,

Losungen zu den Aufgaben

Feld B;
¢ °osDyd

flukt.

Abb. L.29. Phase ¢ des Spins im fluktuierenden Magnetfeld
(G Magnetfeld By + B;, Phasenverschiebung ¢ gegeniiber
Spins im Bj-Feld)

das die Werte +B; und —B; annehmen kann. Die Verschie-
bung der Prézessionsfrequenz des Spins gegeniiber der
Frequenz @y im By-Feld betrigt dann

AC()() = :tj)Bi. (1)

Ist 7 die mittlere Zeit, wihrend der die magnetische
Umgebung konstant bleibt, so folgt fiir die mittlere Pha-
senverschiebung d¢, die der pridzedierende Spin zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Feldspriingen im Vergleich zu
einem Spin im Feld By erfihrt,

op = £ 1yB; (2)

mit dp < 1. Die zeitliche Anderung des Phasenwinkels ¢
kann mit einem ,random walk® verglichen werden, bei
dem ein Betrunkener auf einem geraden Weg abwechselnd
vorwirts und riickwirts torkelt, Abb. L.29. Die nach n
Schritten der Lénge s von ihm zuriickgelegte Strecke L be-
trdgt, als mittlere quadratische Weglinge ausgedriickt,

(L*) =ns* (3)

Auf das Modell des Spins im fluktuierenden B-Feld iiber-
tragen, bedeutet dies

(9*) =n(0p)* =nt*yB. (4)

Hier ist (p?) die mittlere quadratische Phasenverschie-
bung gegeniiber dem Spin im By-Feld. Der Spin trégt néhe-
rungsweise so lange zum Resonanzsignal bei, bis seine Pha-
senverschiebung den Wert 1 rad erreicht. Die Zahl n der
Schritte, die dazu notwendig sind, ergibt sich aus (4) zu

1
222

(5)

n

Die Zeit fiir n Fluktuationen der mittleren Dauer 7, also
die Zeit fiir hinreichenden Phasenverlust des Spins gegen-
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iiber dem Spin im By-Feld, wird in der Blochschen Theo-

rie als transversale Relaxationszeit 7, bezeichnet:
1
C TR

(6)

Dagegen lautet das Ergebnis im starren Gitter, in dem
lediglich die zeitlich unverédnderlichen magnetischen Um-
gebungen By und By + B; vorliegen,

1
=5 (7)

Aus (6) folgt die Linienbreite fiir den Fall der schnellen
Fluktuationen mit der charakteristischen Zeit t zu

T, =nt

T

1
Ao = —=1)*B}. (8)
T,
Mit (7) und (8) erhilt man einen Ausdruck fiir die von
den Fluktuationen verursachte Linienverschmélerung ge-
geniiber der Breite Awy im starren Gitter:

Aw = (Awy)* - T. (9)

Die Voraussetzung d¢ < 1 bedingt Awy - 7 < 1, so

daB
Ao < Awy. (10)

Die Bewegungsverschmilerung wirkt sich also umso dra-
stischer aus, je kiirzer die mittlere Fluktuationszeit 7 ist.

18.11 In Flissigkeiten sind die Fluktuationen des lokalen
Magnetfeldes am Ort eines Spins oft sehr viel schneller
als im Festkorper, in dem es weder Diffusion noch Rotati-
on der Molekiile gibt. Gemif (6) aus Aufgabe 18.10 hingt
die transversale Relaxationszeit 75, von der mittleren Fluk-
tuationszeit 7 und der Stirke B; der Feldfluktuationen ab:

Sie ist daher in Fliissigkeiten (7> ~ 10™* — 10s) groBer
als in Festkorpern (T, ~ 10~*s). Die kiirzere Lebensdauer
der phasenkohdrenten Spinzustinde in Festkorpern fiihrt
wegen der Unschirferelation zu breiteren NMR-Linien
(T»: Phasenverlustzeit).

18.12 a) Bei niedriger Austauschfrequenz findet man zwei
getrennte Resonanzsignale, die um Av = 39 Hz voneinan-
der getrennt sind. Die beiden Linien beginnen zu ver-
schmelzen, wenn ihre durch die Lebensdauer bestimmte
Breite Aw; dem Abstand im Frequenzraum entspricht.
Eine einzige Linie beobachtet man demnach fiir den Fall

Awr, > 21 Av. (1)
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Die Linienbreite Acwp ist mit der Lebensdauer 7 der
Zustande (d.h. der magnetischen Umgebungen) gekoppelt:

1
Awy = —. 2
L . (2)
Aus (1) und (2) gewinnt man
1
T 21 Av (3)

1

und somit fiir die Austauschfrequenz vy = ; zwischen den

unterschiedlichen Umgebungen:
1
va =— =271 Av. 4)
T

Mit dem fiir Av gegebenen Wert ermittelt man
va = 245 Hz.

b) Der Cyclohexanring liegt in drei verschiedenen Kon-
formationen vor, von denen zwei als sesselférmig, die
dritte als wannenformig beschrieben werden konnen. Bei
der Inversion zwischen den beiden Sessel- und der
Wannenkonformation springt der Methylsubstituent zwi-
schen axialer und &quatorialer Stellung und somit zwi-
schen unterschiedlichen magnetischen Umgebungen.

Die Protonen der Methylgruppe zeigen je nach Stellung
verschiedene chemische Verschiebungen, so da man bei
niedriger Temperatur zwei Gruppen von NMR-Linien fin-
det. Bei Erh6hung der Probentemperatur nimmt die Inver-
sionsfrequenz zu, bis gemill (a) eine Linienverbreiterung
und -verschmelzung und schlieflich bei hoher Frequenz
eine Austauschverschmilerung auftritt (vgl. Aufgabe
18.10).

18.13 a) Fiir die Manipulation des Einzelexperiments
bleibt maximal die Zeit bis zum volligen Zerfall der Pha-
senkohirenz, d.h. die transversale Relaxationszeit 75:

1 1 1

B_Q+ﬂy

Hierin ist 7} zusammengesetzt aus den inhomogenen
Anteilen (z.B. durch unterschiedliche B-Felder an den ver-
schiedenen Kernorten) und den homogenen Anteilen auf-
grund von Spin-Spin-Wechselwirkungen. 7' kennzeichnet
die longitudinale oder Spin-Gitter-Relaxationszeit.
b) Die Pulsfolge 7 —7— 7 — 7 wird beim Spin-Echo-
Verfahren benutzt, um die inhomogenen Anteile der Pha-
senverlustzeit 7, auszuschalten (lokale Unterschiede des
B-Feldes, chemische Verschiebung, etc.).

Einstrahlen einer zweiten Hochfrequenz fiihrt zu haufi-
gem und schnellem Umklappen der Spins derjenigen
Kernsorte, die sich mit dieser zweiten Frequenz in Reso-
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nanz befindet. Dadurch wird die anisotrope Dipol-Dipol-
Wechselwirkung mit diesen Kernen ausgemittelt.

18.14 Statt wie beim Spin-Echo-Verfahren viele Einzel-
messungen mit unterschiedlichem t durchzufiihren, kann
man die Abnahme der Echohohe auch in einer einzigen
Messung verfolgen, wenn man bei der Methode nach Carr
und Purcell mehrere 7-Pulse zu den Zeiten 7,37, 57,...
anlegt und dadurch Echos nach Ablauf von 27,47, 67, ...
erhilt, Abb. L.30. Die Pulsfolge stellt sich wie folgt dar:

g—‘[—n—T—EChO—T—ﬂ?—T—EChO—‘L’—n’—... .

Die Magnetisierung wird zunéchst in die x — y-Ebene
gedreht, nimmt dann wegen des Auffacherns der Spins ab
und wichst nach dem Spiegeln der Spins an der y-Achse
durch den 7-Puls wieder bis zum Echo. Daraufhin fichern
die Spins in der entgegengesetzten Richtung auf, und der
Vorgang wiederholt sich.

Die Abnahme der Echohohe liegt auch hier (aufler in
der longitudinalen Relaxation) allein in der homogenen,
durch Spin-Spin-Wechselwirkung verursachten, Relaxation
begriindet, so dal die Relaxationszeit 7 pom €infach ermit-
telt werden kann. Die Echohohe nimmt ab gemil

MX_)‘(I) = MX}’(O) . e_l/TZ,hom

mit t = n - 271.

R R R R
¥| . IA l
21 ) 61T A
T 3T 4T ST 7T 8T 9T \ t
te 2tc

Abb. L.30. Pulsfolge und Echos bei der Carr-Purcell-Methode. Nach
M. Mehring: Principles of High Resolution NMR in Solids; Kap.3
(Springer, Berlin Heidelberg 1983)

=0
w0

o

18.15 Wir schreiben die Schrédinger-Gleichung

iy = Hy (1)
in der Form
i
' = — —H . 2
y=—2Hy (2)
Die formale Losung lautet
w = e "y (0). (3)

Losungen zu den Aufgaben

Durch Einsetzen von (3) in

[ v @)
wobei D ein beliebiger Operator ist, erhalten wir

- / [eiH’z//*(O)}De’%th//(O)dx. 5)

Da H ein hermitescher Operator ist, gilt

/ (Hy")pdx = / " Heydx (6)
und ebenso

/ (H"y")pdx = / y"H"pdx. (7)

Mit Hilfe von (7) und

ettt = ; %Hﬂ 8)
erhalten wir in (5)

/ w*(0) e D ey (0)dx. 9)

Dp(r)

Unter Benutzung der bra-ket-Schreibweise folgt aus (4)
und (9)

(w(@) I D|y(1)) = (w(0) | Du(r) | v(0)), (10)
wobei
Dy = e p e i, (11)

Differenzieren wir beide Seiten in (11) nach der Zeit,
so folgt

Dult) = %He%H’De—%H’ - %e%H’De—%H’ H, (12)
Dy Dy
— ~ (HDy — DuH), (13)

oder schliefllich mit der Kommutator-Schreibweise

i

DH*%[HvDH}' (14)
18.16 Wir stellen die Spinfunktion als Uberlagerung

o) =all)+b]l) (15)
dar, wobei

1) = ((1)) 1) = <(1)> (16)
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In Einheiten von % lautet der Operator fiir die x-Kompo-
nente des Drehimpulses

=300 )

Wir berechnen dessen Erwartungswert

011l o) = @ {11 +5 (IDLLa )+ 1), (18)
wobei gilt

(11511 =0, (19)

<~L| I H«> =0, (20)

(W =3, 1)

PANESES (22)

Mit (19-22) ergibt sich fiir (18)
1
5 (a"b+b*a). (23)

Setzen wir hierin a = ce'?/?,b = ce /2, so ergibt sich
fiir den Erwartungswert der x-Komponente

1 A A

3 lc]* (e +¢e?) =|c|*cosp (24)
und entsprechend fiir die y-Komponente

(oL 9)=—c|sing (25)
sowie

{(p|1L | p)=0. (26)

Der Erwartungswert des Spin-Vektors fiihrt also eine
kohirente Rotationsbewegung aus.

18.17 Wir gehen aus von den iiblichen Vertauschungsrela-
tionen

LI, — LI, =il LI, — Il, =il LI, — LI, =il,  (27)
und der Heisenbergschen Bewegungsgleichung
i

I = 7 (H, Ii]. (28)
Mit
H=Wll., 14k (29)

und (27) erhalten wir

I = i2J [z, I
Y AIA (30)
——

ifly
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und damit
Lo = =201 Iy, (31)

Da diese Gleichung nicht geschlossen ist, bilden wir
eine weitere Heisenberg-Gleichung

(Iiplic)” = i2J [l Iy D

=i2J I} (L Iy] (32)
—~——
1 —ilg

und erhalten

(Iolie) = %Jlkx. (33)

Aus (31) und (33) erhalten wir in herkommlicher Weise

I = —J% . (34)

Die Losung lautet

Ii(t) = acosJt + bsin Jt, (35)
wobei

a = I(0) (36)
und wegen

I (0) = Jb = —2J (I.Iy),_, (37)
sich b zu

b=-2(I1y),_, (38)
ergibt. Die gesuchte Losung lautet also

Lie(t) = I (0) cos Jt — 2(Iilyy) _sin J1. (39)

Die Losung fiir fiyl;, = I; Iy, folgt unmittelbar aus (31)
und (39).

18.18 Wir bilden

(w [ 1:00) [ w) = (o (T] +B7(L]) [1:(0) £ iL,(0)]
x (a[1) +B11))- (40)
Bei Ausmultiplikation erhalten wir Ausdriicke der Form
o*a(T| Iy |T) usw. Diese lassen sich mit Hilfe von (19-22)

und entsprechender Beziehungen fiir /, auswerten. Es er-
gibt sich fiir (40)

eI, =eYap (41)
und

e ) = e ap". (42)

Wir setzen

ap=lallple (43)
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und erhalten

(L(1) = % [Le(t) +1-(0)) = [ a || B | cos (Qf —¢) (44)
und
(I,(1)) = % [Li(t) = 1-(t)] = [ a || B | sin (Qt — ), (45)

woraus die Prizessionsbewegung ersichtlich wird.

18.19 Magnetisches Moment des Protons
e
=— 46
H= s, (46)

Energie im Magnetfeld

V, = —uB. (47)
Es gilt
1 4
B =rotA = —N,b,i(k; x eg)e‘k’i’ +c.c. (48)
mit

hw,
N, =/ —=. 4
“ 260V (49)

Bei der iiblichen experimentellen Anordnung (siehe
auch Aufgabe 18.20) befindet sich der Spin in einem zeit-
lich konstanten B-Feld in z-Richtung und einem hierzu
senkrechten Wechselfeld (48). Dementsprechend wihlen
wir k; = (0,0,k;) und e, = (0, ¢y,0).

Wir erhalten

e 1 ho,

V. =
s 280V

mg @;,

ik;e%%s.b; +h.c. (50)

Setzen wir s, = %(s+ +s_) und s = A1, so folgt

e

S

k;ie®<h(I, +1 )b; +hec.  (51)

- 2—mo. 2e0,V

Davon 148t sich sofort die gesuchte Kopplungskonstante
ablesen. Zur ,rotating wave‘“-Ndherung gelangen wir, wenn
wir die Bewegung der Operatoren im Heisenberg-Bild (ohne
Wechselwirkung zwischen 7 und B (48)) untersuchen. Dann
gilt by ~e " [, ~ e 1In der Nihe von Resonanz
Q ~ w, variieren die Glieder 1, b,;,I_b; langsam, wihrend
die Glieder I,b" ~ ¢+ ynd I_b rasch oszillieren und
zur Wechselwirkungsenergie praktisch keinen Beitrag lei-
sten. Sie werden daher in (51) vernachléssigt.

Losungen zu den Aufgaben

18.20 Wir gehen aus von

bt = =H, bt (52)

Aufgrund der Vertauschungsrelationen

b6 =1, [b",L]=[b",L] =[b",L] =0 (53)
folgt

bt =iwb* —gl,. (54)

Prizedierender Spin:

(L.(1)) = (1.(0))e"". (55)

Bewegungsgleichung mit Dampfung:

bt =iwb™ — kbt — g(I,(0))e!. (56)
Losung:

bt (1) = —g(1,(0))e ' (iQ — iw + )" (57)
Kapitel 19

19.1 Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen dem
Elektronenspin und den Kernspins fithrt zur Hyperfein-
Aufspaltung der ESR-Linie. Fiir die Zahl der Linien ist die
Anzahl 2] + 1 der verschiedenen Einstellungsmoglichkei-
ten der Kernspins / zur Richtung des Elektronenspins aus-
schlaggebend. Die Spins der beteiligten Kerne sind 7 = 0
fiir 12C; I = % fiir *C, '"H und YF; I =1 fiir 2D; [ = % fiir
3CI und *7Cl.

[*CF,H]* 6 Linien (2-fache Aufspaltung durch H,
3-fach durch F, mit Iy, = 1);
12 Linien (zusitzlich 2-fache Aufspaltung
durch 13C);
[®CF,D]* 9 Linien (3-fache Aufspaltung durch D,
3-fach durch F,);
["*CCIH,)* 12 Linien (4-fache Aufspaltung durch ClI,
3-fach durch Hj).

[ISCFZH]O

19.2 a) Die Hyperfeinstruktur des Naphthalin-Radikals er-
gibt sich aus der Wechselwirkung des Elektronenspins mit
zwei Gruppen « und f von je vier dquivalenten Protonen.
Die Kopplungskonstanten sind a, und ag.

Fiir die Einstellung der vier &dquivalenten «-Protonen-
spins 1 :% beziiglich des Elektronenspins gibt es fiinf
Moglichkeiten (M; =0, £1, £2), so da das ESR-Signal
in fiinf Linien im Abstand a, und mit relativen Intensité-
ten 1:4:6:4:1 (Pascalsches Dreieck!) aufspaltet. Durch die
Wechselwirkung mit den vier f-Protonenspins spaltet jede
der fiinf Linien wiederum in fiinf Linien im Abstand ag
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und mit relativen Intensititen 1:4:6:4:1 auf. Dadurch ent-
stehen fiinf Gruppen von je fiinf Linien, wobei die Intensi-
tatsverhiltnisse und Abstinde der Gruppenmaxima durch
die a-Wechselwirkung gegeben sind (1:4:6:4:1; a,).

Die 25 Linien konnen somit den FEinstellungen
(M., Mpg) der Gesamtspins I, und Ig der beiden Gruppen
dquivalenter Protonen zugeordnet werden. Mit zunehmen-
dem B-Feld, d.h. fiir die Linien des gegebenen Spektrums
von links nach rechts, erhilt man

(=2,-2)(=2,-1)(=2,0)(—1,=2)(=2,1)(—1,-1)
(—2,2)(-1,0)(0,—2)(—1,1)(0,—1)(—1,2)(0,0)
(1,=2)(0, 1)(1,-1)(0,2)(1,0)(2, =2)(1,1)(2,—1)
(1,2)(2,0)(2,1)(2,2).

b) In Ubereinstimmung mit der Bezeichnung der H-Po-
sitionen im Aufgabentext (Strukturformel) befindet sich im
1-Iodo-Naphthalin der Jodsubstituent an einer «a-Position.
Die Wechselwirkung des Elektronenspins mit den verblei-
benden drei a-Protonenspins und den vier f-Spins fiihrt
dann zu einer Aufspaltung in 20 Linien, die sich in vier
Pentetts unterteilen lassen. Das Intensitétsverhiltnis der
Gruppenmaxima ist 1:3:3:1, ihr Abstand a,.

Im 2-Iodo-Naphthalin ersetzt das Jodatom dagegen ein
JB-Proton, so daB man eine Aufspaltung in fiinf Quartetts
und damit ebenfalls 20 Linien beobachtet. Die Intensitéts-
verhiltnisse der Gruppenmaxima sind 1:4:6:4:1, ihr Ab-
stand wiederum a,,.

Die Wechselwirkung mit dem Spin des !*’I-Kerns
(Kernspin %) ist hier vernachlissigt. Sie wiirde jede der Li-
nien nochmals sechsfach aufspalten.

c¢) Die Substitution eines Wasserstoffs durch eine Methyl-
gruppe fiihrt in Analogie zu (b) jeweils zu einer Aufspaltung
des ESR-Signals in 20 Linien. Zusitzlich resultiert die
Wechselwirkung mit den drei Methylprotonen in einer wei-
teren Quartettaufspaltung (1:3:3:1) jeder Linie — die Hyper-
feinstruktur besteht also aus insgesamt 80 Linien.

19.3 a) Im [NH,]"-Radikal fiihrt die Dipol-Dipol-Wechsel-
wirkung des Elektronenspins mit dem Spin des Stickstoff-
kerns '*N (I = 1) zu einer Aufspaltung des Signals in drei
Linien gleicher Intensitit im Abstand ax = 1,03 mT. Die
Kopplung mit den beiden Protonenspins / :% spaltet jede
der drei Linien in ein Triplett auf (Linienabstand
ag = 0,35 mT, Intensititsverhiltnis 1:2:1).

b) Das ESR-Spektrum des Azidradikals ['*N3]° weist
eine Hyperfeinstruktur aus sieben Linien auf, die durch die
Spin-Spin-Wechselwirkung des freien Elektrons mit dem
Gesamtspin der drei Stickstoffkerne verursacht werden.
Die Linien des Septetts besitzen die relativen Intensititen
1:3:6:7:6:3:1, Abb. L.31 und L.32.
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T T T

-1 0 1
AB [mT]

Abb. L.31. Hyperfeinstruktur im ESR-Spektrum des ["*NH,]*-Radi-
kals. Man findet neun Linien, die in drei Tripletts eingeteilt werden
konnen

N\

1 3 6 7 6 3 1

Abb. L.32. Da der Kernspin / =1 ist, konnen die relativen Linien-
intensitdten nicht mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks ermittelt wer-
den. Man bedient sich stattdessen der ,,Stammbaummethode (Ab-
zdhlen der verschiedenen Moglichkeiten, von der Spitze zu einem be-
stimmten Endpunkt zu gelangen)

194 a) Aus den Hyperfeinstruktur-Kopplungskonstanten
a, und ag von Naphthalin berechnet man mit Hilfe der
McConnell-Gleichung die Spindichte an den C-Atomen «
und S, Abb. L.33:

a, =(—)0495mT = ¢, =022

ag=(—)0,186mT = 0p = 0,08.

Das n-Elektron ist zu 88% an den vier a-C-Atomen lo-
kalisiert. Die Normierungsbedingung > o, = 1 ist nicht

gut erfiillt; man erhilt vielmehr ) ¢; = 1,2. Die McCon-
nell-Gleichung ist lediglich eine grobe Naherung. Uber die

Abb. L.33. Verteilung der Spindichte im Naphthalin-Radikalanion.
Das freie Elektron hilt sich zu 22% an jedem der a-C-Atome auf, zu
8% an jedem der f-C-Atome
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit an den beiden zentralen C-
Atomen (ohne C-H-Bindung) ist keine Aussage moglich.

o B

(O

b) Die Zuordnung der angegebenen Werte g; fiir die
Spindichte an den indquivalenten C-Positionen im Anthra-
cen (siche oben) kann durch einen Vergleich mit dem
Naphthalin erfolgen. Die Spindichte ¢ und damit die
Kopplungsstirke @ nehmen vom Zentrum des Molekiils
nach aufen hin ab, und man findet

0, = 0,193, 05 =0,097, g, =0,048.

i

Die Normierungsbedingung ist mit »_ ¢, = 0,966 gut
erfiillt. Unter Verwendung der McConnell-Gleichung be-
stimmt man aus den Spindichten die Hyperfeinstruktur-
Kopplungskonstanten fiir die Wechselwirkung des Elektro-
nenspins mit den Protonenspins:

o = Q0, = (=) 0,434 mT,

ap = Qop = (—)0,218mT,

a, = Q¢,=(—)0,108 mT.

Die Wechselwirkung des Elektronenspins mit den drei
Sorten von Protonen fiihrt zu den folgenden Aufspaltungen
(Zahl der Linien, relative Intensititsverhéltnisse, Linienab-
stand):

H,: 3 Linien, 1:2:1, a,,

Hg: 5 Linien, 1:4:6:4:1, ag,

H, : 5 Linien, 1:4:6:4:1, a,.

Man erwartet somit eine Hyperfeinstruktur-Aufspaltung
des ESR-Signals von Anthracen in 75 Linien.

19.5 Die Resonanzfrequenz v eines Elektrons im Magnet-
feld der Stirke B ist gegeben durch die Beziehung

S HB
—orB 1
=& (1)
(ug = 9,274 - 1072 Am?: Bohrsches Magneton). Daraus
1aBt sich bei gegebenen Werten fiir Frequenz und B-Feld
der g-Faktor des Elektrons berechnen:
hv
UB
Da die Hyperfeinstrukturaufspaltung des Signals sym-
metrisch zum Linienschwerpunkt erfolgt, ist fiir das B-

8

Losungen zu den Aufgaben

Feld der Mittelwert der beiden Linienlagen einzusetzen
(B =303,32mT). Daraus gewinnt man

g = 12,0022

fiir ein Elektron in atomarem Wasserstoff. Die Stirke der
Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist vom #dufleren B-Feld un-
abhingig, so da man die Kopplungskonstante direkt aus
dem Abstand der beiden Hyperfeinstrukturlinien erhilt:

a=AB = 50,70 mT.

19.6 Im CHj-Radikal wird die Hyperfeinstruktur der ESR-
Linie durch die Wechselwirkung des freien Elektronen-
spins mit den drei dquivalenten Protonen mit Kernspin
1 :% verursacht. Man beobachtet ein Quartett, fiir das die
relativen Linienintensititen 1:3:3:1 mit Hilfe des Pascal-
schen Dreiecks hergeleitet werden konnen.

Im dreifach deuterierten CDs-Radikal findet eine Wech-
selwirkung mit drei dquivalenten D-Kernspins / = 1 statt.
Die Linienintensitidten im daraus resultierenden Septett be-
stimmt man mit der in Aufgabe 19.3b) beschriebenen
Stammbaummethode zu 1:3:6:7:6:3:1.

19.7 Die sechs Protonen im Benzolmolekiil sind chemisch
und magnetisch dquivalent. Dies hat zwei Konsequenzen.

Zum einen findet zwischen den Kernen Spindiffusion
statt, also ein schneller Austausch ihrer Spineinstellungen.
Eine unterschiedliche Wechselwirkung des Elektrons mit
den einzelnen Kernspins wird ausgemittelt, so dal man die
dquivalenten Protonen nur in ihrer Gesamtheit, d.h. als Ge-
samtspin, betrachten kann. Diese Vorstellung geht auch in
die Beschreibung der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zur Er-
klarung der Feinstruktur von NMR-Spektren ein.

Zum anderen ist das freie Elektron des Benzol-Radikal-
anions zu jeweils % auf jedem der dquivalenten C-Atome
lokalisiert, so dal sein Spin gleich stark mit jedem der
sechs Protonen koppelt. Es spielt daher keine Rolle, wie
die Spineinstellungen, die einen bestimmten Gesamtspin
ergeben, auf die einzelnen Protonen verteilt sind.

Auf diese beiden intramolekularen Effekte hat die Rota-
tion des Gesamtmolekiils keinerlei EinfluB. Sie verursacht
somit kein Verschwinden der Hyperfeinstruktur aufgrund
von Austauschphidnomenen.

Um die hypothetische Austauschverschmilerung des
ESR-Signals zu berechnen, sollen nun die aufgefiihrten
Gegenargumente kurz ignoriert werden. Die Hyperfein-
struktur-Kopplungskonstante fiir die Wechselwirkung des
freien Elektronenspins mit den Protonenspins im Benzol
betrigt a = 0,375 mT. Die Hyperfeinstruktur des ESR-Si-
gnals verschwindet, wenn die Lebensdauer-Verbreiterung
vi, der einzelnen Linien dem Abstand Avyg zweier benach-
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barter Linien entspricht. Uber die Heisenbergsche Unschiir-
ferelation erhélt man die Lebensdauer 7 eines Spinzustands
gemil

AE-t=hAv-t=h (1)

und damit die Lebensdauer-Verbreiterung einer Hyper-
feinstrukturlinie:
h 1

w=AV=—=—. 2

L ht 2nt @)

Im Fall des um seine sechszihlige Symmetrieachse ro-
tierenden Benzolmolekiils ist die Lebensdauer eines be-
stimmten Spinzustands durch die Rotationsfrequenz vg be-
grenzt. Die Rotation fiihrt zu einem raschen Austausch der
Kernspinpositionen mit der Austauschfrequenz

1
=—=06R. 3
VA . VR ( )
Daraus folgt
6VR
=— 4
= 27 )
und mit
v = Avyg, = 81, (5)

h

erhdlt man schlieflich die Rotationsfrequenz, bei der nach
dieser Modellvorstellung die Hyperfeinstruktur ausgemit-
telt sein sollte:

g LB
Tk (6)

Mit dem fiir a gegebenen Wert berechnet man
vg = 1,10 - 10" Hz.

Die Rotationsfrequenz entspricht klassisch einer Rotati-
onsenergie von

VR =

1
Er =3 0)(2n W)Y =71-10%3236-1077

Die rotatorischen Energieniveaus des symmetrischen
Kreiselmolekiils sind gegeben durch

F(J,K)=BJ(J + 1)+ CK> (7)
mit K = —J ... + J und den Rotationskonstanten
h -1
= m = 0,19 cm und

ho(1 1
=— (= —-—]=-0,10cm™!
87‘[20 <@| @J_) ’ om

Dies zeigt, daB fiir gasformiges Benzol bereits bei tiefsten
Temperaturen die thermische Besetzung der rotatorischen
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Anregungszustinde ausreichen wiirde, um die Hyperfein-
struktur auszumitteln. Bei Messungen in der Gasphase wird
diese Hyperfeinstruktur jedoch sehr wohl beobachtet. Die
Annahme, daB3 die Rotation des Benzolmolekiils zu einer
Austauschverschmilerung des ESR-Signals fiihrt, muf3 so-
mit falsch sein.

19.8 Exzitonen sind delokalisierte Anregungszustinde, die
sich aufgrund der Wechselwirkung zwischen benachbarten
Molekiilen im Kristall bewegen konnen. Da die Stickstoft-
Kernspins nicht einheitlich ausgerichtet sind, wird die un-
terschiedliche =~ Dipol-Dipol-Wechselwirkung  zwischen
Elektronenspin und Kernspins ausgemittelt, sofern die
Hiipfrate der Triplett-Exzitonen und damit die Austausch-
frequenz zwischen verschiedenen Umgebungen des Elek-
tronenspins gro3 genug ist. Es kommt also zur Bewe-
gungsverschmilerung der durch die Hyperfeinstruktur ver-
breiterten Linien.

Dotiert man die NaNO,-Kristalle mit 1% KNO,, dann
wirken die Gastmolekiile als Fallen fiir die Triplett-Exzito-
nen. Weil der Triplett-Anregungszustand auf den KNO;-
Molekiilen lokalisiert ist, siecht man nun die Hyperfein-
struktur.

19.9 Die Feinstrukturkonstante D des Pyrazins stellt einen
quantenmechanischen Erwartungswert dar und beinhaltet
die Integration des Elektronenabstands rj; und der Kom-
ponente zjp iliber den gesamten Ortsraum. Dazu ist die
Kenntnis der exakten Triplettwellenfunktion 3% erforder-
lich. Im SI-System und mit der korrekten Einheit fiir D

gilt
MO3 22 [ 3y ’"%2_3Z%2 3
yym 4gu V| —=—=—=) ¥dVidV,. (1)
50}

Man kann jedoch einen gemittelten Abstand r der bei-
den Elektronen, die sich im Triplettzustand befinden, be-
stimmen, wenn man sie als lokalisierte Punktdipole be-
trachtet. Man fordert also

hcD =

ria = r = const. (2)

Da Pyrazin eine weitgehend planare Molekiilstruktur
besitzt, kann die z-Komponente des Abstands r vernachlas-
sigt werden (zj» ~ 0), und man erhalt

44EB3

Aufgrund der Normierungsbedingung fiir die Wellen-
funktion ergibt das Integral den Wert 1. Im Punktdipolmo-
dell gewinnt man somit fiir den mittleren Abstand r der
beiden Triplettelektronenspins

3 1
heD =102 g2 /Y/*3S’/dV1dV2 (3)
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2, 2\%
- 3p08: 18 . (4)
167D hc
Im vorliegenden Fall berechnet man
r=163A.
19.10
31 (1, =32
D:Zﬁ¢%/3w(ﬁﬁ—%yWﬂww (1)
T2
31 LY, — X2
E_Zﬁgﬁ/Ew(£7423%wmw.(a
2

19.11 Verfahren Sie wie im Text angegeben.

19.12 a) Die GroBe der Molekiile und damit die Ausdeh-
nung ihres n-Elektronensystems nimmt in der Reihenfolge

Benzol < Naphthalin < Anthracen < Tetracen (1)

zu. Da wegen der Planaritit der Molekiile die z-Kompo-
nente des Abstands rj, der Triplettelektronen vernachlés-
sigt werden kann, ist der Feinstrukturparameter D direkt
mit 7, und damit der Molekiilgroe korreliert:
1
12
Dabei ist rj, bereits als mittlerer Abstand zu verstehen.
Je groBer das Molekiil, desto groBer ist ri, und desto klei-
ner ist die Feinstrukturkonstante D. Es gilt also

DBenzoI > DNaphthalin > DAnthracen > DTetracen- (3)

Die MeBergebnisse lauten 0,15, 0,10, 0,07 und
0,06 cm™!.

Der Feinstrukturparameter E enthédlt dagegen den Er-
wartungswert fiir die Differenz y}, — x}, der Komponenten
des Elektronenabstands in der Molekiilebene. Da mit x die
lange Molekiilachse bezeichnet wird, gilt fiir sédmtliche
Molekiile £ < 0. Insbesondere folgt fiir das rotationssym-
metrische Benzol E = 0. Die Betrige von E nehmen mit

der x-Ausdehnung der Molekiile zu:

|E|Benzol < |E|Naphr.halin < |E|Anmracen < |E‘Tetracen' (4)

Das Experiment liefert hierfiir die Werte 0, —0,013,

—-0,015 und -0,030 cm™!.

b) Gemil den Ergebnissen in (a) ordnet man Benzol
den D-Wert 0,15 cm™! zu, Tetracen den anderen Extrem-
wert 0,06 cm~'. Mit Hilfe von (4) in Aufgabe 19.9 berech-

Losungen zu den Aufgaben

Al/l [ppm]

v [MHZ]
Abb. L.34. Schematisches ADMR-Spektrum

—_——

net man daraus die mittleren Elektronenabstinde in den
beiden Molekiilen zu

FBenzol = 2,05A und  Fregacen = 2,79 A .

19.13 a) Falls die Einstrahlung von Mikrowellen eine Um-
verteilung von einem langsam zerfallenden in ein schnell
zerfallendes Subniveau des Triplettzustands verursacht,
nimmt die gesamte Besetzung des Triplettzustands ab, die
des Singulett-Grundzustands dagegen zu. Die Transmission
der Probe, die durch die Grundzustandsbesetzung gegeben
ist, nimmt daher beim ADMR-Experiment ab:

Al < 0. (1)

Das ADMR-Spektrum gibt die bei einer festen opti-
schen Frequenz transmittierte Intensitit / als Funktion der
Wellenldnge der Mikrowellenstrahlung wieder. Man findet
daher drei Signale, wenn die Mikrowellenfrequenz einer
der Ubergangsfrequenzen zwischen den Triplett-Subni-
veaus 0, D — E und D + E entspricht:

VSignal =2E,D—E,D+E. (2)

b) Die Transmission einer Probe ist nach dem Lambert-
Beerschen Gesetz gegeben durch

[=1I-107%%¢  mit (3)

transmittierte Intensitit;
eingestrahlte Intensitét;
Extinktionskoeffizient;

optische Weglinge;
Probenkonzentration;

So: Anteil der Molekiile im Sp-Zustand.

o ® s~

Die Einstrahlung von Mikrowellen fiihrt zu einer Ande-
rung der Grundzustandsbesetzung um ASp; die transmit-
tierte Lichtintensitdt wird damit

1/ _ IO .107¢ (SU+AS0)cd. (4)
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Fiir die relative Transmissionsinderung folgt daraus
Al T'—1
R

Dieser Ausdruck kann fiir den Fall geringer Optischer
Dichten

OD =¢cd (6)

entwickelt werden bis zum Term erster Ordnung:

_ lo—eASocd 1= e—elnlOASocd —1. (5)

Al

T = —&eln10ASycd (7)
oder schlieBlich

Al

7= —ASy OD 1n 10. (8)

Hierin ist OD die Optische Dichte (Absorption) der Pro-
be ohne Mikrowelleneinstrahlung.

¢) Mit den fiir Rb. sphaeroides GA gegebenen Werten be-
rechnet man die Anderung der Grundzustandsbesetzung zu

ASy =+7,6-107%

Der Anteil der Molekiile im Sp-Grundzustand, gemes-
sen an der Gesamtzahl aller Molekiile, nimmt also um
0,076% zu. Dies zeigt, dal die ADMR eine duflerst emp-
findliche MeBmethode ist, die allerdings auch eine entspre-
chend empfindliche Nachweisapparatur erfordert.

Kapitel 20

20.1 a) Die Wechselwirkungsenergie Eww zwischen den
beiden Dipolen g, und g, im Abstand r =rp — rp ist

(p - pa) > =3 (r-pp) (r - py)

Eww = const -

s
HD HA
= const - K 3 (1)
mit
K = COS@Ppp — 3 cOSPp COS P, (2)

(ppa: Winkel zwischen Dipolorientierungen; ¢, @,: Win-
kel zwischen Dipolen und ihrem Verbindungsvektor). Die
Ubertragungsrate kgp ist proportional zum Quadrat der
Wechselwirkungsenergie:
2 2
kET 0.8 E%VW 0.8 K2 % (3)
r

Identifiziert man 43 und p mit den Oszillatorenstir-

ken der Ubergiinge von Donator und Akzeptor, so gelangt
man schlieBlich zu der qualitativen Beziehung
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for o g / Fol) ea(®), (4)

die das Uberlappungsintegral von Donatorfluoreszenz und
Akzeptorabsorption enthilt, den Orientierungsfaktor 2
und den Abstandsterm 1/r°. (Dagegen erhilt man fiir die
Austauschwechselwirkung eine exponentielle Abstandsab-
hingigkeit.)

b) Durch Einsetzen der Daten in die im Aufgabentext
angegebene Formel berechnet man den Forster-Radius von
Fluorescein zu

ro =50,2A.

c) Fir niedrige Konzentrationen ¢ < ¢y ist die Aus-
beute ¢ fiir den Forstertransfer proportional zur Wahr-
scheinlichkeit, daf} sich ein Akzeptormolekiil im Abstand
r < ry vom Donator und damit innerhalb des Volumens
4 rj um den Ort des Donators befindet. Sie ist somit pro-
portional zur Konzentration ¢ der Molekiile:

¢ <K ¢p. (5)
Im Fall hoher Konzentrationen ¢ >> ¢ gibt es fiir jedes
angeregte Molekiil mehrere Akzeptormolekiile innerhalb
des kritischen Radius ry. Die Ausbeute ¢ ist dann propor-
tional zur Rate kgr des Energietransfers zum néchsten
Nachbarn und deshalb zum Quadrat der Konzentration:

@ x c fir

1
(oockETocr—60<c2 fiir

c> cop. (6)
20.2 Die Abstandsabhingigkeit der Energietransferrate kgt
ist gegeben durch

1
k — 1
ET0(r67 ()

so daf man fiir den (kritischen) Forster-Radius und einen
beliebigen Abstand r; die Relation

ki\ ¢
korg:klr? < r0:<—1) r (2)
ko
aufstellen kann. Fiir zwolf Kettenglieder berechnet man
die Kettenldnge und damit den Abstand r; zwischen Dona-
tor und Akzeptor zu

r = 46,1A
und daraus mit (2) den Forster-Radius
ro=377A.

Dies entspricht einer Kette mit etwa n = 9 Gliedern.

20.3 a) Mit den Techniken der Second Harmonic Genera-
tion (SHG) und der Ellipsometrie mifit man unterschiedli-
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che physikalische Eigenschaften des Systems aus Substrat
und Schicht.

Der nichtlinear optische Prozel der Frequenzverdopp-
lung (SHG) findet an der Gold-Oberfldche statt. Die Ab-
nahme der SHG-Intensitit wihrend der Schichtbildung ist
auf eine Verdnderung der elektronischen Struktur der
Oberfldche zuriickzufiihren und stellt daher ein MaB fiir
die Bedeckung mit Schwefelatomen dar.

Im Gegensatz dazu reagiert die Ellipsometrie, d.h. die
polarisationsabhingige Messung des Reflexionsvermogens
der Grenzflache, auf strukturelle Anderungen in der
Schicht. Aus der lingeren Schichtbildungsdauer, die mit
dieser Technik gemessen wird, kann man ableiten, daf}
nach dem relativ schnellen Prozel der Chemisorption ein
langsamerer Proze3 der Umorientierung und Umordnung
der Molekiile erfolgt, bis schlieBlich alle Alkylketten ge-
streckt und parallel ausgerichtet sind.

b) Die parallele Orientierung der Alkylketten wird
durch laterale intermolekulare van der Waals-Krifte stabi-
lisiert. Diese nehmen mit der Linge der Molekiile zu. In
der Losung sind die Molekiile vielfach gewinkelt (cis-Kon-
formationen) und besitzen beinahe Kugelgestalt. Der Entro-
pieverlust durch das Strecken der Molekiile wird durch den
Energiegewinn bei der Chemisorption und der Ausrichtung
kompensiert.

¢) Die Tiefe der Locher (2,5 A) entspricht gerade dem
Netzebenenabstand des Substrats [Au(111)-Oberfliche]
und kann somit als Defekt in der obersten Lage von Gold-
atomen identifiziert werden. Die Ursache hierfiir ist eine
Korrosion der Oberfldche, also ein Entfernen von Goldato-
men in die Losung. Sie reagieren dort mit den Alkanthio-
len zu Gold-Thiolat-Verbindungen.

Kapitel 22

22.1 Man kann, zumindest theoretisch, die gesamte inho-
mogene Linienbreite /' nutzen, um photochemisch Locher
zu brennen. Die Lochbreite entspricht der doppelten homo-
genen, allein von der begrenzten Lebensdauer verursachten
Linienbreite:

2
2y, =——. 1
Yh e (1)
Mit I = 700cm~! und 7; 4 = 0,55cm™! berechnet
man die maximale Anzahl n,,, der einzubrennenden Lo-
cher zu

YLoch =

r

VLoch

Nmax =

= 1273. (2)

Losungen zu den Aufgaben

Die Informationsdichte D des optischen Datenspeichers
1aBt sich somit um einen Faktor von der Grofenordnung
103 erhohen:

bits bits
— 108 ~ 10!1
Von den vielen praktischen Problemen, die bei der Rea-
lisierung eines derartigen optischen Speichers auftreten,
seien die folgenden genannt:

— Kiihlung des Materials auf Tieftemperatur (4 K).

— Die Abstimmung des Lasers auf die einzelnen AdreB-
bits, und zwar sowohl rdumlich als auch in der Fre-
quenz.

— Die Geschwindigkeit der photochemischen Reaktionen
begrenzt die Schreibgeschwindigkeit.

— FEin befriedigendes Signal-Rausch-Verhéltnis beim Le-
sen erfordert eine Mindestzeit fiir das Lesen.

— Die Lasersysteme im erwiinschten Wellenlingenbereich
(Beugungslimit 21 sind sehr unpraktikabel.

Eine vierte Dimension konnte man durch die Verwen-
dung eines holographischen Schreibprinzips erschlieen.

22.2 a) Organische Materialien, die als optische Daten-
speichermedien verwendet werden sollen, miissen zumin-
dest die folgenden Anforderungen erfiillen:

— Thermische und chemische Stabilitdt. Es darf bei linge-
rer Lagerung nicht zu thermischen Reaktionen kommen,
die die gespeicherte Information 16schen wiirden. Eben-
so mufl das Material in der verwendeten Form che-
misch vollkommen inert sein und darf zum Beispiel
nicht vom Luftsauerstoff oxidiert werden.

— Ermiidungsfreiheit. Die photochemische Reaktion muf3
vollkommen reversibel sein, d.h. es darf zu keiner Ne-
ben- oder Abbaureaktion kommen. Nach Ablauf eines
Zyklus aus Hin- und Riickreaktion muf} exakt die ur-
spriingliche Zahl an Molekiilen im Ausgangszustand
vorliegen. Betridgt die Ausbeute einer Nebenreaktion,
die dem Zyklus Molekiile entzieht, lediglich 0,1%, so
nimmt die Zahl der photoaktiven Molekiile wéhrend
1000 Zyklen auf 37% des Ausgangswertes ab.

— Empfindlichkeit im Wellenldngenbereich von Halbleiter-
lasern (700-800 nm). Um miniaturisierte Bauteile ent-
werfen zu konnen, muf} insbesondere auch der Bestrah-
lungsapparat klein sein. Diesem Anspruch geniigen
Halbleiterlaser.

— Hohe Geschwindigkeit der photochemischen Reaktio-
nen, um kurze Zeiten fiir Schreib- und Loschoperatio-
nen zu ermoglichen.
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— Zerstorungsfreies Auslesen der Information. Beim Le-
sen der Datenbits, also im wesentlichen bei der Aufnah-
me eines Absorptionsspektrums, das eventuell nur aus
einem Punkt besteht, wird stets auch die Riickreaktion
induziert. Somit 16scht man beim Lesen einen Teil der
gespeicherten Information. Es gibt verschiedene Vor-
schldge, dieses Problem zu losen (Zwei-Photonen-Pro-
zesse, Ein- und Ausschalten der Photochromie durch
Protonierung der Molekiile, etc.).

b) Im Verlauf der Photoreaktion A — B wird ein Teil der
Molekiile A in die Form B umgewandelt. Das Absorptions-
spektrum des Gemisches stellt dabei zu jedem Zeitpunkt
eine additive Uberlagerung der Spektren der beiden reinen
Spezies dar. Bei einer bestimmten Wellenzahl v gilt fiir die
zeitlich veridnderliche Optische Dichte OD der Probe

OD(1) = ea(V) ca(t) d + ep(V) ca(t) d. (1)

Dabei sind ¢4(v) und ¢g(v) die Extinktionskoeffizienten
der beiden Spezies an der Stelle ¥, cs(¢) und cp(t) ihre
von der gesamten Bestrahlungszeit abhingigen Konzentra-
tionen; d ist die optische Weglidnge. Sind nur zwei Formen
A und B an der Reaktion beteiligt, so gilt wegen der Erhal-
tung der Gesamtzahl beider Molekiile

co=calt)+cp(t) <= cp(t) =co—calt), (2)
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wobei ¢y die Anfangskonzentration der Ausgangssubstanz
ist. Aus (1) folgt damit

OD(1) = [ea(v) — &8(v)] ca(t) d + e5(v) co d. (3)

An den Stellen v, an denen sich die beiden Absorptions-
spektren der reinen Spezies schneiden, d.h. fiir
ea(v) = eg(v), bleibt OD(¢) zeitlich konstant:

OD(t) = const(t) = eg(V) cod fir e4(v) = eg(v). (4)

Bei diesen Wellenzahlen v schneiden sich also sdmtli-
che Spektren — es existieren isosbestische Punkte.

Sind lediglich zwei Spezies mit unterschiedlichem Ab-
sorptionsverhalten an der Photoreaktion beteiligt, so ist die
Existenz isosbestischer Punkte zwingend. Aus der Tatsa-
che, daf} diese im gezeigten Fall nicht vorliegen, mufl man
schlieBen, dal im Verlauf der Photoreaktion noch (minde-
stens) eine dritte Form entsteht. Unterscheidet sich ihr
Spektrum von dem der beiden anderen, so erhédlt man
keine isosbestischen Punkte.

Im Fall der Fulgide tritt eine unerwiinschte Nebenreak-
tion in Form einer Rotation des aromatischen Rings um
die exozyklische Doppelbindung auf. Man kann sie jedoch
durch geeignete Substitution des Molekiils unterdriicken,
so dall das Fulgid wirklich bistabil wird.
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