Kapitel I. Differentialrechnung im Komplexen

In diesem Kapitel geben wir zunéchst eine Einfithrung in die komplezen Zahlen und
ihre Topologie. Dabei nehmen wir an, dass der Leser hier nicht zum ersten Male den
komplexen Zahlen begegnet. Die gleiche Annahme gilt fiir die topologischen Begriffe
in C (Konvergenz, Stetigkeit etc.). Wir fassen uns deshalb hier ebenfalls kurz. In §4
fithren wir den Begriff der Ableitung im Komplezen ein. Mit diesem Paragraphen kann
man die Lektiire beginnen, wenn man mit den komplexen Zahlen und ihrer Topologie
bereits hinreichend vertraut ist. In §5 wird der Zusammenhang der reellen Differen-
zierbarkeit mit der komplexen Differenzierbarkeit behandelt (Cauchy-Riemann’sche
Differentialgleichungen).

Die Geschichte der komplexen Zahlen von den ersten Anfingen im 16. Jahrhundert
bis zu ihrer endgiiltigen Einbiirgerung in der Mathematik im Laufe des 19. Jahrhun-
derts — wohl letztlich dank der wissenschaftlichen Autoritit von C.F.GAuUss —
sowie die lange Unsicherheit und Unklarheit im Umgang mit ihnen, all das ist ein
eindrucksvolles Beispiel zur Mathematikhistorie. Dem historisch interessierten Leser
sei die Lektiire von [Re3] empfohlen. Fiir weitere historische Bemerkungen iiber die
komplexen Zahlen vergleiche man auch [CE, Ge] oder [Pi].

1. Komplexe Zahlen

Bekanntlich besitzt nicht jedes Polynom mit reellen Koeffizienten auch eine
reelle Nullstelle, z. B. das Polynom

P(z) =2 + 1.

Es gibt also keine reelle Zahl x mit 22 + 1 = 0. Will man dennoch erreichen,
dass diese Gleichung oder &hnliche Gleichungen Ldsungen besitzen, so kann
dies nur dadurch geschehen, dass man zu einem Oberbereich von R {ibergeht,
in dem solche Losungen existieren. Man erweitert den Korper R der reellen
Zahlen zum Korper C der komplexen Zahlen. In diesem besitzt dann sogar
jede Polynomgleichung (nicht nur die Gleichung z? + 1 = 0) Lésungen (im
allgemeinen natiirlich komplexe). Dies ist die Aussage des ,, Fundamentalsatzes
der Algebra*.
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1.1 Satz. FEs existiert ein Korper C mit folgenden Eigenschaften:

1) Der Kdrper R der reellen Zahlen ist ein Unterkdrper von C, d. h. R ist eine
Teilmenge von C, und Addition und Multiplikation in R entstehen durch
Einschrinkung der Addition und Multiplikation in C.

2) Die Gleichung
X?4+1=0
hat in C genau zwei Lisungen.

3) Sei i eine der beiden Lisungen (dann ist —i die andere). Die Abbildung
RxR— C,
(z,y) — = +1y,
ist bijektiv.
Wir nennen C Korper der komplexen Zahlen.

Beweis. Der Existenzbeweis wird durch 3) nahegelegt. Man definiert auf der
Menge C := R x R die folgenden Verknipfungen,

(@,y) + (u,v) := (z +u,y +v),

(Iay) : (’U,, U) = (I’LL —yv,zv + yu)

und weist zundchst die Giiltigkeit der Korperaziome nach. Diese sind:

1) Die Assoziativgesetze
(Z + Zl) + o — + (Zl + Z”),

(22")z2" = z(2'2").

2) Die Kommutativgesetze
242 =2+ z,

zz' =2'z.
3) Die Distributivgesetze
2(2'+2") =z + 22",
'+ =22+2"2
4) Die Ezxistenz der neutralen Elemente

a) Es existiert ein (eindeutig bestimmtes) Element 0 € C mit der Eigen-
schaft
z+ 0=z fiiralle z € C.

b) Es existiert ein (eindeutig bestimmtes) Element 1 € C mit der Eigen-
schaft
z+1=z firalle z€ Cund1# 0.
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5) Die Existenz der inversen Elemente

a) Zu jedem z € C existiert ein (eindeutig bestimmtes) Element —z € C
mit der Eigenschaft
z+(=2)=0.

b) Zu jedem z € C, z # 0, existiert ein (eindeutig bestimmtes) Element
27! € C mit der Eigenschaft

Verifikation der Kdrperaxiome

Die Axiome 1) — 3) verifiziert man durch direkte Rechnung.

4) a) 0:=(0,0).
b) 1:=(1,0).
5) a‘) _(:Cay) = (_xa_y)
b) Sei z = (z,y) # (0,0) . Dann ist 2 + y? # 0 . Eine direkte Rechnung

zeigt, dass

e € Y
. x2_|_y2’ T2 _|_y2

zu z invers ist.

Offensichtlich gilt

(a,0)(z,y) = (az,ay),
insbesondere also

(a,0)(b,0) = (ab,0).

Auflerdem gilt
(a,0) + (6,0) = (a +,0).

Also ist
Cr:={(a,0); a€R}
ein Unterkorper von C, in dem genau so gerechnet wird wie in R selbst.
Genauer: Die Abbildung
t: R — Cy,
a — (a,0),
ist ein Korperisomorphismus.

Damit haben wir uns einen Korper C konstruiert, der zwar nicht R, aber
einen zu R isomorphen Kérper Cp enthélt. Man koénnte nun leicht durch men-
gentheoretische Manipulationen einen zu C isomorphen Korper C konstruieren,
welcher den vorgelegten Korper R als Unterkorper enthélt. Wir verzichten auf
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diese Konstruktion und identifizieren einfach im Folgenden die reelle Zahl a
mit der komplexen Zahl (a,0).

Zur weiteren Vereinfachung verwenden wir die
Bezeichnung i := (0, 1) und nennen i die imagindire Einheit (L. EULER, 1777).
Offensichtlich gilt dann
a) i =i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —(1,0),
b) (z,y) = (,0) + (0,y) = (,0) - (1,0) + (y,0) - (0, 1)
oder in vereinfachter Schreibweise
a) i = —1,
b) (z,y) =z +yi=x+iy.
Jede komplexe Zahl lisst sich also eindeutig in der Form z = x + iy mit reellen
Zahlen z und y schreiben. Damit ist Satz 1.1 bewiesen. ad

Es ldsst sich zeigen, dass ein Kérper C durch die Eigenschaften 1)-3) aus
Satz 1.1 ,,im wesentlichen® eindeutig bestimmt ist (s. Aufgabe 13 aus I.1).
In der eindeutigen Darstellung z = = + iy heif}t

x der Realteil von z und
y der Imagindrteil von z.

Bezeichnung. = = Re(z), y = Im(2).
Ist Re(z) = 0, dann heifit z rein imagindr.
Anmerkung. Auf einen wesentlichen Unterschied gegeniiber dem Korper R
der reellen Zahlen sei hingewiesen: R ist ein angeordneter Kérper, d.h. in R

ist eine Teilmenge P der sogenannten ,positiven Elemente“ ausgezeichnet, so
dass folgendes gilt:

1) Fiir jede reelle Zahl a trifft genau einer der folgenden Fille zu:
a)a€P b)a=0 oder c)—ae€P
2) Fiir beliebige a,b € P gilt
a+beP und abe P

Es lésst sich jedoch leicht zeigen, dass sich C nicht anordnen lasst, d.h.,
dass es keine Teilmenge P C C gibt, fiir die die Axiome 1) und 2) fiir beliebige
a,b € P gelten (wegen iZ = —1).

Von einigem Nutzen fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen ist der Uber-
gang zum Konjugiert-Komplezen:

Sei z = ¢ + iy, x,y € R. Wir setzen Z =  — iy und nennen Z die zu z
konjugiert komplexe Zahl. Man bestétigt leicht die folgenden Rechenregeln fiir
die Abbildung

-—2C—C, z+—7zZ
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1.2 Bemerkung. Fir z,w € C gilt:

1) Z =2z,

2) zTw=Ztw, Zw=7%Z-w,

3) Rez=(2+7%)/2, Imz=(z-7)/2i,
4) zER <= 2=%, z€iR < z=-%

Die Abbildung ~: C — C, z — Z, ist also ein involutorischer Koérperautomor-
phismus mit dem Fixkorper R.

Offensichtlich ist
2Zz=a+ y2

eine nicht negative reelle Zahl.
1.3 Definition. Der Betrag einer komplexen Zahl z wird definiert durch
2] = Vo7
Offenbar ist |z| der euklidische Abstand von z zum Nullpunkt. Es gilt
2| >0

und
2] =0 <= z=0.

1.4 Bemerkung. Fir z,w € C gilt:

1) 2wl = || - ul,
2) [Rez| <[z, |Imz| <[z],

3) |z +w| < |z| + |[w|  (Dreiecksungleichung),
4) 2 —w| > [|z] = Jwl|.

Aus der Formel zZ = |z|* erhilt man {ibrigens einen einfachen Ausdruck fiir
das Inverse einer komplexen Zahl z # 0:

Beispiel.




6 Kapitel I. Differentialrechnung im Komplexen

Geometrische Veranschaulichung in der Gauf’schen Zahlenebene

1) Die Addition von komplexen Zahlen ist einfach die vektorielle Addition von
Paaren reeller Zahlen:

Im

2) Z = x — iy entsteht aus z = z + iy durch Spiegelung an der reellen Achse.

3) Eine geometrische Deutung der Multiplikation komplexer Zahlen erhélt man
mit Hilfe von Polarkoordinaten. Aus der reellen Analysis ist bekannt, dass sich
jeder Punkt (x,y) # (0,0) in der Form

(x,y) =r(cosp,sinp), r >0,
schreiben ldsst. Dabei ist r eindeutig bestimmt,
r=\a?+y?,

der Winkel ¢ (gemessen im Bogenmaf) ist jedoch nur bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27 eindeutig. ) Bezeichnet man mit

RS :={zeR; x>0}

die Menge der positiven reellen Zahlen und mit

C*:=C-{0}
die im Nullpunkt gelochte komplexe Ebene, so gilt also
ImA
1.5 Satz. Die Abbildung
R* xR —sC* z=r(cos @ +1sin @)
+ Y
. X
(r,p) — r(cosp +isin ¢), 1 O

st surjektiv.

2N

*) Man sagt auch: modulo 2. 1
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Zusatz. Aus
r(cos +isinp) = r'(cos¢’ +1isiny’), rr’ >0,

folgt

r=r" und ¢—¢ =2k, k€.
Anmerkung. In der Polarkoordinatendarstellung
(%) z=r(cosp + isinp)

von z € C* ist also r durch z eindeutig bestimmt (r = y/22), der Winkel ¢
jedoch nur bis auf ein additives ganzzahliges Vielfaches von 27. Jedes ¢ € R,
fiir das (%) gilt, heiit ein Argument von z. Ist also ¢, ein (festes) Argument
von z, so hat jedes weitere Argument ¢ von z die Gestalt

@ =+ 2k, k € Z.

Eindeutigkeit in der Polarkoordinatendarstellung erhélt man, wenn man z. B.
fordert, dass ¢ im Intervall |—m, 7] variiert, mit anderen Worten, die Abbildung

RS x |-, 7] — C*, (r, ) — r(cos ¢ +isin ),

ist bijektiv. Man nennt ¢ € |—7, 7] den Hauptwert des Arguments und bezeich-
net ihn gelegentlich mit Arg(z), beispielsweise ist Arg(l) = Arg(2006) = 0,
Arg(i) = /2, Arg(—i) = —7/2, Arg(—1) = 7.

1.6 Satz. Es gilt
(cosp +isin)(cos ¢’ +isinp’) = cos(p + ¢') +isin(p + ¢')

oder

cos(p + ') = cosp + cosp’ —sing - sin g’
sin(p + ¢') = sinp - cos ¢’ + cos p - sin '
(Additionstheoreme der Winkelfunktionen).

Die Sétze 1.5 und 1.6 beinhalten eine geometrische Deutung der Multiplikation
komplexer Zahlen. Ist ndmlich

z=r(cosp +isingp), 2" =r'(cosy’ +isinyp’),

dann ist

zz' =rr'(cos(p + ¢') +isin(p + ¢')).
Also ist rr’ der Betrag von zz' und ¢ + ¢’ ein Argument von zz', was man
kurz, aber nicht ganz prizise, so ausdriicken kann:
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Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man
die Betrige multipliziert und die Argumente addiert.

Ist z =r(cosp +isinp) # 0, dann ist

1 z .
—=— = —(cosp —isinyp),
z ZZ r

woraus man ebenfalls eine elementare geometrische Konstruktion von 1/z able-
sen kann.

Im A ImA

Sei n € Z eine ganze Zahl. Wie iiblich definiert man a” fiir komplexe Zahlen a
durch

Es gelten die Rechenregeln

a - a™ = aner
a”-b" = (a-b)".
Mit der iiblichen Definition der Binomialkoeffizienten gilt
n

n
b)" = E vpnr bi ische F l
(a+0b) 2 <V)a (binomische Formel)
fiir komplexe Zahlen a,b € C und n € Ny,.

Eine komplexe Zahl a heifit n-te Einheitswurzel (n € N), falls a™ = 1 gilt.
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1.7 Satz. Es gibt zu jedem n € N genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln,
namlich

2rv . . 27y
¢, :==cos — +isin—, 0<v<n.
n n

Beweis. Man zeigt mit Hilfe von 1.6 leicht durch Induktion nach n, dass
(cosp +1isin )™ = cosny + isin np (L. EULER, A.DE MOIVRE)

fiir beliebige natiirliche Zahlen n gilt. Da Einheitswurzeln vom Betrag 1 sind,
lassen sie sich in der Form
cos @ +isinp

darstellen. Diese Zahl ist genau dann n-te Einheitswurzel, wenn nyp ganz-
zahliges Vielfaches von 27 ist, d.h. ¢ = 27v/n. Mit dem Zusatz von Satz 1.5
folgt, dass man fiir v nur die Werte 0 bis n — 1 zu nehmen braucht. Also liefern
die n Zahlen
2 2
C, :=Cn ::cosﬂ —f—isinﬂ, v=0,...,n—1,
' n n
die n verschiedenen n-ten Einheitswurzeln. O
2 2
Anmerkung. Mit ¢; = (; , = cos il + isin il gilt
' n n
¢, =¢, v=0,1,...,n—1.
Beispiele fiir n-te Einheitswurzeln:
n=1 {1}.
n=2 {1,-1} :{(—1)”; 1/:0,1}.
n=3 {L-3+3V3-3-3V3}={(-3+3v3)" 0<v<2}=
{ s 0<wv<2}
n=4 {Li-1,-i}={ 0<vr<3}={y

n=>5 {({’75; 0<v<4}, C1,5:\/54_1+i 2(

2mi i

2
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Samtliche n-ten Einheitswurzeln liegen auf dem Rand des Einheitskreises, der
Einheitskreislinie S' := {z € C; |z|] = 1}. Sie bilden die Eckpunkte eines
gleichseitigen (= reguldren) n-Ecks, das S einbeschrieben ist (ein Eckpunkt
ist stets (1,0) = 1). Aus diesem Grund nennt man die Gleichung

2" =1

auch Kreisteilungsgleichung. Es gilt, wie wir noch sehen werden,

=l=(2=G) (2=C) (2= Cuy)
mit 5 5

C, :cos—ﬁu+isin—7rv, 0<v<n-1

n n
Die ¢, sind die Nullstellen des Polynoms
P(z):=2"-1.

Das Polynom P hat also n verschiedene Nullstellen. Dies ist ein Spezialfall des
Fundamentalsatzes der Algebra. Er besagt:

Jedes nichtkonstante komplexe Polynom besitzt

so viele Nullstellen, wie sein Grad angibt.

Dabei miissen allerdings die Nullstellen mit Vielfachheiten gerechnet werden.
Wir werden mehrere Beweise dieses wichtigen Satzes kennenlernen.

Anmerkung. Das regelmifiige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar, falls die n-ten Einheitswurzeln durch iteriertes Quadratwurzelziehen und Kor-
peroperationen aus rationalen Zahlen gewonnen werden kénnen. Nach einem Satz
von C.F. GAusS ist dies genau dann der Fall, wenn n die Gestalt

n=2F, ...F,

hat, wobei l,kj € N, und die Fk]_, 7 =1,...,r, paarweise verschiedene sogenannte
Fermat’sche Primzahlen sind. Letztere sind Primzahlen von der Form

F,o=2" 41, keN,.
Man kennt bis heute nur deren fiinf, ndmlich
F,=3, F =5, F,=17, F,=257, und F, =65537.
Fiir die ndchste dieser Zahlen zeigt sich
F, =641-6700417
das heifit, F} ist durch 641 teilbar — also keine Primzahl.
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Ubungsaufgaben zu 1.1

1. Von den folgenden komplexen Zahlen bestimme man jeweils Real- und Imagindr-

teul:
-1 3+4l' i", nez; <—1+1) , nE ZL;

i+1° 1-2i° V2

1+iv3\" (10 A+t @a—i)
( 2 )’"EZ’ Z(ﬁ) ERERNCEER

v=0

2. Von den folgenden komplexen Zahlen berechne man jeweils Betrag und (ein) Ar-

gument:
—341i —13; 1+ -1 -1 i 3+4};
1-2i
1+T“,aeR; 1—1\/3’; - nez.
1—1ia 1+i\/§

3. Man beweise die ,, Dretecksungleichung“
|z +w| < |z + |w|, 2zweC,

und diskutiere, wann das Gleichheitszeichen gilt; ferner beweise man die folgende
Variante der Dreiecksungleichung:

llz] = |w|]| < |z —w|, =zweC.
4. Firz=x+1iy, w =u+1iv, x,y,u,v € R, wird durch
(z,w) := Re(2w) = zu + yv

das Standardskalarprodukt im R-Vektorraum C = R X R beziiglich der Basis
(1,1) definiert. Man verifiziere durch direktes Nachrechnen, dass fiir z,w € C

(z,w)* + (iz,w)* = |2]” |w]”
gilt, und folgere hieraus die CAUCHY-SCHWARZ’sche Ungleichung im R?:
(2, w)|* = Jou+yol* < |2 [w]® = (2° +7) (u® + 7).

Ferner zeige man jeweils durch direktes Nachrechnen, dass fiir z,w € C die fol-
genden Identitdten gelten:

|z +w|> = |2]> + 2(z,w) + |w|®>  (Kosinussatz),
|2 —wl* = |2 = 2(z,w) + |w]*,
|z + w|)® + |z — w|® = 2(]z|* + |w|?) (Parallelogrammidentitit).

Man zeige weiter: Zu jedem Paar (z,w) € C* x C* gibt es genau eine reelle Zahl
w:=w(z,w) € |-, 7| mit

cosw = cosw(z,w) = |<Z|’ |w)|
z| |w
und .
. . (iz,w)
sinw = sinw(z, w) = 2wl

w = w(z,w) heiit der orientierte Winkel zwischen z und w und wird hiufig mit
Y (2, w) bezeichnet.
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Man zeige: ¥ (1,i)=n/2, L(i,1) = —n/2=—¥(1,i).

Seien n € N und z,,w, € C fiir 1 <v < n. Man beweise
2 n n
= |z, |? - lw, |* — 2@, —2,,|
- v v vp wv
v=1 v=1 1<v<p<n

(die LAGRANGE’sche Identitét) und folgere hieraus die CAUCHY-SCHWARZ’sche
Ungleichung im C":

n

; Zl/ wl/

v=1

n

2 n n
Zzuwu SZ|ZV|2-Z|wV|2'
v=1 v=1 v=1

Die folgenden Teilmengen von C veranschauliche man sich in der komplexen
Zahlenebene:
a) Seien a,b € C, b# 0, und

GO::{zE(C; I

B B
N TN
N IS
s =
S IS}
N— N’
\% Il
o O
N~ Y~
=
[=}
(ol

G+::{26(C; I

Gf::{zE(C; Im( b”)<0}.

b) Seien a,c € R und b € C mit bb — ac > 0,
K:={2€C; azZ+bz+bz+c=0}.

2 2
c)L::{zE(C; ‘z—ﬁ ‘z-l—ﬁ :i}

2 2
Quadratwurzeln und Losbarkeit quadratischer Gleichungen in C

Sei ¢ = a + ib # 0 eine vorgegebene komplexe Zahl. Durch Aufspaltung in Real-
und Imaginérteil zeige man, dass es genau zwei verschiedene komplexe Zahlen z,
und z, gibt mit
zf = zg =c. Esist z, = —z,.
(z; und z, heiflen die Quadratwurzeln aus c.) Als Beispiel bestimme man jeweils
die Quadratwurzeln aus
547 bzw. V2+iv2.

Man 16se diese Aufgabe auch mit Polarkoordinaten. Ferner zeige man, dass eine
quadratische Gleichung

2 +az+B=0, «,8€C beliebig,

stets (hochstens zwei) Losungen z;, z, € C besitzt.

Existenz von n-ten Wurzeln

Sei a € C und n € N. Eine komplexe Zahl z heifit (eine) n-te Wurzel aus a, wenn
2" = a gilt.

Man zeige: Ist a = r(cos ¢ + isinp) # 0, dann besitzt a genau n (verschiedene)
n-te Wurzeln, namlich die komplexen Zahlen
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10.

11.

12.

13.

z = Q/F(cos‘p+n27ry+isin(p+n27w), 0<v<n-—1.

v

Im Spezialfall a = 1 (also r = 1, ¢ = 0) erhilt man Satz 1.7.

Man bestimme alle z € C mit
22 —i=0.
Sei P ein Polynom mit komplexen Koeflizienten:
P(z):=a,z" +a, 2" " +--4a, mit ne€Ny, a, €C, fir 0<v<n.
Eine reelle oder komplexe Zahl ¢ heifit Nullstelle von P, falls P(¢) = 0 gilt.

Man zeige: Wenn alle Koeffizienten a, reell sind, dann gilt

P(()=0 = P({)=0.
Mit anderen Worten: Hat das Polynom P nur reelle Koeffizienten, dann treten
die nicht reellen Nullstellen von P in Paaren konjugiert komplexer Nullstellen auf.

a) Sei H:={z€C; Imz>0} die obere Halbebene.
Man zeige: z € H <— —1/z € H.

b) Seien z,a € C.
Man zeige: 11—z’ —|z—al’> =1 - |21*)(1 = |a]®).

Man folgere: Ist |a| < 1, dann gilt
z—a z—a

|z2] < 1 <<= = ]

<1l und |z2|=1 <=

-1

Man verifiziere fiir z = x + iy € C die Ungleichungen

x|+ |y
L < o = o <ol b

und

max{ |z, [yl } < |2] £ V2max{|z|, |y| }.

Sei C ein_weiterer Korper komplexer Zahlen. Man bestimme alle Abbildungen
¢ : C = C mit folgenden Eigenschaften:

a) ¢z +w) =p(2) + p(w) } fiir alle z,w € C,
b)  plzw) = p(2)p(w)

c) o(x) =z fiir alle z € R.

Anmerkung. Es ergibt sich, dass solche Abbildungen existieren und automatisch
bijektiv sind, sie stellen also Isomorphismen C — C dar, die R elementweise
festlassen. Der Kérper der kompleven Zahlen ist also im wesentlichen eindeutig
bestimmt. Im Spezialfall C = C erhilt man die Automorphismen von C mit
Fixkorper R.

Ubrigens: Welche Automorphismen (d.h. Isomorphismen auf sich selbst) besitat
der Korper R der reellen Zahlen?

Tipp. Ein solcher Automorphismus von R muss die Anordnung von R erhalten!
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14.

15.

16.
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1_r_ ImA

Je;ies ze S —{-1}, mps.
S i={zeC; |z/=1}, z g
l&sst sich eindeutig in der Form

14+id  1-)° 22 .
z = T = -|— 1

1—1i\ 14+ A2 14+ A2 ) >
mit A € R darstellen. ’ Re
a) Man betrachte die Abbildung

f:C*— C mit f(z)=1/z
Man gebe eine geometrische Konstruktion (Zirkel und Lineal) fiir den Bild-
punkt f(z) und begriinde, warum diese Abbildung ,, Transformation durch
reziproke Radien oder ,,Spiegelung an der Einheitskreislinie genannt wird.
Man bestimme jeweils das Bild unter f von

@) D;:={z€C; 0<|z|]<1},
B) Dy:={z€C; 2| >1},
1) Dyi={zeC; |s|=1}.
b) Jetzt betrachte man die Abbildung
g:C* — C mit g(z) =1/z (= f(2))
und gebe ebenfalls eine geometrische Konstruktion fiir den Bildpunkt g(z)

von z. Warum heiflt diese Abbildung , Inversion an der Einheitskreislinie*?
Welche Fixpunkte hat g, d.h. fiir welche z € C*® gilt g(z) = 27

Sein € N und W(n) = {z € C; 2" = 1} die Menge der n-ten Einheitswurzeln.

Man zeige:

a) W(n) ist eine Untergruppe von C* (und damit selbst eine Gruppe).
b) W{(n) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n, d.h. es gibt ein ( € W (n) mit

W(n)={¢"; 0<v<n}
Eine solche Einheitswurzel ¢ heif8t primitiv.
Man folgere: W(n) >~ Z/nZ.

Fiir welche d € N mit 1 < d < n ist die Potenz Cd wieder eine primitive n-te
Einheitswurzel? Wieviele primitive n-te Einheitswurzeln gibt es also?

Andere Einfiihrungen der komplexen Zahlen

In §1 wurden die komplexen Zahlen als reelle Zahlenpaare eingefiihrt (nach GAUSS,
WESSEL, ARGAND, HAMILTON). Von der Geometrie des R? (Drehstreckungen!)
wird folgende Einfiihrung der komplexen Zahlen nahegelegt:

17. Sei

C:z{(Z _Z>; a,bER}CM(ZXZ;R)
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18.

19.

20.

mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation von (reellen) 2 x 2-Matrizen.

Man zeige: C ist ein Korper, der zum Korper C der komplexen Zahlen isomorph
ist.

Wie bei der Einfithrung der komplexen Zahlen bemerkt, besitzt das Polynom P =
X? 41 € R[X] in R keine Nullstelle, insbesondere zerfillt es nicht in Polynome
kleineren Grades, P ist irreduzibel in R[X]. In der Algebra (vergleiche etwa [Ku]
oder [Lo2]) wird nun gezeigt, wie man zu einem beliebigen irreduziblen Polynom
P aus dem Polynomring K[X] (K Korper) einen (minimalen) Erweiterungskorper
E konstruieren kann, in dem das vorgegebene Polynom eine Nullstelle hat. Auf
den hier vorliegenden Spezialfall (K = R, P = X? +1) angewandt, bedeutet dies,
dass man von R[X] den Restklassenring nach dem Ideal (X? + 1) bildet. Dieser
ist isomorph zu C.

Hamilton’sche Quaternionen (W. R. HAMILTON, 1843)
Wir betrachten folgende Abbildung
H:CxC-—M((2x2;C),
z —w
(z,w) — H(z,w) := <E E)
und bezeichnen ihr Bild mit
H:={H(z,w); (2,w)eCxC}cCM(2x2;C).

Man zeige, dass H ein Schiefkorper ist, d.h. in H gelten alle Kérperaxiome mit
Ausnahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation.

Anmerkung. Die Bezeichnung H soll an Sir William Rowan HAMILTON (1805-
1865) erinnern. Man nennt # die HAMILTON’schen Quaternionen.

Cayley-Zahlen (A. CAYLEY, 1845)

Es sei
C:=HxH.
Wir betrachten folgende Verkniipfung
CxC—¢C,

((Hy, Hy), (K, Ky)) — (H K, — KyH,, H,K| + K,H,).
Dabei bedeute H' die konjugiert-transponierte Matrix zu H € H C M(2 x 2; C).

Man zeige, dass hierdurch auf C eine R-bilineare Abbildung definiert wird,
welche nullteilerfrei ist, d. h. das Produkt zweier Elemente aus C ist nur dann Null,
wenn einer der beiden Faktoren verschwindet. Die ,,CAYLEY-Multiplikation ist
i.a. jedoch weder kommutativ noch assoziativ.

Ein tiefliegender Satz (M. A. KERVAIRE (1958), J. MILNOR (1958), J.BoTT
(1958)) besagt, dass auf einem n-dimensionalen (n < oo) reellen Vektorraum V'
nur dann eine nullteilerfreie Bilinearform existiert, wenn n = 1,2,4 oder 8 gilt.
Beispiele fiir solche Stukturen sind die ,reellen Zahlen*, die , komplexen Zahlen*,
die ,HAMILTON’schen Quaternionen“ und die ,,CAYLEY-Zahlen“. Man vergleiche
hierzu etwa den Artikel von F. HIRZEBRUCH in [Eb].
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2. Konvergente Folgen und Reihen

Wir nehmen an, dass aus der Analysis mehrerer reeller Verdnderlicher die
Topologie des RP bekannt ist. Die grundlegenden Definitionen und E]igen—
schaften stellen wir in dem uns interessierenden Fall C kurz zusammen.

2.1 Definition. Eine Folge (z,),5, komplezer Zahlen heifit Nullfolge, falls
zu jedem € > 0 eine natirliche Zahl N existiert, so dass
|z, | <e firalle n >N

gilt.

2.2 Definition. FEine Folge
20, 215 %oy - - -

komplexer Zahlen konvergiert gegen die komplexe Zahl z, falls die Differenzen-
folge zo — 2,2, — 2z, ... eine Nullfolge ist.

Bekanntlich ist der Grenzwert z eindeutig bestimmt, und man schreibt

z= lim z, oder z,—z fir n— oco.
n—oo

Aus der Aquivalenz der euklidischen Metrik und der Maximummetrik des R
oder einfach aus

[Rez|,[Im z| < |z| < |Rez| + |Im 2|

folgt dann

2.3 Bemerkung. Sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen und z eine weitere
komplexe Zahl. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) z, =z fir n — oo.

2) Rez, = Rez und Imz, - Imz fir n— oo.

2.4 Bemerkung. Aus z, = z und w,, = w fir n — oo folgt:

*) Im Zusammenhang mit topologischen Begriffen werde C immer mit R? identi-

fiziert:

C 3z +— (Rez, Imz2) € R”.
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1) z, fw, -z tw,

2) Z, T W, —> 2w,

3) 2] = 21,

4) Z, — 7,

5) 2zt = 27t falls 2, #0 fiir allen und z # 0.

Man kann dies entweder durch Zerlegen in Real- und Imaginérteil beweisen
oder die aus der reellen Analysis bekannten Beweise iibertragen.
Beispiel.

lim 2" =0 fir |z|<]1.

n— o0
Die Behauptung folgt aus dem entsprechenden Satz fiir reelle z mit Hilfe von
"=l

2" = |2

Unendliche Reihen im Komplexen

Sei %y, 21, %y,... eine Folge komplexer Zahlen. Man kann ihr dann eine neue
Folge, die Folge der Partialsummen S, S;, S, ... mit

S,i=2+2+ - +2,
zuordnen. Die Folge (S,,) heifit auch die der Folge (z,,) zugeordnete Reihe. Man

bezeichnet sie symbolisch mit

o0

Zzn:zo—f—zl—i—zZ—f—---.

n=0
Wenn die Folge (5,,) konvergiert, so nennt man

S:= lim S,

n— 00

den Wert oder die Summe der Reihe. Man schreibt dann auch
o0
S:Zzn:z0+zl+z2+---.
n=0

Wir folgen hier einer weitverbreiteten aber nicht ganz prézisen Tradition in der
Bezeichnungsweise: Das Symbol Y7 z, wird in zwei Bedeutungen verwendet:
1. Einmal als Synonym fiir die Folge (S,,) der Partialsummen der Folge (z,,).
2. Zum anderen (im Fall der Konvergenz von (S,,)) fiir deren Summe, d.h.

den Grenzwert S = lim S,,- Hier ist S also eine Zahl.

Welche der beiden Bedeutungen gemeint ist, ergibt sich meist aus dem Zusam-
menhang. Vergleiche auch Aufgabe 9 zu 1.2.

n— 00
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Beispiel. Die geometrische Reihe konvergiert fiir alle z € C mit |z] < 1:

1
1—:1+z+z2+--- fiir |z < 1.
—Z

Der Beweis folgt aus der (z. B. durch Induktion nach n zu beweisenden) Formel
1 — gntl

1fﬁz:1-1-,2—1—---—{—,2" fir z#1.

Eine Reihe
Zgt 2 + 29+
heiflt absolut konvergent, falls die Reihe der Betrige
20| + |21 + |2] + -+

konvergiert.

2.5 Satz. Eine absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Wir setzen voraus, dass der entsprechende Satz im Reellen bekannt
ist. Die Behauptung folgt dann aus 2.3. O

Mit Hilfe von Satz 2.5 kann man viele elementare Funktionen ins Komplexe
fortsetzen.
2.6 Bemerkung. Die Reihen
X _n °° n 0 n
z (-1) 2n41 (=" ,
ol T d n
2 X Qn+tc " 2 @2n)! ©
n=0 n=0 n=0

konvergieren absolut fiir alle z € C.

Man definiert fiir beliebige komplexe Zahlen z

n

exp(z) := Z z (komplexe Exponentialfunktion),

o0 _1 n
sin(z) := Z 2(117_*_)1)' 22"t (komplewer Sinus),

—~

cos(z) = Z ((271)! 22" (komplexer Kosinus).
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2.7 Hilfssatz (Cauchy’scher Multiplikationssatz). Es seien

ian und ibn
n=0 n=0

absolut konvergente Rethen. Dann gilt

3 B = () (50)

wobei die auf der linken Seite stehende Reihe ebenfalls absolut konvergiert.

Der Beweis erfolgt wortlich wie im Reellen. Aus dem Multiplikationssatz 2.7
folgt

Yw 0 n
z+w
exp(z) exp(w E g y'n—z/ g %:exp(z+w).

n=0r=0 n=0

2.8 Satz. Es gilt fir beliebige kompleze Zahlen z und w

exp(z + w) = exp(2) - exp(w)
(Additionstheorem oder Funktionalgleichung).

2.8, Folgerung. Wegen exp(z)exp(—z) =1 ist exp(z) # 0 und es gilt

exp(z)" = exp(nz) fir ne€ Z.

Die Funktion exp(z) stimmt fiir reelle z mit der reellen e-Funktion iiberein.
Fiir komplexe z definiert man

z

e” :=exp(2).

Damit wird die Funktionalgleichung in 2.8 zu einer Potenzregel:

Beachte jedoch hierzu die Anmerkung am Ende des Paragraphen. Wir verwen-
den im Folgenden beide Schreibweisen, e und exp(z).

2.9 Bemerkung. FEs gilt fiir z € C
exp(iz) = cosz +isin z,
exp(iz) + exp(—iz)
5 ,
exp(iz) — exp(—iz)
2i '

cos(z) =

sin(z) =
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2.9, Folgerung. Sei z = x + iy. Dann gilt

e® = e“(cosy +isiny),
also
Ree® = e® cosy,

Z T
Ime® = e siny,

le*| = e®.

2.9, Folgerung. Fir belicbige komplexe Zahlen z,w € C gelten die

Additionstheoreme
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w,

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w.

Die komplexe Exponentialfunktion ist nicht injektiv. Es gilt ja
™k =1 fiir alle k € Z.

Aus dem Zusatz zu Satz 1.5 folgt genauer
2.10 Bemerkung. Es gilt fiir z,w € C
exp(z) = exp(w) <= z —w € 27iZ,

insbesondere

Kernexp :={z€ C; exp(z) =1} = 2niZ.

Ist w € C, so gilt wegen der Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z) exp(w)
der Exponentialfunktion die Gleichung
exp(z + w) = exp(z) fir alle z € C
genau dann, wenn
exp(w) =1 < w € Kernexp = 27iZ.

Die Gleichung
Kernexp = 27iZ
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lasst sich daher als Periodizitdtseigenschaft von exp interpretieren:

Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch und besitzt die Zahlen
2rik, k € Z,

(und nur diese) als Perioden.

2.10; Folgerung. Firze€ C und k € Z gilt
sinz =0 < z =km,

cosz =0 << z = (k-l—%)ﬂ'.

Denn beispielsweise bedeutet sin z = (exp(iz) —exp(—iz))/2i = 0 nichts anderes
als exp(2iz) =1, d.h. z = kw, k € Z. Der komplexe Sinus und Kosinus haben
also nur die schon aus dem Reellen bekannten Nullstellen.

Wegen der Periodizitdt erhdlt man Schwierigkeiten, die komplexe Exponen-
tialfunktion umzukehren, also einen komplexen Logarithmus zu definieren. Um
diese Schwierigkeiten in den Griff zu bekommen, schrénken wir den Definitions-
bereich von exp geeignet ein.

Hauptzweig des Logarithmus
Wir bezeichnen mit S den Parallelstreifen

S={weC; —-r<Imw<m}.

Die Einschrénkung von exp auf S ist wegen
2.10 injektiv. Jeder Wert, den exp annimmt,
wird schon in S angenommen. Der Wertevor-
rat von exp ist wegen 1.5 die in 0 gelochte
Ebene C°.

Die komplexe Exponentialfunktion vermittelt deshalb eine bijektive Abbildung
exp
S —— C°,
w — e

Zu jedem Punkt z aus C® existiert also eine eindeutig bestimmte Zahl w € S
mit der Eigenschaft e¥ = z. Wir Jennen diese Zahl w den Hauptwert des
Logarithmus von z und bezeichnen ) diesen mit

w = Log z.

*) Die Bezeichnungen w = log z oder w = In z sind in der Literatur auch iiblich.
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Wir haben also bewiesen:

2.11 Satz. Es ewistiert eine Funktion — der sogenannte Hauptzweig des
Logarithmus —
Log: C* — C,

welche durch die beiden folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:

a) exp(Logz) = z,
b) —m < ImLogz <7 fir alle z # 0.

Zusatz. Aus der Gleichung
exp(w) = z

folgt
w = Log z + 2wik, k € Z.

Nur wenn w in S enthalten ist, kann man sogar schlieffen:
w = Log 2.

Insbesondere stimmt Log z fiir positive reelle z mit dem gewdhnlichen reellen
(natiirlichen) Logarithmus iiberein:

Log z = log 2.

2.12 Bemerkung. Zu jeder komplexen Zahl z # 0 existiert eine reelle Zahl
v, welche durch die beiden folgenden Bedingungen eindeutig bestimmt ist:

a) - <<,
b) ﬁ =cosp +ising (= e¥).
z

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus 1.5 und Spezialfall von 2.11.

Die Konstruktion des komplexen Logarithmus beinhaltet also eine Verall-
gemeinerung der Darstellung einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten.

Man nennt die in 2.12 auftretende Zahl ¢ den Hauptwert des Arguments
von z und schreibt (vgl. die Anmerkung vor 1.6)

p = Argz.

2.13 Satz. Es gilt fiir z € C*
Logz =log|z| +iArg z.

Dabei sei log|z| der gewdhnliche reelle natirliche Logarithmus der positiven
Zahl |z].
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Beweis. Wegen Satz 2.11 geniigt es zu zeigen:
exp(log|z| + iArg z) = z;
dies folgt aber unmittelbar aus 2.9; und 2.12. O

Wir beschlieflen diesen Paragraphen mit einer Warnung hinsichtlich des Rechnens
mit komplezen Potenzen.
b

Ist a € C*, b € C, dann kann man a’ := exp(bLoga) definieren. Diese Definition ist
jedoch willkiirlich, denn wenn b nicht in Z liegt, gilt:

exp(bLoga) # exp(b(Loga + 27ik)), k€ Z.
Jede Zahl aus der Menge

{exp(b(log|a| +iArga))exp(2nibk); ke Z}
hiitte eigentlich gleiches Recht, a® zu sein.”) Mit dem Hauptwert des Logarithmus
gilt etwa

i' = exp(iLogi) = exp(i(log|i| +iArgi))

= exp <i (0+ %)) = exp( -7 ) ~ 0.20787957635076190854.

Alle méglichen Werte von i' liegen wegen
exp(i(log|i|] +iArgi)) exp(2wiik) = exp(—(4k + 1)7/2)

in der folgenden Menge positiver reeller Zahlen

{exp(—(4k+1)g); keZ }

Die n-ten Einheitswurzeln, d. h. die Losungen der Gleichung 2™ = 1, sind nun gerade
die 1/n-ten Potenzen von 1. Allgemein sind die n-ten Wurzeln aus einer Zahl a € C*
gerade die 1/n-ten Potenzen von a.

Anmerkung. Es ist € := exp(z) eine der z-ten Potenzen von e.

Besondere Vorsicht ist beim Rechnen nach — aus dem Reellen gewohnten — Potenz-
regeln geboten. Beispielsweise gilt i. a. nicht die Regel
(a,,)" = ajaj.
Beispielsweise gilt unter Benutzung des Hauptwerts
—l=ii= ()Y (=) £ () (1) =1 =

Welche der aus dem Reellen gewohnten Rechenregeln gelten, muss man im Einzelfall
nachpriifen. Keine Schwierigkeit entsteht, wenn man a’ = exp(bloga) fiir reelle und
positive a definiert, da man sich dabei auf den gewd&hnlichen reellen Logarithmus

stiitzen kann. Es gilt dann die Rechenregel

(‘11‘12)b = al{ag (a, >0, a, >0)

auch fiir komplexe b.

*) Jede dieser Zahlen kann eine b-te Potenz von a genannt werden.
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Ubungsaufgaben zu 1.2

1. Sei z, =, + 1y, # 0 eine vorgegebene komplexe Zahl. Die Folge (z,),, werde
rekursiv definiert durch

1 1
== — > 0.
Bn+1 2(zn+zn)7 TL_O
Man zeige:
Ist x, > 0, dann ist lim,_, 2, = 1.
Ist x, < 0, dann ist lim,_, 2, = —1.
Ist z, =0, y, # 0, dann ist (z,,),,, nicht definiert oder divergent.
Zpy1 — 1

Tipp. Man betrachte w,, ,, = 1
Zn41

2. Sei a € C* eine vorgegebene Zahl. Fiir welche z, € C ist die Folge

=y (ats) @20

sinnvoll definiert? Was ist gegebenenfalls ihr Grenzwert?
3. Eine Folge (z,),,>o komplexer Zahlen heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0

einen Index n, € N gibt, so dass fiir alle n,m € N, mit n,m > n, gilt

|z, — 2,,] <e.

Man zeige: Eine Folge (2,,),,5¢, %, € C, ist genau dann konvergent, wenn sie eine

Cavucnuyfolge ist.
4. Man beweise die folgenden Ungleichungen.

a) Fiir alle z € C gilt

lexp(2) — 1] < exp(|z]) — 1 < |z exp(]z]).
b) Fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt
lexp(2) — 1] < 2z].

5. Bestimme jeweils alle z € C mit

exp(z) = -2, exp(z) =i, exp(z) = —i,
sin z = 100, sin z = Ti, sinzg =1-—1,
cos z = 3i, cosz =3+ 4i, cosz = 13.

6. Die (komplexen) hyperbolischen Funktionen cosh und sinh werden in Analogie
zum Reellen definiert. Fiir z € C sei

exp(2) + exp(=2) exp(z) — exp(=2)

cosh z := 5 und sinhz := 5
Man zeige:
a) sinh z = —isin(iz), coshz = cos(iz) (z € C).

b) sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w, .

. . (Additionstheoreme)
cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.

c) cosh®z —sinh®’z =1 (z € C).

d) sinh und cosh haben die Periode 2ri, d.h.
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sinh(z + 271) = sinh z

. fiir alle z € C.
cosh(z + 27i) = cosh z

e) Fiir alle z € C konvergieren die Reihen % und ) % absolut, und

es gilt
e 2n 0 2n+41
z . z
cosh z = Eio W und sinhz = 570 m -

7. Fiir alle z =z + iy € C gilt:
a) exp(z) = exp(2), sin(z) = sin(z), cos(z) = cos(z),
b) cos z = cos(z + 1y) = cosx cosh y — isin x sinh y,
sin z = sin(x + iy) = sinx cosh y + icos z sinh y.
Speziell fiir =0, y € R:

cos(iy) = %(ey +e7Y) = coshy und sin(iy) = %(ey — e ¥) =isinhy.
Man bestimme alle z € C mit |sinz| < 1 und finde ein n € N mit
|sin(in)| > 10000.
8. Definition von Tangens und Kotangens

Firze C—{(k+1/2)m; k€ Z} sei

sin z
tanz = R
cos z
und fiir z € C — {km; k € Z} sei
cos 2
cot z 1= — .
sin z
Man zeige:
2iz) — 1 2i 1
tanz = 1 76}(1)( iz) cotz =1 7exp( iz) +

iexp(2iz) +1° exp(2iz) — 1’
tan(z + m/2) = —cotz, tan(—z) = —tanz, tanz=tan(z+m),
tan z = cot z — 2cot(2z), cot(z + m) = cot z.

9. Sei Abb(N,, C) die Menge aller Abbildungen von N, in C (= Menge aller kom-

plexen Zahlenfolgen).

Man zeige: Die Abbildung

S : Abb(N,, C) — Abb(N,, C),
(@) >0 — (Sp)n>o mit S, :==ag+a; +---+a,,

ist bijektiv (Teleskoptrick). Die Theorien der Folgen und unendlichen Reihen sind
also im Prinzip gleichwertig.

10. Seien (a,,),,>o und (b,,), > zwei Folgen komplexer Zahlen mit a,, =b, — b, ,,
n > 0.
Man zeige: Die Reihe Y >

n=0
konvergiert, und es gilt dann

a,, ist genau dann konvergent, wenn die Folge (b,,)
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o0

E a, =by— lim b, .
n—o0
n=0

o0

. 1
Bezspzel. Z m =1.

11. Binomialreihe

Fiir « € C und v € N sei

a\ a) - a—j+1
(0) =1 und (1/) = l_Ilf
j=

Man zeige: Y > (‘j) 2" konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < 1.

Sei b, (2) = 3002, (3) 2"
Man zeige: Fiir alle z € C mit |z| < 1 und beliebige «, 8 € C gilt

boys(2) = b, (2)bs(2).

Anmerkung. Wir werden spéter sehen, dass fiir z € C mit |z| < 1 gilt:
b,(z) = (L + 2)* := exp(aLog(1 + 2)).
Fiir « = n € N erhélt man die binomische Formel:

(1+2)"=> <Z) o

v=0
12. Fir £ € Ny und z € C mit |z| < 1 gilt
]. _ - n + k‘ n o __ — n + k“ n
e =X (1) =X ()
13. Seien (a,,),,>o und (b,,), >, zwei Folgen komplexer Zahlen und
A =ay+a,+-+a n € Ny.
Man zeige: Fiir jedes m > 0 und jedes n > m gilt

n

n

Z a,b, = i A, b, - bu+1) A, b, + Anbn+1

(ABEL’sche partielle Summation, N. H. ABEL, 1826) ,

wobei im Fall m = 0 per def. der Koeffizient A ; = 0 gesetzt werde (leere Summe).

14. Man zeige: Unter den Bedingungen von 13) ist eine Reihe der Gestalt > a, b,
immer dann konvergent, wenn
a) die Reihe - A (b, —b, ) und

b) die Folge (A,b, ) konvergent sind (N. H. ABEL, 1826).

15. Ist > a,, konvergent und ist (b,),», eine Folge reeller Zahlen, die monoton und
beschriinkt ist, dann ist die Reihe Y a, b, konvergent (P. G.L. DIRICHLET, 1863).
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16. Die Reihe ) a,, sei absolut konvergent und es sei A := ) "
sei konvergent, “und es sei B = >

Die Reihe b,

n=0 G+
n=0 n

Man zeige: Ist ¢, := " a,b,_,, dann ist die Reihe ) ¢, konvergent, und es
gilt fiir C := Zn 0Cn

C =AB (Satz von MERTENS, F. MERTENS, 1875).

17. Sei (a,,),, > eine Folge komplexer Zahlen, (S,) = (3."_  a,) die zugehdrige Folge
der Partialsummen (Reihe). Sei
SO+Sl+"'+Sn
o, = ,
" n+1
Man zeige: Ist (S,) konvergent und ist S := lim
konvergent, und es gilt

n > 0.

oo Ons dann ist auch (o))

lim o, =S.
n—o0
Man zeige an einem Gegenbeispiel, dass man aus der Konvergenz von (o,) im

allgemeinen nicht auf die Konvergenz von (.5,,) schlieSen kann.

18. Fiir p € R —27Z und alle n € N gilt

sin((n +1/2)¢)
_+Zcosw—W

und
mn

Sin o — sin(nyp/2) sin((n + 1)¢/2)
Z v= sin(p/2) '

v=1

19. Fiir n € N gilt

n—1
Hsiny—w— n
n  2n-17
v=1
- 27 27
Tipp. 2" —1 = _ ¢ = cos 2 4 isin 2T
ipp. 2 H(z ¢"), ¢ cosn-l-lsmn

v=1
20. a) Von den folgenden komplexen Zahlen berechne man jeweils den Hauptwert des
Logarithmus:
i —-i; -1; zeR, x>0, 1+1i.
b) Man berechne den Hauptwert von
(ii—1))" und i'-(i—1)
und vergleiche.
¢) Man berechne
{a"} := {exp(blog|a| + ib Arga) exp(2wibk); k€ Z }
fiir
(a,b) € { (~1,1), (1,V2), (-2,v2)}

und den jeweiligen Hauptwert.
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21. Zusammenhang von Arg mit arccos

Es sei an die Definition des reellen arccos erinnert: arccos ist die Umkehrfunktion
von cos |[0, 7], also

arccost = <= 0< p <7 und cosp =t.
Man zeige: Fiir z = x + iy # 0 gilt

T, falls y =0 und = < 0,
Argz = { sgn(y) arccos L, sonst.
Va2 +y?

22. Fiir z,w € C*® gilt
Log(zw) = Log(z) + Log(w) + 2wik(z, w)

mit

+1, falls 27 < Argz + Argw < —m,
-1, falls 7w <Argz+ Argw <27,

23. Im Journal fiir reine und angewandte Mathematik (CRELLE-Journal), Band 2
(1827), Seite 286-287, findet sich eine von Th. CLAUSEN gestellte Aufgabe:
»Wenn e die Basis der hyperbolischen (= natiirlichen) Logarithmen, 7 den halben
Kreisumfang und n eine positive oder negative Zahl bedeuten, so ist bekanntlich

62nr\/j =1

0, falls —7 < Argz+ Argw <,
k(z,w) =

142 -1
e+n7r\/ =e,

folglich auch
e(1+2n7r\/—_1)2 —e— 61+4n7r\/—_1—4n27r2

. s — 2 2
Da aber e!T1"™V~1 — ¢ ist, so wiirde daraus folgen: e %" ™ = 1, welches absurd

ist. Nachzuweisen, wo in der Herleitung dieses Resultats gefehlt ist.“

3. Stetigkeit

3.1 Definition. FEine Funktion
f:D—R? DcCRP?

heif$it stetig in einem Punkt a € D, falls zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit
der Eigenschaft

If(z) = fla)| <e falls |z—al] <6, ze€D. ¥)
(e-0-Definition der Stetigkeit)

Hiermit dquivalent ist: Fir jede gegen a konvergente Folge (a,,), a, € D, gilt

*) Mit |- | wird die euklidische Norm (in R” und R?) bezeichnet.
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fla,) = f(a) fir n — oo (Folgenkriterium,).
Die Funktion f heifit stetig, falls sie in jedem Punkt von D stetig ist.
In dieser Vorlesung interessiert uns vorwiegend der Fall p = ¢ = 2, d.h.
f:D—C, DcC.
Aus 2.4 folgt

3.2 Bemerkung. Summe, Differenz und Produkt zweier stetiger Funktionen
sind stetig.

3.3 Bemerkung. Die Funktion

1
C* — C, Aand

15t stetig.
Seien

f:D—C und g: D' — C

zwei Funktionen. Wenn der Wertevorrat von f im Definitionsbereich von g
enthalten ist (f(D) C D'), so kann man die zusammengesetzte Funktion

gof:D— C,
z— g(f(2)),

definieren.

3.4 Bemerkung. Die Zusammensetzung von stetigen Funktionen ist stetig.

Ist f: D — C eine stetige Funktion ohne Nullstelle, so ist auf Grund von 3.3
und 3.4 auch die folgende Funktion stetig:
1

-:D— C.
/

3.5 Bemerkung. FEine Funktion f : D — C, D C C, ist genau dann stetig,
wenn Real- und Imagindrteil von f stetige Funktionen sind.

(Re f)(2) := Re f(2),
(Im f)(2) :=Im f(2).

Insbesondere ist der Betrag einer stetigen Funktion stetig:

[/l = V(Re f)? + (Im f)2.
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Beispiele.
1) Jedes Polynom

P(z)=ay+a,z+-+a,z", neNy,, a,eC,0<v<n,

ist stetig auf C.

2) Die Funktionen
exp, sin und cos : C — C

sind stetig (da Real- und Imaginirteil stetig sind).

Es sei
f:D—C, DcC,

eine injektive Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion
7t f(D) —C
wohldefiniert. Sie ist charakterisiert durch die Eigenschaften

F(fHw)) =w fir we f(D),
fﬁl(f(z)) =z fiir z € D.

3.6 Bemerkung. Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion braucht nicht
stetig zu sein.

Beispiel. Wir betrachten den Hauptzweig des Arguments, eingeschrinkt auf
die Kreislinie

Sti={zeC; |¢|]=1}.
Diese Funktion ist definitionsgem&f die Umkehrfunktion der stetigen Funktion
]-7, 7] — S, x+— cosz +isinw,

ist aber selbst nicht stetig, denn es gilt

3.7 Bemerkung. Die Funktion
st —C,
z — Argz,

st unstetig in dem Punkt z = —1.

3.7, Folgerung. Der Hauptzweig des Logarithmus ist unstetig auf der nega-
tiven reellen Achse.

Beweis der Bemerkung. Es sei
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a, =™ /M ynd b, = el=m+1/mi e N.

n

Einerseits gilt

1 1
Arga, =m— — und Argb, = -7+ —,
n n
= 7}1—{%0 Arga, =7 und nh_)n;o Argb, = —m,
aber andererseits auch lim, , _a, =lim, , b, = —1 =¢e™ = e ™. Daher ist
Arg an der Stelle z = —1 nicht stetig. O

Dass die Einschrinkung von Arg auf S' unstetig ist, kann man auch folgen-
dermaflen einsehen: Die Menge S! ist kompakt (s. 3.10). Wire Arg stetig, so
miisste auch |—m, 7] = Arg(S') kompakt sein. Das ist jedoch nicht der Fall.

Wir erinnern kurz an die {iblichen topologischen Begriffe im R? (wobei fiir
uns der Spezialfall p = 2 von Interesse ist).

3.8 Definition. Eine Teilmenge D C RP heifit offen, falls zu jedem a € D
eine Zahl ¢ > 0 existiert, so dass die e-Umgebung (im Falle p = 2 eine Kreis-
scheibe)

Us(a):={z€RP; |z—a|<c}

noch ganz in D enthalten ist.

3.9 Definition. Fine Menge A C R? heifit abgeschlossen, wenn eine der
beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist.
a) Das Komplement
RP—A={z€eRP; z¢A}
ist offen.

b) Der Grenzwert einer beliebigen konvergenten Punktfolge aus A liegt ebenfalls
in A (d.h. A ist folgenabgeschlossen).

3.10 Definition. Eine Menge A C R? heiffit kompakt, wenn es zu jeder
Uberdeckung
AcC U U, (A beliebige Indexmenge)
AEA

durch eine Schar (Uy)yc, von offenen Mengen Uy, C RP eine endliche Teil-
tberdeckung gibt, d. h. eine endliche Teilmenge Ay, C A mit der Eigenschaft

Ac |J v,
AEA,
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Aus der reellen Analysis sind die folgenden Sétze bekannt:

3.11 Satz (HEINE-BOREL). Fine Menge A C RP ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

3.12 Satz. Das Bild einer kompakten Menge A C R?P unter einer stetigen
Abbildung f : RP — RY ist wieder kompakt. Insbesondere ist eine stetige
reellwertige Funktion (d.h. ¢ =1) auf A beschrinkt und nimmt Maximum und
Minimum an.

3.13 Satz. Die Umkehrfunktion einer stetigen injektiven Funktion f: A — C
mit kompaktem Definitionsbereich A C C ist wieder stetig.

Ubungsaufgaben zu 1.3
1. Man beweise die Aquivalenz der e-6-Stetigkeit und der Folgenstetigkeit in 3.1.
2. Mit Hilfe von Aufgabe 21 aus 1.2 zeige man, dass Arg: C_ — R stetig ist. Dabei
ist C_ die langs der negativen reellen Achse geschlitzte Ebene:
C_ =C—-{teR;t<0}.
Man folgere, dass der Hauptzweig des Logarithmus in C_ ebenfalls stetig ist.
3. Sei D C R”. Ein Punkt a € D heifit innerer Punkt (von D), wenn mit a noch
eine e-Kugel U (a) := {x € R?; |z —a| <e} in D enthalten ist.
Man zeige: D ist offen <= jeder Punkt von
D ist innerer Punkt.
Eine Teilmenge U C R? heifit Umgebung von v
a € R, wenn U eine e-Kugel U, (a) enthilt.

Man zeige: D offen <= D ist Umgebung
jedes Punktes a € D.

Sei D := {z € D; D Umgebung von z}
Man zeige: D offen <— D = D.
D ist stets offen, und fiir jede offene Menge U C R? mit U C D gilt U C D.
4. Sei M C R?. Ein Punkt a € R? heifit Hiufungspunkt von M, wenn fiir jede
e-Kugel Ug(a) gilt
Ue(a) N (M = {a}) #0.
In jeder e-Kugel von a liegt also ein von a verschiedener Punkt von M.
Bezeichnung. M' := {z € R?; =z ist Hiufungspunkt von M }.
Man zeige: Fiir eine Teilmenge A C R? sind fquivalent:

a) A ist abgeschlossen, d.h. R” — A ist offen.
b) Fiir jede konvergente Folge (a, ), a, € A, gilt lim a, €A

n—> 00 n
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c) ADA.
Man zeige ferner: B
A:=AUA
ist stets abgeschlossen, und fiir jede abgeschlossene Menge B C R? mit B D A
gilt B DA.
A heiBt abgeschlossene Hiille (oder Abschluss) von A.
5. Sei (z,),>o eine Folge im R”. a € R” heifit Haufungswert der Folge (z,), wenn
es zu jeder e-Kugel U, (a) unendlich viele Indizes n gibt, so dass z,, € U.(a).

Man zeige (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS):
Jede beschriinkte Folge (), ©,, € R?, besitzt einen Hiufungswert.

Eine Teilmenge K C R” heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (), >, mit z, € K
(mindestens) einen Hiufungswert in K besitzt. -

Man zeige: Fiir eine Teilmenge K C R” sind fiquivalent:

a) K ist kompakt,
b) K ist folgenkompakt.

Anmerkung. Diese Aquivalenz gilt fiir jeden metrischen Raum.

6. Fir alle z € C gilt
lim (14 z/n)" = exp(z).

T —> 00
Allgemeiner: Fiir jede Folge (z,,), z, € C, mit lim z, = z gilt
n—o0
lim (14 z,/n)" =exp(z).
n—0o0

7. Man beweise den Satz von HEINE (E. HEINE, 1872):

Ist K C C kompakt und f : K — C stetig, dann ist f gleichmdfig stetig auf K,
d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z,2" € K mit |z — 2| < §

F(z) - f(z")| <
gilt.
8. Fiir Teilmengen A, B C C heifit
d(A,B) :=inf{|z—w|; 2€A, weB}

Abstand zwischen A und B. Ist B = {w}, dann schreibt man einfach d(A, w) statt
d(A,{w}).
Man zeige:
a) Sind A C C eine abgeschlossene Teilmenge und b € C beliebig, dann gibt es

ein a € A mit

d(A,b) = |a—b|.

b) Sind A C C eine abgeschlossene Teilmenge und B C C kompakt, dann gibt es

Elemente a € A und b € B mit

d(A,B) = |a—b|.
9. Es gibt keine Funktion f: C* — C*® mit den beiden Eigenschaften
a) f(zw) = f(2)f(w) fiir alle z,w € C* und

b) (f(2))* =z fiir alle 2z € C".
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10. Man zeige:
a) Es gibt keine stetige Funktion f: C* — C*® mit
(f(2))" = = fiir alle z € C°.
b) Es gibt keine stetige Funktion ¢ : C — C mit
(q(z))2 =z fiir alle z € C.
11. Es gibt keine stetige Funktion ¢ : C* — R mit
z = |z]exp(ip(z)) fiir alle z € C°.
12. Es gibt keine stetige Funktion [ : C* — C mit
exp(l(z)) =z fiir alle z € C°.

13. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Es gibt keine Funktion f : C* — C*® mit den
beiden Eigenschaften

a) f(zw) = f(2)f(w) fiir alle z,w € C* und
b) (f(2))" =z fiiralle z€ C* (n€N, n>2).
14. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Es gibt keine stetige Funktion ¢, : C — C mit
(¢,(2))" =z fiir alle z € C.

4. Komplexe Ableitung

Sei D C C eine Menge komplexer Zahlen. Ein Punkt a € C heifit Hdufungs-
punkt von D, falls zu jedem £ > 0 ein Punkt

z€D mit 0< |z—a|<c¢
existiert.
Sei f: D — C eine Funktion und [ € C eine komplexe Zahl. Die Aussage
flz) =1 fir z—a

bedeutet definitionsgemaf:

a) a ist Haufungspunkt von D.
b) Die Funktion

f:DU{a} — C,
~ {f(z) fir z #a, z€ D,

dr fla) = l firz=a

ist in a stetig, also:
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Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 mit der Figenschaft
|[f(z) =l <e, falls z€ D, z#a und |z —al <.

Es ist leicht zu sehen, dass der Grenzwert [ eindeutig bestimmt ist.
Man sagt: 1 ist der Grenzwert von f bei (Anniherung an) a. Die Schreibweise
I'=lim f(z) oder I = ;1_r>r}lf(z)
z#a

ist also gerechtfertigt. Man beachte, dass in der Literatur unterschiedliche
Grenzwertbegriffe verwendet werden, die sich dadurch unterscheiden, ob der
Punkt a zur Konkurrenz zugelassen wird oder nicht.

4.1 Definition. Fine Funktion
f:D—C, DcCC,

heifft komplex ableitbar (oder komplex differenzierbar) im Punkt a € D,
falls der Grenzwert
i 1) = (@)

z—a zZ—a
existiert.

Man bezeichnet diesen Grenzwert im Falle der Existenz mit f'(a). (Die
Funktion z — &=/ 4 iy D — {a} definiert. Nach Voraussetzung ist a

zZ—a

Hiufungspunkt von D — {a} und damit auch von D.)
Wenn f in jedem Punkt von D ableitbar ist, so kann man die komplexe
Ableitung
f'+D— C,
z— f'(2),

wieder als Funktion auf D auffassen.
Spezialfall. D sei ein Intervall der reellen Geraden, etwa

D =[a,b], a<b.
Wir zerlegen f in Real- und Imaginérteil

f(@) = u(z) +iv(z).
Dabei sind v und v gewthnliche reelle Funktionen einer reellen Verénderlichen.

Offenbar ist f genau dann komplex ableitbar, wenn die Funktionen u und
v differenzierbar sind, und es gilt

f'(@) = v/ (z) + ' ().
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Die komplexe Ableitbarkeit stellt also eine Verallgemeinerung der reellen Ab-
leitbarkeit dar. Wir werden jedoch sehen, dass die Situation fiir offene Defini-
tionsbereiche D C C vollig anders ist.

Manchmal ist eine etwas andere Formulierung der Ableitbarkeit niitzlich:

4.2 Bemerkung. Sei D C C, a € D ein Hdufungspunkt von D, f: D — C
eine Funktion, sowie l € C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist in a komplex ableitbar und hat dort die Ableitung .
b) Es gibt eine in a stetige Funktion ¢ : D — C mit

£(2) = F(a) +9(2) (= — a) und p(a) = 1.
c) Es gibt eine in a stetige Funktion p: D — C mit
7(2) = fl@) +1(z = a) + p(2) (= — @) und pla) = 0.
d) Definiert man r: D — C durch die Gleichung
1) = fla) +1(z = a) + 7(2),
so gilt

) _y,

lim
z—=a 2 — Q@

Es gilt dabei jeweils I = f'(a).

Die Aquivalenz der Aussagen ist aufgrund der Definitionen offensichtlich.

4.2, Folgerung. Eine in a ableitbare Funktion ist stetig in a.

Wie im Reellen zeigt man die folgenden Permanenzeigenschaften:

4.3 Satz. Die Funktionen f,g : D — C, D C C, seien in a € D komplex
ableitbar. Dann sind auch die Funktionen

1

f+g M, AeC f-yg undf

, falls f(a) #£0 ist,
i a komplex ableitbar, und es gilt:

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a), (Af)'(a) = Af'(a),

(Fo)'(@) = £ @g(@) + f (@), () (@ =~F5a)

Anwendung. Die Funktion

flz)=2", nez,
(Definitionsbereich C im Fall n > 0, sonst C*)
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ist komplex differenzierbar, und es gilt
f'(z) =nz"L,
Die Umformulierung der Ableitbarkeit aus Bemerkung 4.2 ist von Nutzen beim
Beweis der Kettenregel.
4.4 Satz (Kettenregel). Die Funktionen
f:D—C und g: D' — C
seien zusammensetzbar, d. h. f(D) C D'. Auferdem seien
f ina€eD und g in f(a) €D
komplex ableitbar. Dann ist die Zusammensetzung
gof:D— C,

z— g(f(2)),

i z = a ableitbar, und es gilt
(g0 f)(a) =g (f(a) - f'(a).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

f(2) = fla) = p(2) (z —a), ¢ stetig in a und ¢(a) = f'(a),
g(w) — g(b) = ¥(w) (w —b), ¢ stetig in b= f(a) und 3 (b) = ¢'(b).

Daher ist (fiir z # a)

g(f(z)l : z(f(a)) _ w(f(z)) f(Zi : CJ:(G)
Durch Grenziibergang folgt dann
(go f)(a) =v(f(a)f'(a) =g'(f(a)f'(a). O

Beispiele.

1) Durch wiederholte Anwendung der Regeln aus 4.3 erhilt man, dass jedes
Polynom

n
P(z):ZaVz” a, € C fir 0<v<mn,
vr=0
fiir alle z € C komplex differenzierbar ist und dass gilt:

n
P'(z) = Z va,z” !
v=1
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Sind P,@ : C — C Polynome und ist N(Q) = {z € C; Q(z) = 0} die
Nullstellenmenge von @, dann ist die (rationale) Funktion
f:C-N(Q) — C,
P(z)
Q(z)”

komplex differenzierbar. Das ergibt sich unmittelbar aus Beispiel 1) und
den Regeln aus 4.3.

z+— f(z) =

Wir benutzen im Vorgriff auf den n#ichsten Paragraphen, dass die kom-
plexe Exponentialfunktion komplex differenzierbar ist und sich selbst als
Ableitung hat (vgl. auch Beispiel 4)):

exp’ = exp,
und dass der Hauptzweig des Logarithmus Log in der geschlitzten Ebene
C_:=C-{teR;t<0}
komplex differenzierbar ist mit (vgl. [.4, Aufgabe 6)

1
Log/(z) = =

Mittels der Kettenregel 4.4 erhalten wir dann, dass fiir s € C die Funktion
f:C_—C,
z — z° 1= exp(s Log z),

komplex differenzierbar ist und dass

1
f'(z) = exp(sLog z)s— = s2°~!
z
gilt.
Seien a € C und (c,) eine Folge komplexer Zahlen. Eine Reihe vom Typ
Z c,(z—a)”
v=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a und Koeflizienten c,.
Wir nehmen an, dass die Potenzreihe

(o]
14
E :CV(Z - (I)
v=0
in der Kreisscheibe

Upla)={z€C; |z—a|<R} (R >0)
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konvergiert, und fiir z € Ug(a) definieren wir

o0

f(z) = ch(z —a)”.

v=0
Die Funktion f ist fiir alle z € Ug(a) komplex differenzierbar und es gilt

f(z) = Z ve,(z —a)’™! (gliedweises Ableiten von Potenzreihen) .

v=1

Dies kénnte man hier leicht direkt zeigen. Wir verzichten hierauf, da wir es
spéter (s. II1.2) aus allgemeinen Sitzen folgern werden.

Hieraus ergibt sich beispielsweise die angegebene Formel exp’ = exp, auflerdem
auch sin’ = cos und cos’ = — sin.

Im n&chsten Paragraphen werden wir eine andere Methode kennenlernen, wie
man die komplexe Differenzierbarkeit nachpriifen kann.

Ubungsaufgaben zu 1.4

1.

Man beweise die Ableitungsregeln aus Satz 4.3 mit Hilfe der Eigenschaft b) aus
4.2.

Man untersuche auf Stetigkeit und komplexe Differenzierbarkeit und bestimme
gegebenenfalls die Ableitung in den Punkten, in denen f komplex differenzierbar
ist:

a) f(2) = zRe(2), f(z) =7,

b) Die Exponentialfunkton exp ist differenzierbar, und es gilt exp’ = exp.

Ist die Funktion f : C — C fiir alle z € C komplex differenzierbar und nimmt sie
nur reelle oder rein imagindre Werte an, dann ist f konstant.

Sei f: D — C in a € D komplex differenzierbar und D* := {z; z € D}. Dann ist
auch die durch

9(z) = £(2)
definierte Funktion g : D* — C in a komplex differenzierbar, und es gilt
g9'@) = f'(a).

Man beweise die folgende Variante der Kettenregel: Seien D und D' C C offen und
f:D— Cund g: D' — C stetige Funktionen mit f(D) C D' und g(f(2)) = =
fiir alle z € D.

Man zeige: Ist g in b = f(a) komplex ableitbar und ist ¢'(b) # 0, dann ist f in a
komplex ableitbar, und es gilt f'(a) = 1/g'(b).
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6. Nach Aufgabe 2 aus 1.3 ist der Hauptzweig des Logarithmus in der geschlitzten
Ebene C_ stetig. Man zeige unter Verwendung von Aufgabe 5, dass er sogar in
C _ komplex differenzierbar ist und dass dort Log'(z) = 1/z gilt.

5. Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die formale Ahnlichkeit von Bemer-
kung 4.2 zum Begriff der totalen Ableitbarkeit in der reellen Analysis:
Eine Abbildung
f:D—RY DCR? offen,

heifit total ableitbar oder total differenzierbar in einem Punkt a € D, falls
eine R-lineare Abbildung

A:RP — R
existiert, so dass fir den durch die Gleichung

f(z) = fa) = A(z — a) +r(z)
definierten ,Rest” r(x
fint ) lim r(z) =
T—a |;c — a|

gilt. Dabei bezeichne |x — a| den euklidischen Abstand zwischen x und a.

Die Abbildung A ist eindeutig bestimmt und heifit Jacobi-Abbildung von f im
Punkt a (auch totales Differential von f im Punkt a oder Tangentialabbildung
von f im Punkt a).

Bezeichnung. A =J(f;a).

Ein Vergleich mit 4.2 zeigt, dass jede in einem Punkt komplex differenzier-

bare Funktion in diesem Punkt auch total differenzierbar im Sinne der reellen
Analysis ist. Man kann genauer sagen:

5.1 Bemerkung. Fir eine Funktion
f:D—C, DcC offen, a€D,

sind die beiden folgenden Aussagen gleichbedeutend:

a) f ist in a komplex ableitbar.
b) f ist in a total ableitbar (im Sinne der reellen Analysis, C = R?), und die
Jacobi-Abbildung

J(f;a):C —C
J(f;a)z =1z

ist von der Form

mit einer komplexen Zahl l. Die Zahl 1 ist natirlich die Ableitung f'(a).
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Damit dringt sich folgende Frage auf:

Wie muss eine R-lineare Abbildung A : R* — R? beschaffen sein, damit eine
komplexe Zahl 1 € C = R? euistiert, so dass

Az =1z
gilt?

Mit anderen Worten: Wann ist eine R-lineare Abbildung A : R? — R?
auch C-linear?

5.2 Bemerkung. Fir eine R-lineare Abbildung
A:C—C

sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:

1) Es existiert eine komplexe Zahll mit Az = lz.
2) A ist C linear.
3) ) = iA(L).
4) Die ZhT beziglich der kanonischen Basis 1 (= (1,0)) und i (= (0,1)) zuge-
ordnete Matriz hat die spezielle Gestalt

(‘; ‘g) (a, B €R).

Beweis. Die Aussagen 1), 2) und 3) sind trivialerweise dquivalent. Es geniigt
also, die Aquivalenz von 1) und 4) zu zeigen.

Wir erinnern zunéchst daran, wie die einer linearen Abbildung
A:R? — R?
zugeordnete Matrix definiert ist. Da A R-linear ist, gilt
A(z,y) = (az + by, cx + dy)
mit gewissen reellen Zahlen a, b, ¢, d. Die zugeordnete Matrix ist
(£ 4)
c d)’

Setzt man A(x,y) =: (u,v), so ldsst sich diese Gleichung auch in der einfachen
Form der Matrizenmultiplikation

()= )0

schreiben.
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Wir identifizieren dabei C mit R? iiber den Isomorphismus

C = R?
r+iy +—> (;)

Es sei nun speziell
Az =1z, l=a+ip,

also
A(wvy) = (OZCL' - 6yaﬂx+ ay), (Z = (CU,Z/))

Damit ist 1) = 4) gezeigt. Die Umkehrung ergibt sich ebenfalls aus dieser
Formel. O

Jede von Null verschiedene komplexe Zahl [ lisst sich in der Form [ = rel¥,
r > 0, schreiben (Satz 1.5). Multiplikation mit r bewirkt eine Streckung um
den Faktor r, die Multiplikation mit e'¥ eine Drehung um den Winkel ¢.

Die Selbstabbildungen der komplexen Ebene C, welche sich als Multiplikation
mit einer von 0 verschiedene komplexren Zahl schreiben lassen, sind genau die
Drehstreckungen.

Drehstreckungen sind offensichtlich winkeltreu und orientierungstreu, hier-
von gilt auch eine Umkehrung, vgl. Bemerkung 5.14.

Aus der reellen Analysis weifl man, wie die JAcoBI-Matrix — d. h. die der
JacoBi-Abbildung entsprechende Matrix — einer total differenzierbaren Funk-
tion berechnet werden kann. Dazu zerlegen wir f in Real- und Imaginé&rteil:
f(z) =ulz,y) +w(z,y), z=x + iy.

Die Abbildung
f:D— R?* D cC R? offen,

sei in a € D total ableitbar. Dann existieren die partiellen Ableitungen von u
und v in a, und es gilt

ou ou
a(a) 8_y(a)
J(f;a) & 9 9 (= Funktionalmatriz von f in a).

a(a) 8_y(a)
Die Bemerkungen 5.1 und 5.2 kann man nun folgendermaflen zusammenfassen:
5.3 Satz (A.-L. CaucHY, 1825; B. RIEMANN, 1851). Fiir eine Funktion

f:D—C, DcCC offen, a€D,

sind die beiden folgenden Aussagen gleichbedeutend:

a) f ist in a komplex ableitbar.
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b) f ist in a total ableitbar im Sinne der reellen Analysis (C = R?), und fir
u=Ref undv=1Im f gelten die

Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

ou ov ou ov
%(a) = 6_y(a)’ 8_y(a) = —%(a)-

Es gilt dann 5 5 5 5
") = 2% i) = Ly i
f (a’) - 6I(a)+laﬂ')(a) 8y(a) lay(a’)
Anmerkung zur Notation. Statt

ou ou
%(a) bzw. 8_y(a)

schreibt man haufig auch
u,(a) oder Oyu(a) bzw. u,(a) oder dyu(a),

entsprechend bei v. Fiir die Funktionaldeterminante einer komplex differen-
zierbaren Funktion f = u + iv erhilt man

det J(f;a) = u,(a)” +v,(a)* = u,(a)* +v,(a)* = 1f'(a)?,

sie ist also nicht negativ und sogar positiv, falls f'(a) von 0 verschieden ist.

Es sollte erwdahnt werden, dass man die CAUCHY-RIEMANN’schen Differen-
tialgleichungen auch einfach folgendermaflen herleiten kann:

Wenn die Funktion
f:D—C, DcCC offen,

D

in a € D komplex ableitbar ist, so gilt insbesondere

h) — ih) —
o) = i LOTN =IOy, Jlati) = 1)

Y

wobei h nur iiber reelle Zahlen variiert. Zerlegt man f in Real- und Ima-
gindrteil,
f=u+iv,

so folgt .
f'(a) = dyu(a) +1id,v(a) = T [0yu(a) + 10,v(a)]

Hieraus folgen unmittelbar die CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichun-
gen. Allerdings liefert dieser Beweis nicht so ohne weiteres die Umkehrung,
d.h. dass aus den CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen (unter der
Voraussetzung der totalen Ableitbarkeit) die Ableitbarkeit von f folgt.
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Bekanntlich folgt aus der blolen Existenz der partiellen Ableitungen noch
nicht, dass f total ableitbar ist. Aber aus der reellen Analysis ist das folgende
hinreichende Kriterium fiir die totale Ableitbarkeit bekannt:

Wenn die partiellen Ableitungen einer Abbildung
f:D—RY DCR?P offen,
in jedem Punkt existieren und stetig sind, so ist f total ableitbar.
Beispiele.
1) Wir wissen schon, dass die Funktion f mit
f(2) = 2? (allgemeiner = 2" ,n € N)

komplex differenzierbar ist. Es miissen also die CAUCHY-RIEMANN’schen
Differentialgleichungen gelten. Aus

f(z)=(x+ iy)2 =z — y? 4 2ixy

d.h.
u(l’,y) :xZ_yza ’U(ﬂ?,y) :21'2/,
folgt
0 u(w,y) = 2z, Oyu(w,y) = =2y,
0,v(z,y) = 2y, Oyv(z,y) = 2.

Die CaucHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen sind also erfiillt.

2) Die Funktion f(z) = Z ist zwar stetig aber in keinem Punkt komplex dif-
ferenzierbar, denn es gilt

u(l’,y) =, U(l’,y) =Y

also

1=0,u# 0 =—-1.

5.4 Satz. Die Funktionen exp, sin und cos sind in ganz C komplex differen-
zierbar, und es gilt

exp’ = exp, sin’ =cos, cos’ = —sin.

Beweis. Es gilt z. B.
exp(z) = e*(cosy + isiny),

d.h.
u(z,y) =e®cosy, v(z,y)=e"siny.
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Die CaucHY-RiEMANN’schen Differentialgleichungen sind leicht nachzupriifen,
ebenso die Formeln fiir die Ableitungen, diese sind stetig. O

5.5 Bemerkung (Charakterisierung lokal konstanter Funktionen).
Sei D C C offen, f: D — C eine Funktion. Dann sind dquivalent:

a) f ist in D lokal konstant.
b) f ist fir alle z € D komplex differenzierbar, und es gilt

f'(z) =0 firalle z€ D.

Zusatz. Insbesondere ist eine in D komplex differenzierbare Funktion, die
nur reelle (oder nur rein imagindre) Werte annimmt, lokal konstant in D.

Dabei heifit eine Funktion f lokal konstant, wenn es zu jedem Punkt eine Umge-
bung gibt, in der f konstant ist. (Eine Menge U C C heifit Umgebung von a,
falls U eine volle Kreisscheibe um a enthélt.)

Beweis. Es ist nur b) = a) zu zeigen:

Ist f=wu+iv, dann ist f' = u, +iv,; u, = v, und u, = —v,. Daher gilt

y
u,(a) = u,(a) =0 sowie v,(a) =v,(a) =0

fiir alle @ € D. Aus der reellen Analysis ist wohlbekannt, dass dann « und v

lokal konstant in D sind. Somit ist auch f = u + iv lokal konstant in D.

Sei f eine komplex differenzierbare Funktion, welche nur reelle Werte an-
nimmt. Aus den CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen folgt, dass
die Ableitung von f verschwindet, die Funktion f ist somit lokal konstant. O

Beispielsweise konnen also die Funktionen f(z) = [sinz| und g(z) = Rez
in C nicht komplex differenzierbar sein.

Wir sehen damit, dass die Bedingung , komplex differenzierbar® eine sehr
starke Einschrankung bedeutet.

Sprechweise. Eine Funktion
f:D—C, DcC offen,

welche in jedem Punkt von D komplex differenzierbar ist, heifit auch (komplez)
analytisch oder holomorph oder requldr in D.

f heifit analytisch im Punkt a € D, wenn es eine offene Umgebung U C D
von a gibt, so dass f in U analytisch ist.
Beispiel. Die Funktion f(z) = 2% ist zwar in a = 0 komplex differenzierbar,
aber in 0 nicht analytisch.

Wir bevorzugen im Folgenden die Bezeichnung ,analytisch“ anstelle von
ykomplex differenzierbar® bzw. ,holomorph® in D.
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5.6 Definition. Fine Menge D C C heiffit zusammenhdngend, falls jede
lokal konstante Funktion f: D — C konstant ist.
Damit kann man den Zusatz zu 5.5 auch folgendermaflen aussprechen:

Der Realteil einer in einer zusammenhdngenden offenen Menge D C C ana-
lytischen Funktion ist durch den Imagindrteil bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmdt.

Sind ndmlich f und g zwei analytische Funktionen mit demselben Imaginirteil,
so nimmt f — g nur reelle Werte an.

Wir haben die CAuCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen als Anwen-
dung der im Grunde trivialen Bemerkung 5.1 erhalten. Als weitere Anwendung
beweisen wir den komplexen Satz fiir implizite Funktionen mit Hilfe des ent-
sprechenden reellen Satzes.

5.7 Satz (fiir implizite Funktionen). Gegeben sei eine analytische Funktion

f:D—C, DcCC offen,
mit stetiger Ableitung.

1. Teil. In einem Punkt a € D gelte f'(a) # 0. Dann existiert eine offene
Menge
Dy, Dy,CD, ac€D,y,

so dass die Einschrdnkung f|D, injektiv ist.

2. Teil. Die Funktion f sei injektiv, und es gelte f'(z) # 0 fir alle z € D.
Dann ist der Wertevorrat f(D) offen. Die Umkehrfunktion

ft:f(D)—C

ist analytisch, und ihre Ableitung ist

() =

Wir werden spéter sehen, dass die Ableitungen analytischer Funktionen immer
stetig (sogar analytisch) sind, s. I1.3.4.

Beweis von 5.7. Wir benutzen den analogen Satz aus der reellen Analysis.

1. Teil. Man muss wissen, dass die JACOBI-Abbildung
J(f;a) : R? — R?
ein Isomorphismus, also bijektiv ist. Dies folgt aus 5.1:

J(f;0)z = f'(a)z, f'(a) #0.
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2. Teil. Der reelle Satz fiir implizite Funktionen besagt weiterhin: Der Wer-
tevorrat einer stetig partiell (und damit total) differenzierbaren Abbildung ist
offen, wenn die JACOBI-Abbildung fiir alle @ € D ein Isomorphismus ist. Wenn
f iberdies injektiv ist, so ist die Umkehrabbildung ebenfalls total ableitbar,
und die JAcoBI-Abbildung von f~! in f(a) ist gerade die zu J(f;a) inverse
Abbildung

J(fra)™ = J(f7h f(a).
Beachtet man, dass die Umkehrabbildung von
C—C, z+—lz (leC®),

durch z — [7!2z gegeben wird, so ist Satz 5.7 bewiesen. O

Anmerkung. Unbefriedigend ist, dass beim Beweis der Umkehrsatz der reellen
Analysis voll verwendet werden musste. Dieser gehort zu den vergleichsweise
»schweren Geschiitzen® der reellen Analysis. Ein einfacher funktionentheoretis-
cher Beweis wire daher erstrebenswert. Wir kommen auf einen solchen spéter
zuriick (vgl. auch II1.7.6 und Ubungsaufgabe 5 aus 1.4).

Beispiel. Die Exponentialfunktion exp ist komplex differenzierbar, und ihre
Ableitung ist iiberall von Null verschieden. Die Einschrinkung von exp auf
den Bereich

—rm<Imz<m

ist injektiv. Doch dieser Bereich ist nicht offen. Wir schrinken daher exp auf
den etwas kleineren aber offenen Bereich

D:={zeC; —-n<Imz<w}
ein. Offenbar gilt
exp(D)=C_=C—-{zeR; 2<0}

(langs der negativen reellen Achse geschlitzte komplexe Ebene).

Im Im

exp

TN

Log

Aus dem Satz fiir implizite Funktionen folgt nun:
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5.8 Satz. Der Hauptzweig des Logarithmus ist in der lings der negativen
reellen Achse geschlitzten Ebene C_ analytisch, und dort gilt

1
Log'(z) = —.
z

Wir haben bereits gezeigt, dass der Hauptzweig in den Punkten der negativen
reellen Achse nicht einmal stetig ist. Genauer gilt:

5.9 Bemerkung. Ist a < 0 eine negative reelle Zahl, so gilt
lim Logz = log|a| + i (= Loga),
Inz)z;O
lim Logz = log|a| — i.
Inz)zzO

Der Hauptzweig des Logarithmus macht also beim Uberqueren der negativen
reellen Achse einen ,,Sprung um 27i“.

Im Zusammenhang mit den CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichun-
gen dréngt sich folgende Frage auf. Gegeben sei eine , geniigend glatte“ —
sagen wir zweimal stetig partiell ableitbare — Funktion

w:D— R, D C R?offen.

Kann man eine analytische Funktion f: D — C mit Realteil u finden?
Wenn es eine solche Funktion f gibt, so folgt aus den CAUCHY-RIEMANN’schen
Differentialgleichungen

Ou = 0,(0,0); O3u = —0,(0,v).

Da es auf die Reihenfolge der Ableitungen nach einem bekannten Satz von
H. A. ScHWARZ nicht ankommt, erhalten wir die Laplace’sche Differentialglei-

chung ) )
0 0

Funktionen, die dieser Differentialgleichung geniigen, nennt man Potentialfunk-
tionen oder harmonische Funktionen und A = 87 + 02 den Laplace-Operator.

5.10 Satz. Sei
f:D—C, DcCC offen,

eine analytische Funktion, deren Real- und Imagindrteil mindestens zweimal
stetig partiell ableitbar sind. Dann ist der Realteil (und analog der Imagindrteil)
eine Potentialfunktion.
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Wir werden spéter sehen (s. I1.3.4), dass jede analytische Funktion sogar un-
endlich oft komplex ableitbar ist. Real- und Imaginirteil sind insbesondere
unendlich oft stetig partiell ableitbar.

Beispiele fiir harmonische Funktionen erhilt man also in den Real- und Ima-
ginérteilen analytischer Funktionen:

u(z,y) = 2% —3zy? = Re(2?),
(%),
(
(

Cos z),
x,y) = —sinzsinh y = Im(cos 2).

v(z,y) = 32?y—y> =Im

(
u(z,y) = coszcoshy = Re
v(

Ist wenigstens jede Potentialfunktion Realteil einer analytischen Funktion? Fiir
gewisse Definitionsbereiche ist dies der Fall.

5.11 Satz. Sei D C C ein offenes achsenparalleles Rechteck und u : D — R
eine Potentialfunktion. Dann existiert eine analytische Funktion f : D — C
mit Realteil u.

f ist bis auf eine rein imaginire Konstante eindeutig bestimmt. Eine harmoni-
sche Funktion v : D — R mit f = u+iv heifit eine zu u konjugiert harmonische
Funktion. Sie ist bis auf eine additive reelle Konstante eindeutig bestimmt.
(Der Satz gilt allgemeiner fiir ,einfach zusammenhingende“ Gebiete D C C,
s. auch die Bemerkung am Ende von II.2, sowie Anhang C zu Kapitel IV.)

Beweis von 5.11. Sei
D =]a,b[ x]c,d[ mit a <b und ¢ <d.
Wir wahlen zwei Stiitzstellen
zy € la,b[ und y, € ¢, d[.

Aus der Gleichung 0,u = 0,v folgt fiir jedes z € Ja, b[:

v(z,y) = /81u(a:,t) dt + h(x).

Nach der LEIBNIZ’schen Regel ist das Integral als Funktion von z differenzier-
bar, und es gilt

0,v(z,y) /8uxt)dt-|—h' /82 (z,t)dt + h'(x)
Yo Yo
= Oyu(x,yy) — Oyu(z,y) + h'(z),

also
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h'(z) = —0yu(z, y,).
Damit wird folgender Ansatz nahegelegt:

Y T
v(z,y) :z/(‘?lu(:c,t) dt—/@Qu(t,yO)dt.
Yo Zo

Man muss jetzt die CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen (mit Hilfe
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und mit Hilfe der LEIB-
Ni1z’schen Regel) verifizieren. (Die LEIBNIZ’sche Regel wird in II.3 formuliert
und bewiesen.) Von Satz 5.11 wird im Folgenden kein Gebrauch mehr gemacht.
O

Bemerkenswerterweise ist die Funktion

u(z,y) :=log v/a? +y?

eine Potentialfunktion in ganz R* — {(0,0)} = C*. Es gibt aber keine analyti-
sche Funktion f : C* — C mit

Re f(z) = log V#? + y? =log ||,

denn f miisste auf der (lings der negativen reellen Achse) geschlitzten Ebene
mit Logz bis auf eine additive Konstante iibereinstimmen. Damit kann f
nicht stetig in den Punkten der negativen reellen Achse sein. Satz 5.11 ist also
nicht fiir beliebige Gebiete D C C richtig. In der lings der negativen reellen
Achse geschlitzten Ebene jedoch ist der Hauptzweig Log des Logarithmus eine
analytische Funktion mit ReLog = u.

Anmerkung.

1) Die Konstruktion der zu u konjugiert harmonischen Funktion v beruhte auf einem
Integrationsprozess. Auf einen solchen wird man auch durch folgende Uberlegung
gefiihrt.

Ist u die gegebene harmonische Funktion in D und definiert man
g:D — C durch g =0,u— i0,u,
so ist g analytisch (man priife das mittels der CAUCHY-RIEMANN’schen Differen-
tialgleichungen nach). Wenn D ein offenes Rechteck (allgemeiner ein sogenanntes

Elementargebiet) ist, so gibt es eine analytische Funktion f : D — C mit f' = g, wie
wir im ndchsten Kapitel zeigen werden. Ist f = U + iV, so ist also
f'=0,U+i0,V=0,U—i0,U = g = d,u — id,u
und daher U = u + const. Der Realteil U der analytischen Funktion f stimmt bis auf
eine additive Konstante mit der gegebenen harmonischen Funktion u iiberein, und fiir
v kann man V wihlen. Die Frage, ob es zu einer gegebenen harmonischen Funktion
u : D — R eine analytische Funktion f : D — C mit Re f = u gibt, lduft also im
wesentlichen auf die Bestimmung einer Stammfunktion hinaus. Mit der Frage der
Existenz von Stammfunktionen beschéftigen wir uns im néchsten Kapitel.
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2) Im {iibrigen ist die LAPLACE’sche Differentialgleichung

u+du=0
gerade die ,,Ezaktheitsbedingung® fiir das System der partiellen Differentialgleichun-
gen

O0u = 0yv, Oyu = —0,v

mit gegebener Funktion w und gesuchter Funktion v, baw. die ,,Integrabilititsbedin-
gung” fiir das Vektorfeld

D — R?,
(z,y) — (—02u(1:,y), O u(z, y))
Beispiel. Wir bestimmen a € R so, dass die durch
u, : R* — R,
definierten Funktionen harmonisch sind, und bestimmen auch alle zu u, konjugiert
harmonischen Funktionen, d.h. alle analytischen Funktionen f: C — C mit Re f =
u,. Aus
0 = Au, (z,y) = 6z + 2az fiir alle 2,y € R*

folgt notwendig a = —3, und w := u_ ist harmonisch. Wir bestimmen f bzw. v nach
den beiden obigen und einer weiteren Methode.

1. Methode. Konstruktion mit der im (ersten) Beweis von Satz 5.11 verwendeten
Methode. Wir wihlen (z,,y,) = (0,0) und erhalten

d,u(z,y) = 3z° — 3y°,
u(z,y) =z —3zy° = !

a2u(‘ray) = —Gl'y
Also gilt 0,u(z,0) = 0 und damit

Y
v(z,y) = /(3m2 —3t%) dt = 3z°y — y°.

0

Also ist v eine konjugiert harmonische Funktion zu « und

f(z) =2® = 3xy’ +iB3ay —y°) = 2
eine analytische Funktion mit Re f = u. Alle weiteren analytischen Funktionen mit

dieser Eigenschaft erhélt man nach Satz 5.11 durch Addition rein imaginirer Kon-
stanten zu f.

3

2. Methode. Man definiere g durch

g(z) = 32% — 3y* +i6xy = 3(x +iy)® = 32°.
Offensichtlich ist g analytisch, und eine analytische Funktion f: C — C mit f' =g
ist durch f(z) = 2* gegeben:

Im(z°) = Im((z +iy)°) = 32°y — ¥° =: v(x,y).
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8. Methode. Man bildet
z

z
f(z) :==2u (2, 5) —u(0,0)
und findet f(z) = 2* (vergleiche Ubungsaufgabe 19 zu L.5).

Elementares iiber konforme Abbildungen

5.12 Definition. Fine bijektive R-lineare Abbildung T : R™ — R"™ heifit
a) orientierungstreu, wenn detT > 0 ist,
b) winkeltreu, wenn fir alle x,y € R™ gilt
Tx| [Tyl (z,y) = || |yl (Tz, Ty).
Dabei ist (,) das Standardskalarprodukt.
Anmerkung. Im Falle n = 2 besagen die Bedingungen a) und b) gerade, dass der
orientierte Winkel zwischen z und w erhalten bleibt (vergleiche Aufgabe 4 zu L.1).

Man beachte: Die R-lineare Abbildung C — C, z — Z, ist zwar winkeltreu, aber
nicht orientierungstreu!

5.13 Definition. FEine total ableitbare Abbildung
f:D— D', D,D' CR" offen,
heifit (im Kleinen) konform, falls die Jacobi-Abbildung J(f;a) in jedem Punkta € D
winkel- und orientierungstreu ist.
Ist auflerdem f bijektiv, so heiffst f im Groffen konform.

Im Falle n = 2 gilt (s. Aufgabe 18 zu 1.5)

5.14 Bemerkung. Fine bijektive R-lineare Abbildung der komplexen Ebene in sich
1st genau dann eine Drehstreckung, falls sie winkel- und orientierungstreu st.

Wir erhalten also

5.15 Satz. Eine Abbildung
f:D—D', D,D' CC offen,

ist genau dann (im Kleinen) konform, falls sie analytisch ist und falls ihre Ableitung
wn keinem Punkt verschwindet.
Geometrisch bedeutet Konformitét folgendes:
Der orientierte Winkel zwischen zwei requldren Kurven in D in einem Schnittpunkt
a € D ist gleich dem orientierten Winkel der Bildkurven im Schnittpunkt f(a).
(Der Begriff ,;regulir® wird in Aufgabe 11 aus II.1 prézisiert.)
Beispiel. Die Exponentialfunktion exp vermittelt eine (im Grofien) konforme Abbil-
dung des Streifens —7 < Im 2z < 7 auf die geschlitzte Ebene C_.

In Punkten, in denen die Ableitung einer analytischen Funktion verschwindet,
liegt keine Winkeltreue vor, wie man am Beispiel der Funktion f(z) = 2", n > 2,
sieht. Die Winkel im Nullpunkt werden offensichtlich ver-n-facht.
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Geometrische Veranschaulichung komplexer Funktionen

In der Infinitesimalrechnung macht man sich gerne ein Bild von Funktionen f : D — R
(D C R) durch ihren Graphen: G(f) :={ (z,y) e DX R; y= f(z)}.
yA

=

Ist D C R? und f : D — R eine Funktion, so kann man sie sich ebenfalls durch ihren
Graphen

G(f)={(z,y,2) €EDxR; z=f(z,y)} CR®
als ,,Fliche* im R® veranschaulichen (hier f(z,y) = 2® — 3zy*):

Bei einer Abbildung f : D — C (D C C) miisste man sich in den R* begeben, um
diese in dhnlicher Weise bildlich darzustellen. Es gibt aber auch hier addquate Mittel,
sich eine Vorstellung von derartigen Abbildungen zu machen. Dabei ist folgende
Auffassung niitzlich: Man stellt sich zwei Exemplare der komplexen Zahlenebene vor,
eine z- oder z-y-Ebene und eine w- oder u-v-Ebene:

v A z-Ebene v A w-Ebene

=y
S
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Um eine Abbildung f : D — C mit Re f = u und Im f = v anschaulich darzustellen,
kann man verschiedene Wege beschreiten.

1. Methode. Auf welche Punkte der w-Ebene werden die Punkte z € D von f abge-
bildet? Einen ersten Eindruck erhilt man, wenn man mit D auch f(D) explizit
angeben kann.

Zum Beispiel sei D := {z € C; Rez > 0 und Imz > 0} der sogenannte ,1. Qua-
drant“ und f : D — C definiert durch z — 22

T A 7 — 72 mm A

— T

o -

Re Re
Setzt man z := rexp(ip), r >0, 0 < ¢ < /2, so folgt

2* = Rexp(iv)) = r° exp(i2¢),

also

R =7 und ¢ = 2p(mod 27).
Offensichtlich wird der 1. Quadrant ,aufgebogen“ und auf die sogenannte ,obere
Halbebene* H := {z € C; Imz > 0} abgebildet.
Einen genaueren Eindruck erh&lt man, wenn man D mit irgendeinem markierenden
Netz iiberzieht, z. B. mit Parallelen zu den Achsen oder mit einem Polarkoordinaten-
netz (wie wir es eben getan haben) und dann das Bild des Netzes unter der Abbildung
f in der w-Ebene betrachtet. Dabei ist der Eindruck der durch f : D — C vermit-
telten Abbildung umso besser, je enger man die Maschen des Netzes zieht.

yA vA

{g\::::\ —
)

=Y
sy
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Wir bleiben bei dem Beispiel f(z) = z?, nehmen aber als Definitionsbereich dies-
mal ganz C. Aus z =z + iy, w = u + iv und 2° = w folgt
2 2
u(z,y) =z -y, wvl(z,y) =2y
Das Bild einer zur z-Achse parallelen Geraden —oco < x < o0, y = y,, ist daher

durch die Gleichungen

22

(%) ue,y) =@ yo’} —o0 <1 < 00,
v(z,y) = 2zy,,

gegeben. Fiir y, = 0 (z-Achse) gilt speziell

2

u(z,y) = 2* und v(z,y) =0,
die z-Achse wird also auf die nicht-negative u-Achse abgebildet (,die zweimal durch-
laufen wird, wenn x von —oo bis +oo variiert). Ist y, # 0, so kénnen wir im Glei-

chungssystem ()  eliminieren: © = v/2y,. Einsetzen in die erste Gleichung liefert
2

w= 2 v,
4y2 0°

Das ist die Gleichung einer nach rechts gedffneten Parabel mit der u-Achse als Sym-
metrieachse und dem Nullpunkt als Brennpunkt. Die Achsenschnittpunkte sind

w=—y,  (Schnittpunkt mit der u-Achse) und

v ==42y. (Schnittpunkte mit der v-Achse).

Zur z-Achse parallele Geraden werden also auf konfokale nach rechts gedffnete Para-
beln abgebildet. Wegen f(z) = f(—z) haben offensichtlich die beiden Geraden
—00 <z <00, Y=y, und —oo < x < 00, y = —Yy,, das gleiche Bild. Die Bilder der
zur y-Achse parallelen Geraden « = x,, —00 < y < 00, ermittelt man nach dem glei-
chen Verfahren und erhilt hier eine Schar konfokaler nach links gedffneter Parabeln,
falls z, # 0 ist. Im Falle z; = 0 (imagin&re Achse) erhlt man als Bild die negative
reelle Achse (zweimal durchlaufen).

Man beachte, dass mit Ausnahme des Punktes f(0) = 0 im Bildnetz als Schnittwinkel
nur rechte Winkel auftreten. Dies liegt daran, dass die Abbildung f au erhalb des
Nullpunktes konform ist. Im Nullpunkt werden die Schnittwinkel verdoppelt.
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Diese Methode ist eng verwandt mit der
2. Methode (sogenannte , Hdhenlinien-Methode).
Fiir feste ¢ € R betrachtet man die Niveaulinien
N ={(z,y) € D; wu(z,y)=c} bzw. NS ={(z,y) € D; wv(z,y)=c}

Vv = const

=Y

Beispiel: © =Rew, v =Imw fiir w = 1/2(2 + 1/%)

Man kann dabei die ,Hohenkarten“ von u und v einzeln anlegen oder die beiden
Kurvenscharen iibereinander zeichnen. Man erhélt damit ein Netz auf D, an dem
man f(z) = u(z,y) +iv(z,y) ablesen kann. Wenn f eine Umkehrabbildung g besitzt:
g:f(D) — D,
dann sind die Bildlinien des z-y-Netzes gerade die Hohenlinien von Real- und Ima-
gindrteil der Umkehrabbildung g von f
g:f(D) — D, (u,v)— (,y).
3. Methode: Die ,analytische Landschaft® (oder das ,analytische Gebirge®)
Betrachtet man
{(z,w)EDx]R; w=|f(z)|} C R
so kann man sich diese Teilmenge des R? als ,, Funktions-Gebirge* iiber D vorstellen.
Zeichnet man noch weitere markierende Linien ein, z. B. Linien, auf denen der Realteil
konstant ist, so erhiilt man ein sogenanntes , Relief“ der Funktion f.

\

/////////////
\\\\\\\\&“ ////////4/5””
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Wir werden sehen (IIL.3.5), dass die Betragsfliche keine Maxima besitzt und Mi-

nima nur in den Nullstellen von f haben kann. In dieser ,analytischen Landschaft®
gibt es also keine Gipfel, und die Talkessel reichen, falls f Nullstellen hat, bis zur
komplexen Ebene herunter (arme Bergsteiger!). Man stelle sich einmal vor, dass es
in dieser analytischen Landschaft regnet; wo wiirde sich dann das Wasser sammeln?

Ubungsaufgaben zu L.5

1.

Man untersuche die Beispiele aus Aufgabe 2 von 1.4 erneut auf komplexe Differen-
zierbarkeit, jetzt mit Hilfe der CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen.

f:C — C sei definiert durch f(z) = z°y* + iz?y®.
Man zeige: f ist genau auf den Koordinatenachsen komplex differenzierbar, und
es gibt keine offene Teilmenge D C C, so dass f|D analytisch ist.

Die folgenden Funktionen schreibe man in der Form f = u+iv und gebe explizite
Formeln fiir 4 und v an.

a) f(z) =sinz, b) f(z) = cosz,

¢) f(z) =sinh(z), d) f(z) = cosh(z), (z € C)

e) f(z) =exp(z®), f) f(z)=2"+2.
Man zeige, dass in allen Fillen die CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichun-

gen erfiillt sind (fiir alle z € C), und folgere, dass diese Funktionen in C analytisch
sind.

Die Funktion f: C — C,
exp(—=1/z%) fiir z # 0,
f(2) = p(-1/2") i #
0 fir z =0,

erfiillt fiir alle z € C die CAUCHY-RIEMANN’schen Differentialgleichungen und ist
fiir alle z € C*® komplex differenzierbar, im Nullpunkt jedoch nicht.

Man bestimme die groBte offene Teilmenge D C C, in der die Funktion f(z) =
Log(z° + 1) analytisch ist und berechne f'.

Ist f : D — C analytisch, D C C offen, und gilt eine der folgenden Bedingungen:
a) Re f = constant,

b) Im f = constant,

¢) |f| = constant,

so folgt: f ist lokal konstant.

Zu den folgenden gegebenen harmonischen Funktionen konstruiere man jeweils
eine analytische Funktion f : D — C mit dem gegebenen Realteil u:
a) D=C und uw:D — R mit u(z,y) =2° - 3zy® + 1.

b) D=C® und u:D — R mit u(m,y)zﬁ‘
T Yy
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10.

11.

12.

13.
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¢) D=C und w:D — R mit u(z,y) =e"(xrcosy —ysiny).

+ / 2+ 2
d) D=C_ und u: D — R mit u(z,y) = %

Laplace-Operator in Polarkoordinaten
Sei R} x R — R? — {(0,0)} die durch (r, ) — (z,y) = (r cos ¢, rsin ) definierte
Abbildung. Weiter sei D C R*—{(0,0)} eine offene Teilmenge und u : D — R eine
zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Sei {2 := {(r,¢); (z,y) € D}
und

U: 02 —R, Ulr,e)=u(z,y).
Man zeige:

1 1
(Au)(z,y) = (UM + ;UT + ﬁva) (r, p)-
Man bestimme alle harmonischen Funktionen
u:C*=R?*-{(0,0)} — R,

die nur von r := y/x? + y? abhingen.

Sei D C C offen, D' C C eine weitere offene Teilmenge. ¢ : D — D' sei analytisch
und sogar zweimal stetig differenzierbar und 7 : D' — R zweimal stetig partiell
differenzierbar.

Man zeige:

2
A(mop) = ((An)op) |¢| .

Man folgere: Ist ¢ konform, dann ist 1 genau dann harmonisch, wenn 7 o ¢

harmonisch ist.

Charakterisierung der Exponentialfunktion durch eine Differentialglei-
chung
Sei D =R oder D = C. Sei C € C eine Konstante und f : D — C differenzierbar
mit
f'(z) = Cf(2) fiir alle z € D.

Ist A = f(0), so gilt

f(z) = Aexp(Cz) fiir alle z € D.
Man bestimme alle stetigen Abbildungen

x:R—8'={zeC; |z|=1}
mit

x(x +t) = x(z)x(t) fir allez,t € R.

Tipp. Ein solches x ist sogar differenzierbar. Man verwende dann Aufgabe 11.
Ergebnis. Jedes solche x (d.h. jeder sogenannte stetige Charakter von (R, +)) hat
die Gestalt )

x(@) =x, () =€ (y€R).
Fiir die Abbildung f : C = C, z +— 2° skizziere man die Niveaulinien
{z € C; Re f(2) =c¢} bzw. {2 € C; Im f(z) =c} baw. {z € C; |f(2)| =}
fiir ¢ € Z mit || < 5.
Ferner bestimme man die Bilder dieser Niveaulinien und die Bilder der zur reellen
Achse bzw. imagindren Achse parallelen Geraden unter f.
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14.83¢iD={z€C; —-r<Imz<m 0<Rez<b} und f =exp|D.

15.

Man zeige: f bildet D konform auf eine Menge D' ab, D' = f(D) ist zu bestim-
men.

Die Joukowski- Funktion — nach dem russischen Aerodynamiker N. J. JOUKOWSKI
(1847-1921) benannt —

f:C* —C, z»—)l(z—i—l),
2 z

ist analytisch, wegen f(z) = f(1/z) nicht injektiv, aber wegen f'(z) = 2(1-1/z%)
in C* — {1, -1} (im Kleinen) konform.
Man zeige (durch Einfithrung von Polarkoordinaten):
a) Das Bild einer Kreislinie C, := {2z € C; |z| =71}, r >0, unter f ist

i) im Falle r # 1 eine Ellipse mit den Brennpunkten 1 und Halbachsen
1 1 1 1
3 (r+5) v -3

i) £(Cy) = [-1,1].
b) Das Bild einer Halbgeraden r — re?, r > 0 (p ¢ {0,£7/2,7}, ¢ fest) ist

ein Ast einer Hyperbel mit den Brennpunkten =+1.

)

aa

=y

Man zeige ferner: Ist

D :={z€C; |z|>1}
und

D,:={z€C; 0<|z|<1},
dann bildet die Einschrankung von f auf D, bzw. D, diese offenen Mengen jeweils
konform auf die lings der reellen Achse von —1 bis 1 geschlitzte Ebene ab:
C-{teR; -1<t<1}.
Man beachte dabei: Fiir z = x +iy € D, gilt |2|* = 2% + 4 > 1.
Die JoukOwSKI-Funktion spielt in der Aerodynamik (etwa bei der Umstromung
von Tragflichen — JOUKOWSKI-KUTTA-Profile) eine wichtige Rolle.



60

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Sei

D= {zE(C <Rez<§}

Man zeige:
a) Fiir f(z) =sinzist f(D)=C —{t e R; [¢t| > 1}.
b) Fiir f(z) = tanz ist f(D) = C — {ti; t€ R, t > 1 oder t < —1}. Die
Abbildung tan : D — f(D) ist konform, und die Umkehrabbildung ist
1 1+iz
9(2) = g Los T
Sei H = {z € C; Imz > 0} die obere Halbebene und E = {qg € C; |q| < 1}
der Einheitskreis.

Man zeige: Durch )
z—1

fo) =0

wird eine (im Groflen) konforme Abbildung von H auf E vermittelt. Wie lautet
die Umkehrabbildung?

Man nennt f auch Cayleyabbildung (A. CAYLEY, 1846).

Fiir eine bijektive R-lineare Abbildung T': C — C sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

a) T ist eine Drehstreckung,

b) T ist orientierungs- und winkeltreu.

Ist u: R? — R ein harmonisches Polynom (zweier reeller Verénderlicher), so ist
z z

f(z) = 2“(5 2—) - u(0,0)

eine analytische Funktion mit Realteil u.

Sei f = w+1iv eine (im Sinne der reellen Analysis) total differenzierbare Funktion
f i+ D — C auf einem offenen Teil D C C. Man definiert die Operatoren

oo (o).

0z 2 \ oz oy
of . _L(of ;of
9z~ 2 (ax +18y)

Man zeige: f ist genau dann analytisch, wenn % = 0 ist, und in diesem Falle
z
. of
It ==
gilt f7 = 5~
Bemerkung. Fiir die urspriinglich von H. POINCARE (1899) eingefiihrten Differen-

tialoperatoren 0 := 9 und 0 := g wurde von W. WIRTINGER (1927) ein syste-

matischer Kalkiil — der sogenannte Wirtingerkalkil — entwickelt. Er spielt jedoch
in der klassischen Funktionentheorie einer Verdnderlichen eine untergeordnete
Rolle; seine volle Tragweite entfaltet er erst in der Funktionentheorie mehrerer
Verdnderlicher, fiir die er von WIRTINGER. urspriinglich entwickelt wurde.

In welchen Punkten z € C* erfiillt die Funktion f(z) = 2z + z/z die CAUCHY-
RIEMANN’schen Differentialgleichungen?
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