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Olav Nj̊astad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
1 Motivation: Why Orthogonal Rational Functions? . . . . . . . . . . . . . . . . 188

1.1 Linear Prediction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
1.2 Krylov Subspace Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
1.3 Numerical Quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

2 Orthogonal Rational Functions on the Unit Circle . . . . . . . . . . . . . . . . 191
2.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
2.2 The Fundamental Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
2.3 Reproducing Kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
2.4 Recurrence Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

3 Quadrature and Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
3.1 Quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
3.2 Interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
3.3 Interpolation and Quadrature Using the Kernels . . . . . . . . . . . . . 205

4 Density and the Proof of Favard’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
4.1 Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
4.2 Proof of Favard’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

5 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
5.1 Orthogonal Polynomials w.r.t. Varying Measures . . . . . . . . . . . . . 207
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4.5 Bäcklund Transformations for PVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
4.6 Affine Weyl Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346

5 Rational Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
5.1 Rational Solutions of PII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
5.2 The Yablonskii-Vorob’ev Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
5.3 Determinantal Representation of Rational Solutions of PII . . . . 354
5.4 Rational Solutions of PIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
5.5 Rational Solutions of PIV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360
5.6 Rational Solutions of PV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
5.7 Rational Solutions of PVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367

6 Other Elementary Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
6.1 Elementary Solutions of PIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
6.2 Elementary Solutions of PV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369
6.3 Elementary Solutions of PVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370

7 Special Function Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371
7.1 Special Function Solutions of PII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373
7.2 Special Function Solutions of PIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375



XIV Contents

7.3 Special Function Solutions of PIV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376
7.4 Special Function Solutions of PV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378
7.5 Special Function Solutions of PVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379

8 Other Mathematical Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
8.1 Hirota Bilinear Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
8.2 Coalescence Cascade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
8.3 The PII Hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382

9 Asymptotic Expansions and Connection Formulae . . . . . . . . . . . . . . . . 384
9.1 First Painlevé Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384
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10 Applications of Painlevé Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
10.1 Reductions of Partial Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
10.2 Combinatorics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396
10.3 Orthogonal Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 398

11 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413



http://www.springer.com/978-3-540-31062-4


