Losungen zu den Ubungsaufgaben im Kapitel 3 des Lehrbuches
Operations Research — Deterministische Modelle und Methoden
von Stephan Dempe und Heiner Schreier

Aufgabe 1: Die folgenden (gemischt) ganzzahligen linearen Optimierungs-
aufgaben und ihre stetigen Relaxationen sind mit Hilfe der graphischen Dar-
stellung zu l6sen:

(a) z= To — max
: < m <
0 < x4 fﬁrSZ%und5:§

r1 ganzzahlig
o ganzzahlig

(b) z = Ty + Ty — max
\/51’1 — X2 = 0

1 > 0 ganzzahlig

xy > 0  ganzzahlig
() z = Ty — max
25[)1 + 21‘2 > 3
6r; + 10z, < 15
T 2 0

To > % ganzzahlig

anschlieBend auch noch z; ganzzahlig

(d) z= — 22 + 2, — max
— \/§$1 + X9 < 0

r1 > 1 ganzzahlig

xy > 0 ganzzahlig

Welche Schlussfolgerungen kénnen aus der Losbarkeit bzw. Unlésbarkeit der
stetigen Relaxation iiber die Losbarkeit bzw. Unlosbarkeit der (gemischt)
ganzzahligen linearen Optimierungsaufgaben gezogen werden? Welche Pro-
bleme treten bei (gemischt) ganzzahligen linearen Optimierungsaufgaben mit
irrationalen Daten auf? Dem letzen Beispiel ist besondere Aufmerksamkeit
zu widmen!

Lésung: Es sei eine (gemischt) ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe ge-
geben mit einem zuléssigem Bereich S, einem optimalen Zielfunktionswert

2 =sup{c'z: 2 € S5}



und der Menge der optimalen Losungen V. Fiir die zugehorige stetige Re-
laxation seien Sk der zuldssige Bereich,

25 =sup{c'z: x € Sg}

der optimale Zielfunktionswert und Wx die Menge der optimalen Losungen.
Aus der Theorie der linearen Optimierungsaufgaben kennen wir die folgenden
Losbarkeitsfille fiir die stetige Relaxation:

1. Sg = 0...Der zuléssige Bereich ist leer.

2. g =), 2z = 00...Die Funktion ist unbeschrinkt iiber dem zuléssigen
Bereich.

3. Sgp # 0, Uy # ...Der optimale Zielfunktionswert ist endlich. Es exi-
stiert eine optimale Losung.

Es sollen in den Beispielen die Losungsfille fiir (gemischt) ganzzahlige Opti-
mierungsaufgaben aufgezeigt werden und ihr Zusammenhang zur Losbarkeit
ihrer stetigen Relaxation.

Offensichtlich gelten die folgenden trivialen Aussagen:

1. Sg C Sg. Wenn also S = (0 gilt, so ist auch Sg eine leere Menge. Die
umgekehrte Aussage gilt jedoch nicht (siehe Beispiel a)).

2. Es ist stets 2z > 2. Wenn also 2y endlich ist, so ist entweder 2z,
ebenfalls endlich oder Si = 0.

Beispiele: a) Wir betrachten die Aufgabe

z= Ty — 1Max
5 < m < s
0 < x4 fﬁrs:iunds:%.

xr, ganzzahlig
9 ganzzahlig

Fiir s = 0.75 ist Sg = 0. Im Gegensatz dazu ist der zuléssige Bereich der
stetigen Relaxation nicht leer. Dennoch existiert auch bei der stetigen Relaxa-
tion keine Losung, da die Zielfunktion unbeschréankt ist {iber dem zuldssigen
Bereich, d.h. 2} = oo, siehe Abbildung 1.
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Abbildung 1: Graphische Losung der Ubungsaufgabe 1 a) fiir s = 0.75.
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Abbildung 2: Graphische Losung der Ubungsaufgabe 1 a) fiir s = 0.75.

Fiir s = 1.5 gilt sowohl S¢ # 0 als auch S # (). Fiir beide Aufgaben ist die
Zielfunktion unbeschrinkt iiber dem zulidssigen Bereich, d.h. Vg = ) = Up,
27, = oo und zg = 00, siehe Abbildung 2.

b) Wir betrachten die Aufgabe

z = ry + X9 —
V2, — a9 =
r 2
Ty =
X2 X2
1T max.
1 X,

max

ganzzahlig
ganzzahlig.

0
0
0

1 X,

Abbildung 3: Graphische Losung der Ubungsaufgabe 1 b).



In dieser Aufgabe gilt Sg = {(0,0)"} und somit ¥g = {(0,0)"}, 25 = 0.
Im Gegensatz hierzu ist bei der stetigen Relaxation die Zielfunktion unbe-
schrankt iiber dem zuldssigen Bereich, d.h. Wy = (), 2o < zr = oo, siehe

Abbildung 3.

Ist also bei der stetigen Relaxation die Zielfunktion unbeschrankt iiber dem
zuldssigen Bereich, so kann daraus keine Schlussfolgerung iiber die Losbarkeit
der Ausgangsaufgabe gezogen werden.

¢) Wir betrachten die Aufgabe

z = Ty — Imax
2¢1 + 2x9 > 3
61’1 + 10(132 S 15
i Z 0
x5 > 1 ganzzahlig.
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Abbildung 4: Graphische Losung der Ubungsaufgabe 1 c).

Esist Sp # 0, Y = {(0,1.5)"} und 25 = 1.5. Wir unterscheiden nun zwei
Falle:

1.) Sei nur xs ganzzahlig. Dann ist Sp # 0, 25 =1 < z}, und

Ve = {(21,72)" : 1/2 <21 <5/6, x5 =1},

2.) Sind x; und x5 ganzzahlig, so gilt Sg = 0.
d) Wir betrachten nun die Aufgabe

z= - \/5 ry + X9 — max
— 2z + 3 <0

1 > 1  ganzzahlig

xy > 0  ganzzahlig.

Es gilt Up = {(z1,29)" : 21 > 1, 29 = v22,} und 25 = 0. Weiter gilt offen-
sichtlich Sg # 0. Es soll nun gezeigt werden, dass zf = 0 und Y5 = 0 gilt.
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Abbildung 5: Graphische Losung der Ubungsaufgabe 1 c).

Es existiert also keine optimale Losung, obwohl die Zielfunktions beschrankt
ist.

Beweisidee: Da die Zahl /2 irrational und x; # 0 ist, gilt —V2r1 4+ 122 <0
fiir alle Punkte aus dem zuléssigem Bereich. Wenn also zg = 0 ist, so ist
U = () offensichtlich.

Wir konstruieren nun eine Folge von Punkten {(z%,z%)"}2°, mit den folgen-
den Eigenschaften:

Loaf > 1, 25 > 1 fiir alle k
2. limg_, 2% = 00

3. 0 < V2 —ak/zk < (1/2%)? fiir alle k.

Die Folge wird rekursiv wie folgt konstruiert:
ri =5 ws=7 o' =32V +225 und 2bT = 42F + 325

Es ist offensichtlich, dass die Folge die ersten beiden Eigenschaften besitzt.
Der Nachweis der dritten Eigenschaft beruht auf der Darstellung von v/2 als
Kettenbruch. Dies kann in verschiedenen Biichern zur Zahlentheorie nachge-
lesen werden, z.B. in

H.M. Stark, An introduction to number theory, Markham Publishing Com-
pany, Chicaco, 1970, pp. 194

Aus der 3. Eigenschaft folgt, dass alle so konstruierten Punkte im zuléssigen
Bereich der Ausgangsaufgabe liegen. Weiter folgt zusammen mit der zweiten
Eigenschaft, dass

26 = I}L%—ﬁx’f +ab=0



gilt.
Aufgabe 2: Fiir das Rucksackproblem

n
z = E le'j —  Imax

=1

E giryg < G
Jj=1
z; € {0;1}, j=1,...,n

ist ein exaktes Losungsverfahren mit Hilfe des Verzweigungsprinzips zu kon-
struieren!

Losung: Bei dieser Aufgabe geht es darum, den Algorithmus aus Kapitel
3.3 fiir das Knapsackproblem zu konkretisieren. Dabei ist zu beachten, dass
hier eine Maximierungsaufgabe vorliegt. Es sind somit folgende Fragen zu
beantworten:

1. Wie sollen die Teilaufgaben (P,;) konstruiert werden?
2. Wie werden die unteren und oberen Schranken berechnet?
3. Wie wird die zu verzweigende Teilaufgabe ausgewéhlt?

4. Es ist eine Verzweigungsvorschrift fiir die jeweils gewéhlte Teilaufgabe
anzugeben!

Zur Beantwortung dieser Fragen gibt es verschiedene Moglichkeiten. Ublich
ist jedoch meist die Verwendung des stetigen Knapsack-Problems (3.23). Dies
ist eine stetige Relaxation des Knapsackproblems. Seine Losungen kénnen
mit Hilfe von Satz 3.8 direkt angegeben werden.

(1.) Konstruktion der Teilaufgaben (P,):

Fiir die Teilaufgaben (P,;) werden die folgenden Bezeichnungen vereinbart:
RY, ...Indizes der auf 0 fixierten Variablen
R!, ..Indizes der auf 1 fixierten Variablen
R;;'...Indizes der freien Variablen

Die Teilmengen S,; werden wie folgt festgelegt:
Sy = A{x €{0;1}" Z gir; < G — Z 95
jER) JER,
;=1 VjeR,, x;,=0 VjeRY}
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Durch die Fixierung besitzen die Zielfunktionen iiber S,; die folgende Gestalt:
fl@) =Y (=e)z+ D (=¢)
JER,} JER,
Fiir die erste Teilaufgabe (Py;) wird R}, = R}, = 0 und R;}' = {1,...,n}
gesetzt. Fiir die aktuelle rechte Seite der Ungleichung wird die Abkiirzung
gul = G — Z gj
JERL,

verwendet. Jede Teilaufgabe (P,;) wird nach Erzeugung folgender Fixierung
unterworfen:

jo€ R} und gjo > g = Ry :=R,N\{jo}, R = Ry, U{jo}.

Es wird also getestet, ob zusétzliche Fixierungen der Form z;, = 0 vorge-
nommen werden kénnen.

(2.) Berechnung der Schranken:

Berechnung der unteren Schranken: 3
Zu jeder Teilaufgabe (P,;) gehort eine stetige Relaxation (P,;) mit der Ziel-
funktion f(x) und dem zulédssigen Bereich

Sy = A{zel0;1]" - Z g;7; <G — Z 95
jER,! jeRy,

z;=1 Vj€eR,, x;=0 VjeR)}.

vl

Als untere Schranken wiahlen wir

fu(x) = by := min f(x).

IESVZ
Diese konnen mit Satz 3.8 leicht berechnet werden.

Berechnung von oberen Schranken:

Ohne Aufwand erhélt man eine erste zuldssige Losung wie folgt:

Wiihle eine Indexmenge J C {1,...,n} mit 3, ;g; < G und setze 7; := 1
fiir alle j € J und 7; := 0 fiir alle j ¢ J. Damit kann mg := . ;(—¢;) als
erste obere Schranke gewahlt werden.

(3.) Auswahl der zu verzweigenden Teilaufgabe:



Die Auswahl der zu verzweigenden Teilaufgabe (P,;) kann zum Beispiel nach
der Minimumsstrategie erfolgen:

by = min by
(v,l)ely

(4.) Verzweigungsvorschrift:

Fiir das zu verzweigende Teilproblem (F,;) gegeben. Weiter sei 2* die mit Satz
3.8 berechnete Losung der stetigen Relaxation (P,;). Dann unterscheiden wir
die folgenden Félle:

1. Fall: z* ist ganzzahlig. Dann ist x* auch eine optimale Losung fiir das
Problem (P,;). Die Teilaufgabe (P,;) wird nun nicht mehr verzweigt. Gilt
mo > by, so wird wird die obere Schranke durch mg := b, aktualisiert.

2. Fall: x* ist nicht ganzzahlig. Da x* mit Satz 3.8 berechnet wird, existiert
dann genau ein Index j,¢ mit x;,, ¢ {0;1}. Die Aufgabe (P,;) wird nun in 2
Teilaufgaben zerlegt mit

S = {x €Sy, xj, =0},

Sy = {ve€Su: x,, =1} v>pu

Damit sind folgende Indexmengen festzulegen:

(Pa) : RBl = Rgt U {Jut }, Ril = R;lm R;ll = R;tl\{jut}a
(Po2) Rgz = Rﬂta Rzla = R,Lll,t U {jut}a R;21 = R;tl\{jut}-

Bemerkungen: Mit by = [b,;] hat man bei ganzzahligen Daten eine Schran-
kenverschérfung. Sucht man nur eine Optimallosung, so kénnen die Teil-
probleme, bei denen eine optimale Losung gefunden wurde, inaktiv gesetzt
werden.

Aufgabe 3: Fiir das flexible Rucksackproblem (FRSP)

z = chxj +dyy; — dyys — max

j=1
Zgjxj+y1—yz < G
j=1
r; € {0;1}, j=1,...,n
y,y2 = 0



sind Néherungsverfahren zu konzipieren!

Losungsvorschlag: Wir setzen c¢;, g;,dy,do > 0und 0 < G < 27;:1 g; voraus.
Dann gelten die folgenden Behauptungen:

1. Es existiert genau dann eine optimale Losung fiir das Problem (FRSP),
wenn dy < dy gilt.

2. Fiir alle Optimallosungen (z,y) von (FRSP) gilt > g;zj+y1 —y2 = G.
j=1

3. Sei d1 S dg,

)

Ji o= {je{l,...,n}: =<d;} und

j
G

Jo = {je{l,...,n}: = >do}.

J
Dann existiert eine optimale Lésung (z,y) von (FRSP) mit z; = 0 fiir
alle j € Ji, z; = 0 fiir alle j € J, und mit y;y, = 0.

Es werden also dy < dy gepriift und zunéchst alle moglichen Variablenfixie-
rungen durchgefiihrt. Anschlieflend kann wegen Behauptung 3) eine Fallun-
terscheidung gemacht werden:

1. Fall: Sei . Dann kann gy, wegen der 2. Behauptung durch y, =
> i1 9545 — G ersetzt werden. Somit erhalten wir die folgende Ersatzaufgabe

n

z = Z(Cj —dygj)z; +doG — max

7=1
n
> 9w > G
j=1

z; € {0;1}, j=1,...,n.

Als nachstes substituieren wir z; := 1 — x; fiir alle ¢. Hierdurch erhalten wir
das klassische Rucksackproblem

z = Z(dgg] — Cj)[fj + d2G + Z(dggj — Cj) — IMnax
7j=1

J=1

(RSP) > g7, <G—) g
j=1 Jj=1
z; € {0;1}, j=1,...,n.
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2. Fall: Sei . Dann kann 1; wegen der 2. Behauptung durch y; =

G — Z?Zl g;x; ersetzt werden. Somit erhalten wir das folgende klassische
Rucksackproblem

z = Z(Cj — dlgj)xj + le — max

j=1

(RSP) Y gjw; <G
j=1

r; €{0;1}, j=1,...,n.

Auf die beiden Ersatzprobleme (RSP;) und (RSP,) konnen die bekannten
Néherungsverfahren angewendet werden. Anschliefend wird die beste Néhe-
rungslosung von (RSP;) bzw. (RSP;) verwendet und zuriicktransformiert,
um eine Ndherungslosung von (FRSP) zu erhalten.
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