Losungen zu den Ubungsaufgaben im Kapitel 6 des Lehrbuches
Operations Research — Deterministische Modelle und Methoden
von Stephan Dempe und Heiner Schreier

Aufgabe: Betrachtet werde die folgende Optimierungsaufgabe:

22 +y?> — min
22 —-16y < 0 (1)
1.6 —y(x—16) < 0
—3.522 4+ 1952 —y—21 < 0

Ist die Zielfunktion der Aufgabe (1) konvex?

Betrachtet werden die zwei Punkte (z1,y1) = (2,4) und (z2,y2) = (4,1).
Sind in diesen Punkten Regularititsbedingungen erfiillt?

Stellen Sie die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen fiir diese Aufgabe auf und
iiberpriifen Sie, ob die angegebenen Punkte stationar sind!

Uberpriifen Sie die beiden Punkte auf Optimalitit! Ergibt sich ein Wider-
spruch zu Satz 6.17 7
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Abbildung 1: Graphische Losung der Aufgabe.

Losung: Eine Skizze der graphischen Losung der Aufgabe ist in Abbildung 1
angegeben.

a) Die Funktion f(x,y) = 2% + y? ist zweimal stetig differenzierbar. Somit
kénnen wir Satz 6.7 nutzen und die Konvexitdt der Funktion mit Hilfe der
Hessematrix zeigen. Die Hessematrix der Funktion ist

v = (00 ) )= (55)
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Diese Matrix ist positiv semidefinit wegen d' V2 f(x,y)d = 2d? + 2d3 > 0 fiir
alle d = (dy,dy)" € R?. Also ist die Funktion f(z,y) konvex.
Dariiber hinaus ist die Hessematrix sogar positiv definit wegen

d"V2f(z,y)d =2d? +2d2 >0  fiir alle d = (d;,dy)" € R*\{0}.

Somit ist die Funktion f(x,y) auch streng konvex.

b) Es ist

Voi(w,y) = (_2156) Vos(w,y) = (1‘6_3 x) Vos(w,y) = (_7$j119'5)~

Es miissen nun die aktiven Nebenbedingungen I(x1,41) = {i : gi(z1,y2) =0}
bzw. I(x9,y2) = {i : gi(x2,y2) = 0} bestimmt werden:

91(2,4) = —-60 <0, ¢2(2,4)=0 und ¢3(2,4)=0
01(4,1) =0, ¢2(4,1)=—-08<0 und gs(4,1) =0.
Somit ist I(x1,y1) = {2,3} und I(z2,y2) = {1, 3}.
Als erstes tiberpriifen wir die Regularitédtsbedingung (LICQ).

Punkt (2,4): Es ist Vg(2,4) = (—4,—-0.4)"T und Vg3(2,4) = (5.5,—1)".
Diese Vektoren sind linear unabhéngig wegen

—4 5.5
det( o4 ) =6.2#0.

Also gilt die Bedingung (LICQ).

Punkt (4,1): Es ist Vg1(4,1) = (8,—-16)" und Vg3(4,1) = (=8.5,—1)".
Diese Vektoren sind linear unabhéngig wegen

§ —85
det( 6 1 ) = 144 # 0.

Also gilt die Bedingung (LICQ).

Da (LICQ) eine hinreichende Bedingung fiir (6.8) ist, gilt (6.8) fiir beide
Punkte. Da (6.8) zur Mangasarian-Fromowitz-Bedingung dquivalent ist, gilt
auch diese. Die Mangasarian-Fromowitz-Bedingung (MFCQ) kann natiirlich
auch direkt gezeigt werden, denn fiir beide Punkte erfiillt z.B. der Vektor
d=(0,1)" die Ungleichungen.



Die Slater-Bedingung kann in diesem Beispiel nicht angewendet werden, da
die Funktion g3(z,y) = —3.522 + 18.52 — y — 21 nicht konvex und somit auch
die Aufgabe nicht konvex ist.

Da in den angegebenen Punkten Regularitdtsbedingungen erfiillt sind, gentigt
es die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen zu untersuchen, um die Stationa-
ritdt der Punkte zu iiberpriifen.

¢) Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir die gegebene Aufgabe lauten
wie folgt:

2 + 2\ — Aoy + M(=Tzx+19.5) = 0
2y — 16)\1 — )\2(1‘ — 1.6) — )\3 = 0
22— 16y <0 1.6 —y(x —1.6) <0 —3.522 +19.50 —y—21<0
>\1 S 0 >\2 S 0 )\3 S 0
(22 —=16)A\1 =0 (1.6 —y(x —1.6)A2 =0 (=3.522 +19.52 —y —21)A3=0

Wird in diese Bedingungen der Punkt (2,4) eingesetzt, so erhalten wir die
folgenden Bedingungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren:

8 - 16)\1 - 04)\2 - )\3 = O

Wir erhalten hieraus die Lagrange-Multiplikatoren A; = 0, Ay = £ ynd

31
A3 =12 d.h. der Punkt (2,4) ist stationér.

Setzen wir in die Kuhn-Tucker-Bedingungen den Punkt (2, 4) ein, so erhalten
wir die folgenden Bedingungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren:

8 + 8)\1 - )\2 - 85)\3 = O
2 — 16N — 24X — s = 0

A1 >0, XA=0, A3>0

Wir erhalten hieraus die Lagrange-Multiplikatoren A\; = %6, A2 = 0 und
A3 =1, d.h. der Punkt (4,1) ist ebenfalls stationér.

d) Zur Uberpriifung der Optimalitéit verwenden wir Satz 6.25. Zuniichst be-
stimmen wir fiir die beiden Punkte alle Vektoren d = (d;,ds)" € R?, welche
die Ungleichungen (6.10) erfiillen. Dabei ist V f(z,y) = (2x,2y)".



Fiir den Punkt (2,4) war die Menge der aktiven Nebenbedingungen 7(2,4) =
{2,3}. Wir haben also das Ungleichungssystem

4dy + 8dy
—4dy — 0.4d,
5.5dy — dy

IA A CIA

0

zu losen. Addieren wir die ersten beiden Ungleichungen, so erhalten wir
7.6dy < 0, d.h. dy < 0. Addieren wir das 5.5-fache der 2. Ungleichung mit
dem 4-fachen der 3. Ungleichung, so erhalten wir —6.2dy < 0. Also ist dy = 0.
Aus den ersten beiden Ungleichungen folgt nun offensichtlich d; = 0. Somit
existiert kein d € R?\{0}, welches die Ungleichungen (6.10) erfiillt. Somit
sind die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen von Satz 6.25 erfiillt, d.h.
der Punkt (2,4) ist ein lokales Minimum.

Fiir den Punkt (4, 1) war die Menge der aktiven Nebenbedingungen 7(4,1) =
{1,3}. Wir haben also das Ungleichungssystem

8dy + 2ds
8d; — 16dy

—8.5dy — dy 0

IA N CIA

zu losen. Addieren wir das 8-fache der ersten Ungleichung mit der zweiten
Ungleichung, so erhalten wir 72d; < 0, d.h. d; < 0. Addieren wir das doppelte
der 3. Ungleichung mit der ersten Ungleichung, so erhalten wir —9d; < 0.
Also ist d; = 0. Aus den ersten beiden Ungleichungen folgt nun offensichtlich
dy = 0. Somit existiert kein d € R*\{0}, welches die Ungleichungen (6.10)
erfiillt. Somit sind die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen von Satz 6.25
erfiillt, d.h. der Punkt (4, 1) ist ebenfalls ein lokales Minimum.

Wir haben also zwei lokale Minima gefunden mit f(2,4) = 20 > f(4,1) = 17.
Dies ist kein Widerspruch zum Satz 6.17, da die Aufgabe nicht konvex ist.
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