1 Computergrafik
und Virtual Reality

Bernhard Eberhardt, Jens-Uwe Hahn

Virtuelle Welten und kiinstlich erzeugte Bilder haben mit steigender
Rechenleistung und mit der Ausreifung der eingesetzten Verfahren
und Techniken zunehmenden Einfluss auf unser tégliches Leben.

Die Einsatzgebiete sind dabei vielseitig und reichen von Werbe-
und Kinofilmen {iber Computerspiele bis hin zu Virtual-Reality-
(VR-) Anwendungen, die es erlauben, virtuelle Prototypen von Ge-
bduden, Flugzeugen, Fahrzeugen und vielen anderen Produkten in
Echtzeit zu betrachten, zu bewerten und weiterzuentwickeln.

Dieses Kapitel bietet eine Einfiihrung und einen Uberblick iiber die
Verfahren, die dabei zum Einsatz kommen. Das erste Unterkapitel
befasst sich mit der Modellierung virtueller Welten und den dafiir
eingesetzten Datenstrukturen. Das zweite Unterkapitel behandelt die
Erzeugung von Bildern solcher virtuellen Welten. Das dritte Unterka-
pitel gibt einen Uberblick iiber die Techniken, die in interaktiven VR-
Umgebungen zum Einsatz kommen.

1.1
Modellierung virtueller Welten

Obwohl Kameramann und Fotograf hdufig Bilder realer Gegenstiande
zeigen, die wir aus unserer Umgebung kennen, tiberraschen uns die
Kiinstler dieser Ficher immer wieder mit neuen Ein- und Aussichten
in ihren Einstellungen. Aber stellen Sie sich einen Fotografen vor, der
etwas fotografiert, das gar nicht da ist. Gerade in der Computergrafik
und -animation besteht aber zu Beginn immer das Problem, dass
selbst der Gegenstand oder das Objekt, von dem man gerne Bilder
produzieren mochte, nicht realer Natur ist. Objekte, Szenerie und
Darsteller existieren nur in unserer Phantasie, sie miissen erst mathe-
matisch beschrieben und erzeugt werden. Sie bleiben aber bis zuletzt
kiinstlich, virtuell.
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Doch gerade in dieser Problematik kann auch der Reiz und Schatz
von Virtual-Reality-Anwendungen oder Computeranimationen lie-
gen, denn nur die menschliche Vorstellung begrenzt die Produktion.

Diesem Problem, d.h. der Beschreibung und schnellen Verarbei-
tung virtueller Modelle, werden wir uns in diesem Kapitel zuwenden.
Wir wollen Datenstrukturen entwickeln, die fiir Virtual-Reality-
Anwendungen und Computeranimationen eingesetzt werden kénnen,
und ihre jeweiligen Vor- und Nachteile besprechen.

1.1.1
Objektmodellierung, -repréasentation
und ihre Datenstrukturen

Erster Schritt der ,technischen“ Produktionspipeline ist es also, drei-
dimensionale Gegenstdnde, Szenen oder virtuelle Darsteller in ihrer
Form und Eigenschaft zu beschreiben — das Modellieren.

Wie und wodurch beschreiben wir (dreidimensionale) Objekte?
Eine erste Antwort auf diese Frage ist schnell gefunden, ndmlich durch
die Angabe der geometrischen Form, welche durch die Angabe der
(dreidimensionalen) Punkte und Fldchen gegeben ist. Diese Punkte
und mathematischen Formulierungen dienen dazu, die Objekte be-
schreiben zu konnen.

Zunichst betrachten wir einfache Randreprisentierungen, welche
eine Objektoberfliche durch geschicktes und genaues Zusammenfassen
von Polygonen, die wiederum aus Punkten und Kanten beschrieben
werden, als Ndherung darstellen. Dann folgt die Beschreibung durch
Kurven und Flichen héherer Ordnung, sogenannte Freiformflichen.

So entstehen mehrere Moglichkeiten, dreidimensionale Objekte zu
beschreiben, und je nach beabsichtigter Anwendung, d.h. technischer
Konstruktion, Animation oder wissenschaftlicher Simulation, besitzen
diese Vor- und Nachteile. Es ist also eine sorgfiltige Wahl der verwen-
deten Datenstruktur zu treffen.

1.1.1.1
Randreprdsentierungen

Dreidimensionale Objekte werden in ihrer Form durch ihre (sichtba-
re) Oberflidche beschrieben. Punkte sind durch Kanten verbunden, die
zu ebenen Polygonfldchen zusammengefasst werden. Eine erste Da-
tenstruktur, wie man sie z. B. in OpenInventor, Java3D und Wavefront
obj-Formaten wiederfindet, ist einfach gehalten. Sie trennt aber schon
die Lage der Punkte (Geometrie) von der Verbindung zu Fldchen (To-
pologie).
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Definition: Explizite Darstellung eines Polygonnetzes (vgl. Java 3D,

VRML ...)
e Facette:P,=(V', V..,V ), mit V‘;e R
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e Netz: P=(P,P,...,.P )

Dieses Vorgehen wird an folgendem Beispiel deutlich: Wir wollen
einen einfachen (Einheits-)Quader darstellen:

7(0.1.1
Datenstruktur 1 ( - (LLI)
Vertexliste |0 0.0 0.0 0.0 4(0,04) =
1 1.0 0.0 0.0 : (1,0.1)
2 1.0 1.0 0.0 Ll
3 00 1.0 0.0 H
4 00 0010 H
5 1.0 00 1.0 ZQLO...88 (1.1.0)
6 1.0 1.0 1.0 R
7 00 1.0 1.0 :
0(0,0,0) 1(1.,0,0)
Polygonnetz | 0321
1265 Datenstruktur 2
. 000,010,110,100
4567 100,110,111,101
2376 000,100,101,001
000,001,011,010
001,101,111,01 1
I D00 (1T =N NS

Sie sehen in Abb. 1.1 bereits zwei mogliche Datenstrukturen fiir ei-
nen einfachen dreidimensionalen Einheitswiirfel. Datenstruktur 1 be-
steht aus einer Liste der im Modell vorkommenden Punktkoordinaten
und einer davon getrennten Liste der das Modell definierenden Poly-
gonflachen.

Datenstruktur 2 hingegen definiert die Polygonflidchen direkt durch
die Angabe der Koordinaten der Punkte unter der Vereinbarung, dass
jeweils vier (oder drei) aufeinander folgende Punkte eine geschlossene
Fliche bilden.

Datenstruktur 1 besitzt einige Vorteile: Zuerst ist sie sehr einfach
und intuitiv. Durch die Trennung von Topologie und Geometrie sind
bei einer Lagednderung eines oder mehrerer Punkte nur die neuen
Koordinaten der Punkte neu zu setzen bzw. zu tibertragen. Der innere
Zusammenhang, d.h. die Gitterstruktur der Kanten oder besser die
Topologie des Korpers, dndert sich nur dann, wenn der Korper aus-
einanderbrechen wiirde.
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Abb. 1.1:
Beispiele fiir die Darstellung eines
Polygonnetzes



Abb. 1.2:
Nachbarschaftsbeziehungen in
Oberfldchenmodellen
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Der Nachteil dieser sog. knotenbasierten Datenstrukturen wird so-
fort deutlich, wenn man Anwendungen programmieren mochte, bei
denen sich die Form und Geometrie der Korper dndert. Will man die
Geometrie dndern, so muss der entsprechende Eintrag in der Vertex-
liste geéindert werden bzw. muss in allen Fldchen, welche diesen Punkt
enthalten, entsprechend die Koordinate abgedndert werden. Aufwen-
dige Suchfunktionen sind dafiir notwendig. Noch schwieriger wird es,
wenn die Topologie des Korpers verdndert wird, wie z.B. bei einer
booleschen Differenz oder Summe in einem CAD-Modellierer.

Diese knotenbasierten Datenstrukturen sind deswegen haufig dort
im Einsatz, wo es schlicht um eine Visualisierung und kleine Daten-
formate bei der Ubertragung geht.

All die Schwierigkeiten kreisen um ein und dasselbe Problem. Wie
konnen Nachbarschaftsinformationen, die wir fiir eine Verarbeitung
des Modells benétigen, schnell bereitgestellt werden? Aber iiberlegen
wir zunéchst, was das fiir Informationen sind und wie viele es gibt?

Alles, was wir brauchen, um Oberflichenmodelle von Korpern dar-
zustellen, sind Punkte (Vertices) V, Kanten (Edges) E und Flachen
(Faces) F. Will man nun Informationen zusammenstellen, so ergeben
sich genau neun verschiedene Fragen:

1. Vertex  alle benachbarten Vertices VV
2. Vertex  alle benachbarten Edges VE
3. Vertex  alle benachbarten Faces VF
4. Edge alle benachbarten Vertices EV
5. Edge alle benachbarten Edges EE

6. Edge alle benachbarten Faces EF

7. Face alle benachbarten Vertices  FV
8. Face alle benachbarten Edges FE

9. Face alle benachbarten Faces FF

bzw:

VWV VE

e /\

FO0 o0

EFV FE

Hoe®
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Schnell wird klar, dass nicht alle 9 Informationen in einer Daten-
struktur abgelegt werden konnen, wenn diese Datenstruktur noch mit
einem ertraglichen Aufwand verwaltet und gespeichert werden soll.

Betrachten wir noch einmal die beiden knotenbasierten Datenstruk-
turen. Die Information, welche Fliache welche Vertices besitzt, ist expli-
zit abgelegt. Will man jedoch alle zu einem Vertex benachbarten Fla-
chen wissen, so muss die komplette Flachenliste nach diesem Vertex
durchsucht werden. Diese Abfrage ist also von der Grofle des abgespei-
cherten Modells abhdngig und kann unter Umsténden lange dauern.

Es stellt sich also die Frage, welche dieser 9 Nachbarschaftsinforma-
tionen bestmdglich ausreichen, um einen mdoglichst kleinen Aufwand
bei der Suche nach den anderen Informationen zu haben.

Die Vielzahl der Datenstrukturen unterscheidet sich also in der
Zahl der explizit abgelegten (Nachbarschafts-)Informationen. Daten-
strukturen konnen daher beziiglich Speicheraufwand und Komplexi-
tdt der Algorithmen zur Nachbarschaftssuche klassifiziert werden.
Wir gehen hier auf die wichtigsten Datenstrukturen ein. Eine genauere
Untersuchung ist in [NB94] zu finden.

1.1.1.2
Kantenorientierte Datenstrukturen

Bei einer Suche nach einem Ausweg beobachten wir, dass die wesent-

liche Information iiber die Form von Korpern in den Kanten des Po-

lygonnetzes steckt. Eine Fldche ist z. B. genau durch einen geschlosse-

nen Kantenzug gegeben. Es liegt also nahe, dreidimensionale Objekte

durch eine Datenstruktur zu definieren, die als wesentliche Eintrige

Kanten nutzt.

Im Jahre 1975 stellte Bruce G. Baumgart [Bau75] eine solche kan-  Winged-Edge-Datenstruktur

tenorientierte Datenstruktur vor. Folgende Uberlegungen fiihren zu

dieser Winged-Edge-Datenstruktur:

¢ Jede Kante besitzt genau 2 Nachbarfldchen.

e In der Orientierung der Fldche gibt es fiir jede Kante genau eine
vorhergehende und nachfolgende Kante.

e Deswegen der Name dieser Datenstruktur: An jeder Kante hiangen
zwei ,,Fliigel“ ncw (next clockwise) und nccw (next counterclock-
wise).

¢ Sind die Fldachen konsistent orientiert, kommt jede Kante einmal +
und - vor.
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Abb. 1.3:
Winged-Edge-Datenstruktur

Abb. 1.4:
Beispiel fiir
Winged-Edge-Datenstruktur

u
6 [ ]

new[1]

Fiir unser Wiirfel-Testmodell ergeben sich die in Abb. 1.4 darge-
stellten Eintrage in die abzuspeichernde Datenstruktur.

Die Vorteile dieser Datenstruktur werden sofort klar, wenn man
sich z.B. die Aufgabe stellt, eine beliebige Fliche aus dem obigen Da-
tensatz zu zeichnen. Wir wollen versuchen, die fiinfte Fliche (Index 4
der Facelist) zu zeichnen:

Beginnen werden wir wie angegeben mit Kante el1, die wir positiv,
d.h. von Vstart (Vertex 7) zu Vend (Vertex mit Index 4) durchlaufen.
Der Eintrag ncw, fiir die Kante 11, ist mit e4 angegeben (ncw beim
positiven Durchlauf), welche Vstart 0 und Vend 4 besitzt. Da wir nun
aber mit der ersten Kante bei Vertex 4 angekommen sind, miissen wir,
um e4 zu zeichnen, diese Kante in negativer Richtung, d.h. von Vend
nach Vstart, durchlaufen. Also folgt als nichste zu zeichnende Kante
nccw e3 usw.

Nach Durchlaufen der vierten Kante stellen wir fest, dass wir wie-
derum als folgende Kante ell zeichnen miissten, die jedoch schon zu
Beginn verwendet wurde. Wir sind also einen geschlossenen Kanten-
zug abgelaufen und haben somit die Fliche f4 durch ,lokales Umrun-
den“ gezeichnet.

Damit haben wir gleichzeitig die Nachbarschaftsinformation FE (die
zu einer Fliche inzidenten Kanten) bereitgestellt. Die Abfrage dauert
also so lange, wie man braucht, um einmal die Fldche zu umrunden, ist
damit nur von der lokalen Eigenschaft abhdngig und hangt somit nicht

Vertexliste Edgeliste Faceliste
0 00 00 00| —=|Vstart| Vend new Beew | |0 e0 +
1 10 00 00 el et |1 €8 +
2 10 10 00 [ C
3 00 10 00 [5] 6 3 e6 +
4 00 00 10 0 €7 4 ell+
5 10 00 10| 2 2 8 =) 5 e -

6 10 10 10 ] 0

7 00 10 10 el0 el

ell e2

0(0,0,0) 1(1,0,0) 5 ell

6 o8

1 el 9

1 ] ) 10
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Abb. 1.5:

Eaplet Bestimmung der benachbarten Kanten
_e | Vstart| Vend new BECW. . .
sl C einer Fliche durch lokales Umrunden
[2 [
7LD ed [
el 4 o7
4 4 ] 3
4 4 e.ll.il] ncw: T 3 & v 41:0
6 e el
§_—1 1 j e2
% | 4 5 e! ell
0000 3 5 71 e i
necw 2ied % 6 s 5 [
i (1]
(da neg.Richtung © it - o

auf Kante) S S

(neg.Richtung) af 37

T
new
End loop

von der Grofle des gesamten Polygonnetzes ab. Die Antwort dieser
Nachbarschaftsabfrage ist also in konstanter Zeit zu erwarten!

Jedoch sind die anderen Nachbarschaftsabfragen wie z.B. FF oder
EF leider noch immer nur mit Durchsuchen der gesamten Fldchen
und Kantenliste zu 16sen. Um diese letzten Nachbarschaftsbeziehun-
gen auch noch in konstanter Zeit abfragen zu kénnen, betrachten wir
die folgend beschriebene Full-Winged-Edge-Datenstruktur.

Die Winged-Edge-Datenstruktur kann auf interessante Weise erwei-  Full-Winged-Edge-Datenstruktur
tert werden: Jede Kante besitzt genau zwei Nachbarflachen. Anders
herum wird eine Kante beziiglich einer Flache nur in einer Richtung
durchlaufen. Daher konnten wir in der Winged-Edge-Datenstruktur +
oder - (ein Bit) nutzen, um genau die Fliche anzugeben. Legt man diese
Information nun noch in die Kantenliste, so kann auf das Bit in der
Flachenliste verzichtet werden: Wir erhalten die sog. Full-Winged-
Edge-Datenstruktur, bei der die Kanten zusétzlich Information tiber die
zugehorige Flache bei positivem und negativem Durchlauf enthalten.

Bei der Full-Winged-Edge-Datenstruktur konnen alle Nachbar-
schaftsinformationen durch lokales Umrunden, d.h. in konstanter
Zeit O(1), berechnet werden. Die Abfragen E* sind jedoch wesentlich
langsamer als F*.

Abb. 1.6:
fcw n S Full-Winged-Edge-Datenstruktur

pew

vend start
( Tecw ™
peew nee
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Abb.1.7:
Beispiel fiir
Full-Winged-Edge-Datenstruktur

Abb. 1.8:
Flédche mit Loch
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Vertexlist 5
0 00 00 00eo || Edgelist
1 10 00 00el _e | Vstart| Vend new ncew | pew | peew | fow | feew
w2 10 10 0oe | |42 1 el e Jelealila
3 00 10 0‘023 111 Z &2 5 el eb 0| 2
4 00 00 1064 |12 - = SO EHR L WA
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= = 612 [ ell el 2 9 [nle
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Face ﬂﬁ 7 e7 [ e6 | ell| 3] £5
0 &0 17 q o el0 |el | 8 | H| B
1 e8
2 ey
3 eb
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5 e8

Trotz der grofien Vorteile der Full-Winged-Edge-Datenstruktur
existiert noch ein gravierendes Problem: Die bisher beschriebenen
Edge-Datenstrukturen gehen davon aus, dass eine Fliche durch nur
eine Randkuve (d. h. eine Folge von Kanten) definiert ist.

Es gibt aber viele Korper, die Flaichen mit Lochern haben, wie im
folgenden Beispiel. Die obere Fliche, mit aufgesetztem kleinerem
Quader, besitzt zwei Randkurven:

[

Eine mogliche Losung ist, eine zusitzliche Kante einzufiigen. Diese
Kante hat nun die gleiche Flache in den Eintridgen fcw und fccw.

Eine zweite Moglichkeit ist in obigem Beispiel dargestellt. Die obige
Fliche hat zwei Randkurven, jedoch mit unterschiedlichen Umlauf-
richtungen (zwei Eintrédge in der Flichenliste).

Einen dritten Ausweg bietet die Einfilhrung von sogenannten
Halbkanten [M488]. Eine Kante kann prinzipiell in zwei Richtungen
durchlaufen werden. Eine Halbkante ist also definiert durch zwei
Punkte und eine Durchlaufrichtung. Daher braucht man 2 Halbkanten
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fiir eine volle Kante. Eine Darstellung von Halbkantendatenstrukturen
findet man in [ES97, M488].

1.1.2
Kurven

Sind die Oberflichen der darzustellenden Objekte nicht eben und eher
krummliniger, organischer Natur, so braucht man eine hohe Anzahl
von Geradenstiicken oder ebenen Flichen, um diese gut zu approxi-
mieren. Thre weitere Bearbeitung wird dadurch langsam und aufwen-
dig. Jedoch ist dies nicht der alleinige Nachteil: Wo kommen die vielen
Punkte der Anndherungskurven und -ebenen zu liegen, d. h., wie er-
mitteln wir deren Koordinaten?

Nehmen wir das einfache Beispiel einer exakten Kreislinie in der
Ebene. Anndherungen wiren ein Quadrat, ein Sechs-, Acht- oder
n-Eck. Einige Koordinaten der Linienpunkte kénnen mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden. Sollen jedoch die Punkte von einem 1000-
Eck angegeben werden, brauchen wir eine ,,Formel“ zur Berechnung.
Diese Formel kann leicht mit den ,,Kreisfunktionen® Sinus und Kosi-
nus ausgedriickt werden.

Geraden- und Ebenenstiicke reichen also nur eingeschrinkt aus,
um dreidimensionale Objekte zu gestalten. Besser wiére es, wenn ein
paar wenige Punkte (sog. Kontrollpunkte) gentigen wiirden, um den
Verlauf der Fliche mit seinen vielen Punkten zu steuern. Zwei Heran-
gehensweisen finden sich in der Computergrafik: Zum einen sind dies
parametrisierte Kurven und Fldchen und zum anderen eine Beschrei-
bung der Objektoberfliche durch Angabe von Punkteigenschaften
(implizite Flachen) der Oberfldche.

1.1.2.1

Monome und parametrisierte Kurven

Wir wollen uns zuerst auf den einfacheren Kurvenfall beschrinken.
Was ist nun eine sog. parametrisierte Kurve?

Definition: Sei I=[a,b] C R ein Invervall. Eine Abbildung g:I—R’ heifit
parametrisierte Kurve:

x(t)
g(t)=| y(t) |e R*, fiiralle te[a,b]
z(t)

Eine parametrisierte Kurve g heif$t n-mal stetig differenzierbar, falls
jede Koordinatenfunktion x(2), y(t) und z(t) n-mal stetig differenzierbar

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Parametrische Stetigkeit

Abb. 1.9:
Zwei dquivalente Kurven
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ist, und man schreibt ge C"(I,R*)lim . Eine parametrisierte Kurve
heifdt requldr (in t,), falls o

x'(t,)
g'(t,)=| y'(t,) |0
Z(t,)
Der Gradient g"(f)e R’ ist die Tangente in t an g und gibt die Mo-

mentangeschwindigkeit (in Betrag und Linge) beim Durchlaufen der
Kurve an. Die (Bogen-)Ldnge einer Kurve kann durch

S(u) = _["g'(s)” ds

berechnet werden.

Zwei reguldre Kurven, g: [a,b]> R’ und g [st] 2> R’ heiflen
dquivalent, wenn es eine bijektive differenzierbare Abbildung
@[a,b]>[s,t] mit ¢ (u)>0 gibt, so dass

& (W)= g(p(w))

gilt.

Wir sagen in diesem Fall auch, dass g, durch ¢ reparametrisiert
wurde, und nennen ¢ einen richtungserhaltenden Parameterwechsel
oder eine Reparametrisierung von g,.

Zwei Kurven koénnen aneinandergefiigt werden. Zwei n-mal stetig
differenzierbare regulire Kurven g: [a,b]®> R’ und g: [st] > R’
schlieBen an der Stelle b, s C'-stetig aneinander (parametrisch stetig),
genau dann, wenn

g (b)=g"(s) furalle0<k<n.

y C - rcos(t) eren
EE ! rsin(/) ).~

: ] {(rcos(Zr)] }
= ) 0Lt
E\ . rsin(2t)
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Fiir Animationen und sonstige Anwendungen der Computergrafik
ist diese Definition des parametrisch stetigen Ubergangs zu strikt. Es
zdhlt vielmehr der visuell-glatte Ubergang. Daher definieren wir (Geo-
metrisch stetiger Anschluss oder G'-stetiger Ubergang): Zwei n-mal
stetig differenzierbare regulire Kurven g: [a,b]> R’und g: [s,t]> R’
schlieBen an der Stelle b, s G"-stetig aneinander, falls es eine zu g, dqui-
valente Kurve : [a,b,]> R’ gibt, so dass 7,und g, an der Stelle b,, s C'-
stetig aneinanderschlieflen.

Also existiert eine bijektive differenzierbare Abbildung ¢[a, b]—
[a, b, ] mit ¢’(.)=0, so dass r=g,°¢.

Damit ergibt sich mit der Kettenregel fiir die Ableitungen:

8, (s)=r(b,)=g,(p(b))
2.(5)=g/(p(b))g'(b)
2(s)=g (b))’ (b) + g/ (p(b))p"(b)

Also heifdt G'- und G'-Stetigkeit:

e G'-Stetigkeit entspricht der C'-Stetigkeit.

e G'-Stetigkeit: Der Ubergang ist stetig und beide Tangentenvektoren
haben am Ubergang die gleiche Richtung.

Der dreidimensionale Raum R’ steht hier stellvertretend fiir allge-
mein d-dimensionale Raume R, Es sind dann natiirlich entsprechend
mehr oder weniger Koordinatenfunktionen zu definieren.

Man sieht, dass zur Angabe einer parametrisierten Kurve neben dem
Intervall die Angabe von Koordinatenfunktionen geniigt, wie in dem in
Abb. 1.10 dargestellten Beispiel einer ebenen parametrisierten Kurve.

Im Prinzip darf man fiir die Koordinatenfunktionen jede mdgliche
Funktion wihlen, jedoch besitzen vor allem die Polynomfunktionen
besonders schone (aber auch schlechte) Eigenschaften. Insbesondere,
und das ist in der Informatik besonders wichtig, sind sie sehr schnell

08
081 ¢, =4[ 0S6BNOS ooy
. cos(31)sint

02 \
04 3 04 05 08 ;
0. 4

06

08
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Abb. 1.10:
Beispiel einer ebenen parametrisierten
Kurve
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Monombasis
Taylorbasis

Hornerschema
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auszuwerten. Dies ist ein Grund, dass man sich in der Computergrafik
vor allem diesen Funktionsarten verschrieben hat.

Definition: Die Menge

P"([a,b]):{iait", fiir o, R’ und te [a,b]}

i=0

aller Polynome vom Grad n ist ein endlich dimensionaler Unterraum
von C([a,b], R’), dem Raum der stetigen, parametrisierten Kurven.
Die Vektoren ¢ heiflen Taylorkoeffizienten des Polynoms.

Der Unterraum P'[a,b] hat Dimension n+1 und die Menge der Mo-
nome {L,t,£,..., £'} bildet eine Basis, die sog. Monom- oder Taylorbasis.

Wie man leicht sehen kann, ist es egal, ob man drei polynomielle
Koordinatenfunktionen mit reellen Koeffizienten oder vektorielle
Koeffizienten wihlt: Ein Beispiel:

L4t+157-30) (1) (1) (15) (-3
p(t): 1-5—t+3t2 =15 |+|-11t+4+| 3 1?2+ 0 ts
3+6t—t*+6t° 3 6 -1 6

Polynomfunktionen sind besonders schnell auszurechnen, d.h., ein
Funktionswert an einer vorgegebenen Intervallstelle ¢, kann durch das
sog. Hornerschema ausgewertet werden. Das vollstindige Horner-
schema erlaubt sogar die Berechnung der Ableitungen:

Ist ein Polynom in Monomdarstellung

pt)=at"+a, t" + -+t +at+a,

gegeben, so errechnet sich leicht der Funktionswert p(#) an der Stelle
t, nach folgendem Schema (Hornerschema): Von oben nach unten
wird mit ¢, multipliziert — von links nach rechts. Der Funktionswert
steht rechts in der Tabelle.

an an-l I aﬂ'z e ag
+]]o _at, . e -ty
. tO v anto (an-] +ant0) tO v e vee v //'p(to)

Das vollstdndige Hornerschema sei an einem Beispiel demonstriert:
Gesucht sei der Funktionswert des folgenden Polynoms an der Stelle
t,=2

p(t)=t' +2t> —3t> -7
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Dann ergibt sich:

1 2 -3 0 -7
+ffo 2 10 20
211 4 10 13 =p(2)
+fo 2 12 34

201 6 17 44 .1=p(2)
+ffo 2 16

201 8 33.21=33-2-1=p"Q)
R 0 2

211 10-31=10-3-2-1=p"(2)
2o

201 -a=1.24=p¥(2)

Die Auswertung eines Polynoms mit dem Hornerschema ist effek-
tiver als die Auswertung nach Funktionsvorschrift.

Wie ist aber unser Programm der Objektmodellierung zu realisie-
ren? Gegeben sei eine komplexe Form und diese soll als parametrisier-
te Kurve dargestellt werden, am besten noch als Polynomfunktion.
Dadurch konnte eine komplexe, kontinuierliche Form durch ein paar
wenige Punkte, d.h. die Koeffizienten ¢, vollkommen definiert wer-
den. Schnell stellt sich die Frage, ob das {iberhaupt méglich ist und,
falls ja, wie die Koeffizienten ¢, zu berechnen sind?

1.1.2.2
Interpolationsaufgabe, Monominterpolation

Wir kennen jedoch ein positives Resultat, welches uns auf unserem
Weg bestdrkt. Zunéchst noch einmal die Aufgabe:

Gegeben: Eine Reihe von (Mess-)Punkten (u,P), i=0,..,n, mit ueR
und P,c R’

Gesucht: (Interpolationsaufgabe IA) Eine Funktion f, welche der Be-
dingung gentigt, dass

flu)="P, fir alle i=0,...,n

die Kurve f also zu den vorgegebenen Parameterwerten u, durch die
vorgegebenen Punkte P, verlduft. u, heiflen Stiitzstellen, der Vektor
(uyy ..., u,) Stiitzstellenvektor und P, heif3t Stiitzpunkt. Die Paare (u, P,)
heiflen Knoten der IA.

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Wie bereits erwdhnt, gibt es zu diesem zentralen Problem eine positi-
ve Antwort. Diese Tatsache ist nicht nur fiir die Modellierung von Ob-
jekten von Bedeutung, sondern das nachfolgende Theorem hat vielfilti-
ge Anwendungen in der Numerik und damit in der Computergrafik.

Theorem: Es seien n+1 paarweise verschiedene Knoten (u, P)), i=0,...,n
mit u, €R und P, € R’ gegeben. Dann existiert genau ein Polynom p
vom Grad <n, mit n+1 Koeffizienten ¢, € RY so dass

pt)= Zn:cit" und p(u,)=P, fiir allei=0,1,...,n

Beweis: Nach Voraussetzung gilt:
¢, ey, +eul+...+cu =P,

2 —
¢, teu +eul+...+cu’' =P

2 —
¢, teu, +cul+...+cu. =P

In Vektorschreibweise ergibt sich dann:

1w, u? - u'\c P,

1 ul ulz uln Cl Pl

1 u, u} u" )\ c, P
M-C=P

Die Matrix M hat die bekannte Form der sog. Van der Monde’schen
Matrix. Die Zeilen sind jeweils fortschreitende Potenzen von u, Sind
die Stiitzstellen u, paarweise verschieden, ist die Matrix M invertierbar
und das Gleichungssystem ist lsbar. Die unbekannten Koeffizien-
ten ¢, sind dadurch eindeutig gegeben.

Diese Methode (Interpolation mit Monomen) liefert die Existenz
einer Losung der Interpolationsaufgabe und deren Eindeutigkeit. Das
Problem ist aber, die unbekannten Koeffizienten ¢, zu finden. Fiigt
man einen neuen Knoten ein (hat man einen zusétzlichen Interpola-
tionspunkt), so muss die volle Matrix invertiert werden. Eine Losung
des Problems ist die Newton-Interpolation [Br00].

Schwieriger als das eben beschriebene Problem ist jedoch folgendes
Phinomen: Stellen wir uns eine Kurve vor, welche wir durch Mono-
minterpolation gewonnen haben:

p(t)=Z":C,-ti und p(y;) =P, firallei=0,1,..,n

1 Computergrafik und Virtual Reality



Wobei also die Knoten (u,P,), i=0,...,n, vorgegeben und die Koef-
fizienten ¢, durch Losen des Gleichungssystems gewonnen wurden.
Wird nun auf diese Kurve eine affine Transformation (z. B. eine Rota-
tion) angewandt, so stellt sich die Frage, ob die Kurve wieder durch
die nun ebenfalls rotierten Punkte P, geht. Leider ist dem nicht so!

Untersuchen wir diese Eigenschaft einmal genauer: Es sei @ eine
Abbildung (z. B. Translation, Rotation, Streckung) in R’. ® heif3t eine
affine Abbildung, wenn fiir alle Skalare A, A, ..., A,€ Rmit > A,=1 und
alle Punkte P,...,P, folgende Gleichung gilt:

¢[Z/LRJ=Z/L¢(R)

Nun sind aber ¢, cp.., ¢,€ R® und p(u) eine Polynomkurve mit
p(u)=2 < <, ¢, f(u). Diese Darstellung ist genau dann affin invariant,
wenn

n

Zﬁ.(u) =1 Vuela,b], denn dann gilt

i=0

q)[iﬁ(u)g)z Y fP(R) Vuelab

Anschaulich erhdlt man den gleichen Kurvenverlauf, unabhingig
davon, ob man zuerst die Stiitzpunkte affin verschiebt und dann die
Kurve berechnet, oder ob man zuerst die Kurve berechnet und dann
die einzelnen Kurvenpunkte affin transformiert.

Fiir Monome gilt jedoch im Allgemeinen . u#1 fiir ue [a,b], daher
ist die Polynomdarstellung mit Monomen (Taylorbasis) nicht aftin
invariant.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Wir nehmen an, dass wir den Weg eines beriihmten Bergsteigers auf
den Gipfel des Mount Everest modellieren wollen. Er befindet sich zu
gewissen Zeiten u,in den Basislagern P, die tiber GPS bestimmt wurden.
Sein Weg wird durch Bestimmung der Taylorkoeffizienten computer-
grafisch modelliert. Leider dreht sich die Erde in 24 Stunden einmal um
sich selbst und damit wird in einem globalen, geozentrischen Koordi-
natensystem die Kurve unseres Bergsteigers auf den Gipfel rotiert. Die
Kurve muss immer dieselbe sein und es geniigt nun nicht, einfach die
Taylorkoeffizienten zu rotieren, um die Kurve zeichnen zu kénnen! Um
die Kurve durch die Basislager zu zwingen, miissen wir, Bild fiir Bild,
zur Bestimmung der Taylorkoeffizienten c, ein Gleichungssystem losen.

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Auflerdem ist es nicht méglich, die Koeffizienten c, irgendwie mit
dem Verlauf der Kurve in Beziehung zu setzen. Sie haben keine geo-
metrische Bedeutung fiir den Kurvenverlauf.

Dies alles sind schwerwiegende Probleme bei der Interpolation mit
Monomen. Die einzige Losung aus diesem Dilemma ist, eine neue
Menge von Basisvektoren fiir den Raum aller Polynomkurven zu fin-
den, die die gewiinschten Eigenschaften besitzt:

e Einfache Berechnung der Koeffizienten c,

e Geometrische Deutung der Koeffizienten c,
o Affine Invarianz der Kurve

e Einfache Berechnung der Kurve p(t)

1.1.2.3
Interpolationsaufgabe, Lagrangekurven

Die ersten drei Eigenschaften sind leicht durch folgenden Ansatz zu
erreichen:

. n G
Lw=]
j=0.j% U, _uj

(w—u)w—uw)-(u—u Y u—-u,) (u-u,)
() ()G =, ) — ) ()

Es seien n+1 Knoten (u,P,) gegeben, mit i=0,...,n und u,<u,<..<u,.
Weiter sei I=[a,b] ein Intervall. Fiir jedes i=0,...,n definieren wir das
folgende Polynom vom Grad n (i-tes Lagrange-Polynom vom Grad n):

Die Interpolationsaufgabe ist durch

plu)= Zn:L’j (WP, ,uea,b]

eindeutig geldst. AuBerdem ist X <, L, (u)=1, d.h., die Kurve ist affin
invariant.

Diese Tatsache ist leicht einzusehen. Zentral ist die Eigenschaft der
Lagrangepolynome, dass

1 i=k
Li(u)=0,=
k . 0 sonst
Damit scheinen wir alle Punkte erreicht zu haben. Leider ist die
Kurve nicht einfach zu ermitteln und muss nach der Definition ge-
rechnet werden. Kommt ein neuer Knotenpunkt hinzu, so dndert sich
komplett die Form der Lagrangepolynome.
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Beispiel: Gegeben seien drei Knoten (u,P) i=0,1,2 mit (0,(1|0)),
(1,(~1]0)) und (3,(3|3)). Die Lagrangepolynome sind dann

(u-1)(wu-3) u’—4u+3

L(u)=

(0-1)(0-3) 3
L=
£ w=""0

und die Interpolationskurve ist durch

_ 1\u2—4u+3 “Nu(u-3) (3\um-1)
P(”)—[OJ 3 +(oj 2 {3} 6

gegeben. Der Kurvenverlaufist in Abb. 1.11 dargestellt.

Versucht man mit diesen Kurven Objekte zu modellieren, so stellt
man leicht fest, dass diese Kurven ihre Form stark indern, wenn ein
(Interpolations-)Punkt verschoben wird. Leider dndert sich die Form
der Kurve auch nicht immer in Richtung der Verschiebung des Punk-
tes. Zudem kann am Anfang und Ende der Kurve die Steigung nicht
vorgegeben werden, was ein ,glattes“ Aneinanderfiigen von Kurven-
stiicken sehr schwer macht.

Abb. 1.11:
Beispiel einer Lagrangekurve

1.1.24
Interpolationsaufgabe, Hermitekurven

Da Kurvensegmente in der Monom- und Lagrangebasis in der Regel
nur mit C’-Stetigkeit aneinandergefiigt werden konnen, sind diese
Basen nicht fiir stiickweise C '-stetige Interpolation geeignet.
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Abb. 1.12:
Die vier kubischen Hermitepolynome

Abb. 1.13:
Beispiele kubischer Hermitekurven

u
18

Fiir diesen Fall bieten sich z. B. kubische Hermite-Splines an:

Sind die Parameterwerte ¢, t, ,..., t,€ R, die dazugehorigen Punkte
Dys Py P,€ R und in den Knotenpunkten die Ableitungen m,, m, ...,
m e R’ gegeben, so erfiillen folgende Segmente g, i=0,...,n-1 die Inter-
polationsaufgabe:

qi(u) :png(Si)+AimiH13(Si)

+ AimiﬂH; (Si ) +pi+lH: (Si ) YUE [ti’tiH]
wobei
u—t.
i= ( l) A=t —t,
(ti+1 _tr)

Die Polynome H;,H;,H; und H; heiflen Hermitepolynome vom
Grad 3. Den Parameter u nennt man globalen Parameter des Splines
und Parameter s, heif3t lokaler Parameter fiir das Intervall [¢,¢,,]. Die
vier kubischen Hermitepolynome iiber dem Intervall [0,1] sind in
Abb 1.12 definiert.

Abbildung 1.13 zeigt einige Beispiele von kubischen Hermitekurven.

Dennoch gibt es bei dieser Art von Interpolationskurven ein Prob-

lem: Oft hat man die Tangenten m, nicht alle explizit gegeben.

H)w)=(0-2u)’(1+2u) "
Hf () =u(l—u)’ 081
H(u) =—u’(1-u) 08
H;(u) =(3-2u)u’ 0.4]

270
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Abb. 1.14:
Vorgabe der Tangenten an allen
Stiitzstellen

Trick: Berechne die fehlenden Tangenten aus Stiitzstellen. Die Tan-
gentenrichtung m,im Punkt P, wird parallel zur Sehne durch P,, und
P, gewihlt. Der entstehende Interpolant wird auch als Catmull-Rom-
Spline bezeichnet (FMILL-Schétzung).

Mit Hermite-Interpolationskurven ist einfach und intuitiv zu mo-
dellieren. Jedoch ist die explizite Angabe der Steigungstangenten der
Kurve in der Praxis oft ein Problem.

1.1.2.5
Bézierkurven

Wieder sind wir auf der Suche nach einem Satz von Polynomfunktio-
nen als Basis des P"([s,t]). Dafiir betrachten wir das Intervall [s,f] und
berechnen:

(t—s)y=(t-u+u—s)
:i(’:](t—u)i(u—s)"i

Wir kénnen abkiirzend schreiben:

B (w)=——] "
D\ _(t—S)" .

Dies sind n+1 Polynome vom Grad n tiber dem Intervall [s,t] und
aus der Definition ergibt sich direkt, dass

](t—u)i(u—s)""', i=0,...,1.

1

1= 1B (u), fiir alle ue [s,¢].

Diese n+1 Polynome heiflen Bernsteinpolynome vom Grad n iiber ~ Bernsteinpolynome
dem Intervall [s,t]. Hdufig wahlt man das Einheitsintervall [0,1] und
schreibt einfacher B;". Es kann gezeigt werden, dass diese n+1 Poly-
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nome linear unabhéngig sind und daher eine Basis des Polynomraums
P'([s,t]) bilden.

Viele weitere Eigenschaften der Bernsteinpolynome sind einfach
aus der Definition nachzurechnen:

n

z 'B'(u)=1, firuels,t] Partition der Eins
i=0
"Bl (u)20, firues,t] Positivitit
— t_ .
‘Br(u)=2"2 B (u)+—2 'B"'(u) Rekursion
t—s t—s
B (w)=(B, (t—(u—s)) Symmetrie

‘B'(s)=0="'B(t), 'Bi(s)=1=' B(¢), B/ (t)=0="'B!(s)
max B (u)='B.(i/n)
Fiir den Fall n=4, s=0 und t=1 ergeben sich die folgenden Bern-
steinpolynome BO4= (1-u)", Bl4= 4(1-u)’u, B;= 6(1-u)’u’ sowie B:=
4(1-u)u’ und B44= u's

Abb 1.15:
Bernsteinpolynome vom Grad 4 iiber

dem Intervall [0,7]
0.81

0.61
0.41

0.21

002 04,06 08 1

Diese Basisfunktionen sind nun Ausgangspunkt fiir folgende Defi-
nition einer Bézierkurve: Sei mit I=[s,f] ein Intervall und b, b,,...,b,
e R" Punkte gegeben, dann heif3t

p)=Yb, Bw), uelst]

Bézierkurve vom Grad n. Die Punkte b, b,,...,b, heiflen Bézier-
punkte und definieren zusammen das Bézierpolygon in R".
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Beispiel: b,=(1]0), b,=(0]2), b,=(1|5.5), b,=(6|5.5), b,=(7.5/|0.5) seien
Bézierpunkte in der Ebene. Wir wihlen das Einheitsintervall als Pa-
rametervorrat. Die Bézierkurve ist dann durch

p(w)=(1]0) (1-u)" + (0]2) 4 (1-u)’u + (1|5.5)6 (1-u)'s’
+ (6]5.5) 4(1-w)u’ + (7.5/0.5) u'

gegeben. Das Schaubild sieht folgendermaflen aus:

Aus den oben genannten Eigenschaften der Bernsteinpolynome
konnen sofort elementare Eigenschaften der Bézierkurven abgeleitet
werden.

Die erste Eigenschaft (Partition der Eins) zusammen mit der Positi-
vitit der Bernsteinpolynome zeigt direkt die affine Invarianz der
Bézierkurven. Auflerdem schlieflen wir daraus auch, dass die Bézier-
kurve innerhalb der konvexen Hiille der Bézierpunkte verlduft, und
zwar als Konvexkombination der Bézierpunkte.

Die Bézierkurve verlduft durch Anfangs- und Endpunkt b, und b,.
Dies folgt aus den vorletzten Eigenschaften der Bernsteinpolynome,
die die Werte 0 und 1 genau an den Grenzen des Parameterintervalls
annehmen.

Betrachtet man die Ableitung einer Bézierkurve am Anfang und
Ende, so ist leicht zu zeigen, dass die respektiven Ableitungen durch

p(s)=——(b,—b,) und p’(t)=——(b, -b, )
t—s t—s

gegeben sind. Dies bedeutet aber, dass die Bézierkurve innerhalb der
konvexen Hiille der Bézierpunkte verlduft und tangential an das
Bézierpolygon ist.

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Abb. 1.16:
Bézierkurve mit Bézierpunkten
und -polygon

22

Allgemeiner gilt fiir die i-te Ableitung der Bézierkurve:

(i _ n! ij
PO Z( j( b,
PO = nt 2( j( 1,

(t— s) (n-i)“s

Konvention: Im Folgenden betrachten wir s=0, t=1, d.h. I=[0,1]
und schreiben einfach B/(u) statt ,'B/'(u). Im Ubrigen kann jederzeit
durch die folgende Abbildungen

_u_

S, ue(s,t] bzw. u=s(1-u)+tu, uel0,1]

1S

reparametrisiert werden.

1.1.2.6
Der De-Casteljau-Algorithmus

Bei der Monomdarstellung von Polynomfunktionen haben wir das
Hornerschema zur Berechnung von Funktionswerten der Kurve ken-
nengelernt. Auch im Falle von Bézierkurven existiert nun ein Berech-
nungsschema, das die schnelle Berechnung von Kurvenwerten er-
laubt:

Das Schema nach de Castel]au oder der De-Casteljau-Algorithmus:
Seien I=[0,1] und b, b, ,..., b€ R? gegeben und

plu)= Zn:b,-Bi”(u)

eine Bézierkurve, dann liefert fiir jedes ue I=[0,1] das rekursiv defi-
nierte Schema

b)(u)=>, i=0,..,n
b/(u)=u-b}(u)+Q—-u)-b"(u) r=1,..,n, i=0,..,n—r

i+l

den Funktionswert p(u)=>5; (u).
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Wir betrachten folgendes Beispiel: Es seien I=[0,1] und die Bézier-
punkte b=(1]0), b,=(0|2), b,=(1|5.5), b,=(6|5.5) und b,=(7.5/0.5) ge-
geben. Wir suchen den Funktionswert p(u) fiir u=0.5:

1
be(0.5)=b, = (Oj (O.S
b:(0.5)=

b’(0.5)=b, = 0
1\ M T 2

1 1
s )

De-Casteljau-Schema

2 3 2.40625
b2(0.5)=
3.875 )(3.5625\\ 3.34375
3.6875

) o
. ] ° (z.leJ (1.25)
)

5.125
b;(o.5)=( 15 j

Dieses Schema wird von links nach rechts aufgebaut. Jeweils zwei
untereinander stehende Punkte werden mit Koeffizienten s und (1 - s)
multipliziert und addiert, um einen neuen Wert der nichsten Spalte
zu ergeben. Der gesuchte Funktionswert steht ganz rechts am Ende
dieses Dreiecksschemas. Also ist

- 2.41
PEI= 554

Das Schema wird gréfier, je mehr Bézierpunkte fiir die Kurve ver-
wendet werden.

1.1.2.7
Unterteilung und Graderhéhung von Bézierkurven
Diesem Schema ist noch mehr zu entnehmen! Dazu betrachten wir die

Ableitungen der Bézierkurve einmal niher. Die i-te Ableitung p”(u)
ergibt sich aus dem De-Casteljau-Schema in der (n-i)-ten Stufe.

(i) = 1 n_' y l _1\i-k }yn—i
U= (n_i)!;[k]< 1™ (u)
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Abb. 1.17:
Geometrische Konstruktion nach de
Casteljau

u
24 1

Fiir die erste Ableitung ist die vorletzte Stufe des Schemas entschei-
dend:

bg\h 1

bO/VbO b2

1\‘ 0 3 n—1 n—1
S b Y=o S)(b )~y (u))

1
o_wb,
b h 1. Ableitung

Das De-Casteljau-Schema dient also nicht nur zur Berechnung von
Funktionswerten der Kurve, sondern kann auch fiir die Berechnung
der Ableitungen verwendet werden.

Eine Besonderheit des De-Casteljau-Algorithmus ist seine unmit-
telbar geometrische Veranschaulichung. Zur einfacheren Konstrukti-
on wollen wir einmal 4 Bézierpunkte in der Ebene betrachten. Die
einzelnen Konstruktionsebenen sind in Abb. 1.17 farblich markiert.

b =

5 L ]
e s TR 1 _ 120 , | 10
by=1b+1b'| / 5 : 5o\ (B2 =20 o by

(b, =b!

Die geometrische Konstruktion in der Ebene ist exemplarisch fiir
gegebene Bézierpunkte.

Die Strecke b,'und b, liegt, wie wir uns iiberlegt haben, tangential
zur Bézierkurve. Der Funktionswert p(1/2) ist markiert.

Der De-Casteljau-Algorithmus erlaubt es, eine gegebene Bézierkurve

leicht in zwei Bézier-Teilsegmente zu zerlegen. Die neuen Bézierpunkte

der Teilsegmente ergeben sich aus dem oberen und unteren Rand des
Schemas. Dies kann wieder in der Konstruktion dargestellt werden:
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Abb. 1.18:
Zerlegung einer Bézierkurve
in Teilsegmente

Ist also ge[s,t] ein beliebiger Punkt des Intervalls, so kann die
Bézierkurve in g geteilt werden, und die neuen Bézierpunkte auf den
Teilsegmenten [s,q] und [g,¢] ergeben sich aus dem De-Casteljau-
Algorithmus wie folgt:

S UB(ubl(q)  s<usq
pw)=1"’
> IBMwb(Q) gqSu<t

i=0

Man beobachtet nun, dass bei mehrmaliger, fortgesetzter Unter-
teilung der Bézierkurve die Folge der Bézierpolygone gegen die eigent-
liche Kurve konvergiert. Bei fortgesetzter Halbierung des Parameter-
intervalls ist diese Konvergenz exponentiell und liefert ein praktisches
Verfahren zur Darstellung einer Bézierkurve durch eine stiickweise
lineare Approximation.

Werden zur genaueren Approximation einer geometrischen Figur  GraderhGhung einer
durch eine Bézierkurve mehr Bézierpunkte benétigt als vorhanden, so ~ Bézierkurve
kann der Grad der Kurve erhéht werden. Bei Erhohung um einen
Grad wird ein weiterer Kontrollpunkt in das Kontrollpolygon einge-
fiigt, ohne dass sich die geometrische Form der Kurve dndert.

Ist eine Bézierkurve p vom Grad n mit den Bézierpunkten b,, b,....,b,

e R’ gegeben, so ist p als Bézierkurve vom Grad n+1 darstellbar, so
dass gilt:

n+l

Zbi B! (u) = p(u)= zg, ZBZ»"H(M), ues,t]
=0 i=0
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Abb. 1.19:
Graderhdhung einer
Bézierkurve

Eigenschaften von Bézierkurven

Die neuen Bézierpunkte sind gegeben durch:

50 =b,

J J .
=——b._ +(1-—)b,, =1..,n
FE ( n+1) / /

EI+1 :bn

Dieses Vorgehen wird uns an anderer Stelle noch einmal begegnen
und zeigen, wie Bézierkurven mit Subdivisionalgorithmen erzeugt
werden kénnen. An dieser Stelle sei einfach die Idee in einer Figur
dargestellt.

Bézierkurven vereinigen einige sehr gute Eigenschaften, die zur (in-
teraktiven) Modellierung gebraucht werden. Die Kurven sind schnell
zu berechnen, sie sind affin invariant und haben zahlreiche geometri-
sche Eigenschaften: Das Bézierpolygon vermittelt den ungefihren
Verlauf der Kurve. Neben der erwidhnten Tatsache, dass die Kurve
einfach auszurechnen ist, hat man die Ableitungen ebenso unter Kon-
trolle; die Kurve verlduft am Anfang und Ende tangential zum Bézier-
polygon der Kurve und die Ableitung kann aus dem De-Casteljau-
Algorithmus bestimmt werden.

Auflerdem konnen Bézierkurven unterteilt und weiter verfeinert
werden. Verdndert man interaktiv die Lage der Bézierpunkte, so folgt
die Kurve der Richtung der Lagednderung. Dies ermoglicht erst ein
intuitives und interaktives Modellieren.

Doch sind neben all diesen schonen Eigenschaften auch ein paar
Punkte, die wir noch verbessern sollten: Sind n+1 Bézierpunkte gege-
ben, so sind n+1 Bernsteinpolynome zur Gewichtung notwendig. Die-
se besitzen den Grad n und bilden eine Basis des Vektorraums P aller
Polynomkurven vom Grad # in R". Der Grad einer Bézierkurve ist also

direkt mit der Anzahl der Bézierpunkte gekoppelt. Je mehr Bézier-
punkte oder ,Gestaltungspunkte“ man fiir eine Kurve betrachtet,
desto grof3er werden der Grad und damit die Welligkeit der Kurve.
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Ein weiterer Punkt: Betrachtet man einmal die Bernsteinpolynome,
so erkennt man, dass diese zwar positiv sind und sich zu 1 addieren,
jedoch sind sie auf dem gesamten Intervall positiv und verschwinden
nie. Dies bedeutet dann aber wiederum, dass der Einfluss eines Bézier-
punktes, der mit einem Bernsteinpolynom gewichtet wird, sich iiber das
gesamte Intervall erstreckt. Der Bézierpunkt beeinflusst global die Form
der Kurve. Dies ist ein Nachteil, will man doch lokal die Form der Kurve
gestalten und nicht durch lokale Anderung eines Kurven(kontroll)-
punktes eine globale Forméanderung der Kurve in Kauf nehmen miissen.

1.1.2.8
Splines, Béziersplines

Um den Grad des Interpolationspolynoms nicht allzu grofl werden zu
lassen, unterteilen wir das Problem (Interpolationsaufgabe, Approxi-
mation von Kurven) in Teilstiicke von Kurvensegmenten mit niede-
rem Grad (in der Praxis meist vom Grad 3) und fiigen diese Kurven-
segmente G stetig aneinander. Wir definieren:

Ein Spline ist eine stetige Abbildung g von einer Menge von Inter-
vallen in den Vektorraum R".

Die Intervalle [¢,t, ], i=0,..,I-1 werden durch einen Stiitzstellenvek-
tor T=(t, t,5..., 1) mit t,< t < ... < t, definiert.

Jedes Intervall [#£,, ] wird dabei auf ein Polynomsegment, das Spline-
Segment, abgebildet.

So konnen wir nun mit Bézierkurven einen solchen Spline gestal-
ten. Interessant sind die Stellen ¢, an welchen die Teilkurven aneinan-
derstof3en:

Gegeben seien Intervalle [¢,t, ], i=0,..,,I-1, durch einen Stiitzstellenvek-
tor T=(t, t,5..., ) mit £,< t< ... <t,und Bézierpunkte b, R fiir i=0,...,1
und j=0....,n. Dann heif3t die durch die Segmente

q,)=Y " Biw)b,;, uelt,t,]
Jj=0

definierte Kurve g=>.q, Bézierspline vom Grad n.

ly i b {4 f Abb. 1.20:

} i } . } 1 Aneinanderfiigen von Kurvensegmenten
/ v &
—

ww T\
qo(1)

v

1.1 Modellierung virtueller Welten : 27



Stetigkeit an den Anschlussstellen

28

Zu Beginn des Kapitels hatten wir Reparametrisierung und An-
schliisse von Kurven beschrieben und dabei parametrisch und geo-
metrisch richtige Anschliisse unterschieden. Zur Erinnerung: Wir
definierten die Ableitungsvektoren folgendermaf3en:

T(u)=p'(u),ue[s,t] Tangentenvektor an die Kurve in u

K(u)=p"(u), ue [s,t] Kriimmungsvektor an die Kurve in u

In Anfangs- und Endpunkt einer Kurve sind die rechts- und links-
seitigen Ableitungen zu betrachten.

Sind nun zwei Spline-Segmente g;[t,,t]—R" und q,:[t,t,,] >R
mit den Bézierpunkten b,,,..., b,, und b, ,,,..., b,,, , gegeben, so stofien
sie in ¢, aneinander.

i+1.2

Zu untersuchen ist, welchen Stetigkeitsgrad, parametrisch stetig
(C") oder geometrisch stetig (G"), dieser Anschluss besitzt.

Die G -Stetigkeit an der Verbindung von g, und g, ist gleichbedeu-
tend mit b, =b,,, , und der Kollinearitit der Punkte b, , b, b, , b, .
Wie wir wissen, verlduft namlich die Bézierkurve g, in b, tangential
zum Vektor b, -b, und die Bézierkurve q,,, in b,,, , tangential zu b
b

i+1,0 i+1,0_

i+1,1°

Sind also die vier Bézierpunkte kollinear, so zeigen die Ableitungen
am Ende und Anfang der Bézier-Spline-Segmente in dieselbe Rich-
tung und dann sind g, und g,,, G -stetig in ¢,

C'-Stetigkeit fordert die Eigenschaft, dass sowohl Richtung als auch
Linge der beiden Tangenten (im Ende und Anfang der Spline-Seg-
mente) gleich ist. Also sind in diesem Falle nicht nur die Kollinearitit
der vier Bézierpunkte zu testen, sondern auch noch die Lingenver-
hiltnisse. Es muss gelten:

n

(b, ~b,,)=d.t)=4.t) =Lt<b,.ﬂ,l ~b,.,)

i-1 i+l i
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G- und C-Stetigkeit sind auch noch von Interesse. Fir G'-
Stetigkeit ist Folgendes zu iiberpriifen: Der Ubergang ist stetig, beide
Tangentenvektoren haben am Ubergang die gleiche Richtung und die
Kriimmungsvektoren haben auch die gleiche Richtung. Fiir unsere
Bézier-Spline-Segmente bedeutet dies, dass die Punkte b, ,, b, , b,
und b, b, , b,,, komplanar sein miissen und natiirlich b, = b
gelten muss.

i+1,2 i+1,0

1.1.2.9
B-Splines

Béziersplines sind Kurven, die schon viele gute Eigenschaften realisie-
ren. Jedoch ist noch immer eine gewisse Bindung des Grades der ge-
samten Kurve an die Zahl der Bézierpunkte festzustellen. Die wirkli-
che Unabhingigkeit von Grad und Anzahl der Kontrollpunkte ist nur
durch das Erreichen eines lokalen Trégers der Polynomfunktionen zu
schaffen. Dann muss auch nicht durch Einfiigen eines neuen Kon-
trollpunktes der Grad der Kurve erh6ht werden. Im Falle von Bézier-
splines wiére dies nur durch eine gréflere Umordnung zu schaffen.

Alle ,,guten” Eigenschaften (affine Invarianz, konvexe Hiilleneigen-
schaft, De-Casteljau-Berechnung) sollten jedoch fiir unsere neue Kur-
venart in dhnlicher Weise gelten. Wir miissen neue Basisfunktionen
finden, mit denen wir wiederum gegebene Punkte gewichten, die den
Kurvenverlauf steuern.

Erinnern wir uns an die Eigenschaften der Bernsteinpolynome, so
war die Rekursionsgleichung besonders wichtig. Mit ihrer Hilfe ergab
sich der De-Casteljau-Algorithmus, mit seiner Hilfe konnte die kon-
vexe Hiilleneigenschaft bewiesen werden und und und ...

Also sollte diese Rekursionsgleichung eine zentrale Rolle fiir die
neuen Basispolynomfunktionen spielen. Warum also nicht die Rekur-
sionsgleichung als Definitionsbasis hernehmen?

Es seien Zahlen n<me N und eine schwach monotone Folge
T=({t=w=t,t,pestyt,, =..=t,. )vonKnotent, <t _ ,
0 < i< m, gegeben (schwach monoton = monoton, aber es diirfen auch
gleiche Elemente vorkommen).

Die normalisierten B-Spline-Basisfunktionen N vom Grad n iiber T
sind durch

1 falls t,<u<t,,
N} (u)=
0 sonst
~t, frnr —
N/ ()= N/ )+~ —L N7 (), 1< 7 <n
t,, —t,

itr i+l+r i+l

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Abb.1.21:
B-Spline-Basisfunktionen

30

14 s
T“J‘?}
N
T I
tmtets0 TRl tF2

rekursiv definiert. Vorkehrung ist fiir ¢, = ¢, und ¢,, , = t,,, zu treffen
(schwach monotone Folge). In diesem Fall definieren wir den Sum-
manden gleich 0.

Zu beachten ist, dass die B-Spline-Basisfunktionen abhédngig vom
gewdhlten Tragervektor T sind. Sind die Abstdnde ¢, - ¢,, fiir alle
0<i < m stets gleich, so sprechen wir von gleichférmigen (uniform),
andernfalls von nicht-gleichférmigen (non-uniform) B-Spline-Basis-
funktionen.

Wie fiir Bernsteinpolynome, so konnen viele Eigenschaften der
B-Spline-Basisfunktionen abgeleitet werden. Sie konnen sdmtlich

durch vollstindige Induktion bewiesen werden.

e So bestehen die B-Spline-Basisfunktionen N;'(u) stiickweise aus
Polynomen vom Grad n tiber T.

¢ Die Funktionen N," besitzen einen lokalen Triger.

e Esgilt N'(u)>0fiiralleu € [¢,t,,,,] und

e N'(u)=0firalleue [¢,t,,.,].

e Wie die Bernsteinpolynome summieren sich die B-Splines fiir jeden
Parameterwert auf zu eins:

i+n+l

ZN;‘(”)ZI’ ue [tﬂ’tn+m+l]
i=0

Wichtig fiir die Glattheit der Kurve ist die Aussage, dass falls ¢,
j€{0,...,m+n+1}, ein einfacher Knoten ist ( ¢ #t # t,,), so ist N,."(t/.)
mindestens C" -stetig.

Wir sehen, dass die Eigenschaften der Bernsteinpolynome erweitert
wurden. Man erkennt sogar, dass die B-Splines N,'(u) die Bernstein-
polynome B,'(u) iiber einem Intervall [s,t] als Spezialfall enthalten:

Es sei s<teRund T = (s,...,5,t,...,t) ein Knotenvektor mit (n+1)-
fachen Randknoten s und . Dann stimmen fiir s < u < ¢ die B-Splines
N/ auf T 'mit den Bernsteinpolynomen /B, auf [s,t] iiberein.

i
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Jetzt ist es an der Zeit, Kurven aus diesen neuen Basisfunktionen zu
definieren: Wie iiblich wiahlen wir uns zuerst einen Trégervektor T
und dazu Zahlen n<me N und eine schwach monotone Folge

t

PISEILY

b

m>

t, ,=.=t

m+l m+n+1)

T=(t,=..=t

n?

mitt<t,  , 0<i<m.
Die B-Spline-Basispolynome sind damit eindeutig definiert und wir
konnen die Punkte d,, ..., d,€ R mit den Basisfunktionen gewichten.

)= AN @), ucltt,,.]

Die entstehende Kurve heif$t B-Spline-Kurve oder einfach B-Spline  Kontrollpunkte (De-Boor-Punkte)
iiber T vom Grad n. Haufig beschrankt man sich jedoch auf kubische ~ Kontrollpolygon
B-Splines. Die Punkte d,;,...,d,, heiflen Kontroll- oder De-Boor-Punkte
von g. Sie bilden das Kontroll- oder De-Boor-Polygon.

Die Eigenschaften der B-Spline-Basisfunktionen zeigen, dass die
Kurve affin invariant (Partition der 1) ist, innerhalb der konvexen
Hiille der De-Boor-Punkte verlauft (Konvex-Kombination) und durch
Anfangs- und Endpunkt geht. Wie sieht es nun mit der gesuchten lo-
kalen Einflusseigenschaft eines De-Boor-Punktes aus? Aus Definition
der Basisfunktionen N;"(u) ist klar, dass N,"(u)>0 fiir alle u € [¢,,t,,,,,]
und N;(u)=0 fiir alle u ¢ [¢,t,,,,] ist. Also ist das Produkt des De-
Boor-Punktes d, mit N,'(u) nur auf dem Parameterstiick [z,t,,,,] un-
gleich null und verschwindet auf dem ganzen Rest des Intervalls
[¢,,t,.,..,]. Die Form der Kurve wird iiber dem Intervall [¢,f,, . ] also
nur von den De-Boor-Punkten d, ,...,d, beeinflusst und die Basisfunk-
tionen N,"(u) schalten bei Segmentiibergingen ¢, neue De-Boor-Punkte
an oder aus.

Auflerdem folgt die Kurve der Verschiebungsrichtung des De-Boor-
Punktes wie bei Bézierkurven. Aber Bézierkurven sind auch ein Spezi-

Abb. 1.22:
Manipulation eines B-Splines durch
Verschiebung der Kontrollpunkte
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alfall, da der Trégervektor T=(s,s,...,StL...,t) speziell gewdhlt wurde
(n-mal sund t)

113
De-Boor-Algorithmus fiir B-Splines

Auch die Berechnung des Kurvenverlaufs kann wie bei Bézierkurven
durch ein rekursives Schema durchgefiihrt werden: Gegeben sei ein
B-Spline vom Grad n tiber

T=(t,=..=t

n’t
0<i<m:

PESUILY

> b

m>

t

m+l Tt

=t

m+n+1)

mit t<t,

q(u)= Zd,.Ni” (u), uelt,t,,]

dann liefert das rekursiv definierte Schema (De-Boor-Algorithmus)
den Funktionswert q(u)=d,," (u).

dw)=d , i=l-n..l

d; ()= [1 -l ]-d{‘l(u) T L ()

i+l
i+n+l itr i+n+l itr

i=l-n,.,l—r und 0<r<n

Noch einmal sieht man hier den Zusammenhang zwischen allgemei-
neren B-Splines und Bézierkurven: Ist der Tragervektor T = (s,...,5,t,...,t),
dann geht der De-Boor-Algorithmus in den De-Casteljau-Algorithmus
iiber. Insbesonderes stimmt dann die B-Spline-Darstellung einer
B-Spline-Kurve ¢q tiber T mit der Bézierdarstellung von g tiber [s,f]
iiberein.

Wir wollen einmal diesen Algorithmus an einem Beispiel testen.
Bekannt ist, dass der B-Spline durch Anfangs- und Endpunkt verliuft.
Kommt dies auch beim De-Boor-Algorithmus heraus? Dazu betrach-
ten wir beispielhaft: n=2, T=(0,0,0,1,2,3,3,3) und d,=(0|0), d,=(1]0),
d,=(1]1), d,=(0|1). Wir wollen den Anfangspunkt berechnen, somit ist
u=0 und damit ue[0,1]=[t,¢,], also [=2. Der De-Boor-Algorithmus
liefert:

d(? =(0]0) d10 =(1]0) d;) =(1]1)
v/
d(l) =(0]0) dll =(1]0)
v/

dz =(0]0)
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Auch diesmal kann der De-Boor-Algorithmus als geometrische
Konstruktion interpretiert werden, wie wir an einem weiteren Beispiel,
das in Abb. 1.24 dargestellt ist, sehen konnen: Es sei wieder n=2,
T=(0,0,0,1,2,2,2) und d,=(0|0), d,=(1|0), d,=(1|1), d,=(0|1).

. Abb. 1.23:

d> Geometrische Konstruktion
\ PR / D.J

des De-Boor-Algorithmus
ME ‘
3

p d;

Viele Eigenschaften lassen sich fiir B-Splines beweisen. Hier sind
die wichtigsten zusammengefasst:

Fir t<u< t,, liegt q(u) in der konvexen Hiille der n+1 Kontroll-
punkte d, , ..., d, (konvexe Hiillen-Eigenschaft, convex hull property):

Abb. 1.24:
Konvexe Hiillen-Eigenschaft

q(u), ue[2,3]

Fallen n Kontrollpunkte d,  =d,
q(t,,)=d, d.h., die Kurve verlduft durch diesen Kontrollpunkt.

=..= d=d zusammen, so gilt

-n

Abb. 1.25:

7=(0,0,0,0,1,2,3.4.4.4.4) n-facher Kontrollpunkt
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Liegen n+1 Kontrollpunkte d, =...= d, auf einer Geraden L, so gilt
q(u)eLfirtsu<ty,

+1°

Abb. 1.26: 5
n+1 kollineare Kontrollpunkte T=(0.0.0,0.12.33.3.3) ds 0
i dp
Fallen n Knoten ¢, = ... t,,, =:f zusammen, so ist q(¢) = d, ein Kon-

trollpunkt, und die Kurve schmiegt sich dort tangential an das Kon-
trollpolygon. Insbesondere verlduft die Kurve bei (n+1)-fachen An-
fangs- und Endknoten durch die Endpunkte des Polygons und ist dort
tangential zum Kontrollpolygon.

Abb. 1.27:

n-facher Knoten

Einfiigen weiterer Kontrollpunkte Wie bei Bézierkurven will man durch interaktives Einfiigen wei-
terer Kontrollpunkte die Geometrie der Kurve ,verfeinern®. Der
B-Spline ldsst sich flexibler gestalten. Analog wollen wir einen neuen
De-Boor-Punkt d * einfiigen, allerdings ohne gleichzeitig den Grad des
B-Splines zu erhohen!
Gegeben sei ein B-Spline vom Grad n iber

T=(t,=..=t

0

t

PISEILY

t

m>

n? tm+1 == tm+n+1)’

q(u)=id,-N;’(u)
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Es sei weiter d *e R und etwa t< £* <t . Dann besitzt q(u) die Dar-
stellung vom Grade niiber T=(t,= ... =, s by 5 bppen s b By
= bk = tm+rt+1)

m+l

q(u)=_zd,.*Ni"(u)

Die neuen De-Boor-Punkte d* sind:

d =(-a)d,_ +ad, mit

1 fir i<r—-n bleiben
a, = ;_7t’ fir r—n+1<i<r
i+n_ti
0 fiir r+1<i nur # De-Boor-
Punkte

geshiftet

1.1.3.1

Rationale Kurven

Mit den B-Splines besitzen wir ein machtiges Werkzeug zur Gestal-

tung von Kurven. Sie bieten die Mdglichkeit, interaktiv zu modellieren

und sind schnell auszurechnen. Auflerdem sind diese Kurven stabil

unter affinen Transformationen. Jedoch tritt wieder ein Problem auf:

Es gibt leider Kurven, die wir nicht als B-Spline beschreiben kénnen.
Eine der elementarsten Kurven ist ein Kreis:

.
N,

|

rcos(2m)

i (leu)j’ ue[0.0,1.0]

K(u)z(

Jedoch sieht man nun sofort, dass die Koordinatenfunktionen aus
Sinus- und Cosinusfunktion bestehen, die wiederum nicht als Poly-
nom endlichen Grades dargestellt werden konnen. Sie sind Exponen-
tialreihen. Also gibt es keine Chance, Kreise als Monom-, Lagrange-,
Hermite-, Bézier- oder B-Spline-Kurve darzustellen. Es wire immer
nur eine gute Ndherung, aber nicht exakt ein Kreis.

Aber es gibt auch hier einen Ausweg! Kreise erhdlt man auch als
Projektionen eines Kegelmantels (Kegelschnitt). Die parametrisierte
Kurve eines Kreises hat daher auch die Form

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Rationale Bézierkurve

Rationale B-Spline-Kurve

NURBS

36

1—u®| 2u
1+u’ [1+u?

Ku)=r-

Nun aber sind die Koordinaten durch (ganz)rationale Funktionen
gegeben. Aus dieser Not wird eine Tugend und wir definieren:

Gegeben seien Bézierpunkte beR , i=0,..,n, und Gewichte @w>0,
i=0,...,n, mit w=@,=1. Dann heif3t

Za)bl ‘B ()

r(u)=="————, ue[st]

Za%jBf(u)

rationale Bézierkurve vom Grad n.
Nun kann man nicht nur rationale Bézierkurven betrachten, son-
dern auch dasselbe fiir die allgemeineren B- Splines durchfiihren.
SeiT=(t,=c.=t, sty tm+1 w=t,.)ein Tragervektor und

sind m+1 Kontrollpunkte d eR’und Gew1chte w20, i=0,...,m, gege-
ben, so heifdt

q(u):id_ ON; (u) :;dl’waf"(”)
T YoNe  Tanw

rationale B-Spline-Kurve. Sind die Intervallgréflen in T unterschied-
lich, heiflt g nicht-gleichformiger rationaler (non-uniform-rational)
B-Spline (NURBS).

In beiden Kurvenarten sind jeweils Bézier- oder B-Spline-Kurven in
Zdhler und Nenner zu finden. Zur Berechnung der Kurve kénnte man
nun naiv Zdhler und Nenner mit dem De-Casteljau- oder De-Boor-
Algorithmus auswerten und den Quotient als Kurvenwert berechnen.
Jedoch geht es besser, wenn man sich daran erinnert, dass wir Projek-
tionen vor uns haben (Kreis als Kegelschnitt)!

Gegeben seien Bézierpunkte b=(x,y,z,) € R’, i=0,...,n, und
Gewichte >0, i=0,...,n, mit @ =a,=1.

Dann st b= (0, x, @ y, @z, @) €R’,und
F(u)= Zbﬁ Brw), uelst]

. . , . . 4
definiert eine Bézierkurve im R”.
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Diese Bézierkurve wird nun auf die Hyperebene R’ =(*,**,1) proji-
ziert, d.h. durch die letzte Koordinate dividiert. Man erhilt die ratio-
nale Bézierkurve r(u). Gleiches gilt fiir die B-Spline-Kurven und
(N)URBS.

Fiir die Berechnung wendet man also den De-Casteljau- oder De-
Boor-Algorithmus auf b an. Wir erhalten den Funktionswert der
vierdimensionalen Kurve F(u)=(x|y|z|w). Den gesuchten Funktions-
wert der rationalen Kurven erhilt man nun, indem man die Koordina-
ten x, y und z durch die vierte berechnete Koordinate w dividiert und
somit auf die dreidimensionale Hyperebene (mit w=1) projiziert.

Sei zum Beispiel T=(0,0,0, 1,1,1) gegeben mit b,=(1|0), b,=(1|1) und
b,=(0|1) mit Gewichten @=1= @, und @=2. Dann ist die rationale
Bézierkurve des Viertelkreises gegeben durch:

S b B (w)
r(u)==———, uel0,]]

> @B (u)

1(1 )+ 12(1 )+ )
_wOO -u a)llu—u a)zlu

B @,(1—u)* + @ 2u(l— u) + o,

Wie nun leicht nachzurechnen ist, gilt

r(u)=(x(u)J=[1_uz 2—”j mit () + y*(u) =1

y(u) 1+u?* 1+u?

Also beschreibt r(u) einen Kreisbogen, der in (1|0) beginnt und in
(0]1) endet. Zur Berechnung (und Darstellung) der Kreisbogenpunkte
wird jedoch nicht die obige Formel verwendet, sondern es wird der
De-Casteljau-Algorithmus auf die Punkte b,"=(1]0[1), b,"=(1]1]1) und
b,"=(0|1|2) angewendet. Es entsteht eine dreidimensionale Bézierkur-
ve, welche dann auf die Ebene x,=1 projiziert wird.

Abb. 1.28:
Einfluss der Gewichte auf den

Kurvenverlauf
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Stetigkeit von Flichen

Reguldre Fldchen

Tangentialvektoren

u
38 o

Wird das Gewicht @, vergroflert, so bewegt sich die Kurve zum
k-ten Kontrollpunkt.

114
Flachen

Im vorhergehenden Kapitel hatten wir Kurven immer nach dem glei-
chen Prinzip gebildet: Wir hatten gegebene Kontrollpunkte mit ver-
schiedenen (polynomiellen) Basisfunktionen, die iiber einem Intervall
[s,t] definiert waren, gewichtet. Was, wenn nun die Kontrollpunkte
selbst wieder durch Kurven definiert werden? Man erhilt die soge-
nannten Tensorproduktflichen. Zunichst betrachten wir zur Begriffs-
klarung allgemeine Flichenfunktionen.

Sei QCR’ ein Gebiet in der Ebene — der Parameterbereich. Meist
verwendet man Rechtecks- oder Dreiecksgebiete als Parameter-
bereich. Eine Fliche ist eine Abbildung g: Q—R".

Im Falle d=3 und Q=[0,1]%[0,1] ist eine Fliche also durch drei Ko-
ordinatenfunktionen x, y und z in jeweils zwei Parametern u und v
gegeben:

x(u,v)

q:(u,v) = | yu,v) |, (u,v)e[0,1]
z(u,v)

Wieder sind wie im Kurvenfall d Koordinatenfunktionen zu wih-
len, die Stetigkeitseigenschaften besitzen. So sagen wir, die Flache ist
C’-stetig oder n-mal differenzierbar, falls die Abbildung g mindestens
n-mal stetig differenzierbar ist, d.h., g ist n-mal stetig partiell diffe-
renzierbar.

Eine Fldche heifdt reguldr in (u,v,), falls g einmal stetig differen-
zierbar ist und die Vektoren

dq 0
4,(t0>70) =5 Lo, 1) =| == qv(uo,vo):a—jwo,vo)

linear unabhingig sind (und damit nicht verschwinden). g, und g,
heiflen Tangentialvektoren.
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Ist g reguldr, so spannen g, und g, eine Tangentialebene auf. Die
Normale dieser Tangentialebene ist definiert durch das Kreuzprodukt
(oder Vektorprodukt) der Tangentialvektoren

qu(uo’vo)qu(uo)vo)
qu (uO ’vo)xqv (uo )Vg )”

n(u,,v,)=

und heiflt Normalenvektor in (u,,v,).

x sin( x)cos( )
g(x,y)=| xcos( x)cos( y) |,
x sin( x)

(x,y)e [0.27]

(1.3)" sin(y)
q(x,y) = x
y

(x,y)e [-1.27]x[0, 7]

1.1.4.1
Tensorproduktfliichen

Tensorproduktflichen gewinnt man leicht aus den uns bekannten
Kurvendarstellungen. Betrachten wir zum Beispiel eine Kurve g, gege-
ben durch

q(u)= Zn:C,»F,»(u)

mit Kontrollpunkten C, und Basisfunktionen F.

Nun bewegen wir diese Kurve mittels eines weiteren unabhéngigen
Parameters v durch den Raum, wobei wir auch Deformationen der
Kurve zulassen werden. Deformation der Kurve bedeutet dabei Ver-
anderung der Kontrollpunkte C, d. h., wir beschreiben diese Veridnde-
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Normale

Abb. 1.29:
Beispiele fiir parametrisierte Fldichen



rung wieder durch eine Kurve mit dem neuen Parameter v und mégli-
cherweise anderer Basisfunktionen G;:

C.(n)=Y AG ).
j=0
Insgesamt entsteht so die Tensorproduktflache:

gu)=3Y 4G MEW, (uv)elablxlcd]

=0 j=0

Ein einfaches Beispiel einer Tensorproduktfliche ist ein Gera-
densttick, bei dem die beiden Endpunkte mittels einer Kurve verdn-
dert werden. So entsteht zum Beispiel eine Kegelstumpf-Mantelfldche:

Abb. 1.30:
Beispiel einer Tensorproduktfldiche |
Fcos(v) cos(v)
po(v)=| 3sin(v) "\ p(v)=| sin(v)
L 0

u

q(u) = py(1—u)+ pyu
uel0,1]

e e
Ve [0,2;:']

Eine Tensorproduktfliche mit rechteckigem Parametergebiet kann
auch in Matrixform angegeben werden:

Sei (u,v)e [a,b]x][c,d]

q(u,V) = izm:Al]G] ('V)E (u) =

A

00

A G,(v)

om

=(E@) - E(u)

A A NG, (v)

n0 nm

Man erkennt deutlich die regelmiflige Gitterstruktur der gegeben-
en Kontrollpunkte 4, die fiir eine so gebildete Tensorproduktfliche

l:i)
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notwendig gegeben sein miissen. Regelmifig soll heiflen, in der glei-
chen Anzahl der Kontrollpunkte in u- und v-Richtung und nicht in
der Raumlage der Punkte. Sind die Kontrollpunkte unregelmiflig
verteilt (scattered), miissen andere Techniken eingesetzt werden, wie
sie bei der Scattered-Data-Interpolation entwickelt wurden [LF99].

1.1.4.2
Interpolation

Wie im Kurvenfall stellt sich in der Praxis oft die Aufgabe, eine Fliche
(Kurve) durch eine gegebene Anzahl von Kontrollpunkten zu legen.
Es seien also nxm Kontrollpunkte P, i=0,...,n, und j=0,...,m, gegeben
zu Parameterwerten u, und v, Gesucht sei nun eine (polynomielle)
Fliche X(u,v), die diese Punkte interpoliert. Es ergibt sich aus der
Voraussetzung X(u,v)=P; fiir i=0,...,m, j=0,...,n ein Gleichungssystem
P=FAG aus Matrizen:

1)00 R]m AOD AOm

pP=| : : A=| : :

Rx() le AnO Anm
E(u,) - E(u) G,) - G,)
F=| : G=| S
F(u,) - E(u,) G,(v,) - G,(v,)

Dieses Gleichungssystem ist nach der unbekannten Matrix A aufzu-
16sen. Sind wiederum wie im Kurvenfall die Parameterwerte u, und v,
paarweise verschieden, und wahlt man als Basisfunktionen F, und G,
Monome, dann sind F und G invertierbare van der Monde’sche Matri-
zen. Das Gleichungssystem kann dann zu A =F'PG™" aufgel6st werden
und liefert die Existenz und Eindeutigkeit einer Interpolationsfliche.

Werden fiir F und G Lagrangepolynome verwendet, d. h.

{1 fallsi=k

Frw)=0,= 0 sonst

GI'(v,)=0,,
so sind F und G Einheitsmatrizen und wir erhalten, wie im Fall der

Kurven, eine besonders einfache Losung der Interpolationsaufgabe
mit A=P.

1.1 Modellierung virtueller Welten
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Abb. 1.31:
Bézier-Tensorproduktfliche

Kontrollnetz

u
2 !

1.1.4.3

Bézier-Tensorproduktfidichen

Verwendet man als Basisfunktionen F und G die bekannten Bern-
steinpolynome tiiber [0,1] oder [s,t] vom Grad n bzw. m, so erhalten

wir mit gegebenen

Bézierpunkten b, € R’ eine Bézier-Tensorprodukt-

fliche oder ein Bézierpflaster:

n

u,ve[0,1]

boo

qu,v)=3. > b,B" (u)B,(v),

j=0 i=0

m

Die Bézierpunkte bilden das Kontrollnetz des Bézierpflasters.
Die Parameterlinien liefern Bézierkurven, wie man leicht durch ge-
eignetes Klammern erkennt:

q(uo,v) = Zn:(zm:buBlm (uo) ]"(V) = Zn:bj(uo )BJ" (v)

Die Bézier-Tensorproduktfliche liegt fiir die Parameterwerte
(u,v)e [0,1] ebenfalls in der konvexen Hiille des Kontrollnetzes, wie
man aus den Eigenschaften

3 [iB;’(v)]B{"(u) =1 und

i=0 \_j=0

=1

=1

3'S B (W (v)20

=0 j=0
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erkennen kann. Die erste der obigen Eigenschaften sichert auch die
affine Invarianz dieser Flachen.

Eine weitere Eigenschaft ist direkt aus den Bernsteinpolynomen ab-
zuleiten, dhnlich wie im Kurvenfall: Die Bézierpunkte der Randkurven
sind die Randpunkte des Bézier-Tensorproduktflichen-Kontrollnetzes.

Die Ableitungen in den Randpunkten lassen sich wie bei den Kur-
ven aus den Bézierpunkten der Randkurven berechnen:

a "
gq(u,v)u:[, =my B/ (v)(b,,—b,)
=0

%q(u, v)n:l = mgﬂ B”(U)(bn_u _b—1)

%q(u,v) o =nY,B" )b, -b,)

I=l
HFU

—q(,v),,, =nY,B" )b, ~b,.)
av i=0

Der bereits von den Bézierkurven bekannte De-Casteljau-Algorith-
mus kann auf Tensorproduktflichen erweitert werden:

q(uo,v())=i(ibi,.3;"(uo)]3;(v)=ibj<uo>3;(vo)

fiir festes i,uy aus den
0 \=b;:
bij (g )=bjj (ug)
mit de Casteljau
bj (ug )=b" (ug ) berechnen
)

mit de Casteljau Kurve an
der Stelle v=v, auswerten

Die vorletzten Elemente des De-Casteljau-Schemas liefern wieder
die Richtungen der partiellen Ableitungen g, bzw. g, der Bézierfldche.

115

Anschliisse von Bézier-Tensorproduktflachen

Wie wir wissen, definieren die Randpunkte des Kontrollnetzes den
Verlauf der Randkurve der Tensorproduktfliche. Durch sie konnen

wir auch zwei Tensorproduktflichen g, und g,, die wir aneinanderfii-
gen wollen, kontrollieren.

g =3 b, 1B (W) 1B (V)

=0 j=0

0. w)=>"> ¢, 2B (w) B! (v)

=0 j=0
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Abb. 1.32:
Ableitungen in den Randpunkten von
Bézier-Tensorproduktfiéiche



Abb. 1.33:
Aneinanderfiigen zweier
Bézier-Tensorproduktfidchen

44

g Identische Kontrollpunkte

v-Richtung

u-Richtung Kollineare Ableitungen

Sollen sie stetig aneinandergefiigt werden, so miissen die jeweiligen
Randpunkte der Kontrollnetze an der Anschlussstelle identisch sein.
Dann besitzen die beiden Bézierflichen dieselbe Randkurve. Ein we-
nig schwieriger wird es, die beiden Flichenstiicke an der Ubergangs-
stelle C' oder G' stetig zu gestalten.

Wir wissen jedoch, wie sich die Randableitungen, d.h. die partiel-
len Ableitungen an den Réndern, berechnen.

Um zwei Pflaster entlang der Randkurve in v-Richtung (C'-stetig)
aneinanderschlieflen zu kénnen, miissen erstens die beiden Pflaster
dieselbe Randkurve in v-Richtung besitzen, d.h., fiir die Bézierpunkte
gilt
b =Cyp J=05eest,

my

und zweitens miissen entlang der Randkurve, d.h. zu jedem festen v,
die Ableitungen in u-Richtung in Betrag und Richtung iiberein-
stimmen. Fiir C'-Stetigkeit muss also gelten (Anschluss in v-Rich-
tung), dass die Ableitungen in u-Richtung entlang der gemeinsamen
v-Kurve gleich sind:
b,-b,.,;=c;—c,;

Fordert man beim Aneinanderfiigen nur paarweise kollineare Tan-
gentenvektoren — also gleiche Tangentenrichtung —, was der G -Stetig-
keit entlang der gesamten Nahtlinie entspricht, so miissen die Poly-
gonsegmente des Kontrollnetzes zwar kollinear sein, aber in keinem
bestimmten Lingenverhéltnis stehen.

Allgemeiner kann festgestellt werden, will man einen C“-stetigen
Ubergang erzwingen, miissen die Kontrollpunkte des Netzes so ge-
wiihlt werden, dass alle Kurven (in u- und v-Richtung) C*stetig sind.
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kollinear in v-Richtung

imna

=Nnn

kollinear in
u-Richtung

il

()
H

u-RichtungT

v-Richtung

Beim Aneinanderfiigen von drei oder mehr Bézierpflaster sind so
eine ganze Reihe von Bedingungen an die Kontrollpunkte zu erfiillen.
Vor allem am gemeinsamen Punkt sind Vorkehrungen zu treffen.

Wie man aus Abb. 1.34 leicht erkennen kann, sind schon im G'-Fall
die vier nichsten Kontrollpunkte zum gemeinsamen Punkt in einer
Ebene zu wihlen.

Will man vier Bézierpflaster so aneinanderfiigen, dass die Uber-
ginge C'-(G"-)stetig sind, so sind am besten die Randkurven
(schwarz) glatt vorzugeben und die inneren (freien) Kontrollpunkte
entsprechend der geforderten Stetigkeit zu setzen.

1.1.5.1
Rationale Bézier-Tensorproduktfidichen

Sind ein Kontrollnetz b,e R? und Gewichte w,€ Rgegeben (i=0,...m
und j=0,...,n), kann eine rationale Bézierflache gebildet werden:

> b, B (w)B!(v)

R(u,v)=—-2"

ZZWﬁB{"(u)B;(v)

=0 j=0

wobei
P {wijbﬁ, falls w; #0
s

bij sonst.
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Abb. 1.34:
Anschlussbedingungen beim
Aneinanderfiigen mehrerer
Bézierpflaster



Abb. 1.35:
Beispiele rationaler
Bézier-Tensorproduktfidchen

Um diese rationale Bézierflache durch die Eckpunkte zu zwingen,
fordert man w, =w,=1.

Die rationale Bézierfliche ist wieder als Projektion einer Fliche in
R in den dreidimensionalen Raum zu betrachten. Daher iibertragen
sich die Eigenschaften wie konvexe Hiille, affine Invarianz, Stetigkeit
u. A. auch auf diesen Flachentyp.

1.1.5.2
Tensorproduktfidchen iiber Dreiecken
Wie schon erwdhnt werden nicht nur rechteckige Parametergebiete

zur Flichenbildung verwendet. In der Tat gibt es Modelle, die durch
Rechteckspflaster nicht zu realisieren sind:

Abb. 1.36:
Modelle, die nicht nur aus
Viereckspflastern bestehen

Vor allem zur Modellierung von Augen-, Nasen- und Mundberei-
chen sind Mischungen von Dreiecks- und Vierecksflichen notwendig.
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Um diese Situationen l6sen zu konnen, sind zwei Strategien mog-
lich: Zum einen kénnen ,,entartete” Vierecksnetze verwendet werden,
bei denen zwei Kontrollpunkte zusammenfallen.

Zum anderen kénnen, um wieder auf Viereckspflaster zu kommen,
zusitzliche Punkte eingefiigt werden:

Abb. 1.37:
Einfiigen zusdtzlicher Punkte,
um Viereckspflaster zu erreichen

Die dritte Mdglichkeit besteht in der Verallgemeinerung von Ten-
sorproduktflachen auf Dreiecksgebieten.

Sind nun drei Punkte R, S und T der Ebene gegeben, welche nicht
kollinear sind, so kann bekanntlich jeder weitere Punkt U der Ebene
in baryzentrischen Koordinaten der Punkte R, S und T ausgedriickt
werden:

i = — i i Abb. 1.38:
U=R+s5(S—R)+t(T-R) Baryzentrische Koordinaten

=(-s—)R+5sS +1T
=pR+08 +1T

Die Koeffizienten p (U), o (U) und 7 (U) heiflen baryzentrische Ko-
ordinaten des Punktes U beziiglich des Dreiecks RST.
Dann definieren die Funktionen

RSTBir:j,k(U) :2(. ?kjp(U)iO'(U)jT(U)k, i+j+k=n

i, J,

die sog. verallgemeinerten Bernsteinpolynome beziiglich des Refe-  Verallgemeinerte Bernsteinpolynome
renzdreiecks RST. Dabei ist

n)  nl
i,jk) iljlk!
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der bekannte verallgemeinerte Binomialkoeffizient. Wie die Bern-
steinpolynome eine Basis fiir den Raum der reellwertigen univariaten
Polynome (Polynome in einer Variablen) bilden, so bilden die oben
definierten verallgemeinerten Bernsteinpolynome eine Basis fiir den
Raum aller reellwertigen bivariaten Polynome (Polynome in zwei
Variablen) vom Grad n.

Fiir jedes bivariate Polynom q(u,v), :R2—R3 existiert also eine
Bézierdarstellung

q(u,V) = q(U) = z RST B;’k (U)bqk

i+j+k=n

beziiglich des Referenzdreiecks RST und den Bézierpunkten b,e RY
Die Punkte b, bilden das Kontroll- oder Béziernetz.
Setzen wir fiir eine so gegebene Bézierfliche

b, (U):=b,, miti+j+k=n

und bi,,j,k(U) = p(U)b(ri:}l),j,k(U) +

+0(U)b] .., (U)+
+7(U)b] oy (U), miti+j+k+r=n,

dann ist der Funktionswert q(U) mit dem letzten Glied b;,,(U) des
rekursiven Schemas berechnet (de Casteljau fiir Dreiecksflichen).

Wieder sind die bekannten Resultate fiir diese Dreiecksflichen ab-
leitbar:

e Liegt U im Dreieck RST, so liegt q(U) innerhalb der abgeschlosse-
nen konvexen Hiille des Kontrollpolygons.

e Fliche und Kontrollpolygon sind affin invariant.

e Die Fliche verlduft durch die drei Eckpunkte des Bézierpolygons,
d.h.qR)=b,,,4(S)=b,,,und q(T) = b

¢ Die Fldche verlduft in den Eckpunkten g(R), g(S) und g(T) tangen-
tial an das Kontrollnetz.

0,0,n°

¢ Die Einschrinkung von g auf die Gerade (S,T) (und analog fiir die
Geraden (R,S) und (T,R)) ist eine Bézierkurve mit den Bézierpunk-
ten b, ,,» d. h., fiir Ue (§,T) gilt:

n

qU)=> 1B (U)b, .,

k=0

Fiir den Anschluss von Dreiecksflichen sei auf die Literatur verwiesen
[ES97] bzw. [HL89].
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