
�

��
��
��������

'� 4�
��� ������ ��	
�� ��
���
�� ��
 ����
 ����� �����	�� ���� "�����
����������� :���� ��� �����������( ��� ��� .������
 "� ����� ����������
���	� �����

�� �����
J��
 ��� ��� �
��
��� "� ���%�������� ������� ��� ��� ��"� �������

����� ����������� ������( 2� ���� ��� ��	
 ��
 ��
 ��������	
�� ��������
���
�
�� ��� �
��
���� �� #��
�� �����  ��� ��

� ��"�( ���� ��%������� ��� ��


�	
��
������"��� ,5���� ������
��	
�
�
 �
������ ������� �� ��
��
������
��� ��������� ��
�� +�� ��� "�
 ���������������� ������� ��� ��� ����

����
 ���
 ��
�����
��� ��
��
�������� "� ��
���
�� ���( ������ ��� ���������
����� ��
 ����
� ���
�	
������ �� ������ #������� ���	
���7��� ���	
%������
��
 ��� ��� ��
 :
���( ��	
 ���	
�� #
���
��� ��� ��
�	
������ ,5�������
��
������ ��
 ���� ��������� ������� ��2����� ����
��� ��� ����
���� �����
 ��� ��

� ��� ��� ���
�$� #�����6��%� ��� ��������%��
'���������
� ��� ��
 -����	����� ��� �
��
����� "�
 ��
������� ���

���
������	
�� ������������������ ������ �� ���� �
�7� 4����( ��� ���
� ���
,5���� ��� ��� ��
�����
� ��
%���( ��� ��� �
����� ��������� ��� ����
	
�� -��I��� ��� 4�	
��
�
��
����� ��� ��� ,5���� 
��� !� ��	
� "� ����
�� ���
������	
�� ��
����������� "� ���5�����( ��
��� ��
 ����� �������
����� �� :�
� ��� �����	
�� ���������� ��
�������  �� *�	
����� "�
 �9����
�����	
�� !���
��	
��� ��
��� �� �����

����� ��
�������� "�
 ����
��	
��
&��
������ ����� ��
 "���
5
���� ,���
���
 ��
������� A���
� ���� QKR( QEHRB�

��� ��������	
�� 
�� 
���	������

.�������
���

��� ��
 ������� ��� #����
������ ��� :���"����� ��� �	
�$�� 
�� ���
�	
�� ����
 ��� ��� -6��
�������
�� ��� ��7��������
������������ "�
�	��
���
�$��( �� ��
���� ��
 ��� ��� ��� �
����9��� �5���	
�� ����� #����
�����
�����
��
 ���"���
"�� ��� ����� ��
������
� -����	������������ ���"�����



� � ���������	�
��


��� &�� ��
 "���
������ ,���������%
������ ��� 4�	
��
� 
�� ��	
 ��� &5��
��	
���� �
5$���( ���	
� *���� "� ����� �

����	
�� *��� �� :�
� ��� &���
�

�����
�	
����� ��
	
"���

��( ��� "� ����
 �����
�� #�����
�������� ��

��
��
������"��� 
��
��
 ��� ����
��	
( ���� ��� ��� ��������	
�� �
9�������	
�
��	
���	
�� ������� ��� "��� ��
��9����� ��� &���
���������	
����� �5��
��	
�� 
��������	
 �� ��� .������
 ���
�
%��� -� ��� ���� ��
��������( ��� &��
�������
�$ �����
�	
��� "� ��
����������
�8

����� ����� &����� ���	��
� ��� ���� ��	���
�����
 ���� �����������
���	������� ����	 ����	 ��� �������
�����

!� ��� ����
�� ��������� �
����� ���

���� ���
���	��� ��� �5��� "� �5��
���( ��� ��� ���������
�� ��

 ��� ��� ����
 ��
�����	
��� ��
������� ���
:���� ���	
� ��� &����� �� ���	
�� �������� ��� ��� ����%	
��	
�� �����
���
����� �� ��� �� �
�������������
��������� ����  �� #���� ��� ��
 �������
����� ����� &������ �����
� ���� ��
��(

• ��� ��
 ��� ����
�����
���� �
%����� ������
 
��������� ������� "� �
�
������ ��� �� &����� ��	
� "� ��
�	���	
�����(

• ��� ��� ��������	
�� ������� ��� �
%������ �� &����� �5���	
�� �����	

��� ��

��� 
�
���"��
�������

��� ��
 #��

��� ��
 :�
�����
��� ��� �� ���������� &������ �����( ���� ���
����
�����
���� :
���( ��� �������( ��������� ���
 ��
�����
��
 ���� '� ���� E�E
��� ��
 +�� ��� ��
 >4�����%�? ���
 ��� &����� 
�� "�
 ����
���� ���������
�������� ������
��
��

����� � ����	�
��

�

�����

• ���
��	�

• �����������
• � ��������
• �������
��	�

• �����
!����

�

�

����
����	��
��� ������

����
����	��
� ������
������	����� ��� ��������

����  � � "��������	�
# ��� ��� ��

� �	� �	�

��������	�




�$� "��������	�
 	�� ��
�������� %

 �
	
 ��� ����
������ �

��	
� ���( ���� &������( ��� ��	
 �� ����� ���
�������� ������������
��	
 ��
���� ��� ���%

� 
����( ��� ��
����	
�����
�� ��
����� &���3�������� ��� ����
� ����������� ��� %
���	
�
 ��
����

���
�
���� ��
��� �5����� !� ��� J��
�
����
���� "� ��
�����	
�� ��� ���
#��

��� �� ��
 :�
�����
��� "� ���%

�������( ���� �� �� �������� &��������

������
�	
��� :�
 ���  �
�������� ��� ���	
%����
�"����� �� ����� !���
�
��
��� ��� "��� ��� +��,�� �������� -	��
	�� .+�-/ ���� ��
�
������ !&,
��� ��	
 ��

 2���( ��
���	
�� ��� ����
 ����
�� &�������
������
�	
�( ��� ��	

��
���� ���� C�

��������� �� ��"%
����� ������������
��	
�� ���%

� 
��
��� ����
 ��	
 �������� �����
�����	���� ��
�8 ������� ��� ��� &��
�������
 �� ������ ��������� ��������� ������
��
��( ��� ��� ��� ��
 &�������
��� ���
���������� �
%������� "� �����
���� ��
������
�� ���
������	
�� 1�2���
��� �������( ��� ��� �� ��
���� ������ ��	
� ����
 �����
 �������� ��
���8

1���!��� �;� <1����
��� ��� ���8���� �� &�=�
���������� ������>;
��� ��������� t0 �����
� ���� ���������
 �� ,���
 ��� N0 �����
���� '� 2��
��� ��������
���� [t, t +Δt] At ≥ t0( Δt > 0B ��
��

� ��	
 ��� *��� ��
 ������(
�%

��� ����
� ������ �����
���� +�
 ������ ��� 
�	
� ��
�������� ����
�
�� �
�$��( ���� ��
 
��
��	
��� ��
"� ��������
����� ����
� ����	
� ��� ��	

����
�� ��
 ��"�
� �� ������ �� ��
 #����
 �
���
������ "� ��
 ���������
��"�
� N(t) ��� ��
 ,%��� Δt ��� ��������
����� ����� ��� ���
������	
�
:�
��� ����� ��	
 ��� ��������
��7��8

ΔN(t) = N(t + Δt)−N(t) = Δt
(
λ+ − λ−)N(t) . AE�EB

 ���� ��� λ+ ��� ����	
�� ��� λ− ��� ���
��
��� �� ��
 ���������
� ��
 ����
��
�� ����
"��� ���"�� ��


λ = λ+ − λ− .

+�
 �����
� ��� ��� ��
 ����	
��� AE�EB ��	
� �����
 ��
��( ���� ��� �
57�
N ��������	
 ���""�
��� ���� ������( �����
� ��
��� ����
 ��( ���� N ����
��$�
��"��
��
� 
������
���� :������� ��
 ��
������ t ����  ������
�� ��
 ��
AE�EB ��� ������ ������ ��
	
 Δt ��� ���
�	
��� ��� �
��"���
���� Δt → 0(
�� �

����� ��


N ′(t) = λN(t) , AE�KB

����� N ′(t) ��� ��������� ��
 :������� N �� ����� t ��"��	
���� '� :�
�
�����
 0�1����
�	�������
�� ���
� ��� ��� ��� ���
������	
�� &����� ��
 ���
"�����	
� -����	����� ��
 ������������
57�N "�
 ��
�������  �� �� ��������
(��	���������
��

N(t0) = N0 AE�HB

�
�%�"� ���  �$�
����������	
��� AE�KB "�� (��	������
��������  �� ��
	

����
 ���
������	
�� &����� ���
 ��
�����
�� ������� ������( ��� ��������
��
��
����� "� �5���( ��
� ���� ��$�
��"��
��
� :������� N "� 3����( ���
����
� ���  �$�
����������	
��� AE�KB ��� ��	
 ��� ���������������� AE�HB



& � ���������	�
��

�
������  �
	
  �$�
��"��
�� ���
"���� ��� ��	
 ����
� �����( ���� ��� -6���
���������������

N(t) = N0 eλ(t−t0) AE�NB

���� ,5���� ���� &�� ��������
�� &��
���� ���� ��� ����
 ��	
������( ����
�� ��	
 ����� �� ��� ���"��� ,5���� 
������ A������� E�EB�
 �� ��������� ,5���� AE�NB ��� �
�� ����
�� �	
�� 
�	
� ��
�������( ����

��
 λ > 0 A��
� λ+ > λ−B �%	
�� ��� ���������� ��� ��
 λ < 0 A��
� λ+ < λ−B
�	

����� ���� ���
 ��
���� ��� *����	
�( ���� ��	
 AE�NB ��� ��
� ��
 ������
��
 λ > 0 ��� ��
 ���� 2��� ��������� �	

���� ���
������( ������ ��
���� ���
����� &�������
������
��
 
��( ���� �� �5���� 2� ��	
 ��	
 ��	
 �� �����
 ����
t ��	
� �������� ����� ������ ��� ���
��"��� 4��� �6�����
���  �
 �
��� ��

������ :�
��
 ���( ���� +�	
������ ��� ���
��
��� ��� �������� ����������
��
���� -�� 
��������	
�
�� &����� ������ ��
�	���	
�����( ����

• λ+ ��� λ− ��� %�7�
��( "�����
%������ -��I����� ��
%���� A"��� !��
������������
���
( ,�	
���

%�������B( ��
 
���� �� ���� ��������	
 ���
"�����
%������ 4���� λ+(t) ��� λ−(t) "� ���( ��� �� ����������� ����
�
�	
�����	
 ��� ����� -��I���� 
�����
��S

• λ+ ��� λ− ��	
 ��� N(t) ������ ��
%����( ���� ���� �
�7� ��������"�
�
�������� 2� ����
 ����
��( ���� "��� 4���� ��� )%

���$������� �����
��
 ��
����  �
�
 ��� ��"���
���( ���� ��� �
57�
 ��
������ N ���
+�	
�����
��� λ+ ������� ��� λ− ���%	
���

'�������� ���� ��� ���� ����� �����
��( ���� ��� ����� ����
 #���������
λ �
�
 ���� :�������

λ(t, N(t)) = λ+(t, N(t)) − λ−(t, N(t))

���
�	
��� ����( ��� ���� ������"��
�� ������� 
���� �����  ��  �$�
�������
����	
��� AE�KB ��
� 
��
��� "�

N ′(t) = λ
(
t, N(t)

)
N(t) . AE�FB

�� ������ J��
�������� ���
� ���( ���� ��� ������� ����������
 ��������
��
��
������ ��
 :�
�

y′(t) = f(t, y(t)) , y(t0) = y0 , AE�MB

��� t0, y0 ∈ R ��
������
� ���� '� �������� ��
 �����
��������
 ��� N ���
����	
�� :�������( �� ���� f ��
� ��� ���"����� :�
�

f(t, N(t)) = λ(t, N(t))N(t)

�����"��  �
	
 ��� -����

��� ����
 :������� f ( ��� >�
�������? ��� t ���
y ��
%���( ������� ��� ��������	
 �� :��6������%� ��� ��
 ���
������	
��
&�������
��� "�����
%�����
 �
%������ A���
� ���� QFRB�  �� �������
����
��
 :
���� ��	
 -6�����" ��� -������������ ����
 ,5���� ��� ���������
��
�
������ AE�MB ��������� ��	
 ��
����	
������ �����	
 A���
� QEMRB( ��� ����
���



�$� "��������	�
 	�� ��
�������� '

��
�	
���� ��� ,5������ ��� ����
����� ��
 ��

 ������ ��� �� AE�NB ��
	

�	
�
��� /����
�� �5���	
� +�
 ������ �� �%	
���� !���
���	
���� ��
���
"�
�	�� ��
1���!��� �;� <	������,��
��0 �����
�� ��� .��
�,��>;
��� ����� ������� :������"��
� A+,�)B( ��� ��� �� "��� �� :���
%���
��� !����
���%��� 3����( ��
��� ��

�
� �� �������� ������������� A	��
���� ����
�B "�� ������ ��� -�������� ���  ����������� �� n ����������
���������� ���������
��  ���� ���������� ���	

����� ��
 2������ ��� ������ ��
��
 -���� ��� ��� ��
�����	
�� #��
�������

x(j) = (x(j)
1 , x

(j)
2 ) ��
 j = 1, . . . n .

!� ����"��������( �� ����� ��� I%	
����	�����
 ������ "�� )��"��
� ���
�%

������� ���( ���� �� m ���	
�
�����
��� ������%
���� &������������� ���
#��
�������

y(i) = (y(i)
1 , y

(i)
2 ) ��
 i = 1, . . .m ,

��� ��� ��� 	����� ����
� 2������ ���������� ��������%
�� ri �������� ��
����
+�
 ������ ��� ���
������	
�� &����� ����������( ��� ������ ��
���� �
���


����	
 ���	

�����  ���� 
���� ��� ��� �
9��� �����
8

E�  �� ��������%
�� ����� ������

� �
���
������ "�� D���
�� ��� ���
������ "���	
�� �����
 ��� -���%���
 ��� '�� pj ��� ��������%
�� ���
�����
� �� ��
 �������� xj ( �� ����� ��� ������ ������ 	����� ����
� ��
��
 ������ yi ��� ��
 '�������%�

Rij =
C

‖yi − xj‖2 pj ��
 i = 1, . . . , m , j = 1, . . . , n , AE�LB

��� '� �����
 ����	
��� ���
� ‖ · ‖ ��
 ��� �
���������� (��
	�� "����

������ �� ��
 -����8

‖y − x‖ =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 , x = (x1, x2) , y = (y1, y2).

/����
 ��
 �
���
��������%������������ C > 0 ��
��
��� ��	
 ���� -���
I���� ��� ��� ���������
�
�����( ��� ��� ��� 5
���	
�� �������
����� "��
������
%���� A,��� ��� ���	
�$��
��� ��� *
����%���� ����B� &��
���	
��( ���� ��
 ��
 ���� �5���	
�� ���
����� ��� �������������� ���
&���������� ��� ����	
� #�������� "� �
���� ������ +�
 ��
��� ����
"�
 ��
�����	
��� ��� ��
 &�������
��� ��( ���� ��� %�7�
�� -��I���� ���
��� ���������
�
����� ��
 ���� 4�	
������ ����	
 �����

K�  �� �����
 ���
����
� ��	
( �
�� ��	
 ����������� "� ������
%	
������  �
�
��� ��������%
�� ��� -������� �� 1
� yi �
���� ��	
 ��� ����� ��

����
%�� ����
 �����
8

ri = Ri1 + Ri2 + · · ·+ Rin =
n∑

j=1

Rij AE�OB



( � ���������	�
��

“`
(•)´

”

x(j)

“`
(•)´

”

“`
(•)´

”

⊕
y(i)

‖yi − xj‖y
(i)
2 −x

(j)
2

y
(i)
1 −x

(j)
1

)
��

����  �!� *	� "��������	�
 ��� �	�!�������!�$ +�� ,��������� ��� ������ ����	�

���� �	���
“`

(•)´
”
�
�!����- ��� "����	�!� �	��� ⊕$

���	
��� ��
( ���� ��� ����	
��� AE�OB ��
 ���� i = 1, . . . , m ���� ��� ���"��
��
 �� ����
���� �� AE�LB

aij =
C

‖yi − xj‖2 , ��
 i = 1, . . . , m , j = 1, . . . , n ,

�� ��� ����� AE�LB Rij = aij pj ��� ��
 �

�����8

ri = ai1 p1 + ai2 p2 + · · ·+ ain pn =
n∑

j=1

aij pj , i = 1, . . . , m . AE�;B

 �� ���
 ��� ��	
�� ����
�� ��� ��� �
����� ��
 �	
��2

A =

⎛

⎜
⎜⎜
⎜
⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 a2n

��� · · · · · · ���

am1 am2 · · · amn

⎞

⎟
⎟⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜⎜
⎜
⎝

C

‖y1 − x1‖2 · · ·
C

‖y1 − xn‖2
��� · · · ���
C

‖ym − x1‖2 · · ·
C

‖ym − xn‖2

⎞

⎟
⎟
⎟⎟
⎟
⎠

��� ��� A��������B���
��

p =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

p1

p2

���

pn

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

A���
� "��� QLRB� :����� ��
 ��� �� ��� ������� yi ���������� ��������%
���
ri "�� ������������




�$� "��������	�
 	�� ��
�������� .

r =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

r1

r2

���

rm

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

"�������( �� �%��� ��	
 ��� ����	
��� AE�;B ��
" ��� ������� �	

����� ���

Ap = r , p ∈ R
n , r ∈ R

m , A ∈ R
m×n , AE�E<B

����� R
m A�"�� R

nB ��� &���� ����
 ������������
�� ��� m A�"�� nB 
������
'�������
�� ��"��	
��� ��� R

m×n ��
 ��� &���� ����
 
������ &��
�"�� ���
m ������ ��� n ������� ���
��
 �
	
 ��� �	
��2����
�������
�
 AE�E<B ���� ��� ���� ��� �� ��� �����

������ yi ���������� ��������%
�� r ��
�	
���( ���� C ��� p ∈ R
n �������

����� !�����

� ���� ��� ��	
 ����� ������	
��� -������ r ∈ R
m ��
���

��� ��� ��	
 ��
 ��"� �5����� ������������� p �
����� '� ������ :��� �����
��� AE�E<B ��� ����	��� 3�����
����4�
�� ��� �9�������
�6 A ��� 
�	
��
 ����
�� r ���� -��� ����
� :
����������� �5���� ������8 +�� �
�7 ������ ��� +�
��
��
 #���������� pi ���������� ����( ����� ��� #���������� ri ���� �������
�	

���� ��	
� ����
�	

�����T  �� ��������( ���� ��� ��� �����������	
���
��� )��"��
� ��� ����
 ��������� :������������������ ��
���������� ���� ���
��� ���� ���� 5�
�����
���	
��	�� �5����
����	
����� ��
 �
� AE�E<B �
���� ����
 ���� ���( ���� ��� �����
�
 ���

������
��� "���	
�� ��������� ��� ����	
��� �
57�� �����
� ��� ��� ���
�� ������ �����������
������� ��
 :���� +�
 ��
��� ��� ��
�
 �� ������
��	
 ����
 �����
 ��� ��
 �������	
���	
�� /���
����� ��� &��
�"�� ���
�����
�� ���	
%������� :�
 ��� �������
���� ��
 :
���( ��� ��� ��� ����
��������� �������� �5��( ��
������ ��
 ��� ��� �����
�	
����� ��
��������
��
 �����
�� �����
�( ��
 )���
�� ��� ��
 1������
���� ��


���
������

'�� ��	
 �����	
�������
&�������
��� ��� ������� ���
 ��
�����( �� ���� ���
��	
 �� ��� -����	����� ��� :�
�����
��� ����
 ,5�������
������ ��	
���

��� ����
��
��� �	� ���� ��������� ����������� ���	�
���� ��� ��	���
����� ������� �� � ����	 ���������!"	�

 �� -������������ ��
 :�
�����
��� ���� ��	
� ��
 ��� ��

���� ��������� ��

,5��������
��� ��	
�
 �������( �����
� �
�5���	
� ��	
 ��� !���
��	
��� ��

'�����
���
 ��� ����
��
��� ��"����	
 ��
 ���������� �������( ��
� �� ��� ��
�
��
�������� ��	
 ��
���	
 ��� ,5���� ��� �
������ �����
�� ��7�
��� ��� ���
�6����  �
�������� ��
 ��
��

����	

���� ����������
( ���� ��� ��
�	
���
���� ��

���� ����
��
��� "�
 ,5���� ��� ��� ��
������ ������� ��
����	
��
��� ���
������ �����



/ � ���������	�
��

&�� ����
�� +�
���8 +�� ��� #�	

�"��� ���	

���� ��� ����
��
���( �	�
��� ��� ����
 ��� ����( �� ��� ������� "� �5����  �� ����
����� ���"����( ����
��� ���"����� ����������� ��	
 ��
	
��

��
 ���� �������  �� ���� "���
����
	
 ���%

������� ����( ���� ��� ��
"���
������ �
������	

���� ���"
��������
�
 )���
 ���� ��� ��	
� �����
 �
�%���
� ��
��� �������  �"� ���
�����	
�� ��������8

1���!��� �;� <��
���� ��� 4�� 5��
�������>;

E� ,��� ��� #��
������� (x, y) ����
K� ���"�

h := y , y := x , x := h .

H� ,����
� ��� ����� #��
������� (x, y) "�
�	��

��� ������
��	
�
 ��	
� ���	

���� ��
 ����
��
���( ��� ��� ����� �����
(x, y) �� ��
 -���� �� ��
 �
���� +�����
�����
����� ��������� ��
 ���� ��
������ ��
 �� ����
��
��� ��� ��"��	
���� := ��
 ���� +�
�"�����
����( �� ��� ��� ��
 ����	

��� �� ���
������	
�� ���� "� ����
�	
������
��
���� �� ��� �����	
�� �������� E�H ���� ��� �
������( ���	
� '���
������
��� ��� ����
��
��� �� -��"����� ����
�����8

•  �� $���	���	
��( ��	
 �	�	��
�� �������( ��� "�
  �
	
��

��� ��� ���
��
��
��� ���5���� ��
��� A�� �������� ��� ��
��� x ��� yB�

•  �� (
��	���	
��( ��
� ��� ��� ����
��
��� �������
�� -
������ A�� ����
����� ��� ������	
��� #��
������� (x, y)B�

•  �� ���	

������ ��
 �	

����( ��� ��
	
����

� ��
��� ������( �� ���

�	
���� 4������� "� �

����� A�� �������� ��� ����������� ��
 x� ��� y�
#��
�������B�

•  �� ��
 ��� ��

����  �
	
��

��� �5����� 6������!7��( ��� ����
 "� ���
-������� ��	
 "� ��� ������������ "%
���� '� �������� E�H ��� h ���� ���	
�
/�����
57� ��� ��� ��	
� ��	
 ���	
� ���
( ���� ��� ����� /�����
57� ��	
�
��
"�	
��� ��
��� �����

 ��  �
	
��

��
���� ����� ����
��
��� ���� ��	
 ����
	
 ���%

�������
����( ���� ����� ��������
�� �
������	

����� ��	
 ��
���� �6�����
���� ���
��
��
��� "�� -�����" ������( ��
�� #�

���
��� ������� ����  ���� +��

�������	��� ������ ����
��	
 ��� ��� ���������� -����������� ��
��
��
��
���8

1���!��� �;� <
�+���������� #�
���
�� ����� ������!��
��>;

E� ,��� ��� ��
��� x ��� y ����
K� :���� x ≤ y8 �����
� (x, y) "�
�	�(
����
������8 ��

� ��� ����
��
��� ��� �������� E�H ��
 (x, y) ��
	
�

��



�$� "��������	�
 	�� ��
�������� 0

 �
	
 ��� -�����" ��
���� �����
����
 ����
��
��� ��� ��
 -����	����� ���
����� ��
��

�� ������ ��	
 ��� &5���	
���� ��
 �	�
�
������
�� ����� �
��
������ &�� ����
����� ��� ���������������� �� *����
������ ��� ����9���
�(
��
 ���	
� ��
 *����������� ��
���� ,5��������
���� �6�����
���  ���
	

���� ��� ��	
 ���� ��� ���" ��� ��� -����	����� ����
 ��
��

�� ��
 ���
��	
 ��	
� ��
�������� �
����������������� ���"���
��
�� ��� ���
� �����
��� �	
���� ��
��� ���� !���
�
��
���� "� ����
 ,5��������
��� ��
 �
�
��
�����	
�� ������� "���������������
����
��
��� ������ ��	
 "��%	
�� ��� '�
��� ��	
( ��
� ��	
 �

�� ������

��������� ���������8 �� ���� �� "��� ��
���
����
��
���( ��	
����
��
���( ���

,5���������
��
��� ��
 ����	
����� ��
 ����
�	
�����	
���� �
�� -��� ����
�
�
� ��
 !���
�	
������ ��
� 
����	
���	
 ��
 -�����	
����� ����� ����
��
���
��� ��
  �
	
��

��� ��
��������8  � ��
 ��� �� ������ ��	
 ��� ��
 �
��
�
�����
��� ����������
 ���"��( ���	

%���� ��
 ��� ��� ��� ���
�	
����
��� �
	
���� ,��
�� (�����
����( ��
� ���	
�� /����������
�	

�����( ��� ���
�����	
 ������ �	

����� �����
��� 1�� ���
����� ����
��
��� ��� ���������(
��������� �	

���� �� ��� "� �����

����( ��� ��������� ����������� �
�����
�����  ��� ������ ��	
 ��� :
���( �� ��
 ����
��
��� 
����������� ���( ��
�
�� �����  �
	
��

��� �
�
� ��	
 �����	
�
 ���� �����	
������ ���� ��� �����
-�����	
��� ����� ��
 ��	
�
 �
�7�� +�
�( ���� ��
 ��� ,5���� ����
 ������
�� ��
�	
��� �������  ��� ��	
� ���� ����
��
��� ��
�����
��� ����( ��� "���
��� ��
 
�����%7���� ���������	
�� ���
��� ��� ����
 -�&��� �
����	
��
/�	
�
���� ���
����	
� ������� ���� ��������	
����� $�������������� �� ���

�	
������
��
�����P
&�� �5���� ������( ���� ��	
  �3������ 2���
 ����
��
��� ��
��������


���( ���� ��� ����	
�� -����������� ����� ��� ����	
� -
������ �����
��  ��  �3�
������ ��
������ ����
����� ��	
�( ���� ��� ����
��
��� ��������������� ���
%��(
��� ��� ����
���� ������ ��
 /������������������� ��� ����� ��� -
������
��
%���
� �5�����
��� ��� ���������� E�H ��� E�N ���� ��� ��	
 ����������
 ��� #�

���
���

���  ���
�����
�
��� ���
"������ +�����
 �$����	
���	
 ��� ���� ��
 ��� ����
����� �������	
� ��
��

�� "�
 ���������� ��� �
57��� ����������� *����
�
"����
 ��
���8

1���!��� �;� <�������� ��
 
���
������>;

E� ,��� a0, a1 ∈ N ����
K�  ������
� ��� 4���

a0 = q a1 + r

��� ���"�
a0 := a1 , a1 := r ,

�������( ��� a1 = 0�
H� ,����
� ��*(a0, a1) = a0 "�
�	��



�1 � ���������	�
��

 �
 )�	
����( ���� ��
 ��������� ����
��	
� ��
��� a0, a1 ∈ N ��	
 �����	

������  ��������� ��� 4��� ��
 :��� a1 = 0 ����
��� ��� a0 ���� ��	
 ����
�%	
��	
 ��
 �
57�� ���������� *����
 ��� ��� ������ -��������
�����
� ���(
3���� ��	
 "��� �� QER� ��
+�
 ������ ��� �����
 ��
 ,5���� ��� ���������
��
������� ��
 :�
� AE�MB
"� ��� ���
����� ��� ���� &��
���( ��� ������
��� ����
%���� ��� ��
 ����
�
���� ������� ��
 :������� f -
�������� �����
�� ��� �
��� "�
��� ��
 ����
(
���� ��� -
������ ��
 ���� )%
�
��� �� ��� �6���� ,5���� ��
�������

1���!��� �;" <&�� ����
���
+��
��>;  �� '���( ��� 
����
 ��� $
����
����	���� "�
 �%
�
���������� ,5���� ��� ���������
��
������

y′(t) = f(t, y(t)) , y(t0) = y0 ,

���	��( ��� ��� ��������8 +�
 �%
�
� �� ��
  �$�
����������	
��� ��� ���������
y′(t0) ��
	
 ���  �$�
��"��@���������

y(t0 + h)− y(t0)
h

=
y(t0 + h)− y0

h

��( ����� h > 0 ���� ��� ��� ���%
��� )����

���
� ����  � ��
 ��	
 ����

��$�
��"��
��
�� ,5���� y ��	
��( ��
� ����� -
���"��� ��
 �������� �����
���%
���� h ������ ���"� �
�7�� :�
��
 ��
�
��	
��� +�
 �

����� ��
���

y(t0 + h) = y0 + h f(t0, y0) ,

����� ��� 
�	
�� ����� �����
 ����	
��� ��
 �������� �
57�� ���
%�� ���
��	
 �
�� +����
�� ��
�	
��� �%���� +��� ��
 ���
 ��� ��������� ��
	
 ���
 �$�
��"��@��������� �
���"� 
����( ���
� ��� ��
 ������ ����� ���� ��	
� ��

�6���� +�
� y(t0 + h) ��
 ����	
��� ,5����( �����
� ��
 ��� )%
�
������
�(
��� ��
 y1 ������ ������� ���"�� ��
 �����


t1 = t0 + h ,

���� �5���� ��
 ��� ��
��
�������� ��� (t1, y1) ��� ����� ���
������ ����
��

���� ��� �

�����

y2 = y1 + h f(t1, y1)

��� )%
�
������
� ��
 y(t2) ��� t2 = t1 + h = t0 + 2h� ��������� E�H �����
��
��
� ����� ��
��
�������� ��� �� ��
� �
��	
���	
( ��
�� ��� &��
��� ��	

$
�������� ���4����
� ���	���� 
��7��
 �� �	

�������� ���� ��	
� ��
 ���� )%
�
����� ����	
 ����� &5	
�� ���

���� )%
�
��� �� ��
 ������ t > t0 ��
�	
���( �� ���� ��� ��
	
 +�
� ����

��
������

t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = t ,

2������ ��� �	

��������

hi = ti − ti−1 ��
 i = 1, . . . , n.



�$� 2��������3� 	�� O45��
���� ��

�

�
t

y(t)

•
(t0, y0)

•
(t1, y1)

•
(t2, y2)

����  �"� +
� �	���4����
���� �	� ��������
���� ��� ��
!��� 67�	�
 y$

��
������  �� -���
���
��

�� "�
 ��
�	
���� ��
 )%
�
����� y1, . . . , yn

������ ����8

yi+1 = yi + hi+1 f(ti, yi) ��
 i = 0, . . . , n− 1 . AE�EEB

��

��� ����������� 
�� O���������

��� ��
 ���
������� ��
 D�����%� ����� ����
��
��� ���� �������� ������� "�
��
�	���	
�����8

-	
����
������2�
8
9 ��� ���� ��( �������� �
������	

���� ��
 ����
��
��� "�

���%������� ��
 ������� ���5�����  � ��� .������
�
�"����
 ��
 ����
��������� ��"�
� ��� 1��
������� �
� �������
��� �����

�� ����( ��
�
��� ��
��	
��( ��� ��"�
� ��
 "�
 ,5���� �
��
��
��	
�� �
������	

����
"� �������
���

)�������������2�
8
9  �
 .������
�
�"����
 �
���� ���
 ����� �	
������ /�����
����	
�
 A&	���B ��� ��� �� /��������	
�
 ���������  ���� "�� +����
��
 ���
��"��� ����	
�
����"��%� ������ ��
 ��� �
�6�� ��
 ���	
� ���
��
��
��� �� :
���( ��� "� 2���� ��������� ��
 �����

��� ��� ����

���	

%�����  ��������� �
�������  �
 5�������	
� !����� ��� �����
	
�

�����
	�� ��� ��� �����
�� ���� ��� ��
 -����	����� ��� ����
��
����

:
	��
8
 ��� $���������9 ���"���� ��� ���
�6������������
��
��� ��� ���
-���
���
��

�� �� �������� E�M ��� "� ����
��	
��( ��� ��
� ��� ��
�	
���
��� )%
�
������
�� ��� �6����� -
������ �������



�� � ���������	�
��

 �� 2�������� ����	
���� ��
 ���"����� #
���
��� 
�	
��� ��	
 ��	
 ��� -
�
��
��
������ ��
 ����
���� �
�������������� 4�	
��"��� ��� ����	
�
 ������
���"���	
 ���� ��� �� ��"��	
��� ��� ����
��
��� ��� �����
 ,���"��� �"��
�
�7�� ����	
�
����
� ��	
 ��� 
�
��� )���
��	
 ���� ��� ���
 ��� #������
6��%� ����� ����
��
��� ��
� �� ����� ����( �� �� ��� �
� �����������
� ���
��	
 �� �	
�������� :��� ���
 ���
�
%���	
 ����� ,���"����� %
��
�� �� ������
���	� ����9���
� ��� ��� ���5������ 1��
������� ��� ��� ����	
�
����
� ���
���
������	
�� &��
�����
+��� ��� ��
�	
������ ����
��
��� "�
 ,5���� ��� ��� ��
������ ����

���� ��2����� ����������
 ��
����	
�� ����( ���� ������ -�����	
����� ��

����
��
��� ��� ,���"��� ���
 ����	
�
����
� �� ��"��
��� �����"� ��
���
"� ��� �
57��( ��� ��� �
����� 	
�
����
����
���  �"� ��� �������	
�� ����
�����8
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����>;
:�
 ��� �����
���� ����� ���9���� ��� �
�� n ∈ N

P (x) =
n∑

k=0

ak xk ,

�� ����
 ������ x0 ∈ R ���� ��� �������� >�����? &��
��� ��
������8

E� ���"� p0 := a0�
K� :�
 k = 1, 2, . . . , n8
• ���"� /�����
57� M := ak(
• :�
 m = 1, . . . , k ��
�	
�� M := M · x0�
• p0 := p0 + M �
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Op(n) =
n∑

k=1

(k + 1) = n +
n∑

k=1

k = n +
1
2
n(n + 1) =

1
2
n2 +

3
2
n .
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P (x) =

(

· · ·
((

(an x + an−1)x + an−2

)
x + an−3

)
· · ·
)

x + a0 ,

�� ������ ��	
 �������� &��
��� ��( ��� ��	
 6������)����	 ������� ��
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p0 := p0 · x0 + ak .
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��	
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��� m n -���
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n×n ���5����
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����	
� ����	
�
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 "����
 �����
�� x, y ∈ R
n ��� ��3���
� ���

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xi yi ,
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n �����
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 ��� y ∈ R
m ��"��	
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 �� #���������� ��� y ���� ��3���
� ��
	


yi =
n∑

j=1

aij xj , i = 1, . . . , m ,

����� aij ��� &��
�6����
%�� ���� ��� xj ��� j��� #��������� ��� �����
�
x ���� +�
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Op(m, n) = m(2n− 1) .
��



�& � ���������	�
��

&�� O���������

+�
 ������� �� �������� E�L ��� �6���� ��"�
� ��
 ���5������ �
��
�����	
��
1��
������� ���	
� ��
�	
���( �� ����� ����
��
��� ��

 �����	
�
 )���
 �����
:�
 ������"��
��
� ��� ������
��	
�
 ��
�����
�� ����
��
��� ��
� ��� �6�
���� ��
�	
���� ��
 ,���"���������6��%� ��

 ��
����� ��� ��� ��	
 ��� ���
��� �����
�� �
��� ���� �
�
 ��������
� �������8  �
 !���
�	
��� �� ��

,���"��� ��
 ������ ��
��

�� "�
 ���9��������
���� ��
� ��� ��	
������
���9����
�� n �
�� 
�	
��� ���
��
( �� ���� ��
 @���
����	
� ������� ��
��
 #�����6��%� ��
 ������ &��
��� �������
� ��� ��� ��� �����
�� ������
��
��	
�%������ �����
:�
 ����� ��
����	
 ��
 #�����6��%� ��� ����
��
��� ������ ���� ��� ���


���� ��� #������� ��
 3�!7������
���� ��� ,���"���� ��� ����	
�
������6��
�%��  �
 �������� ���
�$ ��� ���� ���
������	
� �
%"����
��� 
��
���8

&�2������ �;( <O���������0 �����	�#'�����>;
-� ��� I ⊆ R ��� '���
���� ���

f, g : I −→ R

����� "��� :����������

�B ��� x0 ∈ R�  �� :������� f 
��7�  �� ��� 5���
�� O(g(x)) �%� x → x0(
���� �� ���� #�������� C > 0 ��� ��� δ > 0 ����( �� ���� ��� ��������
!�����	
��� ����8

|f(x)| ≤ C |g(x)| ��
 ���� x ∈ I ��� |x− x0| < δ . AE�EKB

 �� :������� f 
��7�  �� ��� 5���
�� O(g(x)) �%� x →∞ A�"�� x → −∞B(
���� �� ���� #�������� C > 0 ��� ��� M ∈ R ����( �� ���� ��� ��������
!�����	
��� ����8

|f(x)| ≤ C |g(x)| ��
 ���� x ∈ I ��� x ≥M A�"�� x ≤ MB . AE�EHB

�B ��� x0 ∈ R�  �� :������� f 
��7�  �� ��� 5���
�� o(g(x)) �%� x → x0(
���� ����8

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0 .

-����
�	
��� 
��7� ��� :������� f ��� ��
 1
����� o(g(x)) ��
 x → ∞
�"�� x → −∞( ���� ����8

lim
x→∞

|f(x)|
|g(x)| = 0 �"�� lim

x→−∞
|f(x)|
|g(x)| = 0 .
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 ��� ����� ���9��������
���� �� �������� E�L ���

Op(n) = O(n2) ,

��� ��
 ��� /�
��
��	
��� ����

Op(n) = O(n) .
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 ����	
�
����
� �����
 ����
��
��� ���

Mem(n) = O(n) .
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��� ��� ��"�
� ��
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"� �
���� ����( ���� ��� ��� ��

����� ��
 n→∞ ���	

�����

�B -�� ���9��� ��� �
�� n(

p(x) =
n∑

k=0

akxk

��� ��
 x →∞ ��� ��
 1
�����O(xn) �"�� ��
 2���� ε > 0 ��� ��
 1
�����
o(xn+εB�  �� ����	
� ���� �$����	
���	
 ��	
 ��
 x → −∞�

	B :�
 ��������� n ∈ N ����

xn = o(ex) ��
 x →∞ .

&�� ���� 
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"� ��	
8 > �� -6����������������� �%	
�� �	
� �	
�����
 ���
2��� �����" ��� x�? ��

)���
��	
 ��� ����� f(x) = O(f(x)) ��� ��� ��
  �3������ ����� ��� ����
� ���
���������� ���

f(x) = o(g(x)) ⇒ f(x) = O(g(x))

��� +�
 ������ �����
� -�����	
����� �� ��� ��������� ���" "�������8

#��, �;��; <%� �	� -	��	
�)4���� O ���
9

	/ <%� 	��� K ∈ R \ {0} ���


f(x) = O(Kg(x)) ⇔ f(x) = O(g(x)) .

�/ f(x) = O(g(x) + h(x)
)

�� h(x) = O(g(x)) ⇒ f(x) = O(g(x))=

�/ ���� f1(x) = O(g1(x)) 
�� f2(x) = O(g2(x))� �	�� ���


f1(x) f2(x) = O(g1(x) g2(x)) .

 �� ������ ���
������ ��
 ��� J���� A������� E�HB�
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��� ��
 ��� x ∈ R ��� ��

����� +�
� ����
 �
57� ��� ��� x̃ �����
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��� �����	
�����( �� ��
�

eabs(x) = |x− x̃| AE�ENB

	����

�� <����� �� x ��� ��
 x �= 0 ��
 D�������

erel(x) =
|x− x̃|
|x| AE�EFB

���	
� �� <����� �� x ��������
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%������ �	
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� ���������

������ ���� �� �����	
� ������� ��� ��� �������� "����
 ��
��� a, b ∈ R ����
�������
 ��	���	
 ����� ���	

%��� ��� ��	
 ��� ��� ���
�	
���� ��� ���������
:�
��
�( �� �����
� ���  
���	��������	
���

|(a + b)− (ã + b̃)| ≤ |a− ã|+ |b− b̃| ≤ 2 max{|a− ã|, |b− b̃|} , AE�EMB
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1���!��� �;�� <5�������������'�� ��
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 ����9�� ��

��
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���� ��� 
�������� :�
��
� ��� ��
 ��
�	
���� ��� a + b ��
��� ��

"��%	
�� ��( ���� a, b ∈ R \ {0}� '�� ��
 ��
 ������� b ��
��
��
�����( ��
������ ��
 �������� :�
��
 �� -
������

|(a + b)− (a + b̃)| = |b− b̃|
��� ��
��� ����� ��
 ��� 
�������� :�
��
 ��� ��"��
���

|(a + b)− (a + b̃)|
|a + b| =

|b|
|a + b| erel(b) .

������ 3���� ��
 ��
 ��� :���( ���� ��
 a ��
��
��
����� ���( ��� ����	
���

|(a + b)− (ã + b)|
|a + b| =

|a|
|a + b| erel(a) .

+�
 �5���� ��� ��� ����������� :��� ��
������8 +��� ��� ��������� :�
��

�� a ��� b 
��
��	
��� ����� ����( �����
� ���  
���	��������	
��� ��� ��������

�	
� �
��	
��
� ���	
%�"��� ��	
 ����8

|(a + b)− (ã + b̃)| = |(a + b)− (a + b̃) + (a + b)− (ã + b)|
≤ |(a + b)− (a + b̃)|+ |(a + b)− (ã + b)| .

 �
��� �

����� ��
 ��
	
 -�����"�� ��
 ������ ����	
�����

erel(a + b) =
|(a + b)− (ã + b̃)|

|a + b| ≤ |b| erel(b) + |a| erel(a)
|a + b| . AE�ELB
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 ����( ����
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��%
�� ��
���( ���� |a+ b|
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 ����� ���� ����
� ������
�	��8
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rd(x) ⊕ rd(y) = rd(x + y) ,

rd(x) � rd(y) = rd(x y) ,

rd(x) � rd(y) = rd(x/y) .
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x = (−1)s 2Emin 0 .f .
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x = (a + b)(1 + ε1) , s1 = (x + c)(1 + ε2) .

 �
	
 �������������� �
���� ��	


s1 =
(
s + (a + b)ε1
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∣
∣
∣∣
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x+ = −p
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