Kapitel T.

Elliptische Funktionen

Einleitung

1. Vorbemerkung. Wenn man sich als Student nach Vorlesungen zur Funk
tionentheorie iiber ein oder zwei Semester erinnert, welche ,konkreten“ Funk
tionen man kennen gelernt hat, so notiert man die

(i) rationalen Funktionen,
(ii) trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen zusammen mit der Ex
ponentialfunktion und ihre Umkehrfunktionen

sowie eventuell die
(iii) Gamma Funktion.

Zum gleichen mageren Ergebnis kommt man, wenn man die Standard Lehrbii
cher zur Funktionentheorie auf konkrete Funktionen durchsieht.

In allen drei angegebenen Beispielklassen braucht man eigentlich keine zusétz
liche Theorie fiir die Behandlung der Funktionen, man kann sie vielmehr ohne
,Funktionentheorie, d.h. ohne Verwendung von Sédtzen dieser Theorie, direkt
herleiten: Man hat dabei lediglich die in der reellen Analysis iiblichen Begriin
dungen auf komplexe Argumente auszudehnen.

Historisch gesehen waren (i) und (ii) sowie die wesentlichen Teile von (iii) bis
zum Beginn des 19. Jahrhunderts bekannt. Erst im 19. Jahrhundert beginnt die
Funktionentheorie ihren Siegeszug durch die Analysis, nachdem eine Theorie
zur Behandlung neuer Funktionenklassen entwickelt werden musste. Eine solche
neue Klasse von Funktionen wird in diesem Kapitel I untersucht.

2. Integrationsprobleme. Im ausgehenden 18. und beginnenden 19. Jahrhun
dert wurde immer wieder das Problem der Berechnung eines Integrals der Form

dt

(1) F(x):= \/ﬁ
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behandelt, wobei p(t) ein gegebenes reelles Polynom 3. oder 4. Grades in ¢ ist,
das im betrachteten Intervall nur positive Werte annimmt. Die analoge Frage
flir Polynome p vom Grad 1 oder 2 kann elementar bzw. mit den Funktionen
1(ii) gelost werden. Im Fall (1) gelingt eine elementare Integration jedoch i. A.
nicht! Integrale der Form (1) treten u. a. bei der Bestimmung der Bogenlinge
von Ellipsen (vgl. 5), Hyperbeln und der Lemniskate (p(t) = 1 —t4, vgl. 4) auf,
man nennt sie daher (missverstindlich) elliptische Integrale. Solche elliptischen
Integrale findet man in der Literatur zuerst um etwa 1655 bei J. WALLIS (1616
1703) und dann bei Jacob BERNOULLI (1654 1705).

Will man die Problematik umgehen, die durch eventuelle Nullstellen von p ent
steht, so nehme man an, dass F' (lokal) eine streng monoton wachsende Umkehr
funktion G besitzt. Eine elementare Umrechnung fiihrt dann zum (&quivalenten)
Problem der Losung der Differentialgleichung

(2) G” = F(G)* = p(G).

An dieser Differentialgleichung kann man sich leicht iiberlegen, dass man den
Fall eines Polynoms p vom Grad 4 stets auf den Fall eines Polynoms von einem
Grad < 3 zuriickfithren kann:

Proposition. Sei p(t) ein komplezes Polynom vom Grad 4 und r € C eine
Nullstelle von p(t) sowie

q(t) = p'(r) -+ 3p"(r) - £ 4 0" (r) - t + 59" (r) € Clt].

In diesem Fall ist G genau dann eine Lésung der Differentialgleichung G =
p(G), wenn entweder

1
G= d H =
r oder e
die Differentialgleichung
(3) H" = q(H)
erfillt

Beweis Es sind
(x) G#£r und H=1/(G —r) gleichwertig mit H 20 und G=r+1/H.

Ist G' # r eine Losung von G'° = p(@G), so liefert eine einfache Rechnung

HE = (G0 6" = (G =) p(G) = #p gy ) =)

also (3).

Sei nun H eine Losung von (3). Aufgrund von ¢(0) = 5;p™(0) # 0 gilt H # 0.
Wegen (x) ergibt eine analoge Rechnung

12 -4 2 _ 4 1 _
G"=H " H"=(G-r) q(Gr = p(Q). -
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Hat ¢ den Grad 3, so ersetzt man ggf. noch H durch aH + 3, a, 5 € C, a # 0.
Dann kann man ¢ in der so genannten WEIERSTRASSschen Normalform

(4) q(t) = 43 — cot — 3

annehmen. Der in der Proposition aufgezeigte Weg, von einem Polynom 4. Gra
des zu einem Polynom 3. Grades zu gelangen, wurde erstmals 1856 von A.
CAYLEY (1821 1895) angegeben (Coll math papers IV, 60 69). Diese Reduk
tion wurde von K.T.W. WEIERSTRASS (1815 1897) etwa ab 1862 in seinen
Vorlesungen an der Universitidt Berlin behandelt (Math Werke V).

Ein anderer Weg einer Reduktion auf eine einfache Normalform wurde schon ab
1825 von A.M. LEGENDRE (1752 1833) (vgl. [1825; I], 4 11, oder H. WEBER
[1908], §4) eingeschlagen: p(¢) habe nur einfache Nullstellen. Es seien a,b € C,
a # b mit p(a) = p(b) = 0. Man setzt nun mit einem 0 # v € C:

e {m : falls Grad p(t) = 3,
- —4

o
V7 (G=a)/(G=1), falls Grad p(t)

Aus (2) folgt fiir H eine Differentialgleichung der Form
H”? = AH'+ BH*+C, A,B,C €C, AC #0.

Durch geeignete Wahl von 0 # v € C erhilt man eine Reduktion auf die so
genannte LEGENDREsche Normalform

(5) H*?=C-qH), qt)=01-#)-1-k*), K ecC, k2#0,1.

Die Zahl k£ nennt man den Modul des zugehorigen elliptischen Integrals. Geht
man von der WEIERSTRASSschen Normalform (4) mit

p(t) =4t —a)(t = b)(t - ¢)
aus, so kommt man z. B. auf
E*=(b—a)/(c—a).
Hat p(t) den Grad 4, so ist k% das Doppelverhiltnis der Nullstellen. Entspre

chend nennt man ein Integral der Gestalt

(6)

] dt
) V(1 —=12)(1 — k2t2)

ein Integral (erster Gattung) in LEGENDREscher Normalform Durch die Sub
stitution ¢ = sin+ kann man (6) zuriickfiihren auf Integrale der Form
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@
d
(7) / —1/1 ) (p = arcsin z,
/ 1 — k2sin?

die ebenfalls nach LEGENDRE benannt werden.

3. FAGNANOs Beispiel. An einem iiber 250 Jahre alten Beispiel soll nun
gezeigt werden, dass Losungen der Differentialgleichung 2(2) zusitzliche uner
wartete Eigenschaften haben konnen: Sei dazu p(t) := 1 —t*, d.h. k =i in 2(6),
also

X

dt

Aufgrund von 1 —t* = (1 —¢)(1+¢t+ 12 +3) > 1 —¢ fiir alle 0 < ¢ < 1 existiert
das uneigentliche Integral F'(1) =: o (vgl. 4.5). Die Funktion F : [0,1] — [0, o]
ist streng monoton wachsend und stetig und hat daher eine streng monoton
wachsende Umkehrfunktion G : [0, ] — [0, 1] mit der Eigenschaft

(2) G?’=1-G*, G(0)=0, G'(0) =1.

Conte G.C. FAGNANO (1682 1766; Opere matematiche I III, Mailand Rom
Neapel 1911 1912) entdeckte um 1750 eine unerwartete Eigenschaft von F:

Satz von FAGNANO. Fir alle hinreichend kleinen x > 0 gilt

2F(1’):F<2x T2

Man schreibt dies auf die Umkehrfunktion G um und erhélt das

Korollar. Fiir alle hinreichend kleinen u > 0 gilt

~ 2G(u)G'(u)
G = TG

Beweis Der Ansatz t? = 2s?/(1 + s*) fiihrt zu
1-t'=(1-s"/(1+ 54))2 und ¢ dt =2s(1 —s*) /(14 s*)? - ds,

also zu

dt ds
=V2. .
V91—t 1+ s

Die erneute Substitution s = 2r?/(1—r%), also t = 2r-v/1 — r4/(147%), ergibt

ds V2 L also b 9 dr
V1+ st V1= V1—tt V1—rt

Das ist aber die Behauptung,. a
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An der durch (2) definierten Funktion G kann man die Herleitung von 2(4) gut
exemplifizieren: Man setzt
1 1 1-2H

=~ Z also G =
G112 ¥ 1+2H

und verifiziert die WEIERSTRASSsche Normalform H'? = 4H® + H. Mit der
Substitution G' = 1/v/H erhilt man dagegen H'> = 4H3 — 4H. Man vergleiche
hierzu WEIERSTRASS’ Arbeit iiber die lemniskatische Funktion (Math Werke
VI, 183 219).

FAGNANOs Werk Produzioni matematiche wurde L. EULER am 23.12.1751 zur
Begutachtung in der Berliner Akademie vorgelegt. Diesen Tag bezeichnet JACO
BI als den Geburtstag der elliptischen Funktionen. In der Tat gab das Studium
des genannten Werkes EULER die Anregung zu seinen wichtigsten Untersuchun
gen iiber die elliptischen Integrale, insbesondere zur Entdeckung der Additions
theoreme (P. STACKEL und W. AHRENS [1908], 23, 31 und 34):

Bei dieser Gelegenheit habe ich auch einen fiir Geschichte der Mathematik
ungemein wichtigen Tag gefunden, an welchem unsere Akademie EULER auffor
dert, das von FAGNANI ihr ibersandte Werk zu prifen, ehe man dem Verfasser
antwortet Aus dieser Prifung ist die Theorie der elliptischen Functionen ent
standen (Brief von JACOBI an Fuss vom 24 10 1847)

Im Jahre 1761 griff L. EULER (1707 1783; Opera omnia I, 20, 58 107) dieses
Problem auf und zeigte ein allgemeines Additionstheorem:

Satz von EULER. Fiir alle hinreichend kleinen x,y > 0 gilt

/11—yt +yV/1 — a2t
1+ z2y? '

F(x)+F(y)—F<

Der Ubergang zur Umkehrfunktion ergibt hier das

Korollar. Fiir alle hinreichend kleinen u,v > 0 gilt

G(uw)G'(v) + G(v)G'(u)
1+ G%*(u)G?(v)
Bald danach schreibt EULER, dass die elliptischen Integrale als selbststindige

Transzendente in die Analysis eingefiihrt werden sollten. LEGENDRE hat diese
Auffassung voll unterstiitzt.

G(u+v) =

Das Beispiel von FAGNANO ist in dem Sinne typisch, dass die Umkehrfunktion
von Integralen der Form 2(1), d. h. die Lésungen von Differentialgleichungen der
Form 2(2), eine Klasse von interessanten Funktionen bilden. Man wird dabei
natiirlich ins Komplexe gehen und allgemein meromorphe Funktionen zulassen.
Aus der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems (2) erhélt man

(3) G(iu) = iG(u).
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Das Korollar zum Satz von EULER zeigt dann, dass die Funktion G doppelt
periodisch sein wird: Fiir alle v € C mit G'(v) = 1 gilt G(v) = 0 nach (2) und
damit G(u + v) = G(u) fiir alle v € C. Wegen (3) ist dann mit v auch v eine
Periode von G.

Die Entdeckung der doppelten Periodizitdt jener Umkehrfunktionen ist die
Grundlage der Entwicklung der Theorie der elliptischen Funktionen durch N.H.
ABEL (ab 1826) und C.G.J. JACOBI (ab 1827). Bereits gegen Ende des 18. Jahr
hunderts besaf C.F. GAUSS wesentliche Ergebnisse zu den elliptischen Funk
tionen. Er hat dazu aber aufser einer kurzen Andeutung in den Disquisitiones
arithmeticae (Werke I, Art. 335 (1801)), einer Anwendung auf die Arithmetik
(Werke II, 9 45 (1808)) und einer Anwendung auf die Theorie der Sikularsto
rung (Werke III, 331 355 (1818)) nichts verdffentlicht. Dass GAUSS in der Tat
viele wesentliche Ergebnisse bekannt waren, wurde erst bei der Sichtung und
Auswertung seines Nachlasses deutlich (Werke ITI, 361 490, und VIII, 35 117;
ferner F. KLEIN und M. BRENDEL [1911]).

In diesem ersten Kapitel wird ein auf J. LIOUVILLE (1809 1882) und H. BURK

HARDT (1861 1914) zuriickgehender Zugang zu diesen Funktionen entwickelt,
der nicht wie noch bei K.T.W. WEIERSTRASS (Math Werke V) von den ellipti
schen Integralen ausgeht, sondern die doppelte Periodizitédt in den Mittelpunkt
stellt. In der Literatur erscheint dieser Aufbau wohl erstmals in dem Buch von H.
BURKHARDT ([1899], 2. Abschnitt). Durch das klassische Buch von HURWITZ

COURANT [1964] aus dem Jahre 1922 wurde dieser Ansatz weltweit verbreitet.

4. Die Lemniskate und ihre Bogenlinge. In der euklidischen Ebene R?
seien zwei verschiedene Punkte p,q gegeben. Unter einer Lemniskate versteht
man dann den geometrischen Ort aller Punkte 2z € R?, fiir welche

(1) |z —pl-|z—q| = p—q?

gilt. Offenbar geht die Kurve durch
den Mittelpunkt 1(p+¢) der Strecke D
von p nach g. Bis auf eine Bewegung
der Ebene darf man daher den Mit
telpunkt als Ursprung sowie Abb.1: Die Lemniskate

(3= (om0 ()

(@+a)+y) (& —a)+y") =a’

also

annehmen. Dies ist gleichwertig mit (z2+y%)? = 2a%(2? —4?). Nun liegt es nahe,
die Normierung 2a® = 1 vorzunehmen, also den Abstand der beiden Punkte p, ¢
auf v/2 zu normieren:

(2) (2% +92)? =2 — ¢,
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Fiihrt man hier Polarkoordinaten x = rcose, y =rsinp, r > 0,0 < ¢ < 27,
ein, so wird (2) gleichwertig mit

(3) r? =cos2p, 0 < < 2.
In der Analysis lernt man, dass die Bogenldnge s = s(¢) einer in Polarkoordina

ten r = r(t) und ¢ = ¢(t) gegebenen Kurve durch die Differentialgleichung

(4) s =14y =1 42 ”

bestimmt ist.

Proposition. Die Bogenlinge der Lemniskate wird gegeben durch

r?
2
SI

T 1o
Beweis Aus (3) folgt rr' = —sin 2¢p - ¢/, also auch
r2r'? = gin? 20 - cp’2 = (1 —cos?2p) - 50'2 =(1-r"- (p’Q.

Wegen (4) erhélt man

2 2 7‘4 74/2
s =r"-(1 = .
( + 1-— r4) 1— 7t a

Beschrinkt man sich etwa auf den ersten Quadranten, so kann man r als Para
meter wihlen. Dann wird die Bogenlidnge der Lemniskate gegeben durch

also durch das FAGNANO Integral 3(1), das in 4.5 berechnet wird. Der Satz von
FAGNANO besagt dann, dass das Doppelte der Linge des Bogens zwischen dem
Ursprung und dem Punkt P mit der Linge des Bogens zwischen dem Ursprung
und dem Punkt @ bereinstimmt, wenn die zugehorigen Parameter r = rp und
R = rg die Bezichung

R=2r-V1—r4/(1+7r%

erfiillen. Die geometrische Bedeutung dieser Formel liegt in der Tatsache, dass
die Quadrate von R und r wegen
1—rt 212 2R?
RZ=4r> — — bzw. 7r’=—"—— mit t!= "
1+riz Y 1+ 1- R
jeweils durch rationale Operationen zusammen mit dem Ziehen von Quadrat
wurzeln auseinander hervorgehen. Man erhélt den

Satz. Die Verdopplung des Lemniskatenbogens ist durch Konstruktion mit Zirkel
und Lineal moglich
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FAGNANO schiitzte diese Verdopplung so sehr, dass er den (spéter ausgefiihrten)
Wunsch duferte, eine Lemniskate auf seinem Grabstein einzumeifeln!

Literatur: C.L. SIEGEL, Ges Abhandlungen III, 249 251, und [1988].

5. Die Bogenléinge der Ellipse. Im Anschluss an die Arbeit {iber das FAGNA
NO Integral 3(1) hat EULER noch 1761 (Opera omnia I, 20, 153 200) ein Inte
gral behandelt, das die Bogenlidnge der Ellipse einschlieft. Fiir das Integral

1+ At*> + Bt*

1 E) = | —mM——— dt
(1) () O«/1+Ct?+Dt4

zeigte EULER dort die Funktionalgleichung

2

2 2 2,22
I R s e e )

mit

x\/l—b—CyJ + Dyt + y\/1+Cx2+Da:4
1 — Dax?y?

(3)

Wie man sieht, herrscht im Fall A = B = 0 vollige Analogie zum Satz von
EULER in 3.

Ist nun eine Ellipse gegeben durch

2 2
%+Z—2:1,a>0, b>0,
a

so gilt im ersten Quadranten
\/a2—$2 y = bL, 0<z<a.
a A /a2 _ IQ -

Damit erhilt man fiir die Bogenlinge ein Integral der Form

/\/a4 + (b2 — a?)s /\/1—i-l<:t2 . b —a?

Uy =
Va2 —s? Vi—+¢2 a?

)

wenn man s = at substituiert. Da man hierfiir auch

z/a

14 kt?

V(1 =)(1 + kt?)

schreiben kann, ergibt (2) eine einfache Funktionalgleichung fiir die Bogenldn
ge.
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6. ABEL und JACOBI: Eine Theorie entsteht. Das Journal fir die reine
und angewandte Mathematik oder Crelles Journal war Mitte des 19. Jahrhun
derts international die filhrende mathematische Zeitschrift. Sie wurde 1826 von
dem Oberbaurat A.L. CRELLE (1780 1855; ab 1828 Referent im preufischen
Kultusministerium) gegriindet. Der erste Band enthélt 7 Arbeiten von N.H.
ABEL (1802 1829). Darunter ist die berithmte Arbeit {iber die Unlésbarkeit
der allgemeinen Gleichung 5. Grades durch Radikale. Im gleichen Band findet
man eine Arbeit von C.G.J. JACOBI (1804 1851), wihrend im zweiten Band 9
Arbeiten von JACOBI und 4 von ABEL abgedruckt sind.

Sowohl in ABELs grundlegender Arbeit Recherches sur les fonctions elliptiques
aus dem Jahre 1827/28 ((Buvres complétes I, 263 388) als auch in JACOBIs
berithmtem Buch Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum aus dem
Jahre 1829 (Ges Werke I, 49 239) entsteht aus einer Theorie der elliptischen
Integrale eine Theorie der elliptischen Funktionen durch Benutzung der Um
kehrfunktionen der elliptischen Integrale in LEGENDREscher Normalform, wie
sie etwa gleichzeitig auch JACOBI entwickelte. Die Theorie erscheint als eine na
tiirliche Verallgemeinerung der trigonometrischen Funktionen. Ein wesentlicher
Teil ist dabei der Multiplikation der elliptischen Funktionen im Sinne von 6.8
gewidmet. Es erscheint heute so, dass ABEL einige Zeit vor JACOBI im Besitz
der wesentlichen Einsichten war.

In den Fundamenta nova {ibernimmt JACOBI fiir die obere Grenze ¢ des LE
GENDREschen Integrals 2(7)

©
dy
W v [ e
0

von LEGENDRE ([1825; 1], 14) die Benennung Amplitude, schreibt ¢ = am v fiir
die Umkehrfunktion von (1) und nennt die trigonometrischen Funktionen

sing = sin(amu), cosg = cos(amu), 1/1—k2sin?p = A(amu)

elliptische Funktionen Nach Chr. GUDERMANN (1798 1852; Crelles Journal
18, 19, 20, 21, 23 und 25) schreibt man auch kurz

(2) snu, enu , dnu.

JACOBI zeigte, dass die Funktionen (2) zwei junabhingige* Perioden haben,
nédmlich 4K und 2iK mit K := u(w/2).

In der Gedédchtnisrede auf JACOBI vergleicht L. DIRICHLET die Ergebnisse von
ABEL und JACOBI in lesenswerter Weise (C.G.J. JACOBI, Ges Werke I, 1 28).
Er schreibt auf S. 10:

Obgleich die Umgestaltung der Theorie der elliptischen Functionen, welche man
Abel und Jacobi verdankt, aus dem Zusammenwirken mehrerer sich gegensei
tig unterstiitzender Gedanken hervorgegangen ist, so scheint doch zweien dieser
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Gedanken die grofite Wichtigkeit zugeschrieben werden zu miissen, weil sie alle
Theile der neuen Theorie innig durchdringen Wahrend die friitheren Bearbeiter
dieses Gegenstandes das elliptische Integral der ersten Gattung als eine Functi
on seiner Grenze ansahen, erkannten Abel und Jacobi unabhéngig von einander,
wenn auch der erstere einige Monate friiher, die Nothwendigkeit die Betrach
tungsweise umzukehren und die Grenze nebst zwei einfachen von ihr abhingigen
Grofen, die so unzertrennlich mit ihr verbunden sind wie der Sinus zum Cosinus
gehort, als Functionen des Integrals zu behandeln, gerade wie man schon frii
her zur Erkenntniss der wichtigsten Eigenschaften der vom Kreise abhingigen
Transcendenten gelangt war, indem man den Sinus und Cosinus als Functionen
des Bogens und nicht diesen als eine Function von jenen betrachtete

Ein zweiter Abel und Jacobi gemeinsamer Gedanke, der Gedanke das Imaginéire
in diese Theorie einzufiihren, war von noch groferer Bedeutung und Jacobi hat
es spater oft wiederholt, dass die Einfiihrung des Imaginéren allein alle Rathsel
der fritheren Theorie gelost habe

Niels Henrik ABEL wurde 1802 als Sohn eines mittellosen Pfarrers in dem
norwegischen Dorf Find bei Stavanger geboren. Ab 1822 besuchte er die Uni
versitdt von Christiania, er las bereits als Schiiler klassische mathematische
Literatur und bemerkte dabei, dass nicht alle der veroffentlichten Sitze durch
strenge Beweise gesichert waren. Er soll sich schon damals vorgenommen haben,
an der Schliefung dieser Liicken zu arbeiten. Sein Lehrer HOLMBOE, der bereits
1839 das (Buvres ABELs herausgab, erkannte seine auergewohnliche Begabung,.
ABEL erregte Aufsehen durch eine Veroffentlichung, in der er filschlich behaup
tete, eine allgemeine Methode zur Auflésung der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades zu besitzen. Den Nachweis, dass eine solche Methode nicht existiert,
veroffentlichte er 1824 auf einem Flugblatt ((Buvres complétes I, 28 33).

Auf Grund dieses Erfolges erhielt er ein Stipendium fiir eine Auslandsreise,
die ihn zunichst nach Berlin zu A.L. CRELLE, dem Herausgeber des ,,Journals®,
fiihrte. Anschliefend reiste er nach Paris zu CAUCHY, wo er erkrankte. Er kehrte
1827 nach Oslo zuriick und starb dort 1829 an Tuberkulose.

Carl Gustav Jacob JAcCoBI wurde 1804 in Potsdam als Sohn eines vermdo
genden Bankiers geboren. Ab 1821 studierte er an der Universitit Berlin, an der
er auch im Alter von nur 20 Jahren seine akademische Karriere als Privatdozent
begann. Von 1826 bis 1844 war er an der Universitdt Konigsberg tétig, wo er
den Astronomen F. BESSEL traf. JACOBI verfasste zahlreiche Arbeiten iiber el
liptische Funktionen, Analysis, Zahlentheorie, Geometrie und Mechanik. Seine
Arbeiten iiber elliptische Funktionen fiihrten ihn zu der franzosischen Schule
um LEGENDRE, FOURIER und POISSON, die er zweimal in Paris besuchte.

Im Jahre 1843 erkrankte JACOBI schwer an Diabetes. Seine hoch geschétzten
Vorlesungen konnte er fortan nur noch selten halten. Nach einer Art Kurauf
enthalt in Italien ging er 1844 als Mitglied der Preufischen Akademie der Wis
senschaften zuriick nach Berlin, wo er 1851 starb.
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§1. Perioden und Gitter

1. Meromorphe Funktionen. Eine Funktion f heifst meromorph auf C, wenn
es eine abgeschlossene, diskrete Teilmenge Dy von C gibt, so dass

i :C\ Dy — C holomorph ist und
i f s D
(ii) in den Punkten von D; Pole hat.

Dabei heift eine abgeschlossene Teilmenge D von C diskret, wenn es zu jedem
¢ € C eine Umgebung U von c¢ gibt, fiir die D NU endlich ist. Fiir U kann man
jede beschrinkte Umgebung von ¢ nehmen. Aquivalent kann man sagen, dass
die Menge

(1) {z € D; |z| < p} fiir jedes p > 0 endlich ist.

Weiter hat f in ¢ € Dy genau dann einen Pol, wenn f in ¢ nicht holomorph
fortsetzbar ist, wenn es aber eine positive ganze Zahl m und eine Umgebung U
von c¢ gibt, so dass

(2) (z—¢)™- f(z) auf U\ {c} beschrinkt ist.

Bezieht man das Nullstellenverhalten an den Holomorphiestellen von f ein, so
ist f # 0 genau dann auf C meromorph, wenn es zu jedem ¢ € C ein n € Z,
eine Umgebung U von ¢ und eine holomorphe Funktion g : U — C gibt mit der
Eigenschaft

(3) f(z)=(z—c¢)"-g(z) firallez €U\ {c} und g(c) # 0.

Dann ist natiirlich n =: ord, f die Ordnung von f in c. Die Menge der auf C
meromorphen Funktionen wird mit M bezeichnet. Dem Leser wird dringend
empfohlen, Beispiele von meromorphen Funktionen zu sammeln, die {iber die
rationalen Funktionen hinausgehen. Wegen (2) sind mit f und g natiirlich auch
af,a € C, f+gund f-g wieder meromorph und es gilt

Daf:Df,Ol#O,Df+gCDfUDg7ngCDfUDg.

Nach dem Identitatssatz ist die Nullstellenmenge eines 0 # f € M abgeschlossen
und diskret in C. Damit ist auch 1/f auf C meromorph und es gilt der

Satz. Die auf C meromorphen Funktionen M bilden einen Kdrper

Bemerkungen. a) Die meromorphen Funktionen auf C sind entgegen dem
iiblichen Sprachgebrauch nicht auf C definierte Abbildungen. Durch die {ibliche
Erweiterung der Definition f(c) := oo fiir alle ¢ € Dy erhilt man jetzt aus
jeder meromorphen Funktion f eine Abbildung f : C — P(C) := C U {oo}. Die
Verkniipfungen in M sind dann mit den {iblichen Rechenregeln fiir das Rechnen
mit Unendlich,

c+ 00 =00, =00, =0, a-co=o00 fiir a#0 usw.

(0%
0.
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vertriglich. Die Bezeichnung P(C) soll daran erinnern, dass C U {oo} auf ka
nonische Weise mit dem projektiven Raum P1(C) identifiziert werden kann. Als
Warnung wird vermerkt, dass weder 0 - oo noch oo 4+ oo definiert sind: Diese
Bildungen haben keinen Sinn.

b) Algebraisch ist M der Quotientenkérper des Ringes aller ganzen Funktionen:
Zu jedem f € M gibt es auf C holomorphe Funktionen p und ¢, ¢ # 0, mit

f(2) =p(2)/q(z) firalle ze€ C\ Dy.
Fiir einen Beweis vergleiche man R. REMMERT [1995], Satz 3.1.5.

2. Perioden meromorpher Funktionen. Zunéchst fithren wir eine abkiir
zende, unmissverstindliche Schreibweise ein: Fiir w € C und D C C sei die
Teilmenge D + w von C erklart durch

(1) D+4+w:={d+w; de D}.

Offenbar gilt dann

(2) D+w)+w' =D+ (w+u) fir w,weC

Sei f eine meromorphe Funktion auf C. Ein w € C heifit Periode von f, wenn

(P1) Dy+w=D; und
(P2) f(z+w)=f(x) firallezeC\ Dy

erfiillt ist. Trivialerweise ist 0 eine Periode von f fiir jedes f € M. Es bezeichne
Per f die Menge der Perioden von f. Wegen (2) sieht man sofort, dass Per f stets
eine Untergruppe der additiven Gruppe C ist. Fordert man (P.2) fiir alle z € C,
fiir welche beide Seiten von (P.2) erkldrt sind, dann ist (P.1) eine Konsequenz
von (P.2). Natiirlich gilt Per f = C fiir jede konstante Funktion f.

Lemma. Ist f € M nicht konstant, dann ist Per f eine abgeschlossene, diskrete
Untergruppe der additiven Gruppe (C,+)

Beweis Ist Per f nicht diskret oder nicht abgeschlossen, dann gibt es paarweise
verschiedene w,, € Per f, n > 1, fiir die w := lim,_,. w, existiert. Aus (P.1)
folgert man Dy +w = Dy, da D abgeschlossen in C ist. Ist f in ¢ holomorph,
dann ist f also auch in ¢+ w holomorph und es gilt f(c) = f(c+ w,) fiir alle n.
Nach dem Identititssatz ist f aber konstant gleich f(c) = f(c+ w). O

Eine Beschreibung der moglichen Periodenmengen beinhaltet das

3. Fundamental-Lemma. Ist f € M nicht konstant, so tritt genau einer der
drei folgenden Fille ein:
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(I) Per f = {0}.
(I1) Es gibt ein bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmites wy € C\ {0} mit
der Eigenschaft Per f = Zw; := {mw;; m € Z}.
(IIT) Es gibt wy,wq € C\ {0} mit folgenden Eigenschaften
(i) Per f = Zwy + Zws := {mywy + maws ; my, mg € Z}.

(i) wi,wsq sind linear unabhdingig iber R
(ili) 7 :=wyi/wy erfillt Im 7> 0, [Re7| < 5 und |7] > 1

wi,wy € C\ {0} sind offenbar genau dann linear unabhéngig iiber R, wenn
w1 /wa nicht reell ist.

Beweis Sei Per f # {0}. Da Per f nach Lemma 2 abgeschlossen und diskret
ist, gibt es nach 1(1) ein wy € Per f mit der Eigenschaft

(%) 0 < |wy| = inf{|w|; 0 # w € Per f}.
Wir untersuchen zunéchst die Perioden auf der Geraden Rwy.
Behauptung: Per f N Rw; = Zwy.

Beweis Offenbar gilt Zw; C Per f N Rwy. Fiir ein beliebiges w € Per f N Rwy
gibt es ein o € R mit w = awy;. Man wihlt m € Z mit |o — m| < 1 und erhélt

lw — musg] = o = m| - Jwy| < ey

Da mit w und wy auch w — mw; zu Per f N Rw; gehort, folgt w = mw; aus (*).
Also hat man auch Per f NRwy C Zwy. a

Liegt Per f auf einer Geraden durch
0, also auf Rwy, so folgt (II) aus der
Behauptung. Zur Eindeutigkeit beach
te man, dass Zw = Zw' fir w,0’ € C
bereits w’ = +w impliziert.

Wir diirfen somit wa 7é Perf anneh Abb. 2: Periodenmenge
men. Nach 1(1) existiert dann auch ein
Element w; € Per f \ Zw; mit

wr

)

(%) |wi| = inf{|w|; w € Per f \ Zw;}. Wit W

w2
Sei wy := wy. Dann gilt 7 := wy /ws ¢ R
nach der Behauptung. Also sind wy,ws
linear unabhingig iiber R. Indem man
gef. wy durch —w; ersetzt, darf man oh
ne Einschrdnkung Im 7 > 0 annehmen.
Aus (x) folgt wy

|wi| > |we|, also |7]>1.
Abb. 3: Periodengitter
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Wegen (k) gilt
w1 £ wy| > |wy], also |71| > |7

und damit |[Re7| < 1/2.

Offenbar gilt Zw, + Zws C Per f. Sei nun w € Per f. Da wy,w- eine R Basis von
C ist, gibt es a1,a2 € R mit w = oqw; + asws. Nun wihlt man m; € Z mit
ﬂj = Qj — My, |ﬁ]‘ < %a] = 172 Dann gllt

w’ =W MW — Mo = ﬂlwl + ﬁgbdz € Per f

Ist 81 =0, so folgt w’ = 0 bereits aus der Behauptung. Nimmt man £; # 0 an,
so gilt natiirlich w’ € Per f \ Zw; und

Biwr + Bows|* = (B} - |7|* 4+ 26182 - Re 7 + 33) - |wol?
< B+ 1818l + B3) - |7 - Jwel? < 3un|?,

oI

A

wenn man (iii) beriicksichtigt. Das ist ein Widerspruch zu (*x). Also folgt w’ = 0
und auch Per f = Zwy + Zw,, d.h. (III). oog

Es sei V' ein reeller Vektorraum der endlichen Dimension n > 1, also z. B.
V = R". Eine Teilmenge 2 von V heift ein Gitter in V, wenn es eine R Basis
(w1, ws,...,wy) von V gibt mit Q = Zw; + Zws + ... + Zw,. Man nennt dann

(w1, wa, . ..,wy,) auch eine Basis von . Eine Darstellung eines w € € in der
Form

w=miwi +Mows + ... +muw, mit my,mg,...,m, €Z
nennt man auch eine Linearkombination von w durch wy,ws,...,w, tber Z

Offenbar ist mit Q auch AQ := {dw; w € Q} ein Gitter in V, falls 0 # X\ € R.
Im Fall (ITI) ist die Periodenmenge Per f also ein Gitter im R Vektorraum C.
Im Hinblick auf Lemma 2 und das Fundamental Lemma vermerken wir noch
die

Proposition. Jedes Gitter Q) in C ist abgeschlossen und diskret in C

Beweis Fiir p > 0 sel M = {w € Q;|w| < p}. Indem man ggf. p durch p/|ws|
ersetzt, darf man ohne Einschrinkung Q = Z7 + Z,7 = z + iy € C,y > 0,
annehmen. Ist w = m7 +n € M mit m,n € Z, so folgt einerseits sogleich

p* > |m7 + 0l = (ma +n)? +m*y? > m?y?,
also |m| < p/y. Andererseits gilt

p= [ma+n| = [n] — |mal, also |n| < p(1+]al/y).

Daher ist M endlich. O
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Bemerkungen. a) Einen anderen Beweis des Fundamental Lemmas findet man
in dem Buch von HURWITZ COURANT [1964], II, 1, § 2, aus dem Jahre 1922.
b) Hinter den Fillen (II) und (III) steht der folgende allgemeine

Satz*. Fir eine Untergruppe G # {0} der additiven Gruppen (R™, +) sind
quivalent:

(i) G ist diskret

(ii) Es gibt linear unabhingige Vektoren ci,...,¢, € R*, 1 < r < n, mit
G=2c + ...+ Zc,

Einen Beweis findet man z. B. bei M. KOECHER [1985], Theorem 1.5.5.

c¢) Mit dem Fundamental Lemma ist eine notwendige Bedingung an die Peri
odenmenge Per f einer nicht konstanten meromorphen Funktion f hergeleitet.
Dabei ist Per f = {0} sicherlich als der ,allgemeine Fall“ anzusehen, jedoch ist er
im vorliegenden Zusammenhang ohne Interesse. Ist 0 # w € C, so gibt es sogar
eine ganze Funktion f mit Per f = Zw. Man wihlt einfach f(z) = exp(27iz/w).
Nach R. REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], Satz 12.3.2, gibt es zu jeder gan
zen Funktion f mit Per f = Zw genau eine auf C\{0} holomorphe Funktion F
mit der Eigenschaft

f(z) = F(exp(2miz/w)) fiir alle z € C.

Bevor in §3 gezeigt wird, dass es zu jedem Gitter €2 in C auch meromorphe
Funktionen f mit 2 = Per f gibt, ist eine Diskussion der fundamentalen Ei
genschaften von Gittern in C sinnvoll. Nach der Beschreibung eines anderen
Zugangs in 4 geschieht dies in den Abschnitten 5 bis 7.

4*. JACOBIs Zugang. Imm Jahre 1835 beschiftigte sich C.G.J. JACOBI (Ges
Werke II, 23 50) mit der Frage, wie viele junabhéngige“ Perioden eine nicht
konstante meromorphe Funktion haben kann, und zeigte, dass diese Zahl héchs
tens zwei ist. Seine Ergebnisse formulieren wir in moderner Sprache als

Lemma von JACOBI. Ist Q eine diskrete Untergruppe von (C,+) und sind
w1, we, w3 €  gegeben, dann gibt es my, my, mg € Z, nicht alle Null, so dass

miwi + Mows + mawsz = 0.

Damit sind also je drei Elemente von () iiber Q linear abhingig. Fiir einen
Beweis benutzt man die so genannte

KRONECKER-Approximation. Zu jeder positiven ganzen Zahl N und allen
w1, we, w3 € C gibt es my, mo, mg € Z, nicht alle Null, mit den Eigenschaften:

(1) [mal, [mal, [ms| < N,

.. 6v2
(ii) [miwr + maws + maws| < —= - max{|wy|, |wal, |ws|}

VN
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Beweis Man setzt M := max{|w:|, |wa|, |ws|} und
(m,w) :=miwy + Mows + maws  fiir - m = (my, ma, m3), w = (w1, wa, w3).

Schlieflich wird das achsenparallele Quadrat in C mit Mittelpunkt 0 und Kan
tenlinge 2K mit Q(K) bezeichnet, also

Q(K):={2€C; |Rez| <K, |Imz| < K}.
Fiir alle m = (my, my, m3)t € Z3 mit
(*) 0 <my,mg,m3g < N

gilt dann (m,w) € Q(T) mit T := 3M N. Die Kanten von Q(T") werden nun in ¢
gleiche Teile geteilt. Damit erhélt man eine Zerlegung von Q(T') in t* Quadrate
der Kantenléinge 27'/t. Die Anzahl der m € Z? mit (x) ist (N + 1)%. Nach dem
DIrICHLETschen Schubfachschluss liegen im Fall (N +1)3 > ¢* wenigstens zwei
Punkte (m/,w) und (m”,w) in einem Quadrat der Kantenlinge 27'/t. Damit
erhiilt man durch Differenzbildung ein 0 # m € Z3 mit (i) und

(%) (m,w) € Q(2T/t), also |(m,w)| <2 -2T/t.

Man wihlt nun ein ¢ € Z mit (N + 1)%2 > ¢ > (N + 1)%2 — 1. Dann gilt also
(N +1)3>t>und t > N32, Aus (*x) folgt somit (ii). O

Zum Beweis des Lemmas von JACOBI gibt es nach 1(1) ein p > 0 mit |w| > p
fiir alle 0 # w € Q. Fiir hinreichend grofes N ist daher die linke Seite von (ii)
gleich Null. oag

Aus dem Lemma von JACOBI kann man nun einen neuen Beweis des Fundamen
tal Lemmas ableiten. Dieser Beweis ist methodisch nicht uninteressant:

Ist Q eine diskrete Untergruppe von C und sind wq,ws € §2 linear unabhéngig
iiber R, dann ergibt das Lemma von JACOBI sofort

(1) QcC le + QWQ.

Proposition. Es gibt N € N mit der Eigenschaft
1

Beweis Andernfalls wiirde es w € Q nach (1) mit beliebig grofen Nennern
geben, d. h., man hétte

02w = — (rewr + spwn) €9, k€N,
Ni
mit ganzen Zahlen 1y, si, Ny, ggT(ry, sg, Ng) = 1 und N — oo fiir & — oo.
Da man nach Addition geeigneter Punkte aus Zw; + Zw, ohne Einschrankung
0 < r, sg < Ny, also auch |w| < |wi| + |wel fiir alle & € N annehmen darf,
wiirde es eine aus paarweise verschiedenen Gliedern bestehende konvergente
Teilfolge von (wy,)ren geben. Da €2 diskret ist, erhalten wir einen Widerspruch.O
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Bekanntlich (vgl. K. MEYBERG [1980], Satz 5.5.1) ist jede Untergruppe einer
endlich erzeugten freien abelschen Gruppe selbst wieder frei. Nach der Pro
position ist € eine Untergruppe einer freien Gruppe, also auch frei. Wegen
Zwy + Zwsy C £ ist €2 notwendig ein Gitter.

5. Die Gruppe GL (2;Z). Die Menge

Mat(2; Z) := {U: (‘C‘ Z) s a,bede Z}

bildet bekanntlich bei Matrizen Addition und Multiplikation einen Ring mit
Einselement F := (}9). Die Gruppe der Einheiten des Ringes Mat(2;Z) heift
allgemeine lineare Gruppe vom Grad 2 tber Z und wird mit GL (2;Z) bezeich
net:

(1) GL(2Z) :={U € Mat(2;Z); es gibt V € Mat(2;Z) mit UV = VU = E}.

Aquivalenz-Satz. Fiir U € Mat(2;Z) sind dquivalent:

(i) UeGL(2%2Z).

(ii) det U = +1.

(iii) U st invertierbar iber Q und U~ € Mat(2; Z)

(iv) Die Abbildung U : Z* — 72 | x — U, ist bijektiv

(v) Die Abbildung U : 7> — 7Z*, x — Uz, ist surjektiv

Beweis Die Implikationen (iii) = (i) = (iv) = (v) sind offensichtlich.

(v) = (ii): Es gibt also u,v € Z* mit Uu = (}) und Uv = (}), d.h. UV = E

0
fiir V := (u,v). Durch Determinantenbildung folgt det U - det V' = 1, also (ii).

(ii) = (iil): Man verwendet die bekannte Darstellung

1 d —b a b
-1 _ .. _
U detU(C a) fiir U(C d>' -

Neben der Gruppe GL (2;Z) betrachtet man noch den Normalteiler

(2) SL(2;Z) :={U € GL(2;Z) ; detU =1}

von GL(2;Z), die so genanute spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iber Z.
Wegen

0 -1
hat SL(2;Z) den Index 2 in GL (2;Z). Die Gruppen GL (2;Z) bzw. SL (2;Z)
sind ,,grofer” als man zunéchst denkt: Fiir U = (¢ %) € GL (2; Z) folgt zunéchst

+1 = detU = ad — bc, so dass z.B. ¢ und d teilerfremd sind. Umgekehrt gilt
das

GL(2Z) = SL(2Z) USL (2, Z) - (1 0>

Erginzungs-Lemma. Sind c,d € Z teilerfremd, dann gibt es eine Matriz

U= (2 ;) € SL (2 7).
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Hier ist U bis auf einen linksseitigen Faktor der Form (§ %) mit k € Z eindeutig
bestimmt

Beweis Da c,d teilerfremd sind, gibt es a,b € Z mit ad—bc =1,d.h., U = (¢ })
gehort zu SL (2;Z). Ist V' € SL(2;Z) eine weitere Matrix mit V' = (}}), dann

folgt
_ * ok d —b * %
VUI—(C d) (_C a)—<0 1>ESL(2;Z),

also notwendig VU™! = (} %) mit einem k € Z. O

Bemerkungen. a) Das Beispiel U = 2F zeigt, dass man im Gegensatz zu
der analogen Situation iiber einem Kérper die Bedingung ,,U : Z? — Z2 ist
injektiv* nicht in den Aquivalenz Satz aufnehmen kann.

b) Das Ergénzungs Lemma erlaubt die Konstruktion von zahllosen Beispielen:
Die Matrizen

31 2 3 3 10 89 144 514229 832040

2 1)7\3 5)7\2 7)) \144 233/ * \832040 1346269
gehoren z. B. zu SL (2;Z).
¢) Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich cum grano salis leicht auf n x n

Matrizen iibertragen. Man vergleiche V.1.1 oder M. KOECHER [1985], Chap. I,
oder M. NEWMAN [1972], Chap. II.

6. Basis-Lemma. Sei Q ein Gitter in C und (wy,ws) eine Basis von Q@ Fir
wi,wh € C gilt dann:
a) Genau dann gehoren W) und Wy zu Q, wenn es ein U € Mat(2;Z) gibt mit

/
2 (2)-v()
Wy 0%))
b) Genau dann ist (w},wh) eine Basis von Q, wenn die Matriz U in (1) zu
GL(2;Z) gehort
Beweis a) Sind wj,w) beliebige Punkte von 2, dann gibt es a, b, ¢,d € Z mit

W =aw; +bwy, wh = cwy + dwy,

also

(%) (5:) _ U(:;) mit U = (‘CL Z) € Mat(2;Z).

Gilt umgekehrt (x), so gehoren wj und W} zu Q.
b) Ist (w},w)) eine Basis von 2, dann gibt es auch eine Matrix V' € Mat(2; Z)
mit der Eigenschaft ( ) = V( :) Es folgt

w1 wi
w2 wy

! /
<w1> =VU <w1) und <w}> =UV (w})
wWo ) Wo W
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Da aber (wy,ws) und (w},w)) iiber R linear unabhéngig sind, hat man VU =
UV = E, also U € GL (2;Z) nach 5(1).

Ist U € GL(2;Z), dann sind (wf, w}) in (%) zunéchst linear unabhéngig iiber R.
Fiir beliebige w,wj € § gibt es analog ein W € Mat(2; Z) mit

()= (3) e (G)=m()
wy wo wy w4

Damit sind w/, wj jeweils Linearkombinationen von w}, w} iiber Z. Also ist w}, w})
eine Basis von 2. O

s PUF W+ we

u+WQO‘____—"""-.O(U;Wlaw2) Wy + wy
D

Abb. 4: Grundmaschen

Abb. 5: Periodenparallelogramme
Es sei  ein Gitter in C und (wy,ws) eine Basis von Q. Fiir v € C definiert man
das Periodenparallelogramm (beziiglich wy, ws mit Basispunkt u) durch
(2) O(u;wr,ws) == {u+ aqwy + agws ; 0 <y < 1,0 < ap < 1}
Im Fall v = 0 schreibt man auch
(3) O(wi,wa) :=CO(0;wr,wa) = {aws +aows ; 0< a3 <1,0<ap <1}

und nennt &(ws, we) auch eine Grundmasche des Gitters. Jedes Periodenparal
lelogramm P := <(u;w,ws) ist ein Fundamentalbereich von C beziiglich Q im
folgenden Sinne:

Proposition A. Zu jedem z € C gibt es genau ein w € Q mit z +w € P
Gehdren insbesondere z und z +w, w € Q, zu P, dann gilt w =0

Beweis Man wihle &1, & € R mit 2z — u = & wy + &wo und reduziere £ und &
modulo 1. a

Natiirlich gibt es zu jedem Gitter viele Periodenparallelogramme, es gilt aber
die
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Proposition B. Die elementar geometrische Fliche eines beliebigen Perioden
parallelogramms P = O (u;wy, ws) ist gleich

vol Q2 := |Im (wy3)].

Sie ist unabhdngig von der Wahl der Basis (wy,ws) von 2 und des Basispunktes
u

Beweis Die elementar geometrische Fliche des Parallelogramms P ist in eukli
dischen Koordinaten zunéichst gegeben durch (vgl. M. KOECHER [1997], IV.1.6)

Eine Verifikation ergibt F' = |Im (w;iz)|. Ist nun w] = aw;+bws , wh = cwi+dws
mit a,b,c,d € Z, ad — bc = +1, eine weitere Basis von 2 nach dem Basis
Lemma, so folgt

F' = |Im ()| = |Im (adw, @3 + bews@r)| = |ad — be| - |Tm (w,73)],

also I/ = F. a

7. Die Faktorgruppe C/Q. Es sei Q) eine Untergruppe von (C, +). Man erklért
eine Aquivalenzrelation auf C durch

(1) a=b (mod Q) < a—be.

Die Aquivalenzklassen kénnen dann in der Form a + Q, a € C, geschrieben
werden. Als abelsche Untergruppe von (C,+) ist 2 ein Normalteiler von C. Die
Faktorgruppe wird mit

(2) C/r={a+Q; aecC}
abgekiirzt und die kanonische Projektion mit 7 bezeichnet:
(3) 7:C—C/Q2, 7(a) :=a+ Q.

Ist Q ein Gitter in C, dann ist nach Proposition 6A fiir jedes beliebige Peri
odenparallelogramm P = & (u;wy,ws) die Einschrankung

(4) 7|lp: P — C/2  bijektiv.
Bekanntlich ist die Addition in C/Q durch
(5) (a+Q)+(b+Q):=(a+d)+Q

gegeben. Damit ist C/< eine abelsche Gruppe mit Nullelement Q. Induziert man
die Topologie von C mit der kanonischen Projektion (3) nach C/Q, betrachtet
man also C/Q mit der Quotiententopologie, so wird C/€ zu einem kompakten
topologischen Raum. Dabei heift definitionsgemif eine Teilmenge A von C/Q
offen, wenn 7 1(A) offen in C ist. Wegen (4) kann man sich C/$Q als Torus
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im R? vorstellen. Man hat dazu lediglich die gegeniiberliegenden Seiten eines
Periodenparallelogramms zu identifizieren.

Bemerkung. Mit Bemerkung 3b sieht man, dass eine diskrete Untergruppe €2
von (C,+) genau dann ein Gitter ist, wenn die Faktorgruppe C/€Q kompakt ist.

e

Abb. 6: Der Torus C/2

8. Bemerkungen iiber mehrfach unendliche Reihen. Mehrfache, also z. B.
n fach unendliche Reihen schreibt man meist in der allgemeinen Form

(1) Z a; mit o, €C

gETL"

und behandelt fiir n > 1 nur den Fall absoluter Konvergenz. Die Reihe (1) heifs
absolut konvergent, wenn es ein C' > 0 gibt mit der Eigenschaft ) . |ay| < C
fiir jede endliche Teilmenge E von Z". Fiir jede Bijektion ¢ : N — Z" ist dann
die Reihe ), - ay() absolut konvergent und der Grenzwert, der als » ;n oy
geschrieben wird, hingt nach dem Umordnungssatz (vgl. R. REMMERT, G.
SCHUMACHER [2002], Satz 0.4.3) nicht von der Abzihlung ¢ ab. Man hat damit
auch den

Satz. Fine absolut konvergente Reihe darf beliebig umgeordnet werden

9. Gitterinvarianten. Sei ) ein Gitter in C mit einer Basis (wy,w;). Dann
ist

(1) 0 :=d(wr,ws) :=sup{|z —wl|; z,w € O(wy,wq)}

der Durchmesser der zugehorigen Grundmasche. Fiir p > 0 sei A,(£2) die Anzahl
der Gitterpunkte im abgeschlossenen Kreis um 0 mit Radius p, also

A () :=Hw e Q5 || < p}.

Satz. Fir alle p > 6 gilt
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Beweis Man vergleicht die Mengen

K, ={2¢€C; |2/ <p} und M,:= U O(w;wi,wa) .

wEQ,|w|<p
Aus der Definition von ¢ folgt
K, sCM,CKys.
Der Ubergang zur Fliche liefert die Behauptung, denn es gilt
Fliche K, = mp*> und Fliche M, = vol Q- A,(Q). O

Damit erhalten wir das

Konvergenz-Lemma. Die Reihe

D ™

0#we
konvergiert genau dann, wenn o > 2

Beweis Sei zundchst « > 2 und 0 # E C Q\ {0} endlich sowie M :=
max{|w|; w € E}. Aus dem Satz erhilt man ein ¢ > 0 mit

™

A (Q) — A, (Q) < 41462 (n—06)?2 < em

o)

vol

C1 = Z ||~

0£weR, |w|<d+1

ergibt sich (vgl. W. WALTER [1997; I], 5.10)

fir alle n > 6. Mit

SNl <at D> (A @—A( Q) <ty n' =0 <oo.
n=1

weE neN,d<n<M
Trivialerweise divergiert die Reihe fiir & < 0. Sei 0 < « < 2und N € N, N > 2.
Aus dem Satz erhélt man ein c3 > 0 mit

™

vol(£2)

Apn(Q) = AN () > (BN = 6)* = ((k — 1)N +6)*] > c3k

firalle k € Z,k > 2. Sei E,, = {w € Q; 0 < |w] <nN}. Dann gilt

n

Dol =D (A (Q) = Apnn(Q) - (RN) ™ = N7 ke

weEy k=2 k=2

Weil die Reihe Y, k'~ fiir o < 2 divergiert (vgl. W. WALTER [1997; 1],
5.10), divergiert auch » o o |w|™ fiir a < 2. ]
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§

Eine andere Version dieses Konvergenz Lemmas findet man in I11.2.1.

Damit sind die so genannten EISENSTEIN Rethen

(2) Gri=Gr(Q) = Y wh fir keZ k>3
0F#we

absolut konvergent. Da mit w auch —w zu  gehort, erhilt man mit einer
Umordnung wegen Satz 8 sofort G, = (—1)* - Gy, also die

Proposition. Es gilt Gi(2) = 0 fir ungerades k > 3

Zunéchst kann man nicht ausschliefien, dass alle Gy, gleich Null sind, wenn das
auch den unbefangenen Leser wohl wundern wiirde. Wir werden erst in Satz 4.2
sehen, dass alle Gy, k > 4 gerade, i. A. von Null verschieden sind.

Es gehort zu den faszinierenden Ergebnissen der noch zu entwickelnden Theorie
der elliptischen Funktionen, dass diese EISENSTEIN Reihen Polynome {iber Q
in G4 und Gg sind (vgl. Korollar 3.3E). Zum Beispiel gilt 7Gs = 3G3 und
11G1¢p = 5G4Gg. Dies steht in Analogie zu bekannten Ergebnissen iiber die
RIEMANNsche Zetafunktion

¢(s) ::Zn_s, seR, s>1.
n=1

Betrachtet man ndmlich statt eines Gitters {2 eine Untergruppe ,yom Rang 1“ |
also z. B. @ = Z, dann erhilt man an Stelle von (2) die Gitterinvarianten Fy :=
2¢(k), k > 2 gerade, die nach L. EULER bekanntlich rationale Vielfache von m*
sind, sich also als Monome in F3 schreiben lassen:

5F, = F;, 35F;=2F;.
Man vergleiche hierzu M. KOECHER [1987], V.5.5.

Aufgaben. 1) Sei 0 #w € C

a) Es gibt eine Folge (f,,)nen von linear unabhingigen ganzen Funktionen mit Periodenmen
gen Per f,, D Zw

b) Die Menge der ganzen Funktionen f mit Per f D Zw ist ein Ring, der zum Ring der holo
morphen Funktionen auf C\{0} isomorph ist

2) Sei Q = Zw; + Zws ein Gitter in C Fiir w = myw; + maws € Q sind dquivalent:

(i) Es gibt ein w’ € Q mit Q = Zw + Zuw’

(if) m1 und mo sind teilerfremd

(i) Ist n € Z, n > 1,0 gilt 1w ¢ Q

3) Man bestimme mq,mg, m3 € Z, nicht alle Null, so dass

(%) [m1v2 4+ ma (V3 +iV5) + mai/T| < 1

und m? + m3 + m% minimal unter der Bedingung (x) ist

4) Sei K = Q(vd), d < 0 quadratfrei, ein imaginir quadratischer Zahlkérper der Diskri
minante D und € der Ring der ganzen Zahlen, d h Q = Z + Z%, D =d fallsd =1
(mod 4), und sonst Q@ = Z + Z+v/d, D = 4d Dann ist Q ein Gitter in C und die Fliche eines
Periodenparallelogramms ist %\/W
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5) SL (2;Z) wird erzeugt von den Matrizen (19) und (§1)
6) Sei Q = Zw1 + Zws ein Gitter in C und ¢ der Durchmesser 9(1) Dann gilt

0(w1,ws) = max{|ws + wal, w1 — wal}.

7) Sei Q = Zw; + Zws ein Gitter in C mit 7 := w1 /w2 € C\ R, |7] > 1, [Re7| < § (vgl 3)
Dann gilt

d(wr,ws) < §(wy,wh) fiir jede Basis  (w],w)) von Q.
8) Sei  ein Gitter in C und C € R Dann gibt es eine Basis w1, ws von Q mit §(wy,ws) > C
9) Seien a,b € R beide positiv Fiir p > 0 sei

2 (2
o) =t{y) €Zx2; (2)°+ () <p)
die Anzahl der ganzen Punkte innerhalb der Ellipse Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
le(p) — abmp?| < cp fiir alle p > 1

10) Ein anderer Beweis des Konvergenz Lemmas 9 verlauft wie folgt:
(i) Es geniigt, das Gitter Q = Zi + Z zu betrachten
(ii) Sei a > 1 Dann gibt es 0 < ¢’ < ¢, so dass fiir alle 0 # m € Z gilt:

c - ‘m‘l—u < E(mZ +n2)—a/2 <ec- |m|1—a.
nez

(iii) Man folgere die Behauptung des Konvergenz Lemmas aus (i) und (ii)
11) Sei Q = Zwy + Zws ein Gitter in C Dann gilt fiir a > 2

e taN—a/2 B |w1|? Re (w1w3)
Z |w\ = Z (q S(]) ) S = ( Re (wlw_Z) |w2‘2 ’

0£weR 0£geZ?

12) Sei k € Z, k > 2 Es gilt G(Q) = 0, falls Q@ = Zi + Z und k # 0(mod 4) oder Q =
Zi(1+4iv3) +Z und k # 0(mod 6)

§2. Der Korper der elliptischen Funktionen

Bisher ist es iiberhaupt nicht klar, ob es zu einem gegebenen Gitter €2 in C mero
morphe Funktionen f gibt mit Per f = Q (vgl. Bemerkung 1.3c). Unter der An
nahme der Existenz einer geeigneten solchen Funktion gelingt iiberraschender
weise schon die Beschreibung aller derartigen Funktionen. Der Existenz Beweis
wird dann in § 3 nachgeliefert.

In diesem Paragrafen sei ) = Zw; + Zws stets ein Gitter in C.

1. Erste Eigenschaften elliptischer Funktionen. Eine meromorphe Funk
tion f auf C heikt elliptisch oder doppelt periodisch beziiglich 2, wenn €2 in
der Menge Per f der Perioden von f (vgl. 1.2) enthalten ist: Q@ C Per f. Das
bedeutet also

(1) Dj+w=D; firalewe,
(2) flz+w)=f(2) firalleweQundzeC\ Dy.
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Interpretiert man hier (2) derart, dass die Gleichung fiir alle z und w gelten
moge, fiir welche beide Seiten sinnvoll sind, so ist (1) eine Folge von (2). Die
Bedingungen (1) und (2) sind sicher erfiillt, wenn sie fiir eine Basis von {2 richtig
sind. Es bezeichne X () die Menge der beziiglich Q elliptischen Funktionen.

Fiir 0 # f € M und ¢ € C hat man bekanntlich (R. REMMERT, G. SCHUMA
CHER [2002], 12.1.3) eine LAURENT FEntwicklung der Form

f() =) an(z=¢)", am#0, meZ,

die in einer punktierten Umgebung von ¢ normal, speziell also lokal gleichméfig
konvergiert. Hier sind die Ordnung von f in ¢ wie in 1.1(3) durch ord, f :=m
und das Residuum von f in ¢ durch res.f := a_; erklirt.

Fir f € (), w € Q und z aus einer geeigneten Umgebung von ¢ + w hat

fR)=flr-w) =) alz =l

n>m

und es folgt daher
(3) orde,, f =ord. f sowie Tes., [ = res.f.

Damit ist speziell mit ¢ auch c+w , w € Q, ein Pol (bzw. eine Nullstelle oder eine
w Stelle) von f € K(Q). Da sich die Pole in kompakten Mengen nicht héufen
konnen, hat man zusammengefasst die

Proposition. Die elliptischen Funktionen K(Q) beziiglich Q2 bilden einen Unter
kdrper des Kiorpers M aller meromorphen Funktionen auf C, der die konstanten
Funktionen enthdlt Jedes f € K(Q2) hat in jedem Periodenparallelogramm nur
endlich viele Pole

Ein Blick auf (1) und (2) ergibt das einfache, aber wichtige
Lemma. Mit f(z) gehioren auch

f'(2) und g(z):=f(nz+w) mit 0#n € Z, w € C fest,
zu K(Q).

2. Die vier Sitze von LIOUVILLE. Im Jahre 1847 bemerkte J. LIOUVILLE
(1809 1882), dass fiir elliptische Funktionen erhebliche, zunéchst nicht erkenn
bare Einschrinkungen gelten (J. Reine Angew. Math. 88, 277 310 (1880)):

Satz A. Ist f € K(Q) holomorph, dann ist [ konstant

Beweis Sei P ein Periodenparallelogramm. Da der Abschluss von P kompakt
ist, gibt es ein C' > 0 mit |f(z)] < C fiir z € P. Ist z € C beliebig, so gibt es
nach Proposition 1.6A ein w € Q mit z + w € P. Damit folgt

lfE=1fE+w)<C
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so dass f auf C beschriinkt ist. Nach dem klassischen Satz von L1OUVILLE (R.
REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], Satz 8.3.5) ist f konstant. O

Satz B. Ist f € K(Q) und P ein Periodenparallelogramm, dann gilt

(1) Zrescf =0.

ceP

Beweis Wegen 1(3) und Proposition U+ wit Wy
1.6A ist die Summe (1) endlich und «+ w2

unabhéngig von der Wahl von P. Sei

also u so gewéhlt, dass auf dem Rand

OP von P keine Singularititen lie

gen.

Man integriert nun f iiber den Rand U W
OP. Nach dem Residuensatz gilt
dann Abb. 7: Integrationsweg

u+wi u+wi+wa U+wa u
:thinescf: / f(z)dz+ / f(z)dz+ / f(z)dz+ / f(z)dz

ceP U u+wi U+wi 4w u+wso
u+wi u
~ [ U@ - ferundz+ [ () - fe+ s

u u+wo

Wegen f € K() ist die rechte Seite aber Null. O

Satz C. Ist f € K(Q) nicht konstant und P ein Periodenparallelogramm, dann
gilt fiir jedes w € C

(2) > ordo(f - w) =0,
ceP
d h , wenn man mit den entsprechenden Vielfachheiten zdihlt, ist
Anzahl der Pole von f = Anzahl der w Stellen von f
= Anzahl der Nullstellen von f
in P Speziell nimmt jedes nicht konstante f € K(Q2) in P jeden Wert an

Beweis Nach Lemma 1 ist

f'(z)
g(z) =
= —w
wieder eine elliptische Funktion beziiglich © und es gilt res.g = ord.(f — w).
Damit folgt die Behauptung aus Satz B. Weil f nicht konstant ist, besitzt f—w
nach (2) eine Nullstelle in P, da f —w nach Satz A und 1(3) mindestens einen
Pol in P hat. a
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Satz D. Ist 0 £ f € K(Q) und P ein Periodenparallelogramm, so gilt

(3) > (ord, f)-ce Q.

ceP

Beweis Man wendet die in Satz B benutzte Methode an auf das Integral

: f'(2)
270 Z(ordc f)e= [z dz
/

ceP f(Z)
A N N LCE P O WY L CET
‘i(u/ o T e +/ 7 - e grae)
- ; quwzf/(Z) o u+w1f/(z) .
i(/ ) / )
Wegen f(u) = f(u+w;) gilt

U/J;((;)dzemz fiir j=1,2,

also (3). O

Nach Satz B gibt es keine elliptischen Funktionen mit nur einem Pol 1. Ordnung
in P. Entweder muss man also wenigstens zwei Pole 1. Ordnung oder einen
Pol 2. Ordnung mit Residuum Null zulassen. Beide Wege wurden von K. T.W.
WEIERSTRASS beschritten, wir betrachten zunéchst nur den zweiten Fall.

Zahlt man die Null und Polstellen eines nicht konstanten f € K(2) mit den
Vielfachheiten, dann gibt es nach Satz C Punkte aq,...,a, und by,...,b, aus
P, so dass f genau in aq,...,a, Nullstellen und genau in by, ..., b, Pole hat.
Dabei wird die Vielfachheit jeweils durch die Anzahl der Wiederholungen der
Punkte angegeben. Damit schreibt sich die Aussage von Satz D mit 1.7(1) in
der Form

(4) ap+--+a. =b+ -+ b (mod Q).

Diese Relation war N.H. ABEL bereits 1826 bekannt ((Buvres complétes I, 145

211). Nach einem Vorschlag von JACOBI heifst (4) daher auch ABELsche Rela
tion Man nennt r die Ordnung der elliptischen Funktion f. Die Sitze A und B
besagen, dass eine elliptische Funktion der Ordnung 0 konstant ist und dass es
keine elliptische Funktion der Ordnung 1 gibt. Wir werden in 6.3 sehen, dass
r > 2 und (4) auch hinreichend fiir die Existenz einer elliptischen Funktion mit
vorgegebenen Null und Polstellen sind.

3. Der Existenz-Satz und erste Folgerungen. Als erste Konsequenz der
LIOUVILLEschen Sétze zeigt es sich in diesem und im néchsten Abschnitt, dass



28 Kapitel I Elliptische Funktionen

man allein aus der Annahme der Existenz einer geeigneten elliptischen Funk
tion eine Beschreibung aller elliptischen Funktionen folgern kann. Es sind da
bei keine weiteren analytischen Schliisse erforderlich. Dazu werden lediglich die
L10UVILLEschen Sitze angewendet!

Existenz-Satz. Es gibt eine elliptische Funktion o = @q, die genau in jedem
Gitterpunkt von Q einen Pol 2. Ordnung hat und sonst holomorph ist Ihre
LAURENT Reihe bei 0 hat die Form

(1) p2)=22+az+....

Der Beweis wird bis zum n#chsten Paragrafen zuriickgestellt (vgl. 3.1). Nach
1(3) ist klar, dass g an allen Polen das Residuum Null hat. Wegen Satz 2A
ist p als elliptische Funktion durch (1) eindeutig bestimmt. Man nennt ¢ die
WEIERSTRASSsche o Funktion (zum Gitter Q).

Proposition. a) p ist eine gerade Funktion, d h o(—z) = p(z) Es gilt a; =0
in (1).

b) o’ ist eine ungerade Funktion, die genau an allen Gitterpunkten von € Pole
3. Ordnung hat und sonst holomorph ist

Beweis a) Die elliptische Funktion f(z) := p(—2) — ¢(z) ist nach (1) in 0 und
daher tiberall holomorph. Nach Satz 2A ist f konstant und somit 0 nach (1).
b) Die Behauptung folgt aus a) und dem Existenz Satz. m]

Damit kénnen wir schon alle Nullstellen von g’ angeben.

Lemma A. Istw € Q, aber w/2 ¢ Q, dann ist w/2 eine einfache Nullstelle von
p' Jede Nullstelle von o' hat umgekehrt diese Form

Beweis Da ' eine ungerade elliptische Funktion ist, hat man

p'(z+w)=p'(2) = —p'(—2).

Ist w/2 kein Pol von p und p’, d.h. w/2 ¢ Q, dann darf man z = —w/2 setzen
und erhilt

p'(w/2)=—p'(w/2), also p'(w/2)=0.
Sei wy, ws eine Basis von 2. Im Periodenparallelogramm P = <(wy,wso) hat o’
dann die Nullstellen

(%) w1/2, wa/2, (w1 +ws)/2.

Nach (1) hat o’ in P nur einen Pol 3. Ordnung bei 0. Geméf Satz 2C ist die
Anzahl aller Nullstellen von o' in P (gezihlt mit ihren Vielfachheiten) gleich 3.
Die Nullstellen (x) sind daher einfach und es sind alle Nullstellen von g’ in P.
Ist nun z eine beliebige Nullstelle von g, so existiert ein w’ € Q mit z —w’ € P.
Dann ist aber z — ' einer der Punkte (%) und somit z von der Form w/2 mit

w € Q, aber w/2 ¢ Q. O
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Als gerade Funktion hat p mit v auch —u als Nullstelle. Allgemein gilt das
Lemma B. Es sei P ein Periodenparallelogramm Zu w € C,
(2) w#pw/2), weN, w/2¢Q,

gibt es genau zwei verschiedene Punkte u,v € P mit p(u) = p(v) = w In
diesem Fall gilt u+v € Q Gibt es umgekehrt zwei verschiedene u,v € P mit

p(u) = p(v) = w, so gilt (2).

Beweis Man wendet Satz 2C auf p an. Nach (1) ist die Anzahl der w Stellen
von g in P (gezéhlt mit ihren Vielfachheiten) gleich 2. Man unterscheidet die
beiden Fille:

a) Es gibt nur ein v € P mit p(u) = w. Dann ist u eine doppelte w Stelle von
und es folgt p’(u) = 0. Wegen (2) ist dieser Fall nach Lemma A ausgeschlossen.
b) Es gibt zwei verschiedene u,v € P mit p(u) = p(v) = w. Aus Satz 2D folgt
dann sogleich u + v € Q. a

Man wihlt jetzt eine Basis wy,ws von Q, setzt P := <&(wy,wq) und benutzt die
Standard Bezeichnung
(3) e = p(wp/2), k=1,2,3 mit ws:=w; + ws.
Nach Lemma A und B hat dann
(4) p(2) — e genau eine doppelte Nullstelle in P, nidmlich in z = wy,/2
fir k=1,2,3 und
(5) p(z) —w  zwei einfache Nullstellen in P fiir w # ey, €9, €3.
Weil wy /2, ws/2, ws/2 paarweise verschieden sind, sind nach (4) auch
(6) e, €9, €3 paarweise verschieden.
Diese Ergebnisse fithren bereits zur ersten Differentialgleichung fiir p:
Satz. Fir alle z € C\ Q gilt
@/2(2) =4 (p(2) —e1) - (p(z) — e2) - (p(2) — e3).
Beweis Man betrachtet neben p/Q die elliptische Funktion
f(2) =4 (p(2) —e1) - (p(2) — e2) - (p(2) — €3).
Nach (4) hat f in P Nullstellen (und zwar doppelte) genau an den Stellen
w1/2, we/2, w3/2 = (w1 + wq)/2.

Nach Lemma A gilt die gleiche Aussage fiir p’. Da sich die Pole in f nicht
wegheben koénnen, hat f in P nur einen Pol in 0 und zwar der Ordnung 6.
Wegen (1) gilt aber
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(x)  plz)=z2+..., p'(2)=-2:4..., p”(z)=42%+...

und daher hat auch p’* in P nur einen Pol bei z = 0 und zwar von der Ord
nung 6. Damit ist p’Q/f eine elliptische Funktion ohne Pole, also nach Satz 2A
konstant. Vergleicht man mit (*) den Koeffizienten von z7¢ in den LAURENT
Entwicklungen um 0, so sieht man, dass diese Konstante gleich 1 ist. a

Bemerkungen. a) Die Definition (3) hingt natiirlich von der Wahl der Basis
von (2 ab. Bei einem Wechsel der Basis werden die Werte ey, €5, e3 aber lediglich
permutiert.

b) Wenn man bereit ist, die zuniichst unbekannten Koeffizienten von 22 und z*
in der LAURENT Entwicklung von ¢ einzubeziehen, kann man auch eine zweite
Form der Differentialgleichung fiir p so herleiten, wie es in 3.3 geschehen wird.
¢) Eine einfache Funktion f € K(€2) mit zwei Polen erster Ordnung ist z. B.

p'(2) = p'(w) 1
flz2) =——=———=, weC\3
&= e o) \3
(vgl. Proposition 5.1). Man sieht unschwer, dass f nur Pole 1. Ordnung an den
Stellen 2 und —w + Q2 besitzt.

4. Der Korper X (£2). Wegen 3(1) ist klar, dass sich bei einem Polynom in p die
Pole nicht wegheben kénnen. Damit ist p nicht algebraisch, also transzendent
iiber dem Korper C. Der Korper C(p) ist somit isomorph zum Korper aller
rationalen Funktionen iiber C.

Satz. a) Die geraden elliptischen Funktionen beziglich Q sind genau die ratio
nalen Funktionen in @

b) K(2) = C(p)lp].

¢) Der Grad der Korpererweiterung von K () dber C(p) ist 2

Wegen Satz 3 ldsst sich dann jedes f € K(2) eindeutig schreiben als
(1) f=R(p)+Q(p) -,

wobei R und @ rationale Funktionen iiber C sind. Man kennt also die elliptischen
Funktionen ,so gut, wie man die Funktion g kennt®.

Beweis a) Es sei f € K(Q) gerade und nicht konstant. Die Ordnung von f,
also die Anzahl der Pole von f im Periodenparallelogramm (gez&hlt mit ihren
Vielfachheiten), sei m. Weiter sei P := O(wy,ws) die zugehdrige Grundmasche
und N :={c € P; f'(c) = 0}. Dann ist N endlich.

(i) Die Zahl m ist gerade, m = 2k Zu jeder komplexen Zahl u ¢ f(N) gibt es

paarweise verschiedene Punkte

(%) ClyeeosChy &y €EP g+ €Q firj=1,...k

so dass w von f in P genau an den Stellen (x) angenommen wird, und zwar
mit der Vielfachheit 1.
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Nach Satz 2C ist die Anzahl der u Stellen von f ebenfalls gleich m. Sei ¢ € P
mit f(¢) = u gegeben. Da [ gerade ist, gilt auch f(—c¢) = u und es gibt ein
w € Qmit ¢ =w —c € P sowie f(¢) = u. Im Falle ¢ = ¢ wiirde f(c+ 2) =
flw—c+2) = f(—c+2) = f(c—2), also f'(c+ z) = —f'(c — 2z) und damit
f'(¢) =0, also u € f(N) folgen. Daher sind ¢ und ¢’ = w — ¢ verschieden und
die u Stellen von f treten in Paaren auf. Wegen u ¢ f(N) hat jede u Stelle die
Vielfachheit 1.

(ii) f ist eine rationale Funktion in o
Man wihlt nun v # u nicht aus f(N) und erhilt nach (i) Punkte

(**) dl,...,dk,dll,...,d;C,dj-i-d;EQ furjzl,,k,

so dass v von f in P genau an den Stellen (#x) angenommen wird, und zwar
mit der Vielfachheit 1. Die elliptische Funktion

hat dann

(##%) Nullstellen in P genau an den Stellen (x), und zwar mit der Ordnung 1,
und Pole in P genau an den Stellen (xx), und zwar mit der Ordnung 1,

denn die Pole von f heben sich heraus.

Weil die Punkte in (%) und (xx) paarweise verschieden sind, gilt
/ U 1
Cj7 C]-, d]‘7 dj ¢ 59

Demnach hat

(p(z) = plcr)) - - - (9(2) = pler))
(p(2) = p(d) - ... - (p(2) = p(dy))

ebenfalls die Eigenschaft (x%x). Der Quotient g/h ist daher holomorph, also
nach Satz 2A konstant. Aus g € C(p) folgt wegen

h(z) =

_vg—u
f= I 1

die Behauptung.
b) Ist f € K(2) nicht konstant, dann schreibt man

1
 2p/(2)

Offenbar gehoren g und h zu X(€2) und sind gerade. Nach a) sind dann g und
h rationale Funktionen von g.
c) Wegen o’ ¢ C(p) folgt die Behauptung aus Satz 3. a

f=g+he" mit g(z) = %(f(ZHf(—Z)) und h(z) (f(2) = f(=2)).
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In algebraischer Formulierung erhdlt man das
Korollar A. Fir iber C unabhdingige Unbestimmte X,Y gilt
X(Q) = CX)Y/I(X,Y),
wenn I(X,Y) das von Y? — 4(X — )(X — e2)(X — e3) erzeugte Hauptideal in
C(X)[Y] bezeichnet
Beweis Man definiert einen Ring Homomorphismus
O:CX)Y]—=XK(Q) durch X +—p, Y —p'

Nach dem Satz ist ® surjektiv. Man schreibt nun ¢ € C(X)[Y] nach Division
mit Rest tiber dem Kérper C(X) in der Form

P(X,Y) = (Y2 —4(X —e)(X —e2)(X —€3)) - q(X,Y) +r(X,Y)

mit ¢, € C(X)[Y] und r(X,Y) = r(X) +ro(X) - Y mit 7 (X), 2 (X) € C(X).
Aufgrund der Differentialgleichung in Satz 3 liegt ¢ genau dann im Kern von
O, wenn 7(p, p') = 0 gilt. Wegen (1) bedeutet das r(X,Y) = 0. Damit erhélt
man Kern & = /(X,Y) und die Behauptung folgt aus dem Homomorphie Satz
fiir Ringe. a

Nach dem Satz hat K(€2) im Sinne der Algebra den Transzendenzgrad 1 iiber C
(vgl. K. MEYBERG [1976], Abschnitt 6.10B). Damit sind je zwei Elemente von
K(Q) algebraisch abhéngig und man erhélt das

Korollar B. Zu f,g aus K(Q) gibt es ein nicht triviales Polynom P(X,Y) in
C[X,Y] mit

Bemerkung. Weil X () ein Korper ist, ist 7(X,Y) ein maximales Ideal in
C(X)[Y] und somit Y2 — 4(X — ¢;)(X — e3)(X — e3) ein irreduzibles Polynom
in Y iber C(X).

5%. Divisoren. Fiir jede Abbildung ¢ : C/Q — Z mit endlichem Tréger ist der
Grad von ¢ definiert durch

Grad ¢ := Z v(c) € Z.

ceC/Q

Unter einem Divisor von C/Q versteht man nun eine Abbildung ¢ : C/Q2 — Z
mit endlichem Tréger und Grad ¢ = 0. Bei punktweiser Addition bildet die
Menge Div (C/Q) aller Divisoren von C/S eine abelsche Gruppe.

Jedem 0 # f € K(Q) kann nun eine Abbildung
0 C/QU—Z, ps(c+Q):=ord, f,
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zugeordnet werden. Nach 1(3) héngt diese Definition nicht von der Wahl des
Vertreters ¢ ab. Wegen Satz 2C ist dann ¢, f € K(Q), ein Divisor, der so
genannte Hauptdivisor zu f.

Wir definieren einen surjektiven Gruppen Homomorphismus

® : Div (C/Q) — C/Q, P(p) = Z p(c) - ¢,

cec/Q
und erhalten
Div (C/Q)/Kern ® = C/.
Zum Nachweis von
pr€Kern® fiiralle 0# f e X(Q)

beachte man

Blpr)= Y prle)-c= (orde f) - (c+Q)

ceC/Q ceP

fiir jedes Periodenparallelogramm P von ). Nach Satz 2D ist die rechte Seite
aber gleich €. In 6.3 wird man dann sehen, dass auch umgekehrt zu jedem
peKern® ein 0# f € K(Q) existiert mit p = ¢y

Aufgaben. 1) Ein gerades f € X(€) nimmt alle seine Werte bereits in dem Dreieck mit den
Ecken 0,w;,ws an
2) Sei f eine elliptische Funktion, die im Periodenparallelogramm P genau zwei einfache Pole
in @ und b hat Dann gilt f(a +b— z) = f(2)
3) Man beschreibe alle f € X(f2), die genau in den Punkten w/2, w € Q, w ¢ 29, einfache
Pole haben und sonst holomorph sind
4) Sei w € Q und f € K(Q) Ist f ungerade, so hat f an der Stelle z = w/2 einen Pol oder
eine Nullstelle und zwar von ungerader Ordnung Ist f gerade, so ist die Ordnung von f an
der Stelle z = w/2 gerade
5) Sei 0 # f € M, so dass es zu jedem w € Q ein ¢(w) € C gibt mit f(z + w) = c(w) f(z) fiir
alle z € C\ Dy Dann gilt
(i) ordetw f = ord. f fiir alle c € C,w € Q
(i) Y cpord. f =0
(i) Ist f ganz, so existieren a,b € C mit f(z) = ae’? fiir alle z € C

6) Sei f eine ganze Funktion, so dass es zu jedem w € Q ein ¢(w) € C gibt mit f(z +w) =

f(z) + ¢(w) Dann gibt esa,be Cmit f(z) =az+Db
7) Es gilt p"'(2) = 69%(2) + 2(e1e2 + eaes + eseq)
8) Man bestimme ein nicht triviales Polynom P(X,Y’) mit P(p’,p") =0
9) Es gilt [X(2) : C(p/)] = 3.
10) Man verschirfe Bemerkung 3a in folgender Weise: Zu ey, e2, e3 definiert man

21 =(1,0), & =(0,1), g3 =(1,1) € (Z/2Z)>.

Ist W) = awy + bwy, wh = cwy + dws eine weitere Basis mit M = (‘Z Z) € GL(2;Z), so
betrachte man M € GL(2;Z/2Z), das aus M durch Reduktion der Komponenten mod 2
entsteht M permutiert die Menge {€1,82,e3} Bezeichnet man die entsprechenden Grofen
zur neuen Basis mit einem Strich, so gilt e_’j =gj “M,j=1,2,3
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11) Man betrachte f(z) aus Bemerkung 3c und berechne f(w) sowie die Residuen von f an
den Stellen z =0 und z = —w

12) Sind ag,...,a, € C,a; = 0, so existiert genau ein f € K(Q) mit Dy C Q und der
LAURENT Entwicklung a,27" +...+ap+ ... um 0

13) Sei wy,ws eine Basis des Gitters Q und f € X(29Q) Dann gehort

9(2) = f(2) + fz+wi) + f(z+w2) + f(z+ w1+ w2)
zu K(2) Welche elliptische Funktion entsteht, wenn f die zugehorige o Funktion ist?
14) Seien a,b € C Es gibt genau dann eine elliptische Funktion f € X(Q), die in a und b
holomorph ist und f(a) # f(b) erfiillt, wenn a # b(mod )
15) Es existiert kein f € K(Q) mit K(Q) = C(f)
16) Man gebe eine invariante (d h von 4(1) unabhingige) Beschreibung der GALOIS Gruppe
der Korpererweiterung K(Q) D C(p) an

§3. Die WEIERSTRASSsche p-Funktion

In diesem Paragrafen sei 2 = Zw; + Zw- stets ein Gitter in C.

1. Konstruktions-Satz fiir die p-Funktion. Fiir spitere Zwecke formulieren
wir die Aussage gleich etwas allgemeiner. Dazu bendtigen wir die

Proposition. Sei K C {(wi,w2) € C x C; wy # 0, wy/wy ¢ R} ein Kompak
tum Dann gibt es positive Konstanten o und (3, so dass

a - |myi + ma| < |mywy + maws| < B+ |myi 4 ma|
fiir alle my, mg € R und (wi,ws) € K

Beweis Aus Homogenitétsgriinden darf man m? +m3 = 1, also [myi+mg| = 1
voraussetzen. Die stetige Funktion (wq,ws, my, mg) — |myw; +maws| nimmt auf
der kompakten Menge K x {(mi,ma) € R x R ; m? + m3 = 1} ihr Minimum
o und ihr Maximum 3 an. Weil wy, ws iiber R linear unabhingig sind, gilt stets
miwy + maws # 0 fiir alle (0,0) # (my, msy). Also sind « und 3 positiv. O

Als Anwendung erhalten wir den

Konvergenz Satz fiir die p-Funktion. Die Reihe

(1) Pz wi,wa) 1= 272 + Z (z—w)?—w™?)
0#wEZw1 +Zwa

konvergiert absolut gleichmdfig auf jedem Kompaktum in

(2) {(z,w1,w2) ECXCXxC; wy#0, w/was ¢ R, z ¢ Zwry + Zws} .

Beweis Sei K eine kompakte Teilmenge von (2). Wir wihlen ein p > 0 und ein
Kompaktum K’ C {(wj,ws) € Cx C; wy # 0, wi/wy ¢ R}, so dass

KCK,xK' K,={2€C;|z| <p}.
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Zu K’ wihlt man « nach der Proposition. Dann gilt fiir alle (2, w;,ws) € K und
(my, mg) € Z mit |myi +mgy| > (p+ 1)/« auch

w| >p+1 fir w=muw + mows

und
1 1 7’22(.0722 7‘ 2—z/w ‘ 2|
(z—w)? w2l lw?2(z—w)?l (1—z/w)’l |w]?
3 P 3plp+1)?

e 3 o Splpt1)T
T (L—p/(p+ 1) WP T ad|mai +mof?

Da nur endlich viele Paare (my,ms) € Z x Z mit |mqi + mgo| < (p+ 1)/
existieren, folgt die Behauptung aus der absoluten Konvergenz der EISENSTEIN
Reihe G3(Zi + Z) nach dem Konvergenz Lemma 1.9. 0

Fiir ein festes Gitter 2 erhdlt man analog das
Lemma. Fir k € N,k > 3, konvergiert die Reihe
Z(z —w)7k
weN
auf jedem Kompaktum in C\ Q absolut gleichmdifig
Nun erhalten wir den angekiindigten

Konstruktions-Satz fiir die p-Funktion. Die Reihe

(3) 0(2) = pa(z) =272+ Z (z—w)?-w?),2zeC\Q,

konvergiert in jedem Kompaktum von C, das keinen Gitterpunkt enthdlt, absolut
gleichmdfig Die Funktion g ist eine gerade elliptische Funktion beziglich ),
sie hat in den Gitterpunkten von 2 Pole 2 Ordnung mit Residuum Null und ist
holomorph in C\ 2 Die LAURENT Reihe bei 0 hat die Form

(4) p(2) =272+ a2 + .. ..
Damit ist zugleich der Beweis des Existenz Satzes 2.3 gegeben.

Man nennt (z) die WEIERSTRASSsche o Funktion (zum Gitter €2). Die Idee,
eine elliptische Funktion durch eine Summe iiber alle Gitterpunkte zu defi
nieren und so die doppelte Periodizitdt augenscheinlich zu machen, geht auf
F.G.M. EISENSTEIN (1823 1852) und K. T.W. WEIERSTRASS (1815 1897) zu
riick. Man vergleiche hierzu die historische Anmerkung in 7. Nachschriften kann
man entnehmen, dass sich in WEIERSTRASS’ Vorlesungen das ,, WEIERSTRASS
@ allméhlich aus einem gewthnlichen p entwickelt hat.
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Beweis Zur Abkiirzung setze man
fol2) i =(z—w)?—w? fiir 0£weQ und K,:={2€C;|z|<p}, p>0.

Die absolute, kompakt gleichméfige Konvergenz der Reihe (3) folgt bereits aus
dem Konvergenz Satz.

Behauptung 1. Die Reihe (3) stellt eine in C meromorphe Funktion dar, die
genau in den Punkten von Q Pole 2 Ordnung mit Residuum Null hat

Zum Beweis sei p > 0. Es folgt
pl) =27+ Y fulm)+ D ful2)
lw|<p+1 |lw|=p+1

Hier ist die erste endliche Summe meromorph auf K,, wihrend die zweite nach
dem Konvergenz Satz holomorph auf K, ist. Also hat p|x, genau in den Punkten
Q2N K, Pole 2. Ordnung mit Residuum 0. O

Behauptung 2. ¢ ist eine gerade Funktion und es gilt (4).

Zum Beweis ersetzt man w durch —w in der Summe (3). Wegen der absoluten
Konvergenz folgt p(—z) = p(z). Nun beachtet man f,(0) = 0 fiir w # 0 und
sieht, dass die LAURENT Reihe bei 0 das konstante Glied 0 hat. O

Behauptung 3. Es gilt p(z + w) = p(z) fir allew € Q und z € C\Q

Zum Beweis hat man nach dem Konvergenz Satz

p’(z)z—?Z(z—w)’S, zeC\Q,

we

und diese Reihe ist nach dem Lemma absolut konvergent. Es folgt p'(z +w) =
p'(2) fiir w € Q. Ist daher wy, wy eine Basis von €, so gilt p(z+w;) = p(z) +C;

mit Konstanten C; fiir j = 1,2. Fiir z 1= —w1/2 bzw. z = —w,/2 folgt C; =
Cy =0, da p gerade ist. Damit gilt p(z 4+ w;) = p(z) fiir j = 1,2 und p hat alle
w € Q als Perioden. O

Bemerkungen. a) In Kenntnis des Satzes von MITTAG LEFFLER (vgl. R.
REMMERT [1995], Satz 6.1.3) stellt man fest, dass man hier einen Beweis jenes
Satzes in einem Spezialfall wiederholt hat. Historisch ist der Satz von MITTAG

LEFFLER aber umgekehrt nach dem Vorbild der WEIERSTRASSschen Konstruk
tion der p Funktion modelliert worden.

b) In der obigen Behauptung 3 kann der Umweg {iber o’ nicht ohne zusitzliche
Uberlegungen vermieden werden. Wir verdanken Herrn J. ELSTRODT den Hin
weis auf einen direkten Beweis, der auf einer genauen Betrachtung der durch
Differenzbildung aus (3) fiir p(z + w) — p(z) entstehenden Reihe beruht. Man
vergleiche hierzu H. HANcoOcCK ([1910], Art. 270).
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2. Die LAURENT-Entwicklung. Wie in 1.9(2) betrachtet man die EISENSTEIN
Reihe

(1) Gri=Gr(Q):= Y w™* fiir gerades k > 4.
0F£we

Nach Proposition 1.9 sind die entsprechenden Reihen fiir ungerades & > 3 gleich
Null. Man setzt schliefslich

v :=7(Q) := min{|w|; 0 # w € O}
und erhélt den

Satz. Fir alle z € C mit 0 < |z| < () gilt

2) p(z) =27+ Z(Zn —1)Gop - 2" =272+ 3G, - 22+ 5Gs -2t .

n=2

Beweis Aufgrund von

1 d m—1
T @ (1_t) th <1,

hat man fiir w # 0

1 11 1 = Zmt
5 5 = 5 | T/ —-1) = : ) <7,
(Z _ w)? w2 w2 ((1 _ Z/W)Q ) Z m wmtl |Z| v

m=2
und daher
B > Zm—l
SRR C R Ol O SU==) B RIS
0#we \m=2
Wegen
2! 12\ ! 3
‘ wm+1 - ,Vm ( v ) \w|7

und aufgrund des Konvergenz Lemma 1.9 ist die Reihe (x) in m und w absolut
konvergent. Nach Satz 1.8 darf man also umordnen und erhélt

p(z) =272+ Zme+1 20 < 2] <y

m>2

Wegen Proposition 1.9 ist das aber (2). ]

3. Die zweite Differentialgleichung. Die WEIERSTRASSsche o Funktion ge
nigt der Differentialgleichung

(1) 0" =4p* — gap — g3.
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Dabei sind g und g3 definiert durch
(2) g2 := g2(2) := 60 G4(2) und g3 := g3(0) := 140 G4(Q) .

Man nennt g, und g3 die WEIERSTRASS Invarianten des Gitters 2. Wir ver
wenden das LANDAU Symbol und schreiben O(z*) fiir eine Funktion f(z), die
If(z)] < C - |z|* mit einem geeigneten C fiir 2z aus einer Umgebung von 0
erfiillt.

Beweis Ausgehend von
o(2) = 272+ 3Gy - 2% + 5Gg - 21 + O(2°)

(vgl. 2(2)) berechnet man

n

0*(z) = 27+ 6G, + 10Ge - 22 + 0(2%) |

P (2) = 270+ 9Gy - 272+ 15Gs + O(2) ,
'(z) = —2-2734+6G, 2+ 20Gs-2*+ 0(z2),
©2(2) = 4-27%-24G,- 272 —80Gs + O(z) .

Daraus erhélt man mit (2)

(*) 0% (2) — 4% (2) + gap(2) + g3 = O(2).

Hier gehort die linke Seite zu K(€2) und hat Pole hichstens dort, wo p oder p’
Pole hat. Nach (x) ist die linke Seite aber bei 0 und daher iiberall holomorph.
Satz 2.2A zeigt, dass diese Funktion konstant ist. Nach (x) wiederum ist diese
Konstante gleich Null. a

Differenziert man (1), so folgt das

Korollar A. Es gilt
20" = 120" — gy.
Korollar B. Fir k € N gilt

%) € Z|Gy, G, 9] + Z[G4, Gs, plp -

Beweis Dies ist fiir k = 0 und 1 richtig. Wegen (2) folgt die Aussage fiir k = 2
aus Korollar A. Nun ergibt eine Induktion die Behauptung. a

Korollar C. Fir f € X(Q) sind quivalent:
(i) f ist holomorph in C\
(i) f e Clp]+Clp]- o’

Beweis (1) = (ii): Subtrahiert man ap™ bzw. ap™ - ', a € C, n € Ny,
geeignet, von f, so kann man nun die Ordnung der Pole in den Gitterpunkten
sukzessiv erniedrigen. Schliefich beachte man noch resyf = 0 nach Satz 2.2B.

(ii) = (i): Klar. 0
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Korollar D. Fiir n > 4 gilt die Rekursionsformel

3 (n=3)2n+1)(2n—1)Gaoy =3+ > (2p—1)(20 — 1)Go, Gy

p>2,q>2

ptg=n
Beweis Man trigt die LAURENT Reihe 2(2) in p” +30 G4 = 6p? nach Korollar
A ein:

> (20— 1)(2n = 2)(2n — 3)G2, 2" 430G,

n>2

=12 Z(Qn —1)Go 2"t + 6 Z Z(Qp —1)(2g — 1)GlapGagz2 24 .

n>2 p>2 g2
Ein Koeffizientenvergleich ergibt bereits die Behauptung. a

Speziell erhilt man
(4) 7Gs =3G%, 11G10 = 5G4Gg , 143G12 = 42G 4Gy + 25G2 = 18GY + 25G2
und das
Korollar E. Fir k > 8 gilt
G, € Q[Gy, Gg).

Korollar F. Sei Q) ein Gitter in C mit zugehiorigen WEIERSTRASS Invarianten
g2 und g3 Jede in einem Gebiet G C C meromorphe, nicht konstante Losung f
der Differentialgleichung

f2=4 —0f — g5

wird durch f(z) = p(z +w), z € G, mit geeignetem w € C gegeben Ist f € M
eine solche Lisung, dann ist Q das Periodengitter von f Das Gitter €2 ist durch
92(Q) und g3(2), also auch durch G4(2) und G¢(2) eindeutig bestimmit

Beweis Sei f eine in G meromorphe, nicht konstante Ldsung der angegebe
nen Differentialgleichung. Ist f in einer Kreisscheibe U C G um u holomorph
und f’ ungleich Null in U, dann gilt bei geeigneter Wahl einer Wurzel f' =
\4f3 — gaf — g3. Nach Lemma 2.3B wihlt man nun ein w € C mit p(w +u) =
f(u) und darf dariiber hinaus noch p'(w + «) = f’(u) annehmen, indem man
gef. w durch —w—2u ersetzt. Die Funktionen f(z) und g(z) := p(z+w) geniigen
der gleichen Differentialgleichung 1. Ordnung und stimmen im Punkt u iiberein.
Dann folgt f(z) = g(z) fiir alle z € U aus dem Existenz und Eindeutigkeits
satz (vgl. W. WALTER [2000], 66). Der Identitédtssatz impliziert f(z) = g(z)
fiir alle z € G. Die fehlende Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass fiir
die p Funktion nach dem Konstruktions Satz 1 das Periodengitter gleich der
Polstellenmenge ist. a
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Bemerkung. An Stelle der Differentialgleichung (1) kann man bei gegebener
rationaler Funktion R allgemeiner nach Losungen w = f(z) der so genannten
binomischen Differentialgleichung

(5) w™ = R(z,w)
fiir gegebenes n € N fragen. Es gilt hier der

Satz von MALMQUIST und YOSIDA. Besitzt (5) eine auf C meromorphe

und transzendente Losung, dann ist R(z,w) ein Polynom in w von einem Grad
<2n

Einen Beweis findet man in E. HILLE, Ordinary differential equations in the
complex domain, J. Wiley, New York 1976, Theorem 4.6.4. Eine Klassifikation
der binomischen Differentialgleichungen beschreibt N. STEINMETZ, Math. Ann.
244, 263 274 (1979).

4. Ein Vergleich der Differentialgleichungen. Neben
(1) ' = 49" — 920 — g3

war in Satz 2.3 die Differentialgleichung

2) p" =4(p—e1)(p — e2)(p — es)
hergeleitet worden. Dabei waren ey, e, €3 wie in 2.3(3) durch
(3) er = p(wr/2), k=1,2,3, w3 :=w + wo,

definiert, wenn wy,ws eine Basis von € ist. Da p mehr als drei verschiedene
Werte annimmt, ergibt ein Vergleich fiir eine Unbestimmte X iiber C den

Satz. Es gilt
4X3 — g X — g3 = 4(X —e1)(X — e2)(X —e3).
Aus Korollar 2.4A folgt dann
Korollar A. Fir iber C unabhdngige Unbestimmte X,Y gilt
K(Q) = CX)Y]/I(X.Y),

wenn [(X,Y) das von Y2 —4X3 + g, X + g3 in C(X)[Y] erzeugte Hauptideal
18t

Ein Koeffizientenvergleich im Satz ergibt das
Korollar B. FEs gilt

(4) 0=e; + e +es,

(5) g2 = —4(erea + ezes + eseq),

(6) g3 = 4ejezes.
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Korollar C. Es gilt
gs — 27g3 = 16(e; — e2)?(e2 — e3)*(e3 — €1)* # 0.
Beweis Mit (4) und (5) erhélt man zunéchst
(%) ga=2(el+e3+e2) bzw. g3 =16(e2e3 + el + eled).
Weiter ergeben (4) und (5) dann auch noch
2(e; — e9)? = 2(e] + €3) — dejen = 290 — 2¢5 + des(eq + ea) = 292 — 6e3,

also

(61 —e9)? =gy — 36%.
Da die durch zyklische Vertauschung der ey, e, e3 entstehenden Beziehungen
ebenfalls giiltig sind, hat man

16(e1 — e2)’(e2 — €3)*(e3 — €1)” = 16(g2 — 3e7) (g2 — 3¢3) (g2 — 3¢3)
= 1695 — 3-16g5(e] + €5+ €3) + 9 - 16ga(e2es + e3e; + ezel) — 27 - 16efeses .

Wegen (*) und (6) ist die rechte Seite aber gleich g5 — 27¢3. Nach 2.3(6) sind
e1, ea, €3 paarweise verschieden. a

(7) A= A(Q) = g§ — 27g}

nennt man die Diskriminante und

(8) J=3(Q) = (12g2)*/A

die absolute Invariante des Gitters 2. Mit Korollar B und C folgt das
Korollar D. Es gilt

(eres + eges + eze1)?
(e1 —e2)?(e2 — €3)%(e3 — e1)?

j=—4-12%.

Korollar E. Fir )\ := 276
€1 — €3

gilt

(1—=A+ %3

M1 — \)2
Bemerkungen. a) Die Diskriminante A ist (bis auf einen Faktor) zugleich auch
die Diskriminante des Polynoms f(X) := 4X® — g, X — g3 im Sinne der Algebra
(vgl. S. LANG [1993], V, §10): Dort wird die Diskriminante des Polynoms f
(bis auf einen Faktor) als die Resultante von f und f’ erkldrt, also durch

j = 256-

4 0 —go —g3 O
0 4 0 -9 —g
det {12 0 —go O 0 = —64A.
0 12 0 —g 0
000 12 0 —g
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b) Die Bezeichnung ,absolute Invariante rechtfertigt sich in 4.4.
c¢) A aus Korollar E tritt bereits in E.2 beim Ubergang von der WEIERSTRASS
schen zur LEGENDREschen Normalform elliptischer Integrale auf.

5. Konjugationsstabile Gitter. Ein Gitter (2 heit konjugationsstabil, wenn
mit w auch die konjugiert komplexe Zahl @ zu Q gehért, d.h. Q = Q. Die
wichtigsten Beispiele fiir konjugationsstabile Gitter sind

a) die Rechteck Gitter: Q = Zwy + Zwo mit %wl,wg cRT,

b) das Sechseck Gitter: Q = Zp + Z mit p = 5(1+iV/3).

Man erhalt direkt die

Proposition. Ist Q ein konjugationsstabiles Gitter, dann gilt fir alle z € C\ Q2

pa(z) = pa(z) und po(2) =pal?).
Speziell hat man fir z € C\ Q:
a) pa(z) ist reell fir z € R und z € iR,
b) po(z) ist reell fir z € R und rein imagindr fir z € iR

Eine Charakterisierung enthélt der folgende

Satz. Fir ein Gitter Q = Zw, + Zwy sind aquivalent:

(1) g2(2) und g3(Q) sind beide reell
(ii) Alle Gk(Q), k > 4 gerade, sind reell
(iii) Von den Grifien ey, eq, e3 sind zwei konjugiert komplex und die dritte reell
oder alle drei reell
(iv) Q ist konjugationsstabil

Beweis (i) <= (ii): Man verwende 3(2) und Korollar 3D.

(i) <= (iv): Die Behauptung folgt aus g2(Q2) = g2(Q), g3(Q) = ¢3(Q2) und der
Tatsache, dass €2 nach Korollar 3F durch g und g3 eindeutig bestimmt ist.

(i) = (iii): Die Werte ey, ez, e3 sind nach Satz 4 genau die Nullstellen des
reellen Polynoms 4X? — ¢, X — g3. Daher ist mindestens eine Nullstelle reell.
(iii) = (i): Man verwende 4(5) und 4(6). ]

Bemerkung. Mit konjugationsstabilen Gittern kann man die elliptischen Inte
grale in WEIERSTRASSscher Normalform

dt f
==, q(t) =4t° —cot — ¢y,
Valt)
mit reellen ¢y, ¢3 berechnen (vgl. 4.5).

6. Die durch p definierte Abbildung fiir ein Rechteck-Gitter. In diesem
Abschnitt sei €2 stets ein Rechteck Gitter und

(1) (wi,ws) eine Basis von © mit w; >0 und wy > 0.
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Man iiberlegt sich leicht, dass w; und ws hierdurch eindeutig bestimmt sind.

Proposition. Sei z € C\ Q
a) p(z) ist genau dann reell, wenn es ein w € Q gibt mit

(2) z€5+R oder zej+iR.

b) Firz € §+R, w € Q, ist p'(2) reell Firz € §+iR, w € Q, ist p'(2) rein
1Maginar

Beweis Wegen (1) gilt 1(w —©) € Q. Dann folgt
(3) p(5+2)=0(3+72), ¢’ (5+2)=0"(5+7)
aus Proposition 5. Weil p gerade und p’ ungerade ist, nehmen g und p’ an

den angegebenen Stellen nur re

elle bzw. rein imaginire Werte — %1 ’ Wi kw2
an. |
Sei nun z € O(wy,ws), so dass z wig? . witg2—7

nicht von der Form (2) ist. Wire
p(2) reell, so wiirde p wegen (3) i

‘l‘.

|

|

_i

|

|

|

|
-t - =

|

|

|

|
e B

|

|

*

an den vier paarweise verschie :
denen Punkten |
s
Z,w F 2w we— 2z, we — Z '
0 . ws
in O(wy,ws) den gleichen Wert
annehmen. Das widerspricht Abb. 8: Rechteckgitter

Lemma 2.3B. O

Satz. Das Innere des Viertelrechtecks 0, %}, %, > der z Ebene wird durch

z — w = p(2) auf die untere w Halbebene konform so abgebildet, dass der Rand
des Rechtecks auf die reelle Achse (von —oo nach +00) bijektiv abgebildet wird

w1 w3
2 2

A% N2 €1 €3 €9
0 & 5

Abb. 9: Abbildungsverhalten auf dem Viertelrechteck

Beweis Es sei V' das Innere des obigen Viertelrechtecks. Fiir z = x + iy mit
0 <x<e, 0<y<e mit hinreichend kleinem € > 0 gilt

22 —y? — 2ixy

(*) p(z) =27240() = (22 + y2)?

+ 0(e?).
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Weil p(V) zusammenhingend ist, impliziert die Proposition
(%) p(V)CH mit H:={weC;Imw <0},
Wegen p(z + w/2) = p(—2 — w/2) = p(—2z + w/2) folgt

p(2+V) = p(V)cH,
p<%+v) p(%+v)cH:{weC;Imw>O}=H,

so dass die Gleichheit in (x*) aus der Proposition und Satz 2.2C folgt. Nach
Lemma 2.3A hat man p'(2) # Ofiiralle z € V. Alsoist g : V' — H biholomorph.

Fiir hinreichend kleines € > 0 ist f(y) := p(iy), 0 <y < &, wegen

fly) =ip'(iy) =2y~>+ 0(e), also f'(y) >0,

sicher monoton wachsend. Aus der Differentialgleichung

12

" =4(p—e)(p—e2)(p—es) und p'(iy) #0

erhdlt man f'(y) > 0 fiir 0 < y < w;/2i. Also ist f auf dem gesamten Intervall
10, w1 /2i] streng monoton wachsend und bildet es bijektiv auf | — oo, e1] ab.

Auf den anderen Seiten von V schliefft man ahnlich. O

Die Bilder der anderen Viertelrechtecke von <(wy,ws) werden nach dem Schema

[+ 1 -]
(= [+

auf die untere bzw. obere w Halbebene abgebildet. Dabei gilt insbesondere
61 < ez < eg.

Mit dem Satz kann man jetzt auch gewisse Integrale der Form

mit g,heR

/ dt
VA4t — gt — h

yberechnen*: Hat man zu g und h ein Rechteck Gitter  mit g = go(2) und
h = g5(2) gefunden, dann gilt fiir 0 <r < s < %

o(r)
dt

443 — gt — h
o(s) g

=SsS—T.

Zum Beweis substituiert man t = p(z) und beachtet p'(z) < 0.

Das Problem liegt hier natiirlich darin, ein Gitter {2 der angegebenen Art zu
finden. Man vergleiche dazu Korollar 4.4.
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Bemerkungen. a) Natiirlich kann man auch fiir beliebiges Gitter Q2 die durch
p vermittelte Abbildung eines Periodenparallelogramms nach C studieren. Man
vergleiche hierzu etwa E. GRAESER ([1950], 81 83).

b) Nach dem RIEMANNschen Abbildungssatz ist jedes Rechteck in C biholo
morph dquivalent zum Einheitskreis. Eine solche biholomorphe Abbildung kann
man explizit mit dem Satz und der CAYLEY Transformation (vgl. I1.1.2) kon
struieren.

7. Ferdinand Gotthold Max EISENSTEIN (1823 1852) publizierte 1846/47
in Crelles Journal sechs Beitrige zur Theorie der elliptischen Functionen (vgl.
Math Werke I,299 478). In diesen Arbeiten entwickelte er vollig neue Gesichts

punkte, die weit iiber die Arbeiten seiner Vorginger A.M. LEGENDRE (1752

1833), N.-H. ABEL (1802 1829) und C.G.J. JACOBI (1804 1851) hinausgingen.
Seine Arbeiten blieben aber weitgehend unbeachtet.

L. KRONECKER (1823 1891) hatte 1891 beabsichtigt, auf der ersten Tagung der
Deutschen Mathematiker Vereinigung (DMV) in Bremen einen Vortrag ,iiber
Eisenstein® zu halten. Als er aus personlichen Griinden absagen musste, schrieb
er (Werke V, 499) an den Présidenten der DMV:

, tber seine Arbeiten sprechen Dabei miissten dann ausser den
rein arithmetischen und analytisch arithmetischen noch ganz beson
ders seine rein analytischen Untersuchungen tber elliptische Func
tionen hervorgehoben werden, welche dem Bewusstsein der Jetztzeit
ganz abhanden gekommen sind,

Diese Arbeiten scheinen in der Tat im 19. Jahrhundert aufser von KRONECKER
nur noch von A. HURWITZ (1859 1919) in einer Fufnote ( Werke I, 31), von H.
BURKHARDT und von F. KLEIN und R. FRICKE ([1890], 24 und 150) erwéhnt
zu werden. Im Vorwort zu seinem Buch [1899] spricht BURKHARDT von den
»EISENSTEIN WEIERSTRASSschen Partialbruchreihen®. Erst R. FRICKE (1861

1930) nennt dann EISENSTEIN in seinem Enzyklopidie Bericht (Analysis IT
B 3,243 1.) einen Vorliufer von WEIERSTRASS Schlieflich beschreibt und wiir
digt H. HANcocK ([1910], Art. 273, 280, 287, 291) ausfiihrlich EISENSTEINs
Ergebnisse.

Im Jahre 1976 erschien dann das Buch Elliptic functions according to Eisen
stein and Kronecker von A. WEIL [1976], in dem er die EISENSTEINschen Be
tridge zu den elliptischen Funktionen {iberzeugend wiirdigte: Von EISENSTEIN
wurden bereits 1846/47 die wesentlichen Ergebnisse iiber die p Funktion, ihre
Differentialgleichung und das Additionstheorem, iiber die ¢ Funktion und die
Funktion (vgl. §6) vorweggenommen. Erst ab 1862 hat K.T.W. WEIERSTRASS
iiber entsprechende Ergebnisse in seinen Vorlesungen an der Berliner Universi
tét vorgetragen ( Werke V, das zugrundeliegende Manuskript hat WEIERSTRASS
1863 Herrn F. MERTENS diktiert). Die o Funktion wird hier noch als Lisung
der Differentialgleichung ' = 4p® — g, — g3 eingefiihrt. Die Tatsache, dass bei
EISENSTEIN in der Definition des Analogons der p Funktion (sowie bei ¢ und ()



46 Kapitel I Elliptische Funktionen

die konvergenzerzeugenden Summanden fehlen, darf einen nicht zweifeln lassen,
denn EISENSTEIN ersetzt dies durch eine besondere Summationsvorschrift der
entsprechenden bedingt konvergenten Reihen.

Man kann heute nicht verstehen, dass WEIERSTRASS zu keiner Zeit auf die Vor
arbeiten EISENSTEINs verwiesen hat. Wenn man historisch korrekt sein wollte,
miisste man im Bereich der elliptischen Funktionen alle auf WEIERSTRASS be
zogenen Namen in EISENSTEIN WEIERSTRASS umbenennen. Das hat sich aber
nicht durchgesetzt, vor allem wohl deswegen, weil dieser Sachverhalt in der
Lehrbuch Literatur (noch) keinen Platz gefunden hat.

EISENSTEIN stiitzt alle seine Uberlegungen auf Reihen iiber alle Gitterpunk
te analog zur p Funktion und deren elementare Manipulation. Wie er zunéchst
ausfiihrt, kann seine Methode hervorragend auf die Grundlegung der trigonome
trischen Funktionen angewendet werden. Dies wird in dem Buch von R. REM
MERT, G. SCHUMACHER [2002], Kap. 11, §4, ausgefiihrt.

Ein lesenswertes Mirchen und eine Wiirdigung EISENSTEINs findet man im
Bulletin der AMS 82, 658 663 (1976), aus der Feder von A. WEIL.

Aufgaben. 1) Fiir E; := (elj e§+ekee> s {d ks 0} = {1,2,3} gilt

—e;

B} =(ej—ex)(ej —e) (57) und  EjEj = (e —e5)Er

Die Menge {M\E,;0 # A € C,v = 1,2,3} U{\E;0 # X € C} ist eine Untergruppe von
GL (2;C)
2) Fiir gegebenes w € Q mit w ¢ 2Q wird T definiert durch

_ pw/4) —p(w/2)
p(2) —pw/2)

a) T ist eine gerade elliptische Funktion beziiglich © mit Nullstellen 2 Ordnung in den

Punkten von 2 und Polen 2 Ordnung in den Punkten w/2 + Q

b) Jede gerade elliptische Funktion kann rational durch 7" dargestellt werden

c)T(z) T(z+w/2)=1

3) Sei wy,ws eine Basis von @ Dann gilt

T(z) =Tu(2) : z€Q.

1 )
" (w1/2) = 66%7592 = 2(e1—e2)(e1—e3), p<w)(w1/2) = 72e3—6e1ga = 24e1(e1—ea)(e1—e3).

Man leite analoge Formeln fiir die Werte an den Stellen wo/2 und ws3/2 her
4) Man bestimme ey, ez, e3 fiir den Fall, dass g3 = 0 bzw go = 0 gilt
5) Sei Q@ =Zp+Z, p= (1 +1iv3) Dann gilt

e2 = pa(1/2) > 0, e1 = pa(p/2) = —pea, e3 = pa(—p/2) = —pes.
6) Gilt g3 # 0, so betrachte man die normierte, homogene WEIERSTRASS Gleichung
_4y3_gayy2_ 73 _ 1vy2gy _
pX,Y,2)= AX3 - 2x72 - 73— Ly2z =0
Dieses Polynom soll als Determinantenfliche
(%) p(X,Y,Z)=det(XA+YB—-ZE)=0

mit A, B € Mat(3;C) dargestellt werden
a) Gilt (), so besitzt A die Eigenwerte -, 2 L und B die Eigenwerte 0, :l:\/% Die Eigen

e1’ ez’ e3 g3
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werte sind jeweils paarweise verschieden

b) Es gibt eine Losung von (x), in der A eine Diagonalmatrix und B schiefsymmetrisch ist
7) Man gebe explizit eine biholomorphe Abbildung zwischen dem Einheitskreis und dem Ein
heitsquadrat {z € C; 0 < z,y < 1} in C an

8) Sei Q = ZiA+Z\, 0 # X\ € C ein Quadratgitter Dann sind die Nullstellen der ¢ Funktion
genau die Punkte der Menge %)\ + Q Jede Nullstelle ist von der Ordnung 2

9) Ist Q ein Gitter, so dass die WEIERSTRASSsche o Funktion nur doppelte Nullstellen hat,
dann existiert ein 0 # A € C mit Q = Zi\ + ZA

§4. Die Abhangigkeit vom Gitter

In diesem Paragrafen soll die Abhéngigkeit der WEIERSTRASSschen g Funktion
und der EISENSTEIN Reihen G vom Gitter Q untersucht werden. Dazu sei
Q) = Zwy + Zw, stets ein Gitter in C.

1. Homogenitidt und Basiswechsel. Mit € ist natiirlich auch AQ) fiir jedes
0 # A € C ein Gitter in C. Aus 3.1(3) und 3.2(1) folgt sofort

(1) orxa(A2) = A2 0q(2) und Gp(AQ) = X"F-Gr(Q), k>3
Mit 3.3(2), 3.4(7) und 3.4(8) ergibt sich auch
o) 92(00) = A" g2(Q), gs(AQ) = 277 g5(),

ANQ) =2 CAQ),  JAQ) = 5(Q).

Satz. Fir Gitter Q und Q' in C sind dquivalent:
(i) Es gibt ein 0 # X € C mit ' = \Q

(ii) () = ().

Beweis (i) = (ii): Man vergleiche (2).

(ii) = (i): Sei zunéchst j(2') = j(2) # 0. Dann gilt g2(2) # 0 und ¢2(') # 0
nach 3.4(8). Also existiert ein 0 # A € C mit

gg(Q/> = )\74 . gz(Q) = gg()\Q) .
Mit (2) und 3.4(7) ergibt sich
93(Q2) = £37°- g3(Q) = £g:(AQ).

Ersetzt man ggf. A durch i), so folgt go(Y) = ¢2(AQ) und ¢3(Q") = g3(A\Q).
Dann erhilt man Q' = AQ aus Korollar 3.3F. Gilt j(Q2) = j() = 0, so folgt
g2(2) = g2() = 0 und g3(2) # 0 sowie g3(¥') # 0 aus Korollar 3.4C. Dann
erhilt man die Behauptung analog. a

Ist (w1, ws) eine Basis von Q (vgl. 1.3), so schreibt man auch (vgl. 3.1(1))
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(3) p(z;w1,wa) = pa(z) und  Gi(wi,ws) := GL(Q) fiir k > 3.

Da aber p und die G nur vom Gitter 2 und nicht von der Wahl einer Basis
abhingen, ergibt das Basis Lemma 1.6 sofort

(4) plzwwy) = p(zw,wy)  und - Gi(wy, wh) = G(wr,wp) - fiir k>3

und

w{ N w1 . _[(a b .
(5) (wé) = U(w2> mit U = (c d) € GL(2;2),
also fiir

(6) Wi =aw; +bwy, wy=cw +dwy und a,b,c,d €7, ad — bc = +1.
Fiir 0 # A € C hat dann (1) fiir ¥ > 3 auch die Form
(1)) oAz dwr, dwa) = A2 gz w1, wa), Gr(Ddwr, Adws) = A% - Gr(wr, wa) .

Als Basis von 2 sind wy, wy tiber R linear unabhéngig, d.h. 7 := wy/wy ¢ R. Da
mit (wy, ws) auch (—wq,ws) eine Basis von  ist, darf man ohne Einschrinkung
Im 7 > 0 annehmen. Man beachte, dass dies genau dann der Fall ist, wenn das
Dreieck (0, w2, w) positiv orientiert ist. Aus (4) und (1°) folgert man daher

(7) p(z;wi,ws) = w;Q co(z/we; T, 1) und Grlwy,ws) = w;k - Gi(7, 1) fiir k > 3.

Zur Untersuchung von elliptischen Funktionen beziiglich 2 darf man daher ohne
wesentliche Einschrinkung ws = 1, also

O=Zr+7Z mit 7eH
annehmen. Dabei ist die obere Halbebene H definiert durch

H:={reC; Im7>0}.
Wegen

! b b d—b
(8) 7' ::w_}:awl—}— “2 90 nd Imr = 2%
why  cwr+dwy T +d ler + dJ?

T

darf man dann aber beim Ubergang von der Basis (7, 1) von Q zur Basis (7, 1)
des Gitters ﬁﬁ mit 7/ € H nur noch Matrizen U = (¢4) aus der speziellen
linearen Gruppe tber Z, also SL(2;Z) := {U € GL(2;Z) ; detU = 1}, zulassen
(vgl. 1.5(2)). Damit kann (4) wegen (6) und (1) in der Form

z ar +b
9 1) = d)? . 71
) o T ) = a2 ol

(10) Gy (Z”—ide) = (et +d)F - Gi(r,1) fiir k>4
T
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geschrieben werden. Dabei sind a, b, ¢, d € Z und es gilt ad — bc = 1.

2. Eine Reihenentwicklung fiir die Gy. Zur Herleitung einer solchen Ent
wicklung geht man von einem Gitter der Form

(1) N=Zr+7Z mitIm7>0,alsoreH,

aus und betrachtet hier 7 als beliebig, aber fest. In der Bezeichnung von 1 ist
(2) Gi(7) := Gi(1,1) = Zl (m7 +n)%, k>4 gerade,

wobei der Strich an dem Summenzeichen bedeuten soll, dass iiber alle Paare

(0,0) # (m,n) €ZXZ

zu summieren ist. Natiirlich kann man die Gy als Abbildungen der oberen Halb
ebene H nach C auffassen.

Das wesentliche Hilfsmittel besteht nun in der folgenden Verallgemeinerung der
Sinus Partial bruchentwicklung:

Proposition. Fir alle T € H und alle ganzen k > 2 gilt

3) Srnyt = T DI

neL

Beweis Durch Differentiation der Cotangens Partialbruchentwicklung (vgl. R.
REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], Satz 11.2.1) erhilt man die Partialbruch
entwicklung

( i )2:Z(T+Tl)72, TeC, T1¢7Z.

sin 7t
nez

Die rechte Seite konvergiert dabei in jedem Kompaktum in C, das keinen Punkt
von Z enthilt, gleichméRig. Wihlt man hier 7 € H, so erhiilt man wegen |e*™7| =
e 2™ < 1 auch

oo

™ 2 211 2 ) 1 _
= - - = (=271 2 27”77_ = (=271 2.5 2mirT ]
(Sin 71'7') <e7TZT _ 6—7727-) ( ﬂ-l) € (1 — 627”T>2 ( ’/T'L) Te

r=1

Die Behauptung (3) ist also fiir k¥ = 2 bewiesen. Da aber beide Seiten lokal
gleichméfig in 7 konvergieren, erhélt man den allgemeinen Fall durch wieder
holte Differentiation nach 7. O

Die linke Seite von (3) ist offenbar in 7 periodisch mit der Periode 1, die rechte
Seite von (3) gibt diesen Sachverhalt in Form einer FOURIER Reihe wieder. Da
mit erhalten wir sogleich die FOURIER FEntwicklung der EISENSTEIN Reihen.
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Satz. Fir alle 7 € H und alle geraden k > 4 gilt

2mm7- = H,

(4) Gi(r) = 2¢(k)

mit -
)= Zm_s ,s>1, und o4(m):= Z d’, seR
m=1 deN,d|m

Die Reihe (4) konvergiert fir e > 0 in jedem Bereich {T € H; Im 7 > &} absolut
gleichmafig Die Gy sind auf H holomorph und erfiillen

5) Gy (ZZIZ) = (er +d)* - G(r) fiir alle (‘Cl Z) €SL(2:7).

Wegen (4) ist nunmehr klar, dass die Gy fiir gerades k > 4 nicht identisch
verschwinden.

Beweis Wegen der absoluten Konvergenz nach dem Konvergenz Lemma 1.9 fiir
2 = Z71 + Z kann man (2) umformen in

= Zn_k + Z Z(mT +n)" =2¢(k) + 22 Z(mT +n)7F

n#0 m#0 neZ m=1 neZ

Jetzt tragt man die Proposition ein und erhélt

Gi(r) = 2((k) +2

§ Tk 1 27ru ST

s=1 r=1

Schlieflich fasst man die Terme mit rs = m zusammen und bekommt (4). Die
Holomorphie folgt aus der lokal gleichméRigen Konvergenz der Reihe (4) und
(5) ist eine Umformulierung von 1(10). 0

Mit Hilfe der bekannten Formeln (vgl. M. KOECHER [1987], V.5.5)

(6) ()=55, 6)=7=

erhélt man speziell

(7) Gu(1) = 2—5 (1 + 240 - Z o3(m) - eZm‘mT> ’

m=1
8) Golr) = 27 (1 - 504 f: g2mimr
6\T) = 945 10’5 .
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Bereits 1881 hat A. HURWITZ (1859 1919) in seiner Dissertation (Math Wer
ke I, 1 66) gezeigt, dass die algebraischen Gleichungen, denen die Reihen Gy,
nach Korollar 3.3D geniigen, Anlass zu zahlentheoretischen Aussagen geben.
Wir notieren den einfachsten Fall als

Korollar (HURWITZ Identitat). Fir alle m € N gilt

o7(m) = o3(m) +120 Y o3(r)os(s).
r,s€N
r+s=m

Beweis Man verwendet die Identitit 7Gg = 3G2 gemifk 3.3(4). Trigt man hier

(7) und
Z 0_7 27rzm7'
m=1

ein, so erhdlt man nach Ausmultiplizieren eine Potenzreihenidentitéit in ¢ =
e*™7 Ein Koeffizientenvergleich ergibt 7¢(8) = 6¢*(4) und

Gs(7) =2((8)

72(2ﬂ)807(m) = 34;845 (48003(7”) +240- 240 Z J3(T)03(8)> '

r+s=m

Das ist aber die Behauptung. a

Bemerkungen. a) Wer wegen der ,Reinheit der Methode“ oder aus anderen
Griinden die Werte (6) fiir ¢(4) und ¢(6) nicht als bekannt voraussetzen will,
kann diese und eine lineare Rekursionsformel fiir die ((k) , k > 4 gerade aus
der Identitét 3.3(4) durch Vergleich der Koeffizienten von ¢*™ gewinnen.

b) Die Aussage der Proposition bleibt mit T'(k) statt (k — 1)! fiir beliebiges
reelles k£ > 1 richtig und wird dann manchmal nach R. LIPSCHITZ benannt (J.
Reine Angew. Math. 105, 127 156 (1889)).

¢) Die im Korollar bewiesene HURWITZ Identitét ist eine Aussage iiber na
tiirliche Zahlen und als solche Gegenstand der elementaren Zahlentheorie. Es
ist bis jetzt jedoch kein Beweis bekannt, der innerhalb der elementaren Zah
lentheorie gefithrt werden kann. Ein unverdffentlichter Beweis, der mit formalen
(oder konvergenten) Potenzreihen mit Koeffizienten aus Z arbeitet, stammt von
D. ZAGIER und N. SKORUPPA (1978). Man vergleiche auch N. SKORUPPA, J.
Number Theory 43, 68 73 (1993): Fiir eine Unbestimmte (oder reelle Variable
x mit || < 1) setzt man

und bemerkt zunéchst die Identitat

(%) Z o(n)z" = Z m"F,
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Dabei sind hier und spéter die Summationen iiber alle positiven ganzen Zahlen
zu erstrecken. Weiter verifiziert man

Fan = F77L+n(Fm + Fn + ]-)
Mit den Abkiirzungen

Z mnkF,, F,, By:= Z mnkb,F,, Cy:=kF}- ZmFm

m+n=~k n—m=k m

beweist man dann

k3 —k
Ak = 2FkZm(k:—m)Fm+ 6 Fk,
m<k
B, = 2C,+ F} - me k)F, me k)E,, ,
m<k m>k
also L
A+ 2B, —4C, = ——F, —2 Y m(m —k)F,

Damit folgt nun

2
3 _ mn YA 0.4 o 4
(Z n Fn> = Z b (m+n)*+ (m —n)* —2m* — 2n")F,, F,

n m,n

?T‘

Z—QAk—i—QBk—éle): kk_kk_z —Fn Y k(m—k)

k k k<m

Verwendet man nun die Summenformel fiir die Summen der 4. und 5. Potenzen,

so erhélt man )
120 (Z n3Fn> => (K" - K)F

k
Wegen (x) ist dies die HURWITZ Identitt.

3. Die Diskriminante. Wie in 3.3(2) bzw. 3.4(7) filhrt man
(1) ga(7) :=60 G4(7), g3(7) : =140 Gs(7) und A(7) := g3(7) — 27g3(7)
ein. Aus 2(7) und 2(8) erhilt man dann

2) ga(r )—(12 <1+240 Zog 2""'”>7
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Satz. Die Diskriminante A(T) besitzt eine FOURIER Entwicklung der Form

(4) A(r) = (2m)2 3 “7(m) - e 1 € H,

m=1
mit Koeffizienten 7(m) € Z und 7(1) = 1 Die Diskriminante A : H — C ist
eine holomorphe Funktion mit A(T) # 0 fir alle T € H und

(5) A<Z:Z)—(m+d)u.A(T) fiir alle (‘cl Z)eSL(z;Z).

Die Bezeichnung der Koeffizienten in (4) mit 7(m) ist eine Tradition, die beiden
7’s sollten hier kein Anlass zur Konfusion sein.

Beweis Mit den Abkiirzungen

A= Zag(m) cemimT B = Z%(m) . gZmimt
hat man nach (2) und (3)
(x) A1) = ?;28 ~((14240A)* — (1 — 504B)%) = (27)"2 - (*™" 4+ ...)

und rechts steht eine Potenzreihe in ¢ = ¢*7. Zum Nachweis, dass hier die
Koeffizienten in Z liegen, hat man zuniichst d*> = d®(mod 12) fiir d € Z und
folglich o3(m) = o5(m) (mod 12) fiir m € N. Bezieht man die Kongruenz also auf
die Koeffizienten, so gilt A = B (mod 12). Jetzt rechnet man modulo 1728 = 123
und bekommt

(1+240A)% — (1 —504B)? = 122(5A + 7B) = 0(mod 123).
Der Nenner in (*) kiirzt sich also in allen Koeffizienten heraus.

Mit go und g3 (vgl. Satz 2) ist auch A holomorph. Man erhidlt A(7) # 0 aus

Korollar 3.4C. Die Beziehung (5) folgt direkt aus 2(5) und (1). 0
m T(m) Primfaktorzerlegung
1 1 1
2 —24 25 3
3 252 22 32 7
4 —1472 26 23
(6) 5 4 830 2 3 5 7 23
6 —6 048 25 33 7
7| —16 744 23 7 13 23
8 84 480 22 3 5 11
9| —113 643 34 23 61
10 | —115 920 24 32 5 7 23

4. Die absolute Invariante. Neben der Diskriminante A spielt die absolute
Invariante j gemif 3.4(8) eine wichtige Rolle:
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(1) (1) = (12g2(7))*/A(7) , 7 € HL

Man beachte, dass j(7) wegen Satz 3 fiir alle 7 € C mit Im 7 > 0 erklart ist.
g2 und A sind nach 3(2) und 3(4) durch FOURIER Reihen in 7 darstellbar, also
Potenzreihen in q := €?™". Zur Herleitung einer entsprechenden Reihe fiir j
bendtigt man die

Proposition. Sind f und g fir |q| < 1 konvergente Potenzreihen,
@)= ang", 9(a) = _buq", an, by €Z,
n>0 n>0

mit by = 1 und g(q) # 0 fiir |g| < 1, so ist auch f/g eine fir |q| < 1 konvergente
Potenzreihe mit Koeffizienten aus Z

Beweis Zunichst sind f und g, also auch f/g fiir |¢| < 1 holomorph, also dort
in eine Potenzreihe entwickelbar, deren Koeffizienten wir mit ¢, bezeichnen. Aus

n>0 n>0 n>0

sowie by = 1 folgt die Rekursionsformel

m—1

00=ao,cm=am—§ Crbm—n , m > 1.

n=0

Also sind alle ¢,,, ganze Zahlen. a

Damit erhalten wir den

Satz A. Die absolute Invariante j : H — C ist holomorph und besitzt eine
FOURIER FEntwicklung der Form

(2 G() =TT - €T = €7 4 TA4 4 196884 - €7
m>0
mit jm € Z fir alle m >0 FEs gilt

(3) j(aT+b> — j(r) fiir alle (f Z) € SL(2;Z).

cT +d

Beweis Die Holomorphie folgt mit (1) aus Satz 2 und Satz 3. Spaltet man einen
Faktor ¢ aus A ab, so kann man die Proposition anwenden und erhélt (2) aus
3(2) und 3(4). SchlieRlich ist (3) eine Konsequenz von 2(5) und 3(5). ]

Man wird spéter (Satz 6.6) sehen, dass die Koeffizienten j,, sogar alle positiv
sind. Durch (3) wird gleichzeitig der Name ,absolute Invariante“ motiviert. Es
gilt aber auch die Umkehrung von (3):
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Satz B. Sind 7,7 € H und gilt j(7') = j(7), dann gibt es eine Matriz (¢}) €
SL(2;Z) mit
, ar+b

ct+d

Beweis Nach Voraussetzung gilt j(Z7' + Z) = j(Zr + Z). Es folgt Z7' + Z =
ZAT + ZA fiir ein 0 # A € C aus Satz 1. Dann sind also (7/,1) und (A7, \) zwei
Basen eines Gitters. Nach dem Basis Lemma 1.6 gibt es daher M = (%) €
GL (2;Z) mit 7' = aA7 + b\, 1 = cAr + d), also 7/ = 2. Da aber 7 und 7' in

cT+d’
H liegen, folgt det M = 1 aus 1(8). ]

Eine spéter in Korollar I11.5.2A in schirferer Form zu beweisende Aussage no
tieren wir bereits jetzt als

Satz C. Zu jedem ¢ € C gibt es ein 7 € H mit j(1) = ¢

Beweis Wir nehmen an, dass j(7) # ¢ fiir alle 7 € H gilt. Dann ist

J'(7)
F(7) =
=50 e
holomorph auf H. Wir betrachten das Inte
gral a
V3 !

/F(T)dT, Y=m+r+1+7+s,

v

Y4 15

mit dem Weg v = OG aus nebenstehender
Abbildung. Aus (3) folgt

I | | | |
-1 -1/2 0 1/2 1

F(r+1)=F(r), F(-1/1)=72-F(71).
Abb. 10: Integrationsweg

Daraus ergibt sich

/ F(r)dr + / F(r)dr = / F(r)dr + / F(r)dr = 0.

7 73 Y4 5

Nach der Proposition und (2) besitzt F(7) eine FOURIER Entwicklung der
Form

F(r) = Z ame*™ ™ ag = —2mi.

m>0

Damit erhélt man fw F(r)dr = 2mi. Mit dem Residuensatz folgt nun

2mi -y ord.(j —¢) = /F(T)dT = 2mi .

G
TE ¥
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Das ist ein Widerspruch. Also existiert ein 7 € Hmit j(7) = c. O

Betrachtet man scheinbar allgemeiner an Stelle von j(7), d.h. an Stelle eines
Gitters der Form Z7 +Z, 7 € H, die absolute Invariante j(2) fiir ein beliebiges
Gitter Q von C geméf 3.4(8), so zeigt Satz 1

(4) J(Q) = j (wi/ws), falls Im (wy/ws) > 0.
Die Bedeutung des Satzes A fiir elliptische Funktionen liegt nun in dem
Korollar. Sind cy,c3 € C mit ¢3 — 27c¢3 # 0, dann gibt es genau ein Gitter Q
in C mit

o =g2(Q) und c3 = g3(Q).
Beweis Nach Satz C gibt es ein Gitter {2 mit

(1202)3

(Q) = —.
a) c3 —27c2

a) cg = 0: Dann ist j(2) = 0, also g2(2) = 0, g5(Q) # 0. Man wihlt nun ein
0 # A € C mit g3(Q) = \°c3. Wegen 1(2) folgt
G3(A) = A0 g3(Q) =c5 und  g(AQ) = A7t g2(Q) = 0 = c».

b) ¢a # 0: Dann ist j(Q) # 0, also g2(2) # 0. Man wéhlt nun ein 0 # A € C
mit go(Q) = My, Bs folgt g2(AQ) = ¢ und aus j(AQ) = j(Q) erhilt man
c = g2(\Q). Die Existenz ergibt sich, indem man ggf. A\ durch i\ ersetzt.

Die Eindeutigkeit ergibt sich in beiden Fillen aus Korollar 3.3F. O
Bemerkung. Aufgrund des Korollars, das auch als Inversions Satz bezeichnet

wird, kann man mit der zugehorigen WEIERSTRASSschen g Funktion, die in
E.2 genannten Differentialgleichungen und Integrationsprobleme lsen.

5. Berechnung des FAGNANO Integrals. Wir wenden nun die Ergebnisse
an, um das in E.3(1) beschriebene FAGNANO Integral zu berechnen. Dazu sei

(1) I'(s) == /ts‘le_tdt, s € C, Re(s) >0,
0

die Gamma Funktion (vgl. R. REMMERT [1995], 2.3.2).

Proposition. Es gilt

_r@/4?

0 1
1 1
/ VAaz3 — 4x ) V1-—t4 421
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Beweis Durch die Substitution z = 1/t? geht das erste Integral in das zweite
iiber. Aus (1) folgert man

I'(1/4)* //(xy)’g/“e’(”y)dx dy.
00

Mit der Substitution 2 = 2 cos? ¢, y = r?sin? ¢ erhilt man

oo

I'(1/4)% = 4\/5-/e*T

0
w/4

:4@./

er-/é d
) V/sin(2¢p)

1
1 1
———dp=4V2 /7 dt
V/sin(2¢p) 4 " ) V31—t

wenn man R. REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], 12.4.6, und dariiber hinaus
die Substitution ¢ = y/sin(2y) verwendet. O

Nun berechnen wir zunéchst die EISENSTEIN Reihen zum Gitter Zi + Z.

Satz A. Es gilt

r(1/4)®
1672

Beweis Wegen Zi + Z = i(Zi + Z) folgt aus 1(2)

92(Zi +Z) = und  g3(Zi+7Z) = 0.

93(Zi+7) = g3(i(Zi+ 7)) = —g3(Zi + Z), also g3(Zi+Z) = 0.

Andererseits erhélt man aus 3(2)

/—\

92(Zi + Z) = go(i) = e 2™y > 0.

Dann existiert nach 1(2) ein A € R, A > 0, so dass Q := \N(Zi + Z) = Zi\ + Z\
bereits go(Q2) = 4 und g3(Q) = 0 erfiillt. Wegen 42°® — 42 = 4z(x — 1)(z + 1)
folgt e1 = —1, eo = 1, e3 = 0 aus Satz 3.4. Mit Satz 3.6 sowie p = pq ergibt
sich

/de—A/éMdt—o/dt—

wenn man die Differentialgleichung 2.3 sowie ¢'(t) < 0 auf ]0, A/2[ verwendet.
Die Proposition fiihrt auf A = T'(1/4)%/(2v/2). Aus 1(2) ergibt sich dann

(i +2) = X go(@) = UL .
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Korollar Sei Q) = Zi + Z und p = pq die zugehdrige WEIERSTRASSsche @
Funktion Ist 0 < R <1, so gilt fir das FAGNANO Integral E 3(1)

/ _ 1/4)5
J \/144 T ovar

wobei £ € 0,1/2] bestimmt ist durch

) - LY

Beweis Setzt man A = I'(1/4)%/(2v/27), so folgt mit Satz A

Ag_Af/ ¢4@3<sp>/(;s)zlx4p<s> " / 4* / vi=r

A2/R2

wenn man die Substitution 2 = A\?/t? verwendet. O

Ein entsprechendes Ergebnis soll nun noch fiir das Sechseck Gitter hergeleitet
werden. Analog zur Proposition erhélt man das

Lemma. FEs gilt

/ 1 dr:/l L VAT
/ Vazd — 4 J V1—16 6-I(2/3) °

Beweis Die erste Gleichung folgt mit der Substitution = ¢~2. Aus (1) erhilt
man

I'(1/2)-T(1/6) = //x_l/Zy_S/ﬁe_(I+y)d$ dy
00

Mit der Substitution z = r cos? ¢, y = rsin? ¢ ergibt sich
oo /2

[(1/2)-T(1/6) = 2// “13(sin @) "2 "dyp dr = 6T(2/3) - /
0 0

0

)

lftﬁ

wenn man im letzten Schritt ¢ = (sin )'/? substituiert. Wegen I'(1/2) = /7
(vgl. R. REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], 12.4.6) folgt die Behauptung. O
Nun kénnen wir die EISENSTEIN Reihen zum Gitter Zp + Z berechnen.

Satz B. Sei p = 1(1+iv/3). Dann gilt

0(Zp+Z) =0 und 93(ZP+Z)—m
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Beweis Aus p* = p— 1 folgt p(Zp + Z) = Zp + Z und mit 1(2)
92(Zp +Z) = ga(p(Zp + ) = p~* - o(Zp + Z), also  go(Zp+Z) =0
wegen p~* # 1. Andererseits erhilt man aus 3(3)

27)8
216

—~

93(Zp +7) =

(1=504- Y (=1)"o5(m) - q™), g=e ">

Aus der Abschétzung

4

5
. <25.7L. 1
) €() g2 55a<

os(m + 1)g™*! o (m+1
os(m)g™ m

folgt, dass (o5(m)¢™)m>1 eine monoton fallende Nullfolge ist. Nach dem LEIBNI1Z
Kriterium ist g3(Zp+7) daher positiv. Dann existiert nach 1(2) ein A € R, A > 0,
so dass das Gitter Q = MZp+ Z) = ZAp + ZX bereits g2(©2) = 0 und ¢3(Q) =4
erfiillt. Weil 1 die einzige reelle Nullstelle von 42% — 4 und p(z) = pq(z) fir
x € R\Z nach Proposition 3.5 reell ist, folgt

e =1 und limpg(z) = oo.
z]0

Da die p Funktion auf ]0, A/2] streng monoton ist, ergibt sich

oo 0 /() A/2
1 o' (t
7dx:/7‘dt:/dt:)\2,
1/\/4£E3—4 Ja VAdp(t)? —4 ) /

wenn man die Differentialgleichung in Satz 2.3 verwendet. Das Lemma fiihrt
auf den Wert A = /7 -T'(1/6)/(3-T'(2/3)). Aus 1(2) ergibt sich dann

. 473 -T(1/6)5

$(Zp+7) = N0 - g3(Q) = —— .

93( p+ ) gd( ) 3() . 1—\(2/3)6 D

Bemerkung. Aus den Eigenschaften der Gamma Funktion (vgl. R. REMMERT
[1995], 2.2.2) folgert man leicht

/1 UL g3(2p+2)_(r(1/3)3>6.

i T amvz 21

Aufgaben. 1) Fir z € C\ Z ist 7 — @(z;7,1) eine meromorphe Funktion auf H Man
bestimme die Pole und die Hauptteile der LAURENT Entwicklungen Man entwickle p(z;7, 1)
in eine FOURIER Reihe beziiglich 7

2) Zu paarweise verschiedenen «, 3,7 € C mit a + 8 + v = 0 gibt es genau ein Gitter () mit
e1 =a, ey = und eg =7

3) Das Gitter Q erfiillt genau dann g3(2) = 0 bzw j(Q2) = 1728, wenn es ein 0 # X € C gibt
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mit Q = ZiX\ + ZX\ Das Gitter Q erfiillt genau dann g>(Q) = 0 bzw j(©2) = 0, wenn es ein
0 # A € C gibt mit
Q=7Z3(1+iV3)A+ZA.

4) Genau dann gilt j(2) € R (vgl 35), wenn es ein 0 # A € C gibt, so dass AQ konjugations
stabil ist Es gilt j(7) € R, falls 2Re (1) € Z

5) e1, ez, e3 sind genau dann alle reell, wenn g»(2) und g3(£2) reell sind und A(2) > 0 gilt
6) Q ist genau dann ein Gitter, bei dem die Nullstellen von pgq(z) in 22 enthalten sind, wenn
Q = Zi\+ Z\ fiir ein 0 # X € C gilt

7) Wie in Korollar 4 4E betrachte man die Funktion

0(1/2;Z7+ Z) — p((t + 1)/2; 27 + Z)

A =GN = e R T v 2) o ¥ D)/B LT £ D)

Dann ist A holomorph mit A(7) # 0,1 und erfiillt

at +b .. a b . s
)\<c7+d> = X(r) fiir alle <c d) € SL(2;Z) mit b=c=0(mod 2),

AMr+1)=1=X7), A-=1/7)=1/A(7).

8) Sei A : H — C wie in Aufgabe 7 definiert Dann existiert zu v € C mit v # 0,1 ein 7 € H
mit A\(7) =7

9) Man berechne ein Analogon der HURWITZ Identitét fiir o9 und o011, in der nur o3 und o
vorkommen

§5. Elliptische Kurven und das
Additionstheorem der @-Funktion

Wenn es nicht ausdriicklich anders gesagt wird, ist Q) = Zw; + Zws auch in
diesem Paragrafen ein beliebiges Gitter in C und p(z) = pq(z) = p(z;wi, ws)
die zugehorige WEIERSTRASSsche o Funktion.

1. Das Additionstheorem. Fir alle z,w € C mit z,w,z +w ¢ Q gilt

) o+ 0)+o(2) + ol =  (ZH2E)
Man hat dazu zunédchst die

Proposition. Fiir w € C\ € ist

@) 1) = ) = 5 =0

eine elliptische Funktion zum Gitter Q mit Polen erster Ordnung in den Punk
ten

(3) z2€Q und z€—w+
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und Hauptteilen

(4) f(zw) = —% —p(w)-z+0(z%) bei z=0,

(5) f(zw) =

+c(w)+0(z4+w) bei z=—w.
zZ+w

Der Koeffizient ¢(w) wird sogleich bestimmt.

Beweis Aufier an den Stellen (3) ist f zunéchst an den Stellen z € w + 2 nicht
definiert. Wegen

i (o) — L i ) =0 /G w) _ 1p"w)
2w 2w (p(2) —p(w) /(z —w) 2 (w)

und Lemma 2.3A liegen hier aber hebbare Singularitidten vor. Bei z = 0 ver

wendet man p(z) = 272 + 0(2?), also p'(2) = —2273 + O(2) zum Beweis von

(4). Bei z = —w liegt nach 2.3(5) ein einfacher Pol vor, dessen Residuum sich

nach Satz 2.2B zu 1 ergibt. a

1 Beweis des Additionstheorems und der Nachweis von

(5”) c(w) = 0.

(Ein 2. Beweis folgt in Abschnitt 5.) Man betrachte die elliptische Funktion
9(2) = (f(z1w))? = p(z + w) — p(2) — p(w) , w € T\ 3.

Nach der Proposition hat g hochstens in den Punkten (3) Pole. Bei z = 0 gilt

(%) 9(2) = (272 + 2p(w)) — p(w) — 272 = p(w) + O(z) = O(2),
und bei z = —w ist
B 1 2¢(w) 1 _ 2c(w)
g(z) = ot w)? —+ tw  (ctw) +0(1) = Ctw + 0(1).

Danach hitte g hochstens Pole erster Ordnung an den Stellen —w + €. Nach
Satz 2.2B koénnen solche Pole aber nicht auftreten. Es folgt also ¢(w) = 0 und
g ist nach Satz 2.2A konstant. Aus (x) ergibt sich g = 0.

Die bisher ausgeschlossenen Fille w € Q, w = w/2 ¢ Q folgen nun aus Stetig
keitsgriinden. a

Korollar A. Fiir z € C\ 1Q gilt

p%a>?

© ot22) =200+ 1 (217

Beweis Fiir w — z erhidlt man (6) aus (1). 0
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