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Ubungen zu Kapitel 1

1)

Nach F1.2 wurde behauptet, dass Q der kleinste Teilkorper von C ist. Ist dies klar?

Jeder Teilkorper K von C enthélt 0 und 1. Da Koérper abgeschlossen beziiglich der
Addition sind, mufl K sogar Z enthalten. Da K mit jedem Element # 0 auch dessen
Inverses enthilt, sowie deren ganzzahlige Vielfache, muss Q C K sein, d.h. jeder
Teilkorper von C enthélt Q. Da Q bereits ein Korper ist, folgt die Behauptung.

Warum folgt aus dass \/m € &M fiir jedes m € Z ist? Dasselbe Argument
zeigt auch /a +by/m € XM fir a,b € Z, dhnliches gilt fiir hoher verschachtelte

Quadratwurzeln.

Da 0,1 € M sind, enthdlt M wegen (1.5) ganz N, und wegen (|1.4) dann sogar ganz
Z. Da M nach quadratisch abgeschlossen ist, ist mit m € M fiir alle m € Z
auch immer /m € M.

Nach (1.6) ist mit v/m € M und b € Z auch by/m € M, sowie wegen ((1.5) auch
a+ by/m € M usw.

Seien E1/K und Es/K Korpererweiterungen, und seien Ey und Es isomorph als
K-Vektorriume. Sind Fy und Eo dann auch als Kérper isomorph?

Nein, es gibt keinen Isomorphismus Q(v/2) — Q(v/3). Da fiir Ringhomomorphis-
men ¢ ndmlich ¢(1) = 1 gilt, muss auch ¢(2) = ¢(1+ 1) = 2 sein (tatséchlich bleibt
ganz Q unter ¢ fest). Sei nun ¢(v/2) = a + b\/3 fiir geeignete a,b € Q. Dann ist
2 =¢(2) = ¢(v/2)? = (a + bV/3)?, und daraus folgt sofort b = 0 und a? = 2, also
ein Widerspruch zur Irrationalitit von /2.

Zeige, dass man den Winkel ¢ = 5 mit Zirkel und Lineal dreiteilen kann. Zeige auch

Q(e') = Q(i) und Q(e'*/?) = Q(i,/=3); damit folgt die Behauptung auch aus Satz
2
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6)

T _

Eine 6-Teilung des Kreises liefert den Winkel Z; damit ist dann § — 5 = .

Um Q(ﬂ) 1 Q =2 zu zeigen muss man nachweisen, dass \/2 nicht in Q liegt, also
irrational ist. Wir werden dies (und viel mehr) spdter direkt aus ablesen konnen.
Der bekannte Standardbeweis benutzt die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z, die
wir in Kapitel 4 herleiten werden. Ein Beweis, der ganz ohne Hilfsmittel auskommt,
ist der folgende: Ist /2 rational, so gibt es ein ¢ € N mit ¢v/2 € N, und wir diirfen
annehmen, dass q die minimale solche Zahl Zahl ist. Dann ist r == q(\/2 — 1) <gq
ebenfalls eine natirliche Zahl, und r/2 = 2q—q\/2 ist wieder ganz. Dies widerspricht
der Minimalitit von q.

a) Erginze die Details.

b) Zeige allgemein, dass \/m fiir m € N genau dann rational ist, wenn m = n?

fiir einm € N gilt.

a) Sei\/izgmit minimalem ¢ € N. Dann ist V2 — 1 = %mitp—q<q

(aus p? = 2¢® < 4¢? folgt sofort p < 2q), sowie quq = \/51_1 = V2 +1, also
V2 = 2;%;’. Wegen p — ¢ < ¢ widerspricht diese Darstellung von /2 allerdings

der Minimalitédt von q.

b) Sei m kein Quadrat in N; dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit n? < m <
(n+1)2, also mit 0 < y/m—n < 1. Ist /m rational, so kénnen wir \/m = £ mit
minimalem ¢ € N schreiben. Dann ist r := g(y/m—n) ebenfalls ganz, und wegen
0<+ym—n<1list0<r <gq. Nun ist aber ry/m = q(v/m —n)y/m = mq —
ngy/m ganz, da mq und g/m ganz sind; dies widerspricht aber der Minimalitét
von gq.

Der eben gegebene Beweis lisst sich verallgemeinern: Sei f(z) = 2™ + ap_12" " +
...+ ag mit ganzzahligen ag,ay, ..., a,—1. Ist a eine Nullstelle von f, so zeige man,
dass « entweder eine ganze Zahl oder irrational ist. Insbesondere ist z.B. V2 irra-
tional.

Fiir nichtreelle « gibt es nichts zu zeigen. Andernfalls gibt es eine kleinste natiirliche
Zahl q, sodass gaZ fiir alle j = 1,2,...,n — 1 ganzzahlig ist. Ist o keine ganze Zahl,
so gibt esein k € Z mit k < o < k+1. Jetzt ist p = g(a—k) eine ganze Zahl mit 0 <
p < q. Allerdings ist nun pa’ = gad*! — kqo’ ganzzahlig fiir alle j mit 0 < j < n—1,
und pa™~! = ga" — kqa™~! ist ganz, weil ga” = —q(a,—12"t + ... + aja + ag)
und ga™ ! ganzzahlig sind. Damit haben wir aber wieder einen Widerspruch zur
Minimalitat von q.
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7)

10)

Zeige: ist f(z) = 2™ + an_12" "' + ... + ag mit ganzzahligen ag, a1,...,an_1, und
gilt f(a) = 0 fiir ein a € Z, dann ist a | ag.

Aus 0 = f(a) = a" + ap_1a" ' + ...+ ara + ag folgt

ag = —alay + ...+ an_1a"" 2 + a™ ).

Zeige, dass /2 in keiner quadratischen Erweiterung von Q enthalten ist.

Angenommen, es wire /2 = a + by/m fiir ein m € Z. Dann folgt a® + 3ab*m +
(3a?b + b®)y/m = 2. Dies geht nur fiir 3a%b + b> = 0 und a® + 3ab?m = 2. Die erste
Gleichung gibt b = 0 oder 3a? + b? = 0. Also ist in jedem Fall b = 0, und dies liefert
a3 = 2, was der Irrationalitét von 2 widerspricht.

Seiw = /2 die reelle Kubikwurzel der 2, p = _1%‘/_73 eine primitive dritte Einheits-
wurzel. Zeige, dass die Kirper Q(w) und Q(pw) isomorph, aber nicht gleich sind.

Jedes Element o € Q(w) hat die Form a = a + bw + cw? mit a,b,c € Q. Ahnlich
kann man jedes Element 3 € Q(pw) in der Form 3 = a + bpw + cp?w? darstellen.
Jetzt rechnet man nach, dass die Abbildung

a+bw + cw? — a4+ bpw + cp’w?

ein Ringhomomorphismus ist, und da sich die Bijektivitéit ganz von allein zeigt, folgt
damit die Behauptung.

Fiihre die in (1.14) und (1.15) skizzierte ,Berechnung® von ¢ = e2™/5 explizit durch

und weise nach, dass
1
¢ = Z(—1+\/5+i\/10+2\/5>

qilt. Zeige weiter, dass damit

2 —14++5 Cor 1 [~
cos?:T, Sm€zi 10+ 2v5

1st.

Mit z = ¢ + ¢! wird 22 + 2 —1 =0, alsozz%‘/g. Aus (% — 2¢ +1 = 0 erhilt

man dann ¢ = 2£YZ=% Da ¢ und (! positiven Realteil haben, muss z > 0, also

z = %\/g sein.
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Damit ist 22 —4 = —%, folglich

<:%(—1+\/51m/10+2f5).

Dass hierbei das positive Vorzeichen richtig ist, ersehen wir aus der Beobachtung,
dass ( positiven Imaginérteil hat. Die restlichen Behauptungen ergeben sich jetzt
aus der Eulerschen Formel e = cost 4 isint.

11) Sei ¢ = e*™/7 eine primitive siebte Einheitswurzel. Setze a = ¢+ ¢! und 3 =
¢+ + ¢t
a) Zeige 3%+ B+ 2 =0, und genauer, dass 3 = %(71 +iV/T) ist.
b) Zeige a3 4+ a? —2a—1=0.
c) Zeige Q(a) : Q = 3.

d) Zeige, dass das regelmdfSige Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar
15t.

a) Wir finden

B=C+C+M)? =+ +E+203 +2¢° +2¢°
=2+ +CHCHCHC) - (CH P+
=24

Hier haben wir benutzt, dass S = Zg;é ¢y = 0 ist; dies sieht man am einfach-
sten ein, indem man nachrechnet, dass (S = S ist.

Damit ist § = %\ﬁz fiir eine geeignete Wahl der Vorzeichen. Eine kleine
Zeichnung am Einheitskreis zeigt aber sofort, dass der Imaginérteil von 3 po-
sitiv ist und damit 8 = 3(—1+4/7) gelten muss.

b) Wie eben finden wir

ot +a =20 1=+ () =2¢+¢TH) 1
=G +3C+3C 2+ T -2¢-2¢7 -1
=1+¢+ P+ P+ +¢? 4+ =0
¢) Dies folgt aus den Ubungen 1@ und folgendem Resultat: Sei f(X) = X3 +

a2X? + a1 X + ag ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und ohne ganz-
zahlige Nullstelle. Ist dann o € C eine Nullstelle von f, so gilt Q(a) : Q = 3.

Die Elemente 1, « sind iiber Q unabhiingig, da a nach Ubung 1@ irrational ist.
Wire a? = ra+ s mit r, s € Q, so wiirde f(X) = (X2 —rX — s)(X —t) fiir ein
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t € Q folgen: Polynomdivision zeigt ndmlich f(X) = (X2 —rX —s)(X —t)+g(X)
fiir ein Polynom g vom Grad < 1; Einsetzen von « gibt g(«) = 0, und aus der
Irrationalitdt von a folgt dann, dass g = 0 sein muss.

Andererseits zeigt f(X) = (X2 —rX — s)(X —t), dass f eine rationale Null-
stelle hat; nach Ubung 1@ muss t ganzzahlig sein, was aber unserer Annahme
widerspricht.

Also sind 1, a, @ linear unabhiingig iiber Q. Wegen o? = —aza® — a1 — ag
liisst sich aber jedes Element von Q(a) als Q-Linearkombination von 1, a, o2,
und dies zeigt Q(«) : Q = 3.

Sei a konstruierbar; dann liegt a nach in einer Erweiterung F/Q von
Zweierpotenzgrad. Die Gradformel besagt andererseits, dass F : Q durch
Q(«) : Q = 3 teilbar ist: Widerspruch.

12) Zeige entsprechend, dass das regelmdfiige Neuneck nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar ist (auch hier geniigt ( + (=1 einer kubischen Gleichung).

Sei ¢ = e2™/9 ynd o = ¢ 4+ ¢~'. Dann finden wir

o’ =CH30+3C TP =p+pT + 30,

wo p = (3 = e®™/3 ist. Wegen 1 + p+ p> = 1 ist p+ p~' = —1, und wir finden
a® = 3a—1. Also ist « eine Nullstelle von X3 —3X 4 1. Wie in der vorangegangenen
Ubung zeigt man jetzt Q() : Q = 3, und dass das regelmiBige Neuneck nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
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1)

Sei E/Q eine algebraische Kirpererweiterung und z € R transzendent iber Q. Ist
dann die Erweiterung E(z)/Q(z) ebenfalls algebraisch?

Ja. Sei ndmlich f = Z?:o a;z) € E(z). Dann ist Q(z, f) € Q(z, ap, a1, ..., ay), und
dieser Korper ist algebraisch iiber Q(z). Also ist jedes f € E(z) algebraisch iiber
Q(2).

Gibt es einen Teilkorper K von R mit der Eigenschaft, dass K () : K = 2 ist?

Ja. Sei K = Q(7?). Da 7 transzendent ist, ist K(7) = K(v72) eine quadratische
Erweiterung.

Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und K abzihlbar. Ist dann auch E
abzdhlbar?

Ja. Jedes Element von L ist Nullstelle eines Polynoms f € K[X]; es geniigt daher zu
zeigen, dass alle solchen Polynome abzéhlbar sind. Wir fixieren nun eine Abzéahlung
von K und setzen c¢(a) = n fiir a € K, wenn a der n-te Term in dieser Abzéihlung ist.
Fiir ein Polynom f = >"""  a;X* definieren wir jetzt dessen Hohe durch h(f) =n+
>~ v(a;). Jetzt iiberzeugt man sich leicht davon, dass es zu jedem m € N nur endlich
viele Polynome f € K[X] mit Héhe h(f) = m gibt. Man kann also die Polynome
abzéhlen, indem man nacheinander diejenigen mit Hohe 1, 2, 3, ... aufschreibt.

Sei E/K eine Korpererweiterung und E abzihlbar. Ist dann E/K algebraisch?

Nein. Sei € R transzendent iiber Q (z.B. 2 = 7) und E = Q(z). Da sich jedes
Element von E als Quotient zweier Polynome schreiben ldsst und diese abzdhlbar
sind, ist auch E abzéhlbar.

Es seien E1/K und Ey/K Teilerweiterungen einer endlichen Frweiterung E/K.
Sind E1 : K und Es : K teilerfremd, dann gilt F1 N Ey = K.
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Sei L = E1 N E5. Die Gradformel besagt, dass L : K Teiler von E; : K und Ly : K
ist; da diese beiden Zahlen teilerfremd sind, muss L : K = 1 und damit L = K sein.

6) Der folgende Beweis der Irrationalitit von /2 benutzt etwas Algebra und Analysis:
Sei oo =+2—1; aus 0 < a < 1 folgt limp— oo & = 0. Wiire v/2 = g, so hdtten wir,
weil Z[\/2] ein Ring ist, 0 < o = a +by/2 = @, und die rechte Seite durch %

ist nach unten beschrdankt.

Erginze die Details und zeige, dass man mit dieser Methode einen neuen Beweis
von Ubung 1 erhdlt.

Wir fithren den Beweis zuerst fiir n-te Wurzeln. Sei dazu m € N keine n-te Potenz
und o = {Ym — a, wo a die natiirliche Zahl mit 0 < « < 1 ist. Dann gilt sicher
limy— o0 @ = 0.

Nun ist « ein Element des Rings Z[a], somit auch af = ag+ara+.. . +an_1a™ 1 fiir
von k abhéngige ganze Zahlen a;. Wére o = % rational, so auch a*: es ist nimlich

agq" " +apg" 4. 4+ p" !
qn—l :

n—1
ak:ao—ﬁ—alg—f—...—i—an,l(f) =
q q

Im Nenner des Bruchs steht eine ganze Zahl; wegen a* > 0 muss diese > 1, somit
akf > ¢'™ sein. Lisst man jetzt k& — oo gehen, erhilt man den Widerspruch
0 =lima* > ¢'—".

Sei jetzt f(x) = 2" +a, 12" 1+.. .+ag mit ganzzahligen Koeffizienten ag, a1, ..., a,_1.
Wir haben zu zeigen: ist « eine Nullstelle von f, so ist a entweder eine ganze Zahl
oder irrational.

Ist a rational und z.B. qo € Z fiir ein ¢ € N, so ist ¢*a* € Z fir k =1,2,...,n — 1.
Fiir k£ > n ist o eine Z-Linearkombination von 1, ct, . . ., "~ ! und damit ¢" " 'a* € Z
fiir alle & € N.

Ist o keine ganze Zahl, so gibt eseina € Z mit 0 < o —a < 1. Mit § = a — a ist
dann ¢"~!B* ganz fiir alle k € N; weil aber ¥ # 0 ist, muss |3¥| > ¢'~" sein. Lisst
man jetzt kK — oo gehen, erhélt man den gewiinschten Widerspruch.
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1)

Zeige, dass jede additive Untergruppe von Z bereits ein Ideal ist.

Sei A eine additive Untergruppe. Diese ist per definitionem abgeschlossen beziiglich
der Addition. Nun ist aber Multiplikation von a € A mit einer natiirlichen Zahl nichts
anderes als wiederholte Addition von a zu sich selbst, folglich ist A abgeschlossen
beziiglich Multiplikation mit N. Da mit a auch —a in A liegt (wegen der additiven
Abgeschlossenheit), folgt die Behauptung.

Zeige, dass die Menge der Matrizen (3Y) mit a,b,d € R ein Teilring von Ma(R)
ist, aber kein Ideal.

Die oberen Dreiecksmatrizen sind abgeschlossen gegeniiber Addition und Multipli-
kation, und enthalten die Einheitsmatrix. Damit bilden sie einen Ring (mit Eins).

Andererseits zeigt (§9)(19) = (19), dass dieser Teilring nicht gegeniiber Multipli-
kation mit Ringelementen abgeschlossen ist, also kein Ideal bildet.

Z ist ein Teilring von Q, aber kein Ideal.

Z ist nicht abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit Q, da z.B. 1 € Z, aber %-1 ¢ 7
gilt.

Zeige Quot (Z[i]) ~ Q(3).

Um Quot (R) = K zu zeigen, geniigt es nachzuweisen, dass erstens K ein Korper

ist, und zweitens jedes Element von K die Form £ mit r,s € R hat.

Dass Q(i) Korper ist, sollte klar sein. Ist weiter p + gi € Q(¢) gegeben, so kénnen
wir p= 7 und q = % (mit einem gemeinsamen Nenner n) schreiben. Dann ist aber
p+qi= %bi der Quotient zweier “ganzer GauBschen Zahlen” a + bi,n € Z[i], und
damit sind wir fertig.
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5)

Zeige Quot (Z|X]) = Q(X).

Die Elemente von Quot (Z[X]) bestehen aus Quotienten % mit f,g € Z[X] und

g # 0. Also ist Quot (Z[X]) C Q(X). Sei nun % € Q(X), also f,g € Q[X].
Multipliziert man beide Polnome mit dem Hauptnenner m der Koeffizienten von f

. . X mf(X
und g, so ist mf,mg € Z[X] und damit ﬁx; = mﬁxi € Quot (Z[X)).

Zeige 7[X]/(X? - 2) ~ Z[V2].

Betrachte den Einsetzungshomomorphismus ¢ : Z[X] — Z[v/2], der durch ¢(f) =
f(v/2) definiert wird. Wegen f(a+bX) = a+bv/2 ist ¢ offenbar surjektiv. Der Kern
von ¢ besteht aus allen f € Z[X] mit f(v/2) = 0; wir behaupten, dass f € (X2 —2)
ist.

Dazu schreiben wir f(X) = (X2 — 2)q(X) + r(X) mit degr < 2. Einsetzen von /2
gibt r(v/2) = 0. Da r(X) = a + bX fiir a,b € Z ist, folgt aus der Irrationalitit von
V2, dass 7 = 0 sein muss. Damit folgt Kern ¢ = (X? — 2).

Die Behauptung ergibt sich jetzt aus dem Homomorphiesatz.

Sei R ein Ring. Zeige, dass es einen Ringhomomorphismus f : Z — R gibt.

Ist R ein Ring mit Eins 1g, so setze man f(r) = r - 1y fiir alle r € Z.

Sei K ein Korper. Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus [ : K — 7 gibt.

Sei f ein solcher. Da Kern f ein Ideal in K ist, muss Kern f = 0 oder Kern f = K
sein. Wegen f(1) = 1 (Ringe mit Eins) kann aber Kern f nicht gleich K sein, und
es folgt Kern f = 0. Also ist Bild f ~ K ein Teilkorper von Z: Widerspruch.

Sei f(X) = X2+ X + 1 € Fy[X] und betrachte den Ring R = F3[X]/(f). Setze
a = X+(f) und zeige, dass R = {0,1, o, a+1} gilt (wobei wir statt 0+(f) und 1+(f)
einfach 0 und 1 geschrieben haben). Berechne Additions- und Multiplikationstafeln
dieses Rings und folgere, dass R ein Kdrper ist (den wir in Kap. 9 mit Fy bezeichnen
werden,).

+ 0 1 a a—+1
0 0 1 « a+1
1 1 0 a—+1 «
a a a+1 0 1
a+l|a+1 « 1 0
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10)

11)

12)

1 « a+1
1 1 « a+1
a « a+1 1
a+l|a+1 1 o

Da jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt, ist Fy in
der Tat ein Korper.

Ist E ein Teilkérper von K, dann gilt char (E) = char (K).

Da F und K dasselbe Einselement besitzen, und die Ausdriicke n- 1 alle in E liegen,
miissen beide Korper dieselbe Charakteristik haben.

Seien R, S Integrititsringe mit R C S C Quot (R). Zeige, dass dann Quot (S) =
Quot (R) ist.

Zu zeigen sind die formalen Regeln

a) R C S = Quot(R) C Quot (5).

b) Quot (Quot (R)) = Quot (R).
Wendet man diese auf die Inklusionen R C S C Quot (R) an, so erhilt man
Quot (R) C Quot (S) € Quot (R) und damit die Behauptung.

a) R C S = Quot (R) C Quot (S5) ist mehr oder weniger offensichtlich: Quot (R)
besteht aus Symbolen 5 mit 7,7’ € R; wegen R C S sind diese erst recht in

Quot (S) enthalten.

b) Quot (Quot (R)) = Quot (R): Wegen R C Quot (R) ist nach a) sicherlich
Quot (R) C Quot (Quot (R)). Nun haben die Elemente von Quot (Quot (R)) die

Form :;?:z mit 7; € R; wegen :;;:z = 7L ist aber auch Quot (Quot (R)) C
Quot (R).

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Zeige, dass sich ¢ eindeutig fortsetzen
lasst zu einem Ringhomomorphismus ® : R[X] — R'[X] mit ®(X) = X. Driicke
Kern ® und Bild ¢ durch Kern ¢ bzw. Bild ¢ aus.

Sei f(X) = > a;X7 € R[X]. Dann setzen wir ®(f) = > ¢(a;)X’. Man rechnet
sofort nach, dass ® ein Ringhomomorphismus ist, dessen Einschréinkung auf R gleich
¢ ist.
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13)

14)

Zeige: sind R und S Ringe, dann auch R x S mit komponentenweiser Addition und
Multiplikation. Ist R x S ein Integritdtsring, wenn R und S solche sind?

Dies ist eine rein formale Verifikation der Axiome, unter Zugrundelegung von (r, s) +
(r',sY=(r+7r,s+5) und (r,s)(r',s") = (rr',ss’) fir r,’ € Rund 5,8 € S.

Sind R und S Integrititsringe, dann ist R x S keiner: wegen (1,0)(0,1) = (0,0) ist
R x S nicht nullteilerfrei.

Sind I und J Ideale in R, dann auch INJ, I +J = {i+j :i € I,j € J},
und I : J ={a € R: aJ C I}. Zeige weiter, dass I C I +J, I C I : J, und
I:J=1:(I+1J) gilt.

Sind a,b € INJ und r,s € R, dann sind ra, sb € I, ra,sb € J, daher ra,sbe INJ
und schliellich auch ra + sb € I' N J.

Ist a € I: J, soist aJ C I, damit raJ C rI = I fiir jedes r € R, und somit
ra€l:J.Sinda,bel:J, soist mit aJ C I und bJ C T auch (a+b)J CI+I1=1,
alsoa+bel:J. Damit ist I : J ein Ideal in R.

Die Inklusion I C I + J ist offensichtlich. Weiter ist I C I : J wegen aJ C T
fiir alle a € I. SchlieBlich ist aJ C I dquivalent zu a(I + J) C I, und dies zeigt
I-(I+J)=1:J.

Ubrigens gilt auch I : R=1,1:1=1,und (I:J)J=1.



Ubungen zu Kapitel 4

1) Im Folgenden sei M ein kommutatives Monoid, also eine Menge, welche mit einer

kommutativen und assoziativen Multiplikation ausgestattet ist und ein Finselement
besitzt. Aufserdem wollen wir annehmen, dass in M die Kirzungsregel gilt, d.h. dass
aus ab = ac fir a,b,c € M immer b = c folgt. Zeige:

Ist R ein Integrititsring, so ist M = R\ {0} ein Monoid.

Ubertrage den Begriff der Teilbarkeit, wie er in diesem Kapitel fiir Ringe defi-
niert wurde, auf kommutative Monoide.

Welche der Figenschaften 7(@ bleiben fiir Monoide richtig?

Sind a,b € M = R\{0}, dann wegen der Nullteilerfreiheit von R auch ab. Weiter
gilt die Kiirzungsregel: ist ab = ac fir a,b,c € M, dann gilt diese Gleichung
auch im Quotientenkdrper Quot (R); dort liefert Kiirzen b = ¢, und da wir R
als Teilring von Quot (R) auffassen diirfen (hier benutzen wir wieder, dass R
Integritétsring ist), gilt diese Gleichung auch in R und damit in M.

Man sagt, es sei a | b fiir a,b € M, wenn es ein ¢ € M gibt mit b = ac.

Alle Aussagen, die in Monoiden sinnvoll bleiben, sind auch richtig. Wenn M
(wie im Falle M = R\ {0} keine 0 enthélt, ist a | 0 natiirlich sinnlos. In jedem
Fall ist (4.8) sinnlos, da es in Monoiden keine Addition gibt.

2) Definiere irreduzible und prime Elemente in kommutativen Monoiden, und zeige,
dass prime Elemente immer irreduzibel sind (unter Annahme der Kirzungsregel).

Ein Element v € M nennt man eine Einheit, wenn es ein v € M mit uv = 1 gilt. Wie
fiir Ringe rechnet man leicht nach, dass die Menge M * aller Einheiten eine Gruppe
bildet.

Eine Nichteinheit p € M heifle irreduzibel, wenn aus p = ab mit a,b € M immer
folgt, dass a oder b eine Einheit in M ist.

13
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5)

Eine Nichteinheit p € M nennt man prim, wenn aus p | ab mit a,b € M immer folgt,
dass p | a oder p | b ist.

Sei nun p € M prim und p = ab. Dann ist auch p | ab, also ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit p | a. Dies bedeutet a = pc fiir ein ¢ € M, und jetzt finden wir
p = ab = pbe. Ausniitzen der Kiirzungsregel liefert 1 = be: also ist b eine Einheit,
und damit p irreduzibel.

Hilbert fiihrte in seinen Vorlesungen das Monoid M = {1,6,11,16,...} aller natirli-
chen Zahlen n = 1 mod 5 ein. Zeige, dass 21 - 26 = 6 - 91 zwei verschiedene Zerle-
gungen von 4641 in irreduzible Faktoren ist (d.h. das Monoid M ist nicht faktoriell).

Das Element 21 ist in M irreduzibel, da die “Faktoren” 3 und 7 nicht in M enthalten
sind. Ahnliches gilt fiir 6, 26 und 91.

Zeige allgemein, dass fiir gegebenes m > 3 das Monoid M = {n € N: n =1 mod m}
nicht faktoriell ist.

Dies ist sehr einfach zu zeigen, wenn man einen elementaren Spezialfall des Di-
richletschen Primzahlsatzes benutzt, ndmlich die Tatsache, dass es unendlich viele
Primzahlen p der Form p = —1 mod m gibt. Sind némlich p, ¢, r, s solche Primzah-
len, so sind pq - rs = pr - gs zwei wesentlich verschiedene Faktorisierungen von pgrs
in (in M) irreduzible Elemente.

Man kommt aber auch ohne den Dirichletschen Satz zurecht: zuerst iiberlegt man
sich, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die nicht = 1 mod m sind. Die Zahl
2m — 1 hat ndmlich mindestens einen Primfaktor p mit dieser Eigenschaft; jetzt
betrachte 2mp — 1 usw.

Da sich diese unendlich vielen Primzahlen auf endlich viele Restklassen aufteilen,
gibt es mindestens eine Restklasse, in der sich unendlich viele Primzahlen befinden.
Seien nun p und ¢ verschiedene Primzahlen mit p = ¢ = a mod m, und sei f der
kleinste Exponent mit af = 1 mod m. Dann sind p/, pf~1q, p*=2¢%, ..., p¢g~" und
¢! irreduzible Elemente in M, und die Faktorisierungen p’-¢f = (pf_lq) pgf = ..
zeigen, dass M nicht faktoriell ist.

Betrachte den Ring R =7/6Z = {0,1,...,5}.

a) Bestimme alle Ideale in R.
b) Zeige, dass die Elemente 2 und 3 weder Einheiten, noch irreduzibel sind.
c) Zeige, dass in R die Bedingungen H{.8 a) und b) erfillt sind.

d) Man mache sich anhand von 2 =2-2-2 und 3 = 3 -3 die Probleme klar, die
bei einer Ubertragung der Teilbarkeitslehre auf allgemeine kommutative Ringe
auftreten.
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6)

e) Zeige, dass 2 und 4 grifte gemeinsame Teiler von 2 und 4 sind.

a) Wir beginnen mit den Hauptidealen: diese sind (0), (1) = (5), (2) = (4) und
(3)-
Das sind aber auch schon alle: nimmt man z.B. zu (2) ein weiteres Element
hinzu (also 1,3 oder 5), so erhilt man schon (I). Also ist jedes Ideal von R
Hauptideal (und dennoch R kein Hauptidealring, da R kein Integritéitsring ist).

b) Offenbar ist 2 keine Einheit, da aus 2m = 1 sofort 2m — 1 = 6t fiir ein t € Z
folgt, was aus Paritéitsgriinden Unsinn ist. Ahnlich zeigt man, dass 3 keine
Einheit ist.
Wegen 2 =2-2-2 und 3 = 3- 3 sind 2 und 3 aber auch nicht irreduzibel.

¢) Da es in R keine irreduziblen Elemente gibt, ist b) trivialerweise erfiillt.
Auflerdem muss jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in R aus dem einfa-
chen Grund stationér werden, weil es nur endlich viele Hauptideale gibt; also
ist auch F4.8la) erfiillt.

d) Dieser Punkt sollte jetzt klar sein.

e) Die gemeinsamen Teiler von 2 und 4 sind 2 und 4: es ist ja 2 = 2 -4 und
4=2-2=4-4. Wegen 2 | 4 und 4 | 2 sind beides grofite gemeinsame Teiler.

Bestimme alle Ideale I in R = 7Z /127, sowie die dazugehorigen Quotientringe R/I.
Welche Ideale sind prim, welche maximal?

In R sind, wie in allen Ringen Z/mZ, alle Ideale Hauptideale: so ist z.B. (a,b) = (d)
fiir d = ggT (a,b). Also gibt es genau die folgenden Ideale: (0), (1) = (5) = (7) =
(11), (2) = (10), (3) = (9), (4) = (8), und (6).

Die dazugehérigen Quotientenringe sind R/(0) ~ R, R/(1) ~ 0 (der Nullring),
R/(2) ~ 7Z/27 (es gibt genau zwei Restklassen modulo 2, und die offensichtliche
Abbildung R/(2) — Z/27Z liefert, wie einfach zu sehen ist, einen Isomorphismus
von Ringen mit Eins), sowie allgemein R/(m) ~ Z/mZ fir m = 2, 3,4, 6.

Damit sind die Ideale (2) und (3) maximal und damit auch prim; andere Primideale
in R gibt es nicht.

Sei p eine Primzahl und R = 7Z/p*7Z. Zeige, dass das von pX + 1 in R[X] reprisen-
tierte Element eine Finheit ist.

Esist (1+pX)(1—-pX)=1.

Sei R ein Integrititsring und v eine euklidische Funktion auf R. Zeige, dass v(a) = 0
fiir a € R genau fiir a =0 gilt.

Sei v(a) = 0. Wére a # 0, gébe es Elemente ¢,r € R mit 1 = ag+r und v(r) <
v(a) = 0: Widerspruch, da v nur Werte in Ny annimmt.
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9) Zeige: Korper R sind euklidische Ringe.

Die Funktion v, welche durch v(0) = 0 und v(a) = 1 fir ¢ € R* definiert ist, ist
ersichtlich euklidisch.

10) Sei R ein Integrititsring, welcher der Bedingung F@,a) geniigt, und m € R\ {0}
eine Nichteinheit.

a) Zeige, dass es zu jedem a € R mit a # 0 eine ganze Zahl w > 0 gibt mit 7 | a
und 71§ a.

b) Durch wird eine Abbildung w, : R — ZU{oo} definiert, welche folgende
Figenschaften hat:

wg(ab) > wr(a) + wr(b), wx(a+b) > Min(w,(a),ws(b)).

¢) Zeige, dass wr genau dann sogar fir alle a,b € R erfillt, wenn 7 ein
Primelement ist.

a) Seia € R\{0}. Wenn es keinen maximalen Exponenten w gibt mit 7% | a, dann

ist @ = ma; = m2as = was = ... fiir Elemente aj € R. Wegen a4 | a; fiir alle
j > 1ist dann aber (a;) C (a2) C (a3) C .... Nach Fd.8la) muss (a,) = (an41)
fiir einen Index n gelten; dies bedeutet, dass a, und a,1 assoziiert sind, was
wegen a, = a,4+17 bedeuten wiirde, dass m entgegen der Voraussetzung eine
Einheit ist.

b) Ist @ = n"a’ fiir ein o’ € R, so gilt sicher wy(a) > r. Ist a = 7"a’ = 7" @’ mit

mta’ und 71 a”, so miissen wir weiter zeigen, dass r =/ gilt. Aus r > 7’ folgt
aber 77""a’ = a”, also 7 | @’ im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist
w, wohldefiniert.
Schreiben wir nun a = 7°*(@¢/, b = 7%=y und ab = 7¥~(¢ mit 7 § o,
7+ b und 7 { ¢. Dann ist auch ab = 7@ +w=®)g/t/ und dies impliziert
wy(ab) > wy(a) + wy(b). Ebenso ist aMin(wn(a)wx(®) | (g 4 b), und dies zeigt
wy(a+ b) > Min(w,(a), w,(b)).

c) Sei zuerst 7 ein Primelement, sowie a = 7%=(¥a/, b = 7%~y mit 7 { o’ und
74 V. Dann ist ab = 7%~(D+w=() g’y nun kann aber nicht 7 | /b, da sonst
gegen die Annahme 7 einen der Faktoren a’ oder b’ teilen miisste. Dies zeigt
wr(a) + wy (b) = wy(abd).

Sei jetzt 7 irreduzibel und 7 | ab fiir a, b € R. Wegen wy (a) +wx(b) = wr(ab) >
1 muss dann aber w,(a) > 1 oder w,(b) > 1, also 7 | a oder 7 | b und damit 7
prim sein.

11) Sei wy, die zu der Primzahl p gehdrige Exponentenbewertung von Q. Zeige, dass die
durch |a|, = p~*»(@ definierte Abbildung |- |, : Q — Q die folgenden Eigenschaften
mit dem gewdhnlichen Absolutbetrag gemeinsam hat:
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a) lal, > 0 mit Gleichheit genau fiir a = 0;
b) Multiplikativitit: |abl, = |a|p|blp;
¢) Dreiecksungleichung: |a + bl, <lalp + |b]p.

a) |al, > 0 folgt aus p > 0; weiter ist |a|, = 0 nur fiir w,(a) = co moglich.

b) Die Multiplikativitit |ab|, = |a|,|b|, ergibt sich direkt aus wy(ab) = wy(a) +
wp (D).

c) Die Dreiecksungleichung |a +b|, < |al, + ||, ist eine unmittelbare Konsequenz
der Ungleichung wy(a + b) > Min(wy(a), wy(b)).

12) Seip eine Primzahl. Man bestimme die Einheiten und Primelemente der Teilringe

Z[%]:{% €Q:acZ, be{l,pp?...}},

Zpy={3€Q:a,b€Z, ptb}
von Q. Zeige weiter, dass beide Ringe faktoriell sind.

Betrachten wir zuerst R = Z[%]. Offenbar sind alle Elemente der Form (—1)™p™ mit
n € Z Einheiten in R. Ist umgekehrt © € R* eine Einheit, so kénnen wir durch
Multiplikation von u mit einer geeigneten Potenz von p erreichen, dass u = ¢ mit
p 1 ab ist. Damit u € R ist, muss b = %1 sein, und entsprechend folgt a = +1 aus

% € R. Also ist jede Einheit in R bis auf eine Potenz von p gleich +1.

Jetzt behaupten wir, dass jede Primzahl ¢ # p in N auch prim in R ist. Sei ndmlich
q | ab fiir a,b € R. Wir schreiben nun a = ;—,; und b = ;%'1 mit a’,b’ € Z. Dann folgt
q|a'tinZ, also q | a’ oder ¢ | b in Z, und endlich ¢ | a oder ¢ | b in R.

SchlieBlich zeigen wir, dass verschiedene Primzahlen ¢,q # p in R nicht assoziiert
sein konnen: sonst wire ndmlich ¢ = +¢'p™ in Z, was sofort m = 0 und (wegen
q,q' > 0) ¢ = ¢’ impliziert.

Um zu zeigen, dass R faktoriell ist, schreiben wir a € R\ {0} in der Form a = ua’ fiir
eine Einheit v € R und ein o’ € Nmit p{a’ in N. Da o’ = [] ¢/ mit Primelementen
q; € N ist, gilt dasselbe in R; auch die Eindeutigkeit folgt sofort.

Sei nun R = Z,. In R werden alle Primzahlen q # p zu Einheiten: die Einheiten-
gruppe besteht ndmlich aus allen rationalen Zahlen # 0, in deren Primzerlegung p

nicht vorkommt. Dass diese Elemente Einheiten sind, ist klar; ist umgekehrt u = ¢

eine Einheit und ggT (a,b) = 1, so muss p 1 b, und wegen g = % € R auch p 1 a sein.

Damit bleibt nur p als einzig moégliches Primelement iibrig, und in der Tat ist p prim
in R: aus p | abin R mit ¢ = % und b = % folgt p | rt in Z; da p in Z prim ist, gilt
p | r oder p| ¢, und dies wiederum bedeutet p | a oder p | b.

Dass R faktoriell ist, liegt daran, dass die in einem a € Q* aufgehende Potenz von

p eindeutig bestimmt ist.
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13)

14)

15)

16)

Seien I, Iy Ideale in einem Hauptidealring R. Zeige, dass dann I 15 gleich der Menge
aller Produkte xy mit x € Iy und y € Iy ist. Weiter ist I Io = (ab) fir I = (a) und
I = (b).

Da R Hauptidealring ist, gilt I; = (a) und Iy = (b) fiir a,b € R. Nun besteht I; I
aus allen endlichen R-Linearkombinationen ) r;iiio mit r; € R, 41 € I; und is € Io.
Wegen i1 = arq und ig = bry fiir 1,72 € R ist aber Y rjiyio = ab)_ rriry = abs fiir
ein s € R. Wegen a € I; und b € I folgen daraus alle Behauptungen.

Man nennt ey, ..., e, € R ein vollstindiges System paarweiser orthogonaler Idem-
potente, wenn gilt: a) €2 = e;; b) eje; =0 fiiri # j; ¢) 1 =e1+...+e,. Zeige, dass
dann R=e1R X --- X e, R gilt.

Betrachte man den durch ¢(r) = (eir,...,e,r) definierten Homomorphismus ¢ :
R — eiRx--- xey,R. Ist r € Kern ¢, so ist e;r7 = 0 fiir alle j, somit r = 1r =
(e1+...+en)r=er+...+e,r =0. Also ist ¢ injektiv.

Um zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist, sein ein Element (e171,...,e,7,) € e1RX---xXe, R
gegeben. Mit 7 = e171 + ...+ e,ry, ist dann ¢(r) = (e17, ..., e,r) = (e3r1 +ereary +
.t eenrn,...) = (e1r1,. .., enry), wobei wir die Eigenschaften a) und b) benutzt
haben.

Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von Ringen mit Fins. Zeige: ¢(R*) ist
eine Untergruppe von S™, und daher vermittelt ¢ einen Gruppenhomomorphismus
R* — S*. Dieser ist ein Isomorphismus, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Sei u € R* eine Einheit. Dann gibt es ein v € R* mit wv = 1, und Anwenden von
¢ ergibt 1 = ¢(1) = ¢p(uv) = ¢(u)p(v). Das erste Gleichheitszeichen ist dabei eine
Folge der Annahme, dass ¢ Homomorphismus von Ringen mit Eins ist.

Also ist ¢(u) eine Einheit in S, und damit ¢(R*) eine Untergruppe der Einheiten-
gruppe S* von S.

Sei nun ¢ ein Isomorphismus, und s € S* eine Einheit in S, also st = 1 fiir ein
t € §*. Die Surjektivitit von ¢ gibt uns Elemente u,v € R mit ¢(u) = s und
¢(b) = t. Dann wird 1 = st = ¢(u)d(v) = ¢(uv), also uv = 1 wegen der Injektivitit
von ¢. Dies impliziert aber u,v € R*.

Euklid definiert Gleichheit von Proportionen in Buch VII seiner Elemente wie folgt:
es sei a : b= c:d fir natirliche Zahlen a,b, c,d genau dann, wenn es m,n,x,y € N
gibt mit a = mx, b =nx, c = my, d = ny. Dann zeigt er:

a) Es gilt a:b=ac:bc und a:b=ca: ch.

b) Gleichheit ist transitiv: aus a:b=c:d undc:d=-e: f folgta:b=e: f.
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¢) Esista:b=c:d genau dann, wenn ad = bc.
Hier liegt a) auf der Hand; dass b) zu beweisen ist, hat Euklid ibersehen, weswegen
sein Beweis fiir ¢) auch lickenhaft ist.

Dass der Beweis von b) nicht ganz trivial ist, mache man sich wie folgt klar. In
allgemeinen Integritdtsringen R setzen wira : b = ¢ : d, wenn es wie oben m,n,x,y €
R gibt mit a = mzx, b = nx, ¢ = my, d = ny. Zeige, dass die Transitivitat der

Gleichheit in R = Z[\/=5] nicht gilt, da zwar
2:(1+V=5)

21— V-5): (1+V-5)1~-V-5)
2(1—V=5):(2:3) =

aber 2: (14++/=5) # (1 —/=5) : 3 ist.

Sei nun R ein ggT-Ring, also ein Integritdtsring, in welchem jedes Paar a,b € R
einen grofiten gemeinsamen Teiler besitzt (jeder faktorielle Ring ist ein ggT-Ring;
die Umkehrung gilt aber nicht, wie z.B. der Ring aller ganzen algebraischen Zahlen
zeigt). Mit Euklid setzen wir a : b = ¢ : d fiir a,b,¢,d € R genau dann, wenn es

(1=v=5): (1+vV=5)(1—-V=5),
(1-v=5):(2-3) und
1—+v=5):3,

2
2
(

m,n,x,y € R gibt mit a = mz, b = nx, c = my, d = ny.

a) Esist a: b= ac: be; dazu braucht man nur m =a, n=b, z =1 und y = ¢ zu
setzen. Ebenso zeigt man a : b = ca : cb.

b) Zum einen kann man das einfach mit ¢) beweisen: die Voraussetzungen besagen
dann ad = bc und cf = de; daraus folgt adf = bef = bde und, nach Kiirzen von
d, die gewiinschte Beziehung af = be.
Ein direkter Beweis verwendet den folgenden

Hilfssatz. Ist a : b = ¢ : d in einem ggT-Ring R, so gibt es p,q € R mit
a = pegeT (a,b) und b = qegeT (a,b), und damit gilt ¢ = pgeT (¢,d) und d =
q8gT (c,d).

Die Relation a : b = ¢ : d liefert die Existenz von m,n,z,y € R mit a = muz,
b =nz, ¢c = my, und d = ny. Also ist = | ggT (a,b) und y | ggT (¢, d), d.h.
es gibt ¢,j7 € R mit ggT (a,b) = iz und ggT (¢, d) = jy. Wir behaupten nun,
dass i | j gilt; aus Symmetriegriinden ist dann auch j | ¢, d.h. ¢ und j sind
assoziiert. Damit gibt es eine Einheit e € R* mit ¢ = ej. Andererseits ist
iz = ggT (a,b) | a = mz, also i | m; daher gibt es ein p € R mit m = pi, und
analog findet man n = ¢j.

Jetzt folgt ¢ = my = piy = epjy = epgeT (¢, d), sowie d = ny = qjy =
qggT (c,d). Ersetzt man noch p durch ep, so erhiilt man damit die Behauptung.
Zu zeigen bleibt noch ¢ | j. Aus iz | a = ma folgt i | m, also iy | my = c.
Ahnlich folgt iy | ny = d. Also gilt iy | ggT (c,d) = jy, und dies liefert die
Behauptung.
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17)

Jetzt folgt die Transitivitit der Gleichheit so: seia : b =c:dund ¢c: d =
e : f. Dann gilt a = mz, b = nx, ¢ = my, d = ny mit x = ggT (a,b) und
y = geT (¢,d). Der Hilfssatz liefert dann ¢ = m ggT (¢, d) und d = nggT (¢, d).
Wenden wir den Hilfssatz noch einmal an, ergibt sich e = mggT (e, f) und
f=ngeT (e, f), und daraus folgt dann sofort a:b=¢e: f.

¢) Die Richtung = ist trivial; die andere Richtung kénnen wir unter Zuhilfenah-
me von b) wie folgt beweisen: ist ad = bc, so gilt

a:b=ac:bc nach a)
=ac:ad wegen ad = bc
=c:d nach a)

Im Ring R = Z[v/—5] gilt die Transitivitdt der Gleichheit nicht: die ersten drei
angefiihrten Gleichungen folgen alle aus Teil a), der in beliebigen Integritéitsringen
gilt. Wire die Gleichheit transitiv, wiirde auch 2 : (1 ++/=5) = (1 —+/=5) : 3
gelten, d.h. es gibe m,n,z,y € R mit

2 = mx, 1—+v—=5=my,
1++v-5=nx, 3 =ny.

Da aber 2 in R irreduzibel ist (vgl. Aufg. 4&), ist m oder x eine Einheit; die
einzigen Einheiten in R sind aber, wovon man sich leicht iiberzeugt, die Elemente
+1. Aus z = £1 folgt aber 2 | (1 — y/=5), was nicht richtig ist, und aus m = 41
folgt entsprechend 2 | (1 ++/—5), was ebenfalls falsch ist. Dieser Widerspruch zeigt

2:(1+vV=5)#(1—-+-5):3.

Sei K ein Korper. Zeige, dass K[X,Y]/(XY) ~ K[X] x K[Y] als K-Vektorrdume,
aber nicht als Ringe isomorph sind.

Jedes Element f(X,Y) + (XY) € K[X,Y]/(XY) ldsst sich eindeutig in der Form
g(X)+Yh(Y)+(XY) schreiben (man eliminiere alle Vielfachen von XY und schlage
den konstanten Term g zu). Die Abbildung f+(XY) — (g, k) gibt uns dann eine K-
lineare Abbildung K[X,Y]/(XY) — K[X]|x K[Y], von der man leicht nachrechnet,
dass sie bijktiv ist.

Oder so: Die Inklusionen K[X] — K[X,Y] und K[Y] — K[X,Y] vermitteln Mor-
phismen K[X] — K[X,Y]/(XY) und K[X] — K[X,Y]/(XY), und diese sind
offenbar injektiv; also erhilt man einen Morphismus der direkten Summe K[X] ¢
K[Y] — K[X,Y]/(XY), welcher injektiv ist. Wie man sich aber leicht ueberlegt,
ist er auch surjektiv.

Wir wollen nun zeigen, dass K[X,Y]/(XY) und K[X] x K[Y] nicht als Ringe
isomorph sind. Dazu nehmen wir an, ¢ : K[X,Y]/(XY) — K[X] x K[Y] sei
in Isomorphismus. Dann gibt es Fy, F; € K[X,Y]/(XY) mit ¢(Fy) = (1,0) und
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@(F3) = (0,1). Man iiberlegt sich leicht, dass sich jedes Element in K[X,Y]/(XY)
eindeutig in der Form f(X) + ¢(Y) + (XY) mit g(0) = 0 schreiben ldsst. Sei da-
her F; = f;(X) + g;(Y) fur 5 = 1,2, und g;(0) = 0. Dann ist 0 = (0,0) =
(1,0)(0,1) = ¢(F1)p(Fo) = ¢(F1F3). Da ¢ injektiv ist, muss Fy Fy = 0 sein, also
([1(X) + 91 (V) (f2(X) + g2(Y)) € (XY).

Nunist (f1(X)+g1(Y))(f2(X)+92(Y)) = fr(X) f2(X)+ [2(X)g1 (V) + f1(X) g2 (Y) +
91(Y)g2(Y). Da die letzten drei Produkte Vielfache von Y sind, muss dies auch
fiir f1(X)f2(X) gelten, und dies geht nur, wenn fi(X)f2(X) = 0 ist. Sei daher
oBdA f5 = 0. Wegen f1(X)g2(Y) = f1(0)g2(Y) mod XY kénnen wir jetzt schliefen,
dass f1(0)g2(Y) + ¢1(Y)g2(Y) € (XY) ist. Auf der linken Seite steht aber jetzt ein
Polynom in K[Y]; dies kann nur dann durch X teilbar sein, wenn es verschwindet:
f1(0)g2(Y) + g1(Y)g2(Y) = 0. Daher ist go = 0 (und damit F» = 0 im Widerspruch
zu ¢(F2) = (0,Y)) oder f1(0) + ¢g1(Y) = 0; wegen Y | ¢1(Y) folgt daraus aber
f1(0) =0 und ¢g; = 0.

Damit haben wir ¢(f1(X)) = (1,0) und ¢(g2(Y)) = (0,1), also ¢(1) = (1,1) =
d(f1(X) + g2(Y)). Da ¢ injektiv ist, muss f1(X) + g2(Y) = 1 sein. Einsetzen von
Y =0 zeigt f(1) =1, also go = 0: Widerspruch wegen ¢(g2) = (0,1) # 0.

Wir bemerken, dass die Abbildung ), welche F' = f(X) + g(Y) auf (f(X), f(0) +
g(Y")) abbildet, immerhin einen injektiven Ringhomomorphismus K[X,Y]/(XY) —
K[X] x K[Y] liefert.

Ein weit einfacherer Beweis, dass K[X,Y]/(XY) und K[X] x K[Y] nicht als Ringe
isomorph sein konnen, geht so: der Ring K[X] x K[Y] hat neben dem Einselement
1 = (1,1) noch die beiden Idempotente e = (1,0) und 1 — e = (0,1). Der Ring
K[X,Y]/(XY) dagegen hat nur das triviale idempotente Element 1 = 1 + (XY).
Sei nidmlich f(X) 4+ ¢g(Y) ein Reprisentant eines idempotenten Elements, und sei
oBdA ¢(0) = 0. Dann ist (f(X)+g(Y))? = f(X)2+2f(X)g(Y)+g(Y)? = f(X)*+
2£(0)g(Y) + ¢g(Y)? mod XY. Da diese Darstellungen eindeutig sind, kénnen wir die
Grade der Polynome in X vergleichen ung finden f € K. Entsprechend folgt g € K,
und das einzige Idempotent in K ist e = 1.
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1)

4)

Ist R ein Integrititsring, dann auch R[X].

Seien f(X) = amX™ + ...+ ap und g(X) = b,X™ + ... + by Polynome in R[X]
mit Koeffizienten a,,b, # 0. Ist dann f(X)g(X) = 0 in R[X], so folgt wegen
F(X)g(X) = amb, X"+ Terme niederen Grades, dass dann a,,b, = 0 in R sein
muss. Da R nullteilerfrei ist, geht das nur, wenn a,, = 0 oder b,, = 0 ist, was unserer
Voraussetzung widerspricht.

Sei R =7[X] und S = R[Y]. Man berechne Inhalt(f) fir f =X +2Y € S.

Die Koeffizienten von f als Element des Polynomrings R[Y] sind X und 2; daher ist
Inhalt(f) = ggT (X,2) = 1.

Finde méglichst viele Begrindungen dafiir, dass das Polynom X% + X kein Quadrat
in K(X) ist, wo K ein beliebiger Kérper ist.

1. Der Ring K (X) ist faktoriell, die Elemente X und X + 1 zwei verschiedene Prim-
elemente. Quadrate in faktoriellen Ringen zeichnen sich aber dadurch aus, dass die
Exponenten in ihren Primfaktorzerlegungen samtlich gerade sind.

2. Sei X2+ X = J;—;, wobei wir f,g € K[X] als teilerfremd annchmen diirfen. Aus
F(X)? = (X24+X)g(X)? folgt £(0) = 0, also f(X) = Xh(X) fiir ein h € K[X]. Dann
ist aber Xh(X) = (X + 1)g(X)?, somit g(0) = 0 und X | g(X): das widerspricht
aber der Teilerfremdheit von f und g.

Sei R = 7[X?, X3]. Zeige:

a) R={feZ[X]: f'(0) =0}
b) R ist nicht faktoriell.

c) Esist ggT (X4, X®) = X2, aber X* und X? besitzen kein kleinstes gemeinsames
Vielfaches. Warum widerspricht dies nicht Aufg. 4[9p

22
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d)

Die Elemente X° und X6 haben weder einen gréten gemeinsamen Teiler, noch
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches.

Betrachte die Faktorisierungen X% = X2.X2. X2 = X3.X3. Da £1 die einzigen
Einheiten in R sind, unterscheiden sich die Faktoren X2 und X? nicht um eine
Einheit. Weiter sind sie irreduzibel: beispielsweise kann X2 nur das Produkt
von Polynomen der Grade 0 und 3, bzw. 1 und 2 sein. Da es keine Polynome
vom Grad 1 in R gibt, kann also hochstens X? = cg(X) fiir ein ¢ € Z sein: das
fithrt aber sofort auf ¢ = +1.

Also sind die Faktoren X2 und X3 irreduzibel in R, und damit ist X¢ =
X?2.X?%2.X% = X3 X3 ein Beispiel fiir nichteindeutige Zerlegung in irreduzible
Elemente in R.

Die Teiler von X sind 1, X2, X*; die Teiler von X sind 1, X%, X3, X®. Damit
ist X2 ein gemeinsamer Teiler, und da die einzigen gemeinsamen Teiler 1 und
X? sind, ist es der groBte gemeinsame Teiler.

Die Elemente X7 und X® sind gemeinsame Vielfache von X* und X°; der
gemeinsame Teiler X° dieser Elemente ist aber kein geimensames Vielfaches
von X4 und X5.

Aufgabe 4[9 besagt, dass kleinste gemeinsame Vielfache existieren, wenn alle
Elemente einen gréfiten gemeinsamen Teiler besitzen. Die schirfere Aussage,
dass zwei Elemente ein kleinstes geimensames Vielfaches besitzen, wenn sie
einen groBten gemeinsamen Teiler haben, ist daher falsch.

Die Teiler von X° sind 1, X2, X3, diejenigen von X sind 1, X2, X3, X*. Das
Element X3 ist ein gemeinsamer Teiler, aber nicht der grofite: es ist nimlich
auch X? ein gemeinsamer Teiler, aber X2 { X3. Die gemeinsamen Teiler 1 und
X2 sind natiirlich ebensowenig grofite gemeinsame Teiler, da sie keine Vielfa-
chen von X3 sind.

Unter den gemeinsamen Vielfachen von X° und X sind sicherlich X® und X¥;
das kleinste gemeinsame Vielfache miisste also ein gemeinsamer Teiler von X8
und X? sein: aber X0 ist kein Vielfaches von X°, und noch kleinere Potenzen

von X kommen ohnehin nicht in Frage. Also gibt es kein kleinstes gemeinsames
Vielfaches.

5) Zeige, dass das Ideal (2,X) im Polynomring Z[X) kein Hauptideal ist.

Sei (2,X) = (f) fiirein f € Z[X]. Dann ist 2 € (f), also 2 = fg fiir ein g € Z[X]. Aus
Gradgriinden muss f also konstant sein, d.h. f € Z. Wegen X € (f) gilt andererseits
f | X; da X irreduzibel ist, geht das aber wegen f € Z nur fiir f = £1. Also muss
(2,X) = (1) sein.
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Dies bedeutet aber 1 = 2r + Xs fiir Polynome r, s € Z[X]. Fiir X = 0 erhélt man
daraus 1 = 2r(0) in Z: Widerspruch.

Tatséchlich gilt viel mehr: nicht nur ist (2, X) kein Hauptideal, es ldsst sich durch
Multiplikation mit von (0) verschiedenen Idealen auch nicht zu einem Hauptideal
machen: aus (2, X)I = (f) folgt ndmlich I = (0). Sei dazu r € I; dann ist 2r €
2,X)I = (f) und Xr € (2,X)I = (f), also f | 2r und f | Xr. Da 2 und X
teilerfremde Primelemente aus Z[X] sind, folgt daraus f | r. Also ist I C (f).

Aus (f) = (2,X)I C (2,X)(f) folgt aber jetzt f = (2r + Xs)f fir r,s € Z[X].
Kiirzen von f liefert dann 1 = 2r+ X's, woraus sich fiir X = 0 wieder der gewiinschte
Widerspruch ergibt.

6) Sei f=X*+X+1und E=Q(a), wo a eine Nullstelle von f ist.

a) Zeige (z.B. mit dem Lemma von Gauf): f ist irreduzibel iber Q.

b) Stelle Q%H € E als Q-Linearkombination der of dar. (Hinweis: wende den

Euklidischen Algorithmus auf f und g = X2 +1 an).

a) Ist f nicht irreduzibel, dann gilt f(X) = g(X)h(X) fiir nicht konstante nor-
mierte Polynome g,h € Q[X]. Nach dem Lemma von Gaufl haben g und h
ganzzahlige Koeffizienten. Da f keine ganzzahlige Nullstelle (und damit keinen
linearen Teiler) besitzt, miissen g und h Grad 2 haben. Ein Ansatz f(X) =
(X2 + aX + b)(X? + cX + d) liefert sofort a + ¢ = 0, sowie b = d = £1. Also
ist f(X) = (X%2+aX +b)(X?—aX +); der Koeffizient von X auf der rechten
Seite ist dann aber gleich 0, und dieser Widerspruch zeigt die Behauptung.

b) Der Euklidische Algorithmus liefert (2 — X)f(X) + (X3 —2X? — X + 3)(X?% +

1) = 5; Einsetzen von « gibt dann (o — 302 — a + 3)(a? + 1) = 5, also
1 a3—3a2—o¢+3'

a?41 5

7) Sei R faktoriell, a € R und f € R[X]. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:
(i) al| f in R[X];
(ii) a | Inhalt(f) in R.
Sei f(X)=ap+ a1 X + ...+ a, X" mit a; € R. Ist dann a | Inhalt(f) in R, so gilt

a | a; fiir alle 0 <4 <mn, also a; = ab;. Mit g(X) = by + b X + ...+ b, X" ist dann
f(X)=ag(X), also a | f in R[X].

Sei nun umgekehrt a | f in R[X], also f(X) = ag(X) fiir ein g wie oben. Dann sind
alle Koeffizienten von f durch a teilbar, folglich a | Inhalt(f) in R.
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8)

10)

11)

12)

Sei R faktoriell und p € R prim. Zeige direkt, dass p auch in R[X] prim ist.

Sei p | fg fiir f,g € R[X]. Wir schreiben f =3 a; X’ und g = > b;X7. Wire pt f
und p 1 g, so gibe es Koeffizienten von f und g, die nicht durch p teilbar sind. Wir
withlen dann 7, s maximal mit p { a, und p 1 bs. Der Koeffizient von X" % in fg ist
dann gegeben durch ZZ R a;b;. In dieser Summe sind alle Terme bis auf a,b,
durch p teilbar; also ist fg nicht durch p teilbar im Widerspruch zur Annahme.

Sei R — R : a — a ein Ringhomomorphismus, und sei ¢ : R[X] — R[X]
dessen Fortsetzung auf den entsprechenden Polynomringen (vgl. P@ Zeige, dass
o(f)(@) = f(a) fiir jedes f € R[X] gilt.

Mit f(X) =3 a; X" ist ¢(f)(X) = Y@ X", somit ¢(f)(@) = X aa’ = f(a).

Sei f(X) = X2+ X +2 € Z[X]. Zeige, dass es eine ganze Zahl a gibt, sodass f(X —a)
ein Fisensteinpolynom beziiglich 7 wird.

BEsist f(X—a) = (X —a)?+(X—a)+2=X?>+(1-2a)X +a® —a+2. Fira= -3
wird 1 — 2a = 7, sowie a®> —a + 2 = 14.

Das Polynom f(X) = X5 — 2 € Z[X] ist ein Eisensteinpolynom beziiglich 2. Zeige,
dass es eine ganze Zahl a gibt, sodass f(X — a) ein Fisensteinpolynom beziglich 5
wird.

Esist f(X +a) = X5 +...+a® — 2; damit der letzte Koeffizient ein Vielfaches von
5 wird, wéhlen wir a = 2. Man rechnet jetzt leicht nach, dass f(X + 2) tatséchlich
ein KEisensteinpolynom beziiglich 5 ist.

Seien a, b, c Elemente eines Korpers K. Zeige, dass Y2 — (X —a)(X —b)(X —¢) €
K|[X,Y] irreduzibel ist. Unter welchen Bedingungen ist Y2—(X —a)(X —b) irreduzibel
in K[X,Y]?

Wir zeigen allgemein: Y2 — f(X) ist genau dann irreduzibel in K[X, Y], wenn f(X) €
K[X] kein Quadrat ist.

Ist f(X) = g(X)? ein Quadrat, so ist natiirlich Y? — f(X) = (Y — g(X))(Y + g(X))
reduzibel.

Sei umgekehrt Y2 — f(X) zerlegbar in K[X,Y]. Fassen wir K[X, Y] als Polynomring
in Y iiber K[X] auf, so miissen die beiden Faktoren von Y2 — f(X) entweder beide
Grad 1 in Y haben, oder einer von beiden hat Grad 0. Im letzteren Falle gibt
es ein g € K[X] mit gY? — f(X), was offensichtlich nur fiir g € K* geht; solche
Faktorisierungen sind also immer trivial in dem Sinne, dass einer der beiden Faktoren
eine Einheit ist.

Also haben beide Faktoren Grad 1 in Y, und es muss gelten: Y? — f(X) = (1Y +
g2) (MY + ho) mit g;,h; € K[X]. Koeffizientenvergleich liefert sofort, dass man
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13)

g1 = h1 = 1 annehmen darf. Daher ist Y2 — f(X) = (Y + g2)(Y + hz). Substituiert
man nun Y = —go(X), so folgt f(X) = g2(X)?, d.h. f ist ein Quadrat in K[X].

Offensichtlich ist nun (X — a)(X — b)(X — ¢) schon aus Gradgriinden kein Quadrat
in K[X], somit Y2 — (X —a)(X — b)(X — ¢) € K[X,Y] irreduzibel.

Weiter ist (X — a)(X — b) genau dann ein Quadrat in K[X], wenn a = b ist.

Betrachte das Polynom f = X° — X —a fiir a € Z. Zeige, dass f genau dann einen
5> —m fiir ein m € 7 gilt. (Die Frage, wann f
irreduzibel in Q[X] ist, fihrt auf eine recht verzwickte diophantische Gleichung, die
mit Quadraten in der Fibonaccifolge zu tun hat; es stellt sich heraus, dass f genau
dann reduzibel ist, wenn f einen linearen Faktor besitzt oder a = +£15, £22440 ist.)

Linearfaktor besitzt, wenn a = m

Sei f(X)=X%-X—a=(X—-m)g(X); dann ist f(m) = 0, also a = m5 —m. Hat
a diese Form, ist umgekehrt X — m ein Faktor von f.

Ist @ nicht von der Form a = m® — m, so kann f hochstens in einen quadratischen

und einen kubischen Faktor zerfallen: f(X) = (X2 +rX + 8)(X? +tX? + uX +v).
Vergleich der Koeffizienten von X* zeigt t = —r, Vergleich der Koeffizienten von X3
2 — s, und ein schlieBlich zeigen die Koeffizienten von X2, dass
v = —r3 4+ 2rs sein muss. Damit haben wir

liefert dann v = r

FX) = (X2 47X +5) (X3 =1 X2+ (12 = 5)X — 1% + 2rs).

Vergleicht man jetzt die Koeffizienten des linearen Terms, so findet man r* — 3r2s +
5?2 = 1. Setzt man ¢ = r2, ist also ¢> — 3¢s + s> = 1. Damit diese quadratische
Gleichung in ¢ eine ganze Losung hat, muss die Diskriminante 5s2 4 4 ein Quadrat

sein, d.h. 22 — 552 = 4; in diesem Fall sind dann ¢ = % ganzzahlige Losungen.

Die Losungen von x? — 552 = 4 lassen sich nun leicht explizit beschreiben: sie sind
gegeben durch (z,s) = (Lap, Foy), wo L, und F, die durch Ly = 2, L1 = 1,
Lpy1=L,+ Ly, und Fy =0, Iy =1, F,41 = F,, + F,,—1 definierten Lucas- und
Fibonacci-Zahlen sind.

Damit wird 35;‘ £ = Fo, 42, und da die einzigen Quadratzahlen in der Fibonaccifolge

Fy =0, Fy = F, =1, und F}5 = 144 sind, ergeben sich in diesem Fall

(i) r==+1 und s = 3, also a = +15 und z.B.
XP—X-15=(X?- X +3)(X*+ X? -2X - 5).
(ii) r = +£12 und s = 55, also a = rs(r? — 2s) = £22440. In der Tat gilt
X% — X — 22440 = (X? + 12X + 55)(X® — 12X? + 89X — 408).

Wegen ?’ST‘T = Fy,_o fithren diese Werte von ¢ auf dieselben Losungen.
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14)

15)

16)

17)

Sei K ein Kérper der Charakteristik # 2. Betrachte das Ideal I = (X2 +Y? —1) in
K[X,Y], und setze R = K[X,Y]/I. Zeige:

a) Enthilt K ein Element i mit i = —1, so ist v = X + I € R reduzibel.
b) Enthilt K kein Element i mit i> = —1, so ist R nicht faktoriell.

Sei i € K und setze v = = + iy und v = = — 4y. Dann ist uv = 22 + y? = 1, sowie

T = “?“’ und y = “5*. Dies zeigt Klz,y] = K[u,v]. Weiter ist u eine Einheit in
K[z,y], und wir finden z = “}* = “221'1 = 5 (u+)(u — ). Also ist = bis auf die

Einheit ﬁ das Produkt der Elemente uw + ¢ und u — 7.

Ist i ¢ K, also z irreduzibel, so ist 22 = 1 — y? = (1 — y)(1 + y). Wir behaupten
nun, dass x 1 1 + y ist (daraus folgt dann bereits, dass R nicht faktoriell ist). In
der Tat, wire z.B. 1—7;, € R, sagen wir 1_73’ = f(z,y), so wiirde folgen (1 —y) =
xf(z,y) und schlieflich 1 — Y = Xf(X,Y) + (X2 +Y? — 1)g(X,Y) fiir geeignete
Polynome f,g € K[X,Y]. Setzt man X = 0, so folgt 1 —Y = (Y2 —1)g(0,Y), also

1=—(Y +1)g(0,Y). Dies ist offenbar unmdoglich.

Darf man in Korollar auf die Teilerfremdheit von x,y, z verzichten?

Nein. Multipliziert man irgendeine Losung von z™ 4+ y" = 2" (z,y,2z € C*) mit X,
so erhilt man eine nichtkonstante Losung der Fermatgleichung in C[X].

Welche der folgenden Figenschaften ibertragen sich von einem Integrititsring R auf
den zugehdorigen Polynomring R[X]?

a) faktoriell
b) Hauptidealring
c) euklidisch

Ist R faktoriell, so auch R[X] (Satz von Gau$). Ist R Hauptidealring, so wird R[X]
in der Regel keiner sein: so ist z.B. Z[X] kein Hauptidealring. Dasselbe Beispiel zeigt,
dass R[X] nicht euklidisch zu sein braucht, wenn R es ist.

Sei R ein Integrititsring mit Quotientenkorper K und S eine multiplikativ abge-
schlossene Teilmenge von R\ {0} mit 1 € S. Zeige: Ist R faktoriell, dann auch
STIR.

Wir zeigen zuerst: ist p € R irreduzibel in R, dann ist p prim oder eine Einheit in
S1R.

Gibt es ein s € S mit p | s, so ist p eine Einheit. Ist p 1 s fiir alle s € S, so behaupten
wir, dass p in ST1R prim ist. Aus p | ab mit a,b € S—1R folgt ndmlich rp = scd fiir
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18)

19)

20)

s€Sund r,e,d € R. Da p prim in R ist und p 1 s gilt, folgt p | c oder p | d. Seip | ¢
in R; dann ist erst recht p | ¢ in A, also p | a.

Nun kann man jedes von 0 verschiedene a € A = S™'R in der Form eb fiir eine
Einheit ¢ € A* und ein b € R schreiben. Zerlegen wir b in Primfaktoren aus R,
so sind diese Einheiten oder irreduzible Elemente in A; insbesondere existiert eine
Zerlegung von a in irreduzible Elemente.

Seien schliellich a = eyp1 -+ pm = e2q1 - -+ ¢, zwei Faktorisierungen von a in eine
Einheit und irreduzible Elemente p;, g; € R. Da diese auch prim in A sind, folgt die
Eindeutigkeit der Darstellung auf dem iiblichen Weg.

Sei R ein Integrititsring und A = R[X]/X? (im Falle von R =R nennt man A den

Ring der dualen Zahlen). Setze e = X + (X?) und zeige, dass fiir alle f € A[T] gilt:
f(T+e)—f(T) _ F(T).

Man iiberzeugt sich zuerst davon, dass beide Seiten R-linear sind, d.h.: mit

P42 = FT) _ gy gng 9T+ —0(T)

. . =g'(T)

gilt auch
MT +¢)— h(T)
€
fir h = rf + sg, r,s € R. Daher muss man die Behauptung nur fiir Polynome
f(T) = T™ zeigen. Fiir f(T) = T" ist aber (T + )" = T" + nT" e wegen &2 = 0,
somit 7f(T+627f(T) =nX""1 = (7).

— W(T)

Ist X2 +Y? — Z2 irreduzibel in C[X,Y,Z)? In K[X,Y, Z] fiir beliebige Kérper K ?

Es ist leicht zu sehen, dass in Kérpern der Charakteristik 2 gilt: X2 + Y2 — Z2 =
(X +Y +2)? gilt. Uber Korpern der Charakteristik # 2 ist das Polynom X2+4Y?2— 72
allerdings irreduzibel.

In der Tat: fassen wir Z2 — X2 — Y2 als Element von R[Z] mit R = K[X,Y] auf, so
ist R faktoriell. Das Element X% + Y? € R ist nun entweder irreduzibel (und damit
auch prim) oder das Produkt (X +iY")(X —4Y") zweier verschiedener Primelemente
in R. In jedem Fall ist damit X2 + Y2 kein Quadrat in R, und dies zeigt wie in
Ubung 512 dass 72 — X% — Y2 irreduzibel in K[X,Y, 7] ist.

FEisenstein bemerkt in der Originalarbeit iber sein Irreduzibilitdtskriterium, dass ein
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten auch dann irreduzibel ist, wenn alle Koeffi-
zienten aufer dem hichsten teilbar durch p, aber nicht simtlich durch p? teilbar sind
(es also nicht gerade der letzte Koeffizient zu sein braucht, in dem p* nicht aufgeht).
Man beweise oder widerlege dies.

Fiir prime p > 2 betrachte man (X — p)? = X2 — 2pX + p.
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1)

Seien Ly und Lo Zwischenkérper einer Erweiterung E/K. Zeige: sind L1/K und
Lo/K normale Erweiterungen, so auch ihr Kompositum LiLo/K und ihr Durch-
schnitt Ly N Lo /K.

Nach Satz gibt es Mengen M;, M5 von Polynomen mit Nullstellenmengen N

und Ny, sodass L1 = K(N;7) und Ly = K(N3) ist. Dann ist aber Ly Ly = K(N), wo
N die Nullstellenmenge der Polynome aus M = M; U M, ist.

Hat f € K[X] eine Nullstelle in L; N Ly, dann auch in Ly und L. Da die Erweite-
rungen L;/K normal sind, zerfallt f in L; und L, in Linearfaktoren. Ist X — o ein
solcher Faktor, so ist also @ € L1 und a € Lo, also a € L1 N Ly. Daher zerfillt f
bereits in L N Lo in Linearfaktoren.

Die komplexe Konjugation o ist ein R-Algebrenhomomorphismus C — C. Dies
bedeutet:
a) Die Einschrinkung von o auf R ist trivial;

b) o ist eine R-lineare Abbildung des R-Vektorraums C in sich, d.h. es gilt o(Av+
pw) = Ao(v) + po(w) fir alle A\, pp € R und alle v,w € C.

¢) o respektiert die Multiplikation in C, d.h. es ist o(vw) = o(v)o(w).

Alternativ ist o ein Ringhomomorphismus C — C, der trivial auf R ist. Dagegen
ist o kein C-Algebrenhomomorphismus.

Diese Behauptungen sind sehr leicht nachzuweisen: wir haben o(x + yi) = © — yi,
und dies bedeutet:
a) o(z) =z fur alle z € R;

b) o(Mx+yi)) = oc(Az+ Ayi) = Az — Ayi = A(x —yi) = Ao(x +yi). Da o offenbar
additiv ist, folgt die Behauptung.

¢) o((x + yi)(u + vi)) = o(zu — yv + (au + Yyv)i) = zu — yv — (au + Yyv)i =
(x — yi)(u —vi) = o(x + yi)o(u + vi).

29
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Wire o ein C-Algebrenhomomorphismus, so miisste o (i) = io(1) = i gelten, was
aber falsch ist.

Sind F1/K und Ey/K isomorph, so gilt By : K = Es : K.

Jeder K-Isomorphismus o : Ey /K — FE5/K ist automatisch eine K-lineare Abbil-
dung E1 — F5 der K-Vektorrdume F; und Es. Da o ein Isomorphismus ist, in-
duziert er einen K-Vektorraumisomorphismus F; ~ FE5; daher haben beide Rdume
dieselbe K-Dimension.

Verifiziere die folgende Tabelle von Zerfillungskérpern einiger Polynome f € Q[X]:

f ‘ Zerfillungskéorper f ‘ Zerfillungskorper
X2 Q(V2) X1y Q)
X3-1[Q(-3) X*+1 Q(i,v2)

X2 —2|Q(v-3,V2) X'+ X?+1|Q(V-3)

Der Zerfillungskorper von X2 —2 = (X —v/2)(X +v2) ist Q(v2, —v2) = Q(v/2).
Entsprechend ist X3 — 1 = (X — 1)(X? + X + 1), sodass der Zerfillungskérper von
X3 — 1 mit demjenigen von X2 + X + 1, also Q(v/—3), iibereinstimmt.

Bezeichnet p eine primitive dritte Einheitswurzel, so ist X3 — 2 = (X — /2)(X —
pV/2)(X — p?3/2). Der Zerfillungskorper von X3 — 2 enthélt mit v/2 und p+/2 auch
p, also ganz Q(y/—3, V/2); die andere Inklusion ist klar.

Jetzt gilt X4 +4 = X1 4+4X%2+4-4X%=(X242)2 - (2X)? = (X?+2X +2)(X? -
2X + 2). Die beiden quadratischen Faktoren haben Nullstellen +1 + 4, also ist Q(%)
der Zerfillungskorper von X4 + 4.

Wegender beiden Faktorisierungen X4 +1 = (X?)? +1 = (X% 4 4)(X? —4) und
X441 = (X2 +1)% - 2X2%2 = (X% 4+ V2X + 1)(X? — V2X + 1) enthilt der
Zerfallungskorper von X* + 1 sicherlich Q(4,+/2). Andererseits liegen die Wurzeln
der beiden quadratischen Faktoren X2 4 +/2X + 1, namlich g(:l:l + 1), offenbar in
Q(i,v2).

Schliefllich ist X* + X2+ 1= (X2 +1)2 - X2 =(X?2+ X +1)(X? - X + 1), und
damit folgt die Behauptung wie oben durch Ausrechnen der Wurzeln der beiden
quadratischen Faktoren.

Zeige anhand der Definition, dass die Erweiterung Q(3/2)/Q nicht normal ist.

Das Polynom X? — 2 hat in Q(¥/2) eine Nullstelle; wegen X° —2 = (X — /2)(X —
pv/2)(X — p?¥/2), wo p eine primitive dritte Einheitswurzel bezeichnet, liegen die
andern Nullstellen aber nicht in Q(3/2).
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6)

Zeige, dass Q(v/2 +v/2)/Q normal ist, Q(\/3 +v2)/Q dagegen nicht.

Das Minimalpolynom von v/2 4+ v/2 ist f(X) = (X2 - (2+V2)(X%2 - (2-2) =
X*—4X2+42. Die Nullstellen von fsind £v2+ \/5, sowie +1/2 — /2. Nun ist aber

\/2—}—\/5\/2—\/?:\/5, also
V2

2*\@:\/T7\/§EQ( 2+\/§)7

und damit zerfillt f iiber Q(v/2 + v/2) in Linearfaktoren. Also ist Q(v/2 +v2)/Q
normal.

Auf der andern Seite ist /3 +v2vV3 — V2 = \ﬁ, also

V7
S Y A
v V3+ V2

und da /7 nicht in Q(v/3 + v/2) enthalten sein kann (dessen quadratischer Teilkérper

ist Q(v/2)), folgt, dass das Minimalpolynom von /3 + v/2 iiber Q(v/3 + v/2) zwar
eine Nullstelle hat, aber nicht in Linearfaktoren zefillt.

Seien A und B zwei K-Algebren. Zeige, dass in AQ B folgende Regeln gelten (hierbei
seien a,a; € A, b,b; € B und c € K):

a) (a1 4+ a2)@®b=0a1 @b+ az ® b;

b) (ca)@b=c(a®b) =a® (cb);

c) (a1 ®by1) - (az ® by) = (aras @ biby);

d) a®0=0=0b.
Im Spezialfall A = K[X] und B = K[Y] zeige man weiter, dass jedes Element in

A® B eine K-Linearkombination von endlich vielen Elementen der Form X®® Y7
mit 1,7 € Ng ist.
Wir haben M = A x B durch (ay,b1)(az,b2) = (a1az,b1be) zum Monoid gemacht.
Das Element a ® b ist definiert als die Nebenklasse (a,b) + U. Damit gilt dann:
a) Esist (a1,b)+ (ag,b) — (a1 +az2,b) € U, also a1 ®b+az;@b— (a1 +a2) @b =0
in A® B.
b) Wegen (ca,b) — c(a,b) € U ist ca ® b = c(a ® b).

¢) Nach Definition der Multiplikation in KM gilt (a1,b1)(az,b2) = (aias,bibs).
Damit ist insbesondere (a; ® b1) - (a2 ® be) = (a1a2 ® b1bs).

d) Nach b) gilt a ® 0 =0(a ® 0) = 0.
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9)

Sei nun A = K[X] und B = K[Y]. Dann bilden M; = {1,X,X?,...} und My =
{1,Y,Y? ...} K-Basen von A und B; nach ist die Menge {X‘® Y7 :i,j € Ng}
eine K-Basis von A ® B.

Man gehe den Beweis von im Spezialfall Ay = K[X], A2 = K[Y, Z] durch. Wie
sieht die natiirliche Wahl der K-Basen My und Ms aus, wie die Basis ®b;? Wie
sind die Linearformen f; hier zu interpretieren?

Eine Basis von A; ist gegeben durch M; = {1, X, X2,...}, und My = {YIZF :i,j €
Ny} ist eine Basis von As. Die dazugehérige K-Basis von A; ® As besteht dann aus
allen Elementen der Form X*® ® Y7 ZF mit i, j, k € Ny. Elemente a € M; haben die
Form a = Y~ a; X, und die dazugehérige Linearform f; : A; — K bildet a auf den
Koeffizienten a; ab. Ahnlich bildet f; ein Polynom 3 ajxYIZ k auf aji ab.

Man konstruiere den algebraischen Abschluss von Q wie folgt.

a) Zu jedem Polynom f € Q[X] existiert ein Zerfillungskirper. (Satz von
Kronecker und Induktion.)

b) Die normierten irreduziblen Polynome in Q[X] sind abzihlbar.

c) Sei fi, fa,... eine Abzihlung wie in b), Ko = Q, sowie K; fir j > 1 der
Zerfallungskorper des Produkts fy--- f; tiber Q; dann ist offenbar Ko C K; C
... Setze K = Uj K; und zeige, dass K eine algebraisch abgeschlossene alge-
braische Erweiterung von Q ist.

a) Nach dem Satz von Kronecker gibt es zu f eine Erweiterung K/Q, in welchem f
eine Nullstelle a besitzt. Schreibe f(X) = (X —a)g(X) und wende den Satz von
Kronecker auf g an. Nach hochstens deg f Schritten hat man eine Erweiterung
von Q gefunden, in welcher f in Linearfaktoren zerfillt.

b) Dies haben wir bereits in Ubung 2 gezeigt.

c¢) Offenbar ist K ein Korper: sind «, 8 € K, so gibt es Indizes 7,j mit o € K;
und § € Kj; also sind «, 8 € Kpax(s,j1, somit a £ 3, af, und (falls 8 # 0) o/
ebenfalls Elemente von K. 3 © K.

Jedes Element von K ist in einem K; enthalten und damit algebraisch iiber Q;
also ist K/Q eine algebraische Erweiterung.

Sei f ein Polynom in K[X]. Da f nur endlich viele Koeffizienten hat, gibt
es einen Index j mit f € K;[X]. Sei a eine Nullstelle von f in einem Zer-
fallungskorper E von f; dann ist « algebraisch iiber Q, also Nullstelle eines
normierten irreduziblen Polynoms f € Q[X]. Da der Zerfillungskérper von f
in K enthalten ist, zerfillt f iiber K in Linearfaktoren. Also ist K algebraisch
abgeschlossen.
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1)

Gib alle K-Konjugierten von V2 4+ /3 an, wo K = Q, K = Q(v/2), K = Q(v/3),
und K = Q(\/6) ist.

Die Konjugierten sind die Nullstellen der betreffenden Minimalpolynome; iiber Q ist
das wegen (\/i—i- V3)2=5+2V6

(X2 —(5+2V6))(X2—(5—-2V6)) = X* —10X2 + 1.

Die Nullstellen der quadratischen Faktoren sind +v/2 + /3. Uber Q(ﬂ) ist das
Minimalpolynom von V2 + /3 durch

(X —(V2+V3)(X - (V2-V3) =X*-2V2Xx -1

gegeben, und die Konjugierten sind v/2 & v/3. Entsprechend ist X2 + 2v/2X — 1 das
Minimalpolynom von —v/2 4+ v/3 iiber Q(\@ ), und natiirlich ist

(X2 422X —1)(X?2 —2v2X —1) = (X2 - 1) —8X? = X* —10X2 + 1.

Die Konjugierten von v/2 + v/3 iiber Q(v/3) sind analog v/2 + v/3, und diejenigen
itber Q(v/6) schlieBlich sind #+(v/2 +v/3).

Sei E/K eine algebraische Erweiterung. Sind Ey /K und E2/K rein inseparable Zwi-
schenkdrper, dann auch deren Durchschnitt B4y N Eq/K und Kompositum E1Es /K.
Insbesondere gibt es fir jede algebraische Erweiterung E/K einen grifsten Zwi-
schenkorper E;, sodass E; /K rein inseparabel ist; man nennt E; den rein insepara-
blen Abschluss von K in E.

Seien E/K und FE2/K rein inseparabel. Dann sind nach F alle Elemente aus
Fy und Es nur zu sich selbst konjugiert. Da sich jedes Element des Kompositums
als K-Linearkombination von Produkten aus Elementen in F; und FE, schreiben

ldsst, gilt diese Aussage dann auch fiir alle Elemente aus EF7FE5, und nochmalige
Anwendung von F zeigt dann, dass E1 Eo/K rein inseparabel ist.

Dass mit einer Erweiterung F7/K auch jede Teilerweiterung rein inseparabel ist,
folgt sofort aus der Definition D[7.6]
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3)

5)

Sei K = Fa(t) und f(X) = X2 + X +t € K[X]. Man zeige mit Vieta, dass die
(nach Kronecker existierenden) Wurzeln verschieden sind, f also separabel ist. (Was
passiert, wenn man die Nullstellen von f mit der quadratischen Formel berechnen
will?)

Sei f(X)=(X+0)(X+ ). Dann ist 53" =t und 8+ ' = 1. Die letzte Gleichung
zeigt sofort, dass 3’ # 3 ist, da sonst 1 = 3+ 3/ = 28 = 0 gelten wiirde.

71i\2/m

Eine Formel wie § = kann natiirlich wegen der 2 = 0 im Nenner nicht

funktionieren.

Sei K = Fy(t), E der Zerfillungskorper von g = X* + X2 +t, und o eine Nullstelle
von g.

a) Faktorisiere g iiber K(a) und zeige E = K(a).

b) Finde den separablen Abschluss Es von K in E.

c) Welches ist die kleinste Potenz o™ wvon «, fiir welche «

d) Finde den rein inseparablen Abschluss E; von K in E; ist E;E; = E¢

™ separabel ist?

a) Mit den Bezeichnungen der vorangehenden Ubung ist g(X) = X4 4+ X2 4t =
(X2 —B)(X2— ). Ist g(a) = 0, also z.B. a? = 3, so wird X? — 3 = (X — )2,
und X2 — ' = X2 — (1 - ) = (X — (a+ 1))%. Also finden wir

g X)=X*"+ X’ +t=(X -} (X —a—1)%

b) Offenbar ist « nicht separabel, also Fy ein echter Teilkérper von K («). Ande-
rerseits ist [ separabel iiber K. dies zeigt E, = K(3).

c) Da a? = 3 separabel iiber K ist, a selbst aber nicht, ist m = 2.

d) Um zu sehen, ob K eine rein inseparable Erweiterung besitzt, machen wir den
Ansatz v = > a;a’ und priifen, ob wir ein Element mit 4/ = v finden kénnen.
Koeffizientenvergleich liefert schnell, dass v = a + a2 ein solches ist; in der Tat
ist v2 = a? + a* = t. Also ist K(y) = K(\/t) rein inseparabel, und da E/K
nicht rein separabel ist, muss bereits E; = K(v/t) sein.

Wegen E;Es = K(a + a?,a%) = K(a) ist hier tatsiichlich E;Es = E. Dies ist
im allgemeinen jedoch nicht richtig.

Sei K ein Korper der Charakteristik p und E/K eine endliche Erweiterung. Man
zeige: ist pt E : K, dann ist L/K separabel.

Sei E der separable Abschluss von K in F; einerseits ist nun nach c) ist £ : Ey
eine Potenz von p, andererseits ist E : E aber auch ein Teiler von £ : K. Da E : K
nicht durch p teilbar ist, muss F : £, = 1 und damit E; = E sein.
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1) Zeige \Ja+ /B =+ a+ B+ 2/af fir positive o, 3 € R.
Dies folgt sofort aus
(Va+B)? =a+pB+2yab.

Das Ergebnis bleibt in der Form /a + /3 = +v/a+ 3+ 2y/af iiber beliebigen
Korpern richtig. Damit lassen sich einige hiibsche Dinge beweisen.

a) \/2—|— \/§—|—\/2 — /3 = 6. Wegen \/2 —V3= 1/\/2—!— V/3 bedeutet dies, dass
V6 € Q(v/2 4 V/3) ist. Tatsichlich gilt v/2 4 /3 = %.

b) Der normale Abschluss E von Q(+/m) fiir m € Z enthilt v/—4m. Dies folgt
aus \/v/m + /—v/m = /—4m, da E mit /m auch i{/m = \/—/m enthilt.
Damit sieht man leicht, dass das Hasse-Diagramm der Teilkorper von Q(+v/2)
gegeben ist durch

Q(i, V2
\

Q(V2)”  QGEv2)  QG,v2) Q(vV=2) Q(iv=2)
Q(v2) Q@) QW-2)
\ /

Q

Es ist ndmlich Q(v/—8) = Q(v/—2) wegen /=8’ = 4¥/=3. Man beachte auch
V=8 = v/2¢/—2 = (141)v/2 bei geeigneter Interpretation der Quadratwurzeln.
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¢) Der normale Abschluss von Q(v/1 4+ v/2,)/Q enthilt v/2 + 2i = (1 +i)y/1 — i.
Damit ist es ein Leichtes, das Untergruppendiagramm dieser Diedererweiterung
aufzustellen.

2) Sei K = Q(V2) und L = Q(\/t) mit p = 2+ /2. Zeige, dass L/Q galoissch mit
zyklischer Galoisgruppe {1, S, 52,5} der Ordnung 4 ist, dass {1, \/n, V2, W'} mit
W =2—+/2 eine Q-Basis von L ist, und dass die Operation von G(L/Q) auf dieser
Basis gegeben ist durch

v | S | S | S
1 1 1 1
V242 V22 | V242 V22
V2 —V2 V2 —V2
2-V2 || —V2+vV2 | V2-V2 | V2+42

Die Konjugiuerten von /2 + V2 sind +£v/2 + /2. Wegen /2 + V22 -2 =V2

ist V2 -2 = \/% € L, folglich L normal iiber Q. Sei S der Automorphismus,

der /2 ++/2 auf /2 — /2 abbildet; dann ist S(2 +v2) = 2 — /2, also S eine

Fortsetzung des nichttrivialen Automorphismus o von K/Q. Um zu zeigen, dass
L/Q zyklisch ist, geniigt der Nachweis, dass S? nicht die Identitiit ist. Nun ist

V2 ): -2
2442 22

Ve BN

also S ein Automorphismus der Ordnung 4 und damit G(L/Q) ~ Z/4Z.

§(2+¢®:5(2—¢%:s(

3) Sei K = Q(y/m) ein quadratischer Korper und L = K (/i) fir jp = a4 by/m # 0.

2 —mb? ein Quadrat

a) Zeige, dass L/Q genau dann normal ist, wenn N(u) := a
in K ist.
b) Zeige, dass L/Q genau dann zyklisch ist, wenn N(u) ein Quadrat in K, aber

keines in Q ist; genauer: genau dann, wenn a® —mb® = mc? fir ein c € Q gilt.

¢) Zeige, dass sich der quadratische Kérper K = Q(y/m) genau dann in eine
zyklische Erweiterung L/Q vom Grad 4 einbetten lisst, wenn m die Summe
zweier Quadrate in Q ist.

a) Sei o der nichttriviale Automorphismus von K/Q. Die Konjugierten von /z
sind dann #,/p und #4/p47, und L wird genau dann normal iiber @Q sein, wenn
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)

Vie € List. Ein Ansatz /% = a+3,/umit o, 8 € K liefert sofort o = 0, und
dies bedeutet, dass L/Q genau dann normal ist, wenn p® = 3%y fiir ein 8 € K
gilt. Multiplikation mit u liefert dann wegen pu?u = N(u) die Behauptung.

b) Wie in Ubung 2 sei S der Automorphismus von L/Q, welcher \/i auf \/u? :=
By/p abbildet. Dann ist S?(\/u) = S(By/r) = 878/ = N(B)/i- Nun ist
(3% = uo=1, folglich N(8)? = 1 und daher N(8) = +1. Die Galoisgruppe von
L/Q wird genau dann zyklisch sein, wenn S Ordnung 4 hat, wenn also S? nicht
die Identitét ist. Nach unseren Rechnungen ist dies genau dann der Fall, wenn
N(B) = —1 ist.

Nun ist (Bu)° = B°6%u = N(B)Bu, also genau dann Bu € K, wenn N(3) = +1
ist. Wegen N (u) = (Bp)? heifit dies, dass N(u) € Q dquivalent ist zu N(8) =
+1.

Im Falle N(8) = —1 ist (Bu)? = —pBu, folglich Su+/m invariant unter o und
damit Suy/m € Q. Dies bedeutet, dass es ein ¢ € Q gibt mit Su = ¢y/m, und
dies ist genau die Behauptung.

¢) Istm = r?+s?, soist L = K (/i) mit 1 = m~+ry/m eine zyklische Erweiterung,
die K = Q(y/m ) enthilt.

Sei umgekehrt L = K(y/i) eine solche Erweiterung. Dann ist u = a + by/m
mit a® — mb? = mc? fiir a,b,c € Q. Dies liefert m = (22)2 4 ()2 (beachte,

dass a # 0 ist, da sonst —mb? = mc? gelten miisste).

Sei K/k eine Galoiserweiterung mit Gruppe G = G(K/k), und L = K(\/iu) eine
quadratische Erweiterung. Zeige: Ist Lk galoissch, dann auch jede Erweiterung L' =
K(\/cp) mit ¢ € kX, und falls cu kein Quadrat in K ist, so gilt G(L'/k) ~ G(L/k).

Sei v = cp; dann ist v7 71 = ! fiir alle 0 € G; also sind die “Invarianten” o, und
insbesondere das Faktorensystem (3 : G — W5 fiir beide Erweiterungen dieselben.
Ist cu kein Quadrat, haben beide Erweiterungen L und L’ Galoisgruppen derselben
Ordnung, welche durch das Faktorensystem eindeutig bestimmt sind; in diesem Fall
muss also G(L'/k) ~ G(L/k) gelten.

Die Quaternionenalgebra H ist definiert als der R-Vektorraum mit Basis {1,1,j,k},
wobei die Multiplikation durch die Relationen i? = j? = k? = —1 und ij = k = —ji
festgelegt ist. Man zeige, dass {x1,+i,£j, £k} eine zur Quaternionengruppe Qs
isomorphe Gruppe ist.

Man rechnet leicht nach, dass durch i — S und j —— S ein Isomorphismus auf
die Gruppe Qg definiert wird, deren elemente sich in der Form S%T? mit 0 < a < 3
und 0 < b < 1 schreiben lassen, und welche den Relationen $? = T2, S* = 1 und
TS = S3T geniigen.
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6) Sei G = (o) eine zyklische Gruppe der Ordnung n, K/k eine galoissche Erweiterung
mit Galoisgruppe G, und L = K(\/p) eine quadratische Erweiterung.

a) Zeige, dass L/k genau dann normal ist, wenn pu°~*

= a2 fiir ein a, € K ist
(man muss diese Bedingung also nur fir die Erzeugende o nachpriifen).
b) Zeige, dass man in diesem Fall

j—1
o aé—‘—a‘—‘,—...-‘ra’

wdhlen kann, und dass der entsprechende 2-Kozykel dann durch

1 fallsi+j5 <n,
a?  fallsi+j >n.

ﬁ(ai’ Uj) = {

tir 0 <1i,j <mn gegeben ist, wobei wir v =140+ ...+ o gesetzt haben.
) geg 3 g

¢) Ist n ungerade, so kann man das Vorzeichen von o, so wihlen, dass o, = 1
wird; in diesem Fall ist [B] =1, und G(L/k) ~7Z/2 x Z/n ~ Z/2n.

d) Ist n dagegen gerade, so gilt

G(L/K) Z/nxZ]2 falls of = 41,
~\z/2n falls o = —1.

a) Ist uo=1t = a2 fiir ein o, welches G erzeugt, dann kénnen wir die a,; wie in b)
wéhlen.

b) Aus p° = o2 p folgt durch wiederholtes Anwenden von o

o? 2 o 20,0 20 2
p = (ogp)’ = a;”p’ = o’ agp,
o3 _ 2(1+o0 o _ 2 o'+a2 o __ 1+c7+c72 2
H - (aa( )/’L) - aa( )/J’ - (ao ) s
. 2 .. .
sodass wir a2 = alt? a,s = alT7T9 etc. wihlen konnen.

Das dazugehérige Faktorensystem ist gegeben durch B(c*,07) = agf Qi a;lﬂ-.

Ist i + j < n, findet man sofort B(c?,07) = 1. Ist i + j = n, so wird o**7 =1,
also agit; = a; = 1 und damit B(o%,07) = a(1,+“+"2+"'+""71

Formel gilt offenbar auch fiir ¢ 4+ j > n.

= a. Dieselbe

¢) Ist n ungerade, so ist (—ay)¥ = —a%, und wir kénnen das Vorzeichen von o, so
wéhlen, dass o = 1 wird. Dann wird aber [5] =1 und G(L/k) ~Z/2 X Z/n ~
Z/2n.

d) Ist n gerade und o = +1, so ist wie eben [5] = 1 und G(L/k) ~Z/2x Z/n. Ist
dagegen o = —1, so wird G(L/k) ~ Z/2n. Ist nimlich S ein Automorphismus,
der \/p auf a,/p abbildet, so ist S eine Fortsetzung von o und hat damit
Ordnung n oder 2n; jetzt findet man S™(\/in) = al/v = —/v, und folglich
hat S die Ordnung 2n.
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Als Anwendung betrachte man z.B. p = 2 + v/2; ist o der nichttriviale Automor-
phismus von Q(v/2)/Q, so ist

H_?—ﬂ_@—ﬁ)(uﬂ)_( V2 )2
C24V2 (2+v2)? \2442/)

V2
or Dann folgt

vo_ al—i—a \/i _\/i -2

i = :7:—17

24+v22-v2 2
folglich ist G(Q(v/2 +v2)/Q) ~ Z/4Z.

Wir setzen o, =

2

«

7) Sei K/k eine Galoiserweiterung mit Gruppe G; sei H eine Untergruppe von G und
F der Fizkorper von H. Ist die quadratische Erweiterung L = K (\/it) galoissch iiber
k, dann ist L auch galoissch tiber F'.

a) Gehort der 2-Kozykel 8 zu L/k, so ist der zu L/ F gehérige 2-Kozykel die Ein-
schrinkung von O auf H x H.

b) Die FEinschrinkung liefert einen Gruppenhomomorphismus
resG | H?*(G,Wy) — H*(H,Wy).

¢) Ist H = (o) eine zyklische Untergruppe der geraden Ordnung n, so wird L/F
genau dann zyklisch sein, wenn of = —1, also resq g [B] # 1 ist.

a) Sei 8 der zu L/F gehorige 2-Kozykel; fiir alle o, 7 € H ist dann nach Definition
B(o,7) = B(o,T), also B die Einschrinkung von 3 auf H x H.

b) Dies ist eine Folgerung der trivialen Beobachtung, dass es egal ist, ob man
Kozykel erst multipliziert und dann einschrénkt oder andersherum.

¢) Ist n ungerade, so ist die Erweiterung L/F immer zyklisch. Sei also n gerade;
dann haben wir in der vorangegangenen Ubung gesehen, dass L/F genau dann
zyklisch ist, wenn 3(c,0) = o = —1, also 3 = resg u[B] # 1 ist.

8) Sei K = Q(ﬂ,\/g) Zeige dass die durch p = 2 4+ /2, 5+ 2v/5, 10 4+ 3/10 de-
finierten Erweiterungen L = K(\/p) die Galoisgruppe G(L/Q) ~ Z/2 x Z/4 ha-
ben, die entsprechenden 2-Kozykel aber nicht dquivalent sind. Insbesondere enthdlt
H?(G(K/Q),Ws) drei verschiedene Elemente [3] mit Wa x5 G ~7/2 x Z/4.
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Sei G = G(K/Q) = {1,0,7,07}, und seien o, 7, o7 so gewihlt, dass sie v/2, /5,
bzw. v/10 festlassen. Dann finden wir

b [24v2 5425 10430

Qo 1 2+v6  3+V10

ar | 1+V2 1 3+V10

Qor | 1+V2 2445 1

Die Formel

B'(o,7) = Blo,m)y(o,7) mit (o,7) = h(o) h(r)h(oT)™!

auf Seite 137 seigt im vorliegenden Fall, dass v(c,0) = h(c?) = h(1) = 1 ist,
wenn wir alle Kozykel normiert wihlen. Daher sind die Werte 3(o, ), 8(r,7) und
B(o7,07) unabhiingig von der Wahl der Reprisentanten der Klassen. Die Tabelle

i \2+\/§ 54+2v5 10+ 310
B(o,0) +1 -1 -1
B(7,T) -1 +1 -1
B(oT, o) -1 -1 +1

zeigt daher, dass die zu den drei Elementen 1 gehorigen Klassen [3] verschieden sind.

Sei K = Q(\/i,ﬁ) Zeige dass die durch p =3 + 2, 4 ++2, 3+ V7, 4+ 14
definierten Erweiterungen L = K(\/i) die Galoisgruppe G(L/Q) ~ Dg besitzen.
Welche der dazugehdrigen 2-Kozykel sind dquivalent?

Analog zu eben sei G(K/Q) = {1,0,7,07}, und o, 7, 07 so gewihlt, dass sie v/2,
V7, bzw. v/14 festlassen. Dann finden wir wie oben

I 3+vV2 4+V2 3+VT 4+V14
o 1 L T 2247
3+v2 14+2v/2
Qr V7 V7 1 2\/§+ \/7
o 3+v2  142v2  34V7 1
T N Vi V2
B(o,0) +1 +1 +1 +1
B(r,T) +1 -1 +1 -1
B(oT,07) -1 +1 -1 +1

Die Berechnung der Galoisgruppe wird nun wie auf S. 139 durchgefiihrt, und man
erhélt in allen vier Féllen eine zu D, isomorphe Gruppe. Offenbar kénnen nur der
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10)

11)

erste und dritte, sowie der zweite und vierte Kozykel zueinander dquivalent sein,
und dass dies der Fall ist, rechnet man leicht nach.

Man kann die Aquivalenz auch mittels der Ubungen 8.1 und 8.4 nachweisen: zum
einen ist ndmlich

\/3+\/§+\/3—J§= 2(3+V7),

also K(vV3+v2) = K(y/2(34+ V7)), und nach Ubung 8.4 haben K(v/3+v/7)
und diese Erweiterung dquivalente Kozykel.

Es ist im Ubrigen nicht schwer zu zeigen, dass die abstrakte Struktur der Galois-
gruppe im Falle, dass G(K/Q) die Kleinsche Vierergruppe ist, nur von der Anzahl
der negativen Werte von (3(o,0), 8(7,7) und f(o7,07) abhiingt. Man erhilt die
elementar-abelsche Gruppe (Z/2)3, Dg, Z/4 x Z/2 und Qg, je nachdem keines, ei-
nes, zwei oder drei der Vorzeichen negativ sind. Weiter ist 8(p, p) genau dann gleich
—1, wenn L iiber dem Fixkorper von p zyklisch ist.

Zeige, dass H*(Z/2 x Z/2, W) mindestens 8 Elemente besitzt.

Die Ordnung von H?(Z/2 x Z/2,W>) ist eine Zweierpotenz; in den beiden vorher-
gehenden Ubungen haben wir sechs verschiedene Elemente konstruiert. Also hat die
Gruppe H%(Z/2 x Z/2,W5) mindestens Ordnung 8.

In der Tat folgt aus den folgenden Ubungen, dass sich jede Gruppe der Ordnung 8
mit einer Faktorgruppe vom Typ Z/2 x Z/2 so konstruieren lidsst, und dass es nur
die Moglichkeiten (Z/2)3, Z/2 x Z/4, Dg und hg gibt. Da zu den Erweiterungen
(Z/2)3 und Qg nur jeweils eine Kozykelklasse gehort, hat H2(Z/2 x Z/2,W>) genau
8 Elemente.

Zeige, dass die Erweiterung Q(\/ 24+ V24 \@) galoissch iiber Q mit zyklischer

Galoisgruppe der Ordnung 8 ist. Verallgemeinerung?

Am einfachsten geht dies mit der Beobachtung, dass die Erweiterung in einem
Kreiskorper enthalten ist. Es ist némlich (g + (g = /2, und wegen

(Comtr + 1) =2+ Con + (3

erhélt man daraus induktiv (16 + Cl}l =24+ V2, (32 + C?jzl =1/24+V2+ V2 etc.

Nun ist der Kreiskérper K = Q(¢) mit ¢ = (o» abelsch iiber Q mit Galoisgruppe
G =~ 7/2 ® 7/2"2. Da die komplexe Konjugation kein Quadrat sein kann (jeder
Automorphismus muss i auf i oder —i abbilden, also ist 72(i) = i), diirfen wir
G = (o,7) schreiben, wo o die komplexe Konjugation bedeutet. Die Galoisgruppe
von K/E fir E = Q(¢ + ¢7!) ist dann (o), diejenige von E/Q also G/(o) ~ (7).
Also ist die Erweiterung zyklisch.
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12)

Der Nachweis mit den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden ist etwas technisch.
Wir wissen, dass K = Q(v/2 + v/2) eine zyklische Erweiterung vom Grad 4 iiber Q
ist, deren Galoisgruppe von o : V2 + v/2 — /2 — /2 erzeugt wird. Quadrieren
zeigt 0(v/2) = —v/2, und aus V2 — V2 = \/% liest man ab, dass 02(1/2 + v/2) =

242
—V 2+ /2 ist.

Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir zuerst nachrechnen, dass

2+V2-v2 ein

2+vV2+v2
Quadrat in K ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn (2 4+ v/2 — v/2)(2+ V2 + v/2)

ein Quadrat ist. Wir finden nun

(2+V2-v2)(2+ 2+ v2) =4+2(\/2—\/§+\/2+\/§)+\/§
=44+ 21/44+2V24+V2

=4+42v2\/2+V2+ 2

= (\@+ m)z

Damit ist die Erweiterung normal {iber Q; die Berechnung der Galoisgruppe erfordert

noch den Nachweis, dass a’ = —1 ist fiir

. _2+V2-2
PRI

Wegen v = 1+ 0 + 02+ 0% = (14 0%)(1 + o) kénnen wir diese Rechnung in zwei
Schritte aufteilen:

et _2+1V2-v22-V2- 2 V2
T 24 Ver V22— V242 T2
R

o = — -1
7 242212

Sei K = k(v/m,\/n) eine Erweiterung mit Galoisgruppe Z/2 x Z/2. Seien k; (j =
1,2, 3) die drei quadratischen Zwischenkdrper von K/k. Zeige, dass eine quadratische
Erweiterung L/ K genau dann normal Gber k ist, wenn sie normal Gber allen k; ist.

Sei L = K(y/it), und seien o; die nichttrivialen Automorphismen von K/k;. Da
alle L/k;j normal sind, ist 4% = aju fiir geeignete a; € K. Da aber G(K/k) =
{1,01,09,03} ist, folgt dann p° = o2y fiir alle 0 € G, und damit ist L/k nor-
mal. Offenbar geniigt es anzunehmen, dass L/k; tiber zwei der drei quadratischen
Zwischenkorper normal ist.



Ubungen zu Kapitel 8 43

13) Sei K = Q(v/m,+/n) eine biquadratische Erweiterung von Q. Seien weiter M =
K(y/p) und N = K(y/v) Erweiterungen mit G(M/Q) ~ Z/2 x /4 und G(N/Q) ~
Ds, wobei M iiber Q(v/m) und Q(v/n), und N tiber Q(v/mn) zyklisch ist. Zeige,
dass dann G(L/Q) ~ Qs fir L = K(\/uv) gilt.

Die Information dariiber, iiber welchen Koérpern M und N zyklisch sind, geben

uns Auskunft iiber einige Werte der dazugehorigen Kozykeln: sind o, 7 und o7 die
nichttrivialen Automorphismen von K/Q(v/m ), K/Q(y/n), bzw. K/Q(y/mn ), dann

finden wir
‘ 1 v oouv
B(o,0) -1 +1 -1
B(r, 1) -1 +1 -1

B(or,o7) | +#1 -1 -1

Da die Anzahl der negativen Werte unter den Zahlen 3(p, p) fiir p € G(K/Q) gleich
der Anzahl der Elemente der Ordnung 4 in G(L/Q) ist, folgt die Behauptung aus
der Beobachtung, dass (Z/2)3, Ds, Z/4 x Z/2 und Qg genau 0, 1, 2, bzw. 3 Elemente
der Ordnung 4 besitzen.

14) Zeige, dass Wa xg G fir jeden 2-Kozykel 5 durch zur Gruppe wird (vgl. die
Bemerkung nach H8.11)).

Die Abgeschlossenheit beziiglich der Multiplikation ist klar. Sei nun § ein normierter
Kozykel.

o Existenz der Eins: es ist (s,0)(1,1) = (s8(0,1),0) = (s,0).

e Existenz des Inversen: es ist (s,0)(t,0~ 1) = (stB(o,071),1) = (1,1), wenn wir
t = sB(o,07t) setzen.

o Assoziativitat: wir haben

[(s,0) (&, 7)](r, p) = (stB(o,7),07)(r, p) = (strf(o,7)B(oT, p), 0Tp),
(s,0)[(t;7)(r, p)] = (s,0)(trB(7, p), 7p) = (strf (7, p)B(, Tp), o7p).

Daher ist die Assoziativitéit eine Folge der Kozykelrelation

Blo,7)B(aT, p) = B(7, p)B(o, Tp).

15) Sei [3] € H*(G, W), und 3 € [8]. Dann ist 3'(o,7) = B(o, 7)h(c)"h(T)h(oT) fiir
eine Abbildung h : G — Wy. Zeige, dass durch ¢(s,c) = (sh(o),0) ein Gruppen-
homomorphismus von I' = Wy x5 G nach I = Wy xg G definiert wird, mit dem
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das Diagramm

1 Wo r . ga 1
| g |
1 Wy . q 1

kommutativ wird, in welchem die Homomorphismen Wy — Wo und G — G die
identischen Abbildungen, und p : T — G sowie p' : TV — G die Projektionen auf
den zweiten Faktor sind. Zeige auch, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Die Homomorphie-Eigenschaft ist leicht nachzuweisen:
o((s,0))9((t, 7)) = (sh(0),0)(th(r),T) = (sth(o)h(7)3 (o, T),07)
(o)h(7)B(c,7)h(o)h(T)h(cT),0T)
= (sth(oT)B(0,7),07) = ¢(stB(o,T),07T)
(

Hierbei haben wir benutzt, dass h nur die Werte +1 annimmt, also h(p) = h(p)~*
usw. gilt. Die Kommutativitit der beiden Quadrate ist offensichtlich. Damit bleibt
noch zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Dies ldsst sich hier ganz leicht direkt
nachweisen, wird aber offensichtlich, wenn man das Schlangenlemma kennt und auf
dieses Diagramm anwendet.

16) Ist ' eine endliche Gruppe und die Sequenz

1 Wo r 2. a 1 (8.1)

exakt, so kann man wegen der Surjektivitit von p zu jedem o € G ein a, € T' wihlen
mit p(ays) = o; solche Abbildungen a : G — T';0 — a, nennt man Schnitte.

a) Seia:T — G ein Schnitt. Dann ist a,a,a,} € Kern p = Wh.

b) Durch B(o,7) = aya,a;} wird fir jeden Schnitt a ein 2-Kozykel 3 : G — Wy

oT
definiert. Eine andere Wahl des Schnittes liefert einen zu (8 dquivalenten 2-

Kozykel.

¢) Ist [B] das zur Gruppenerweiterung gehirige Element von H*(G,Ws), so
1St W2 X3 G~T.

a) Aus 1 = p(1) = plagra,;) = plasr)p(as;) folgt p(a,;) = (or)~'. Daher ist
plagarayl) =or(or)™t = 1.
b) Es ist nur die Kozykelrelation nachzurechnen. Wir finden
B(o,7)B(oT, p) = agaTa;jagTapa;Tlp = agaTapa;Tlp,

-1 —1 —1
ﬂ(o-? Tp)ﬁ(T7 P) = aUaTPa‘cr'rpaTa’Pa“rp = a‘ffa"'apaa‘rp'
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17)

18)

Sei nun b : G — T ein weiterer Schnitt. Wegen p(b,) = p(a,) = 1 ist dann
by = sa, fiir ein s € Wy, und wir konnen eine Abbildung h : G — W,
definieren, indem wir h(o) = b, /a, setzen. Ist dann (3'(0,7) = b,b,b,} der
zum Schnitt b gehorige 2-Kozykel, so gilt

B'(o,7) = bc,bTb;T1 = h(J)ac,h(T)aTh(oT)flafl = B(o,7)y(0,T)

oT

fiir den zerfallenden Kozykel v(o,7) = h(o)h(T)h(oT) L.
¢) Wir diirfen annehmen, dass a; = 1 ist. Die durch ¢ : (s,0) — sa, definierte
Abbildung W5 xg G — I' ist dann ein Isomorphismus. In der Tat gilt
V((s,0)(t, 7)) = (stB(o,7),07) = stB(o,T)ay, = stasara;ta,, = staga,
= U(s,0)0(t,7),
Also ist 1) ein Homomorphismus. Da sich jedes Element von I' in der Form sa,,
schreiben lésst, ist ¢ surjektiv. Endlich ist ¢ auch injektiv wegen Kern ¢ =

{(s,0) : sa, = 1}; aus sa, = 1 folgt aber 1 = p(1) = p(sa,) = o, und sa; =1
impliziert wegen a; = 1 dann s = 1.

Betrachte die Gruppenerweiterung

1 Ws Qs —2— G 1, (8.2)

wo G = {l,0,7,07} ~ Z/2 X Z/2 ist, und Qg die von S und T erzeugte Gruppe
mit den Relationen S? = T?, S* = 1, TS = S~'T. Die Projektion p : Qs — G
sei durch p(S) = o und p(T) = 7 definiert. Wiihle den Schnitt a1 = 1, ap = S,
ar =T und ayr = ST. Man rechne dann nach, dass der zu diesem Schnitt gehérige
(normierte) 2-Kozykel durch folgende Tabelle gegeben ist:

Qs ‘ o T oT
o |-1 +1 -1
T |-1 -1 +1
ot |+1 -1 -1

Die Untergruppe Ws von Qg mit Qg/Wy ~ G ist Wo = {1,5?}; wir werden im
Folgenden daher —1 mit S? identifizieren.

Damit ist dann 3(0, 0) = asa,a;* = S? = —1, B(0,7) = ayara;} = ST(ST)™' =1,
sowie B(1,0) = arapa;t = TS(ST)™' = TST-1S~! = $? = —1. Die andern Werte

errechnet man ahnlich.

Betrachte den Grundkorper k = F(X), wo F ein Korper der Charakteristik # 2
und X transzendent iber F ist, und die Erweiterungen K = k(v X,v1— X ) und
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L = K(y/p) fir p = 1 — VX. Zeige, dass L/k galoissch mit Galoisgruppe Dg
ist. Welche Galoisgruppen erhdlt man fir F = Q, wenn man zu X = 2, —1, —3
spezialisiert?

Seien wie iiblich o, 7, o7 diejenigen Automorphismen von K /k, welche v X, /1 — X,
bzw. /X (1 — X) festlassen. Dann rechnen wir:

pet=1, also a, = 1;
r1_ er1_ (1=VX)? also oo L=VX
H 1 1 - X ) T oT 1— X7
Daraus ersehen wir dann ((o,0) = f(r,7) = 1 und B(or,07) = —1. Also ist

G(L/k) ~ Dg die Diedergruppe der Ordnung 8, da dies die einzige der in Frage
kommenden Gruppen mit genau einem Element der Ordnung 4 ist.

Spezialisiert man zu X = 2 und X = —1, erhilt man wieder Diedererweiterungen.
Im Falle X = —3 dagegen wird 1 — X = 4 zum Quadrat, und man iiberzeugt sich
leicht davon, dass dann L = F(v/—3,v/—2) wird.

19) Bestimme die Galoisgruppe von Q(3/2,4) (das ist der Zerfillungskorper von x® —2)
iber Q.

Im Folgenden werden wir die Bestimmung der Galoisgruppe mit den hier vorge-
stellten Methoden vorfithren; wer mit Galoistheorie bereits vertraut ist, wird das
Problem auch mit weniger aufwendigerﬂ Rechnungen 16sen kénnen.

Wir wissen, dass K = Q(+/2,14) eine Diedererweiterung vom Grad 8 mit Galoisgruppe
G(K/Q) ~ (o,7|o* = 72 = 1,707 = 0 !) ist, wobei o und 7 wie folgt festgelegt
sind:

o(V2) = iV2, o(i) = i,

T(V2) = +V2, (i) = —i.
Man beachte, dass K die primitive achte Einheitswurzel { = M enthélt. Wegen
o(vV2) =0(V2)? = -2 ist

_V2EiV2 V2oiv2

o= -2 (o= Y2V
Fiir L = K(\/f) mit = v/2 finden wir jetzt
wl=i= 2, o =,
pwl=1, ar =1

1 Anscheinend soll das heutzutage “aufwindig” geschrieben werden, weil man sagt, das Wort kime
(oder heifit das komme, weil es von kommen kommt?) von Aufwand; auswéindig kann ich das aber nicht
sagen, und ich will dafiir auch nicht zuviel Zeit aufwinden.
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Dies geniigt bereits fiir den Nachweis, dass L/Q normal ist, da sich die andern a,
aus diesen beiden bis auf das Vorzeichen bestimmen lassen. Wir finden, wenn wir

die a,; wie in Ubung 6 wihlen (also z.B. a,2 = ot = —(?):

p‘l o o o3 1 or ot o7

a, |1 ¢ =2 =¢ 1 Y@ ¢

Damit folgt B3(o,0) = B(0?,0) = 1, B(0?,0%) = a}jﬁﬁ = (* = —1, sodass wir mit
S = (1,0) finden:

S$*=(1,0%), S°=(1,0%, S'=(-1,1), S*=1.
Also hat S Ordnung 8 und erzeugt zusammen mit T = (1,7) die Galoisgruppe T’
von Q(v/2,1) iiber Q.
Um die Multiplikationstafel der Gruppe aufstellen zu konnen, miissen wir noch
die Ordnung von T und den Kommutator [S,T] ausrechnen. Nun ist 8(7,7) =

1, also T? = 1, sowie B(o,7) = B(1,07) = 1, also ST = (1,07) und TST =
(B(r,07),707) = (1,0%) = S3. Also ist

G=(S,T:8%=T?=1,TST = S5>).
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1)

Es gilt Fy C Fy, wo Fy der Primkérper von Fy ist. Gilt auch Z/2 C Z/4, d.h., gibt
es einen injektiven Ringhomomorphismus Z/2 — 7./4¢

Einen solchen Ringhomomorphismus ¢ : Z/2 — 7Z/4 gibt es sicher nicht dann, wenn
wir die Ringe als Ringe mit Eins betrachten: dann muss namlich ¢(1+27) = 1+ 4Z
sein, was sofort auf den Widerspruch 0+47Z = ¢(0+2Z) = ¢(1 +2Z) + ¢(1+2Z) =
2 + 47 fiihrt.

Lisst man die Bedingung ¢(1) = 1 fallen, so wird durch ¢(1 4+ 2Z) = 2 + 4Z in der
Tat ein injektiver Ringhomomorphismus definiert.
Zeige: Fiir jedes a € Fy \ Fy gilt o = a + 1.

Jedes von 0 verschiedene o € Fy geniigt der Gleichung o = 1. Ist auch noch a # 1,
so folgt die Behauptung aus 0 = a® — 1 = (a — 1)(a? + a + 1) und der Bemerkung
—1=1in Fy.

Man verifiziere folgende Tabelle von Kreisteilungspolynomen:

n‘Fn n| F,
11X-1 41 X2+1
21 X+1 5| X4+ X3+X24+X+1

3| X2+X+1 6| X2—X+1

Es ist wegen

Fi(X)=X -1, Fy(X) :M:XML
F2(X):)1§12(;()1 =X +1, Fy(X) = );15(;()1 =X X3 X2 X 41,
F3(X) = )Pfj(;()l = X2+ X +1, Fg(X) = FI(X));;;(;F3(X) =X?-X+1.

48
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4) Sei p eine Primzahl und ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel. Zeige:

a) 1+¢+ ¢+ +¢P=0;
b) fiir p # 2 ist 1 4+ ¢ eine Einheit in Z[(];
c) esist (1 — )P~ = ep fiir eine Einheit € in Z[(].

a) Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass ¢ Nullstelle von F,(X) = XP~1 + ...+
X +1ist. Ein weiterer Beweis besteht darin, die Summe S = 14+(+(?+. . .4+¢P7!
mit ¢ zu multiplizieren und zu bemerken, dass (S = S ist wegen (P = 1.

b) Esist N = Hf;i(l +¢") = 1. In der Tat: die ¢" sind Nullstellen von F,(X),
daher sind die 1+ ¢" Nullstellen von F,(X —1). Da N der konstante Term von
Fp(X —1) ist, muss N = F,(0 — 1) = F,(—1) = +1 sein. Also ist 1 + ¢ eine
Einheit.

¢) Wie eben zeigt man [[?Z} (1 — (") = Fp(1) = p. Wegen 1 —¢" = (1 —¢)(1+¢+
C%+4...4+¢ 1) geniigt es zu zeigen, dass die Elemente , = 1+(+¢2+...+¢" 7!
Einheiten sind. Dies geht so am einfachsten: die obige Gleichung zeigt, dass der
Quotient 7, = % € Z[C] ist. Sei nun s eine ganze Zahl mit rs = 1 mod p und
o, der Automorphismus von Q(¢)/Q mit o4(¢) = ¢5. Wegen o4(e,) = =% =

1—¢5
;1 ist dann aber auch £, ganz, also ¢, eine Einheit.
5) Fiir m € N sei G = e2™/™ . Fiir welche n € N gilt (o, € Q(() ?
Ist n ungerade, so ist Con = —Co"TY/% wegen (—¢{" /)2 = ¢t = ¢, also (o €

Q(¢y). Alternativ folgt aus Satz S[0.5] dass Q(C2n) : Q = ¢(2n) = ¢(n) = Q(¢,) : Q
und damit Q((an) = Q(¢,) ist.

Ist n gerade, so ist ¢, kein Quadrat in Q((,): sei ndmlich n = 2% fiir ¢ > 1 und
ungerades u; dann ist Q((,) : Q = ¢(n) = 2% Lo (u), sowie Q(Can) : Q = ¢(2n) =
2°¢(u) = 2(Q(¢n) : Q)

6) Sei ¢, eine primitive n-te Finheitswurzel. Zeige:

a) V2 € Q(C), wenn 8 | n;
b) /2 liegt in keinem Q(,).

a) Wegen v2 = (g + (3" ist v2 € Q((g); weil Q(Cg) Teilkorper von Q((gy) ist,
folgt die Behauptung. Die Umkehrung gilt {ibrigens auch, ldsst sich aber ohne
Hilfsmittel aus der algebraischen Zahlentheorie wohl nicht so einfach zeigen.

b) Der Kérper Q(+/2) ist nicht normal, also kann v/2 in keiner abelschen Erwei-
terung von Q liegen.
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7) (A. Scholz) Sei m > 2 eine natirliche Zahl, G = (Z/m)*, und H eine echte Un-
tergruppe von G. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, deren Restklassen
modulo m nicht in H liegen.

Wir zeigen zuerst, dass es mindestens eine solche Primzahl gibt. Wéren alle Prim-
zahlen modulo m in H, so wiirden alle Restklassen modulo m in H liegen, weil jede
natiirliche Zahl ein Produkt von Primzahlen ist. Wegen H # G kann dies nicht sein.

Haben wir eine solche Primzahl p gefunden, so kommen wir wie folgt weiter: wir
setzen m' = pm, G = (Z/m/)*, und H' = {a + mpZ : a + mZ € H,ged(a,p) = 1}.
Dann finden wir wie oben eine Primzahl p’ # p, deren Restklasse mod mp nicht in
H'’ (und damit erst recht nicht in H) liegt.

8) Sei K = Q(y/m ) ein quadratischer Zahlkorper. Man bestimme W (K).

Beachte Q(¢y) : Q = ¢(n); ist §, € K, muss ¢(n) | 2 gelten. Dies wiederum ist
genau dann der Fall, wenn n = 1,2,3,4,6 ist, und diese kommen tatséchlich vor:
jeder Zahlkérper enthélt (o, und es gilt ¢4 € Q(v/—1), sowie (3,(s € Q(+/—3).

Die Bestimmung aller n mit ¢(n) = 2 ist einfach: sei n = [[p®®) die Primfak-
torzerlegung von n. Dann ist ¢(n) > 2, falls a(p) > 1 fiir ein p > 5 ist. Also ist
n = 2%3%. Jetzt sieht man sofort, dass a < 2 (wegen ¢(8) = 4) und b < 1 ist, und
Durchprobieren aller verbleibenden Méglichkeiten liefert die Behauptung.

9) Sei K/Q eine kubische Erweiterung. Man zeige W(K) = {—1,+1}.
Wie eben folgt ¢(n) | 3, falls (,, € K ist; da es kein n € A gibt mit ¢(n) = 3, muss
n =1 oder n = 2 sein.

10) Sei K eine Erweiterung von Q vom Grad 10. Zeige W5(K) = {1}.
Ist (5 € K, so muss K : Q durch ¢(5) = 4 teilbar sein.

11) Zeige, dass das Korperdiagramm aller Zwischenkorper von Fp12 /F wie folgt aussieht:

IFPIZ

/\
/\/
\/

Wir wissen, dass genau dann Fpm in Fpn enthalten ist, wenn m | n gilt. Da die Teiler
von 12 genau 1, 2, 3, 4, 6 und 12 sind, ist alles klar.



Ubungen zu Kapitel 9 51

12)

13)

14)

Im Folgenden set Py ein endlicher Korper mit q Elementen, und ¢, eine primitive
Finheitswurzel im algebraischen Abschluss von F,.

Ist g =2,5mod 9, so zeige man Fp2 = Fy((3), Fgs = Fq(C9+C§1), und Fge = Fq (o).

Mit (3 ist natiirlich eine Wurzel von X2+ X +1 = 0 in einem algebraischen Abschluss
von F, gemeint. Um 2 = F,((3) zu zeigen, miissen wir nachrechnen, dass X2+ X +1
iiber F,, irreduzibel ist. Fiir ¢ = 2 ist das klar; wéire aber a®?+a+1 = 0 in F, mit ¢ > 2,
so folgte (2a +1)? = —3. Aber —3 ist kein Quadrat in F, wegen (_73) =(3)=-1

Wegen (§ = (3 ist als néichstes zu zeigen, dass (3 in F2 keine dritte Potenz ist. Aus
(3 = 72 wiirde aber folgen, dass v ein Element der Ordnung 9 in ]F;2 ist, und ein
solches existiert nicht, da ¢ — 1 zwar durch 3, aber nicht durch 9 teilbar ist.

Das Minimalpolynom von (o + (5 ' ist X® —3X + 1 (vgl. Ubung 1.13). Da F,(¢)
eine quadratische Erweiterung von Fy({o + (g 1y ist (betrachte die Quadratwurzel
von (Co+¢5 )% —4), muss dieses Polynom irreduzibel und damit Fps =TFq(Co+ Gh
sein.

Bestimme den Zerfillungskorper von X° + X + 1 diber Fy.

Wir testen f(X) = X° 4+ X + 1 auf Irreduzibilitit. Wegen f(0) = f(1) = 1 hat f
keinen linearen Faktor. Da g(X) = X2+ X +1 das einzige irreduzible Polynom vom
Grad 2 iiber Fy ist, miissen wir nur noch testen, ob g | f ist. Eine Polynomdivision
zeigt nun f(X) = g(X) (X3 + X2 +1).

Der Zerféallungskorper von f ist also das Kompositum der Zerféllungskorper Fy von
X2+ X 41 und Fg von X3 + X2 + 1, nimlich Fgq4.

Bestimme die Anzahl der normierten linearen und die der normierten reduziblen
quadratischen Polynome in F,[X], sowie die Anzahl der normierten irreduziblen qua-
dratischen Polynome in in F,[X].

Offenbar sind die normierten linearen Polynome genau die X — a mit a € [F); davon
gibt es genau p.

Die reduziblen quadratischen Polynome haben die Form (X — a)(X — b) fiir a,b €
F,,. Davon gibt es p Stiick mit doppelter Nullstelle a = b, sowie (’2’) = @ mit
verschiedenen Nullstellen (hier kommt es auf die Reihenfolge der Nullstellen offenbar
nicht an).

Da es insgesamt p? quadratische Polynome X? +cX +d iiber F), gibt, ist die Anzahl

der normierten irreduziblen Polynome vom Grad 2 gleich p? — p — % = @.
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1)

Zeige, dass in Def. der Stabilisator G, wirklich eine Untergruppe von G ist.

Sei G, = {0 € G:ox =xa}. Mit 0,7 € G ist dann (o7)z = o(72) = 0z = x, also
auch o7 € G. Weiter ist das Einselement 1 in G wegen 1z = x. Schliellich enthéilt
G mit o auch dessen Inverses: aus ox = z folgt durch Anwenden von o~! sofort

r=oc"lz.

Fiir jede abelsche Gruppe G endlicher Ordnung beweise man (mit Induktion nach
der Gruppenordnung) ganz elementar: Ist p ein Primteiler von |G|, so hat G ein
Element der Ordnung p. Nun zeige man (wieder mit Induktion): Ist d € N ein Teiler
von n = |G|, so hat G eine Untergruppe der Ordnung d.

Sei |G| = p. Da die Ordnung eines Elements die Gruppenordnung teilt und es nur
ein Element der Ordnung 1 gibt, enthélt G genau p — 1 Elemente der Ordnung p.

Sei nun |G| = n ein Vielfaches von p und die Behauptung bewiesen fiir alle abelschen
Gruppen kleinerer Ordnung. Sei € G ein Element # 1; ist dessen Ordnung durch
p teilbar, also z.B. gleich pk fiir ein & € N, dann hat z* die genaue Ordnung p. Sei
also p kein Teiler der Ordnung von z und N = (z). Da G abelsch ist, ist N normal in
G, und G/N ist eine abelsche Gruppe mit durch p teilbarer Ordnung. Also enthélt
G/N nach Induktionsvoraussetzung ein Element y N der Ordnung p. Doch offenbar
ist ord(yN) ein Teiler von ord(y). Also ist p ein Teiler von ord(y), und in diesem
Fall haben wir bereits gesehen, wie die Behauptung folgt.

Nun zum Beweis der zweiten Behauptung. Sei G abelsch von der Ordnung n und d|n.
Fiir d = 1 ist die Behauptung richtig. Sei also d > 1. Dann besitzt d einen Primteiler
p. Da dieser auch in n aufgeht, gibt es nach der ersten Behauptung ein Element
x € G mit ord(z) = p. Die Ordnung der Gruppe G/(z) hat dann die Ordnung
n/p < n, und n/p ist teilbar durch d/p. Per Induktion (wieder nach n) kénnen wir
annehmen, dass G/(x) eine Untergruppe der Ordnung d/p besitzt. Diese ist von der
Gestalt H/(x) mit einer Untergruppe H von G, und H hat die Ordnung d.

92
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3) Betrachte M = {(x1,...,25) : x; € {0,1}}. Fir z = (z1,...,25) € M sei o(x) =
(x2,...,x5,21) der durch zyklische Permutation aus x hervorgehende , Vektor®. Zei-
ge, dass die Bahn jedes Elements genau 5 Elemente hat, mit Ausnahme der von den
Elementen (0,0,0,0,0) und (1,1,1,1,1) erzeugten Bahnen. Schliefe daraus, dass
25 = 2mod 5 gilt, und verallgemeinere diese Uberlequng zu einem Beweis des klei-
nen Fermatschen Satzes a? = a mod p.

Offenbar ist 0°(z) = z fiir alle z € M, die Bahnenléinge daher 1 oder 5. Ist sie 1, so
muss ox = z sein, und dies ist genau dann der Fall, wenn x; = ... = x5 ist. Also
gibt es genau 2 Bahnen der Lénge 1, wéhrend alle andern Bahnen Lénge 5 haben.
Folglich ist 2° = 2 mod 5.

Lésst man Werte x; € {0,1,...,a—1} zu und betrachtet Elemente z = (z1,...,xp),
so findet man ganz entsprechend a” = a mod p, da die einzigen Bahnen der Lénge 1
von den “konstanten” Elementen (b, b, ...,b) erzeugt werden.

4) Eine Gruppe G operiert von rechts auf einer Menge X, wenn es eine Abbildung
XxG— X, (z,0) — x.0, gibt mit x.1 = x und x.(o7) = (x.0).7. Zeige: operiert
G von rechts auf X, so definiert ox := x.0~! eine Operation von links.

1 —1.-1

Esist 1z = 2.17! = 2.1 = x, sowie (o7)z = z(o7) L = 2(r7 o™ }) = (a7 VoL =

o(rx).

5) Sei SLo(Z) die Gruppe aller 2 x 2-Matrizen mit ganzzahligen Eintrigen und De-
terminante 1. Zeige: SLo(Z) operiert via (‘CI 2)2 = gjjrrdb auf der oberen Halbebene
H={zeC|Imz > 0}.

Fiir komplexe Zahlen z € C gilt Rez = Z;E und Im z = Z;f Mit M = ((j Z) finden

wir daher
Im Mz = Im az+b - (az+b)(cz+d)
T ez+d lez + dJ?
1
= Y Im[(ac + bd) + adz + bez]

ad — be Im(z)

- lez + dJ? me= lez + dJ?

wegen ad — be = 1. Mit Im(z) > 0 ist also auch Im(Mz) > 0.

Da die Einheitsmatrix auf der oberen Halbebene trivial operiert, miissen wir nur
noch zeigen, dass (MN)z = M(Nz) fir M,N € SLy(Z) gilt. Sei also M = (¢b)
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und N = ( £), dann ist

NZ:ez—l—f,
gz+h

_aN(z)+b _alez+ f) +blgz + h)
MNZ) = N2 7d ~ ez + )+ dlgz + h)
_ (ae+bg)z+af +bh
~ (ce+dg)z+cf +dh

(MN)(z).

6) Sei Q= AX?+ BXY + CY? eine quadratische Form und A, B,C € Z. Man nennt
A = B? —4AC die Diskriminante von Q. Man zeige, dass fir M = (2Y) € SLy(Z)
durch Q|pr = Q(aX 4+ bY,¢cX + dY) eine Operation von SLo(Z) auf der Menge der
quadratischen Formen mit Diskriminante A definiert ist. Beachte Q|pn = (Q|a)| w5
d.h. SL2(Z) operiert von rechts!

Da die Einheitsmatrix trivial operiert, ist nur zu zeigen, dass Q|uyn = (Q|m)|N
fiir alle M, N € SLy(Z) gilt, und dass A(Q|x) = A(Q) ist. Das kann man einfach
nachrechnen; etwas eleganter ist aber der Zugang mit etwas linearer Algebra.

Dazu ordnen wir jeder quadratischen Form Q = AX? + BXY + CY? die symme-
trische Matrix Py = ( 5y, "”) 7u und beachten, dass Q(X,Y) = (X,Y)Po(X,Y)’,
sowie A(Q) = —4det Py gilt. Dann iiberzeugen wir uns davon, dass |y zur Matrix
M"'PgM gehort (dies ist eine leichte Rechnung), und damit ist einerseits klar, dass
A(Q|m) = —4det M2 det Py = A(Q) ist (wegen det M = 1), und andererseits folgt,
dass (Q|n)|y zur Matrix N'M!PogMN = (MN)'PogMN gehort. Damit ist alles

bewiesen.

7) Ordne jeder quadratischen Form Q = AX? + BXY + CY? mit negativer Diskrimi-
nante A = B? — 4AC und positivem A die kompleze Zahl Tq = % € H in der
oberen Halbebene zu. Zeige, dass dann Q| dem Element M ~7q entspricht.

Sei M = (2%),also M~ = (4 ). Wegen Q' := Q|m = A/X*+B' XY +C'Y? mit

—Cc a

A" = Ar? + Brt +Ct?, B' = 2(Ars+ Ctu) + B(ru+ st), und C' = As®+ Bsu + Cu?
ist Tgr = *BQIX,\/Z; andererseits ist
-1 uz — 8 (uz — 8)(—tz+7r) rs+ tuzz — ruz — stz
z = = g
—tz+r (—tz+r)(—tz+7T) (=tz+7r)(—tz+7r)

Mit z = ¢ gilt aber 2z = C'/A, sowie

(ru— st)(z — %)

DO =

1
ruz + stz = i(ru + st

~—

(z+72)+

A
VA

= t
(ru+ st) 5

N
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und damit
_rs—!—tu% + (ru+st)Z — VA
B C
r? 4t + 12
_ 2Ars +2Ctu+ B(ru + st) — VA  -B'+VA

Mtz =

2(Ar? + Brt + Ct?) Al
Im rationalen Funktionenkérper C(X) betrachte man die Funktionen f1(X) = X,
fo(X) = —%_H und f3(X) = —%, Zeige, dass G = {f1, f2, fs} eine Gruppe

beziiglich der Komposition von Abbildungen ist, und dass G auf C\ {0,—1} operiert.
Bestimme den Stabilisator G, fiir jedes z € C\ {0, —1}.

Offenbar ist f; die Identitat beziiglich Komposition. Weiter ist z.B.

1 X +1
f20f2=—7XL+171=— X = f3,
faoofs=fsofo=X=fi,
fzo fs= fa.

Da 0 und —1 die einzigen Nullstellen der in den Nennern der f; auftretenden Poly-
nome ist, operiert G auf C\ {0, —1}.

Der Stabilisator G, besteht aus allen f; mit f;(z) = z. Nun ist fa(z) = z genau
dann, wenn 22 + z+ 1 = 0, also wenn z eine primitive dritte Einheitswurzel ist, also
z = (3 oder z = (3. Da sich fiir f3 dieselbe Gleichung ergibt, gilt G, = {f1} fiir alle
2 € C\{0,-1,p,p*}, und G, = G fiir z = (3, (3.

Fiir ungerade Primzahlen betrachte man die Menge M aller Losungen (x,y) von
2?2 +y? =1 in F,. Zeige, dass die folgenden Abbildungen M — M eine Gruppe
G der Ordnung 8 (welche?) beziiglich der Komposition erzeugen: o(x,y) = (—x,y);
T(z,y) = (x,—y); p(x,y) = (y,x). Zeige, dass die Bahnen unter G bis auf folgende
Ausnahmen immer 8 Elemente haben: Die Bahn von (0,£1) und (£1,0) hat Linge
4; aufer dieser gibt es moch eine weiteren Bahn der Linge 4 genau dann, wenn 2
ein Quadrat in Fy, ist.

Man zeige weiter, dass |M| = p —1 oder p+ 1 ist, je nachdem —1 ein Quadrat in
F, ist oder nicht. (Hinweis: ist x # 0, so dividiere man 2% +y? =1 durch x2, fiihre
neue Variablen Y = y/x und X = 1/x ein und schreibe die Gleichung in der Form
1=(X-Y)(X+Y). Deren Losungen mit X # 0 lassen sich leicht zihlen). Aus der
Bahnengleichung leite man nun ab, dass 2 genau dann ein Quadrat in F), ist, wenn
p = =£1 mod 8 gilt.

Wenn wir die identische Abbildung auf M mit 1 bezeichnen, so finden wir 02 =

72 = p? = 1; setzen wir ¢ = 7p, dann erhalten wir ¢> = o7 und ¢* = 1, sowie
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T¢T = pT = ¢3. Also ist

G=(¢7:¢" =72 = 1,77 = ¢")

die Diedergruppe Dg der Ordnung 8.

Die Bahn eines Elements (z, y) besteht im Allgemeinen aus den 8 Elementen (£x, +y),
(xy, £x). Die Linge der Bahn kann nur dann kleiner sein, wenn irgend zwei dieser
Elemente zusammenfallen. Das ist genau dann der Fall, wenn x = 0 oder y = 0 ist
(und diese Punkte (0, £1), (£1,0) liegen alle in derselben Bahn), oder wenn x = +y
gilt. Der letztere Fall tritt genau dann ein, wenn 2% + 22 = 1 in F,, 16sbar ist, was
wiederum genau dann der Fall ist, wenn 2 ein Quadrat in IF,, ist. Es gibt also eine
oder zwei Bahnen der Lénge 4, je nachdem (%) = —1 oder (%) = +1 ist. Fiir die
Anzahl der Elemente in M gibt dies |M| =2 — 2(%) mod 8.

Als néchstes ziithlen wir die Elemente von M. Ist x # 0, so gilt 1 + (y/z)? = (1/2)?,
also 1 = X2 — Y2 mit X = 1/x und Y = y/x. Offenbar besteht eine Bijektion
zwischen den Punkten (z,y) mit  # 0 und den (X,Y) mit X # 0, so dass es
geniigt, letztere zu zéhlen. Ist r € F), so liefert ¥ — X =r, YV + X = % eine
Losung, und jede Losung kann so geschrieben werden. Also gibt es auf der Hyperbel
X? —Y? =1 genau p — 1 Punkte mit Koordinaten in F,, und darunter sind genau
dann solche mit X = 0 (némlich 2), wenn —1 ein Quadrat in F) ist. Also gibt es
p—2—(3}) Punkte (X,Y) mit X # 0 (und ebensoviele Punkte (z,y) mit z # 0),
somit p — (%) Losungen von 22 +y? = 1 in F,,.

Nach dem ersten Teil ist | M| =2 + 2(%) mod 8, nach dem zweiten dagegen |M| =
p— (_71) Ist nun p = 1 mod 8, so folgt 2 — 2(%) = p—1 = 0mod 8 und damit
(%) = +1. Entsprechend ergibt sich (%) = —1 fiir p = 3 mod 8 etc.

10) Bestimme das Zentrum der Diedergruppe Ds und der Quaternionengruppe Qs. Wel-
che Struktur haben die dazugehirigen Faktorgruppen?

Es ist

f=r2=1,70r =071,

2

Ds={(o,7:0

Qs = <a,7’:04: 1,02 =12 70T = 0).

In beiden Fillen kommutiert o2 mit allen andern Elementen, wihrend o, ¢ und
offenbar nicht im Zentrum liegen. Von den andern Elementen rechnet man dies leicht
nach (so ist z.B. o7 nicht zentral wegen o - o7 # o7 - o). Also ist Z(Dg) = {1,0?}
und Z(Qg) = {1,0?}.

Die Gruppen G/Z(G) fir G = Dg und G = Qs haben beide Ordnung 4 und haben,

wie man leicht nachrechnet, nur Elemente der Ordnung 1 und 2 (z.B. ist im Quater-
nionenfall (12)? = 72Z = 027 = Z fiir Z = Z(Qs)). Also ist G/Z(G) ~Z/2 x Z]2.
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1)

Ermittle den Wert von o = ZZ;}(%)gg fir ¢ = e2 /P in den Fillen p = 3 und
p =5 durch direkte Rechnung.

Sei zuerst ¢ = (3, also 1+(+¢%2 = 0. Dannist a = (—¢2, also o? = (?—2+(¢* = -3.
Normiert man jetzt ¢ = e>™/3 so ist Im ¢ = % 3 und Im ¢? = f% 3,also Ima >0
und damit a = iv/3.

Sei jetzt ( = (5. Dannista=¢ -2 -+ ¢t alsoa? =+ A+ 0+ 8 —2¢3 -
24 +2+2-206—27T=3-2(C+ 2+ 3 +(4) =5.

Mit ¢ = >/5 rechnet man jetzt nach, dass Im o > 0 und damit o = /5 ist.

Sei p eine Primzahl der Gestalt p = a® +4b* mit a,b € Z. Zeige, dass (%) = +1 ist.

. a\ __ _ra?+4b%N _ 4b?N e . f .
Es ist (5) = (2) = (“=**) = (°Z) = +1; hier haben wir das quadratische Rezi-
prozitétsgesetz und p = 1 mod 4 benutzt, sowie die Tatsache () = (3) fiir Zahlen
r = s mod p.

Das Jacobisymbol als Funktion seines Nenners: zeige, dass fir teilerfremde a,b € N,
b ungerade, immer ($) = (334;) gilt.

()~ 0= () - () - )

Es ist

Seien p,q ungerade Primzahlen mit p # q. Das p-te Kreisteilungspolynom hat die
Diskriminante D = p*pP~=3. Dann ist (%) = (%) = D-1/2 = A9 mod qR, wo
A wie in definiert ist, und R = Z[(,] ist. Man zeige nun, dass andererseits
Al = (%)A mod qR ist, und folgere das quadratische Reziprozititsgesetz.

Es ist A = [[,;(¢/ —¢*), wo ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel ist und die Sum-
mation iiber alle 1 < i < j < p — 1 geht. Daher ist A? = HKJ.(C‘U — ¢?) mod ¢R.

o7
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Reduziert man die Exponenten mod p, so wird ¢j = j' und ¢¢ = i’ mod p, und die

Differenzen j' — ¢’ sind bis auf das Vorzeichen eine Permutation der j —i. Bezeichnet
¢ die Anzahl der Zeichenwechsel, so ist € = (1): dies sieht man am einfachsten wohl

folgendermaflen ein. Es ist

116" =) =g —gi) = ¢ VP22 ]G - 9)

= (%)H I16 -0 =(;) TG~ modp.

Also ist [ (¢ — ¢%) = (D) I1 (¢9 — (%), und die Behauptung A? = (1)A mod ¢
i<j i<j
folgt.
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1) Seien p; : Gy — A und py : Go — A Homomorphismen von Gruppen. Zeige, dass
dann

G1 XA G2 ={(91,92) € G1 X G2 | p1(g1) = p2(92)}

eine Gruppe ist. Man nennt diese oft das zu den Homomorphismen pq, po gehorige
Faserprodukt.

Sei I' = G x A Ga. Schreiben wir die Gruppen multiplikativ, so ist (1,1) € T wegen
p1(1) = pa(1) =1, und (1,1) ist das neutrale Element in T'. Ist (g1, g2) € T, so gilt

pi(g1) = p2(g2), daher auch pi(g; ") = pa(g; ), und es folgt (g1,92)(91 '), 95 ") =
(1,1). Da Assoziativitit sich von Gy x Gg auf T vererbt, sind wir damit fertig.

2) Betrachte (12.12) mit K = Q und E = Q(v/2).

(i) Zeige, dass die Elemente 1® 1, 1 ® \/5, V2® 1 und v2 ® v/2 eine K-Basis von
FE ®k F bilden.

(ii) Schreibe das Element (a+bv/2)®(c+dv?2) € E®k E als Summe 1®c¢; +v/2®¢z
mit ¢1,c0 € F.

(iii) Finde Elemente o, 8 € E @k E mit f(a) =140 und f(f) =1—o0.
(iv) Zeige direkt, dass f surjektiv ist.

(i) Dies ist ein Spezialfall von
(ii) Es ist
(a+0vV2) @ (c+dvV2) =a® (c+dV2) + V2@ (c+dV?2)

=1®alc+dV2)+V2@bc+dV?2).

(iii) Offenbar ist f(1® 1) =1+ o, sowie f(v/2® %) =1-o.

(iv) Da sich jedes Element in EG als E-Linearkombination von 1 4+ ¢ und 1 — o
schreiben lésst, folgt dies aus (iii).

99
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3) Sei E = Q(\/ﬁ, V3.5, .. .) der von allen Quadratwurzeln natiirlicher Zahlen erzeug-
te Korper.

(vii)

Sei p prim. Dann gibt es gibt einen Automorphismus o, von E/Q, welcher ,/p
auf —,/p abbildet und alle /g mit g # p fest ldsst.

Sei H die von allen o, erzeugte Untergruppe der Galoisgruppe G von E/Q.
Zeige, dass Q der Fixkorper von H ist.

Es gibt einen Automorphismus 7, der jedes \/p auf —,/p abbildet.

Zeige, dass 7 ¢ H ist.

Zeige, dass G = H ™ ist.

Zeige, dass G nicht abzéhlbar ist.

Zeige, dass G iiberabzihlbar viele Untergruppen vom Index 2 besitzt; anderer-
seits sind die quadratischen Teilkérper von E natiirlich abzihlbar.

Sei I' der Korper, der von allen ,/q erzeugt wird, wo ¢ die Primzahlen # p
durchléduft. Wegen E = F(,/p) ist E : F = 2, und der nichttriviale Automor-
phismus von E/F hat die gewiinschte Eigenschaft.

Wiire der Fixkorper von H grofier als Q, miisste er ein \/n mit einem quadrat-
freien n > 2 enthalten. Ist p eine Primzahl mit p | n, so ist aber 0,(v/n) = —y/n.
Dies folgt wie in (i).

Jeder Automorphismus in H bewegt nur endlich viele ,/p.

Dies folgt jetzt sofort aus (12.38).

Sei 0 € G(E/Q); wir definieren eine Abbildung A : G(E/Q) — [0, 1], indem
wir jedem o € G(E/Q) die reelle Zahl zuordnen, deren bindre Entwicklung
durch 0.a;azas3 . .. gegeben ist, wo o (y/pn ) = (—1)%" /Py, gesetzt ist. Diese Ab-
bildung ist surjektiv, und da die reellen Zahlen im Intervall [0, 1] nicht abzéhlbar
sind, folgt die Behauptung.

Sei 0; = 0y, ; zu jeder Teilmenge S C N\ {1} konstruieren wir eine Untergruppe
Hs vom Index 2 wie folgt: Hg sei erzeugt von allen o7'c; mit ¢ > 2, wo

Lo dalls €5 Wegen (o1, Hs) = G und oy ¢ Hs hat Hg Tndex 2
1ST. egen (o0q, = una o a naex 2.
0 fallsi¢ S B Ao s br s g

Da verschiedene Mengen S verschiedenen Untergruppen entsprechen (ist j € S,
aber j ¢ T, so ist 010 € Hg, aber 010 ¢ Hr), ist damit alles gezeigt.

Ubrigens ist G' ~ [[Z/2 isomorph zum direkten Produkt abzihlbar vieler Kopien
von Z/2.
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1)

Sei m € Z quadratfrei und m # 1. Man iberzeuge sich davon, dass M = Q(y/m)
ein freier Q-Modul mit Basis {1,v/m } ist. Fiir o = a+ by/m € M zeige man, dass
Prjole; X) = X% = 2aX 4 a* — mb? gilt.

Sei nun L = Q(y/n) eine zweiter quadratischer Kérper. Man iiberlege sich, dass
dann M ®@g L mit {a + Bv/m | «,3 € L} identifiziert werden kann, und rechne
nach, dass (13.10) und (13.11)) gelten, sich das charakteristische Polynom also nicht
dndert.

Dass {1, /m} eine Q-Basis von M = Q(y/m ) ist, liegt natiirlich an der Irrationalitét
von y/m. Also ist M ein freier Q-Modul vom Rang 2.

Multiplikation durch oo = a+by/m bildet die Basisvektoren 1 und y/m ab auf a+b/m
und mb + ay/m, sodass die dazugehorige Matrix durch M, = (¢ ™) gegeben ist.
Daher gilt

Parjo(X) = det(XT — M,) = X? — 2aX + a® — mb*.

Nun hat M ® L als L-Modul nach Definition die L-Basis {1,/m}; daher wird die
Multiplikation mit a + by/m durch genau dieselbe Matrix wie eben beschrieben, und
damit dndert sich insbesondere das charakteristische Polynom nicht.

Beweise Hilberts Satz 90 fiir quadratische Erweiterungen E = K (\/m) eines Korpers
K der Charakteristik # 2. Hinweis: sei Ny = 1; unterscheide zwischen v = —1 und
~v # —1; @m letzteren Falle betrachte ﬁ

Ist v = —1, so setze man o = /m. Ist 7 # —1 und a = so folgt ﬁ =
e+ _ Ao+ _ e+ _

(Do) — vot+o() — Ite(y)

]
Y+

Finde alle rationalen Losungen von x2 + y?> = 1 mit Hilfe von Hilberts Satz 90.
Hinweis: Fs ist N(x +1iy) = 1.

Sei (z,y) eine rationale Losung von 22 + y? = 1. Dann ist N(z + yi) = 1 fiir das
Element x 4 yi € Q(4); nach Hilbert 90 gibt es ein 8 € Q(i) mit « 4+ yi = 3'/8. Mit
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. -\ 2
B = a + bi folgt daraus = + yi = Z;g: = (Z; f_’z)z = szrg; — agiggi. Vergleich von
Real- und Imaginérteil liefert dann
a’® — b? 2ab
_ y =



Ubungen zu Kapitel 14

1)

Sei p eine ungerade Primzahl und k ein Korper der Charakteristik # p. Sei weiter
K = k(G) und L = K(g/p) fiir ein p € K*. Zeige: Die Erweiterung L/k ist normal
genau dann, wenn es zu jedem o € G(K/k) ein a, € K* und ein a(c) € Z gibt mit
1o = ok po),

Wir diirfen oBdA annehmen, dass p keine p-te Potenz ist. Nach Aufg. 14.2 ist
K(y/u) = K(¢/p’) genau dann, wenn es ein a(o) € Z gibt mit u” = afp(@),
Daraus folgt aber sofort die Behauptung.

Konstruktion zyklischer kubischer Erweiterungen von Q: Sei K = Q(v/—3); widbhle
ein o € K, welches keine dritte Potenz in K ist, und setze p = o’a?, wo o die
Konjugierte von o ist. Zeige:

a) p ist eine dritte Potenz in K genau dann, wenn o = ', also a € Q ist. Im
Folgenden sei dieser Fall ausgeschlossen.

b) L = K () ist abelsch iber Q.

c) Setze 3 = Y+ /1, wo die dritten. Wurzeln so gewdihlt sind, dass das Produkt
m = ¥/ reell (und damit rational) ist. Dann geniigt 3 der Gleichung e
3mx —n firn=pu+p € Q.

d) Der kubische Teilkérper von L ist Q(B). Dieser ist zyklisch vom Grad 3 diber
Q.

a) Bezeichnet ¢ eine primitive Einheitswurzel, so ist der Ring Z[({] euklidisch
beziiglich der Normfunktion, also insbesondere faktoriell. Sei nun oBdA « €
Z[(] frei von dritten Potenzen. Ist dann o/a? eine dritte Potenz, so muss jeder
Primfaktor von o’ auch « teilen, und umgekehrt. Mit 7 | « ist also auch 7’ | a,
und daraus folgt sofort, dass « bis auf einen Einheitenfaktor rational ist. Da u
aber fiir @ = £(a oder o = +(?a und rationales a keine dritte Potenz ist, muss
« rational sein.

b) Das ist klar, da hier eine Kummererweiterung vorliegt.
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¢) Offenbar gilt
B = (Vi + /1) =+ + 3 W (i + /) =n+3mpB.

d) Wir wissen f € L und Q(8) : Q < 3, sowie L = K(f); letzteres zeigt aber
3=(L:K)<(Q():Q), und damit Q(53) : Q = 3.
Dass L/Q und damit auch Q(5)/Q abelsch ist, folgt aus Aufg. 14.14: es ist
nimlich, wenn o den nichttrivialen Automorphismus von K/Q bezeichnet, ei-

072:(/2 /2

nerseits (¢ = (2, und andererseits o’“a)/(a'a?)? = a2 eine dritte
U

Potenz.



Ubungen zu Kapitel 15

1)

Der normale Abschluss von Q(\/1 ++/2)/Q hat Galoisgruppe Dg (Diedergruppe der
Ordnung 8) und ist auflisbar. Welches sind die mdéglichen Untergruppenketten in
diesem Fall?

Es ist Dg = (0,7 : 0* = 72 = 1,707 = o0~ '). Die Untergruppe V; = (02, 7) ist
die einzige normale Untergruppe in Dg mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung 2.
Weiter sind C; = (02), Cy = () und C3 = (0?7) normal in Vj, und damit haben

wir die folgenden Untergruppenreihen:
Dsi>Vy>Cy > 1,

Ds> Vi Cy> 1,
Dsr> Vi Csr> 1.

Zeige, dass das Polynom x5 + 22 + 1 durch Radikale auflosbar ist.

Dies liegt einfach daran, dass die Nullstellen von 2% + 22 + 1 Quadratwurzeln der
Nullstellen des kubischen Polynoms z3 + 2 + 1 sind, und dieses Polynom durch
Radikale auflésbar ist.

Sei a € X{0,1} und E = Q(«). Zeige, dass E/Q eine Radikalerweiterung ist.

Setze F' = Q(«). Ohne Einschrankung sei F' # Q. Nach Satz 11.1 ist die normale
Hiille £/Q von F/Q eine Galoiserweiterung mit einer 2-Gruppe G als Galoisgruppe.
Sei H die Untergruppe von G, die zum Zwischenkorper F von E/Q gehort. Um zu
zeigen, dass F'/Q eine Radikalerweiterung ist, geniigt es zu zeigen (Galoistheorie!),
dass es eine Kette

G=HyD>DH,DHyD>..ODH.=H

von Untergruppen H; von G mit (H;_; : H;) = 2 fur alle ¢ mit 1 < i <r gibt.

Zum Beweis dieser Tatsache (die entsprechend fiir eine beliebige endliche p-Gruppe
gilt) sh. Aufgabe 10.5.
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1)

4)

Sei R =7 und A = Z[\/2,7/3,V/5,...] der von allen VP, p prim, erzeugte Ring.
Zeige: A/R ist ganz, aber nicht endlich.

Jedes Element von A ist Summe ganzer algebraischer Zahlen, und daher ganz iiber
Z. Also ist A/Z ganz.

Da die /p iiber Q linear unabhéngig sind, lassen sie sich nicht als Z-Linearkombi-
nation endlich vieler Elemente schreiben. Also ist A/R nicht endlich.

Sei R =17 und A =Z[}]. Ist A/R endlich? Ist A/R ganz?

A enthélt die Elemente %, i, %, ...; wire A endlich, miisste es endlich viele a; € A
geben, sodass jedes a € A eine Z-Linearkombination der a; ist. Dies kann aber
nicht sein: die endlich vielen a; haben einen maximalen Nenner 2", und alle Z-
Linearkombinationen der a; haben deswegen die Eigenschaft, dass ihr Nenner durch

2™ beschrankt ist. Also kann % € A keine Z-Linearkombination dieser a; sein.

Wegen F[16.3]ii) ist A/R damit auch nicht ganz, da Z[}] als Z-Modul nicht endlich
erzeugt ist. Direkt kann man das so einsehen: wire % Nullstelle von X™4a,,_1 X" 14+
...+ ap € Z|X], so folgt nach Einsetzen von X = % und Durchmultiplizieren mit 2™
die Gleichung 1+2a,_1+...+2"ag = 0, was modulo 2 sofort auf einen Widerspruch

fithrt.

Sei R =7 und A = Z[\/5]. Zeige: A/R ist endlich und ganz, aber A ist nicht ganz
abgeschlossen in Q(v/5).

Wegen A = 7 @ +/5Z ist A/R endlich. Weiter sind alle Elemente von A ganze
algebraische Zahlen, also ist A auch ganz. Allerdings ist A nicht ganz abgeschlossen,
weil w = % im Quotientenkdrper von A liegt und der Ganzheitsgleichung w? —

w — 1 = 0 geniigt.

Zeige direkt, dass Z[\/5] nicht faktoriell ist.
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Betrachte 4 = 2-2 = (v/5 — 1)(v/5 + 1). Die Faktoren 2 und v/5 4 1 unterscheiden
sich nicht nur um Einheiten, da ‘/g;ﬂ nicht in Z[\/g ] liegen. Weiter ist 2 irreduzibel
in Z[/5]: dazu fiihren wir fiir & = a +bv/5 die Norm N(a) = aa’ = a? — 5b% ein, wo

o' = a—bV/5 die Konjugierte von « ist. Eine leichte Rechnung zeigt, dass die Norm

multiplikativ ist.

Aus 2 = af folgt dann 4 = NaNf. Da es keine Elemente der Norm +2 in Z[/5]
gibt (a? — 5b% = £2 liefert a®> = +2 mod 5, und diese Kongruenz hat keine Losung),
muss Na = +1 oder NG = +1 sein. Dies impliziert aber, dass « oder 8 Einheit ist:
dies kann man an +1 = N(«) = aa’ ndmlich direkt ablesen.

Andererseits ist 2 nicht prim, da es zwar das Produkt (v/5 —1)(v/5+ 1), aber keinen
der beiden Faktoren teilt. Daher ist Z[v/5 ] nicht faktoriell.

Sei K ein Korper. Ist der Ring R = K[X?, X3] ganz abgeschlossen?

Der Quotientenkérper von R enthidlt X = %2 und ist daher K(X). Das Polynom
T—X € R[T] ist normiert und hat X als Nullstelle; also ist X ganz, folglich ist K|[X]
der ganze Abschluss von R. Dies erklirt auch, warum der Ring R nicht faktoriell
sein kann.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-8274-1609-4

Algebra 1

Kdérper und Galoistheaorie
Lorenz, F.; Lemmermeyer, F.
2007, ¥, 390 s., Softcover
ISBN: @78-3-8274-1609-4



	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 
	Übungen zu Kapitel 

