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Prefacio

Este livro é uma introducao ao Célculo Cientifico. O seu objectivo con-
siste em apresentar varios métodos numéricos para resolver no computa-
dor certos problemas matematicos que nao podem ser tratados de forma
mais simples. Sao abordadas questoes classicas como o céalculo de zeros
ou de integrais de funcdes continuas, a resolugao de sistemas lineares,
a aproximacao de funcoes por polindmios e a resolucao aproximada de
equagoes diferenciais. No Capitulo 1, como predmbulo, expoem-se as re-
gras adoptadas pelos computadores quando armazenam e operam com
numeros reais e complexos, vectores e matrizes.

A fim de tornar esta apresentacao mais concreta e atraente, adoptam-

se os ambientes de programacdo MATLAB ® 1 ¢ Octave. Deve-se ter
em conta que Octave é uma re-implementagdo de uma parte de MAT-
LAB que inclui em particular muitos dos seus recursos numeéricos e é
distribuido gratuitamente por GNU General Public License. Neste livro,
sao introduzidos de forma gradual os principais comandos e instrucoes
destas linguagens de programagao, o que permitird implementar todos os
algoritmos considerados e verificar na pratica propriedades teéricas como
a estabilidade, a precisao e a complexidade. Inclui-se ainda a resolucao
de diversos problemas através de exercicios e exemplos, frequentemente
ligados a aplicagoes concretas.

Em todo o livro utiliza-se muitas vezes a expressao “comando de
MATLAB?”: neste contexto, MATLAB deve ser entendido como uma
linguagem que é comum aos programas de MATLAB e Octave. Fez-se
um esfor¢o particular visando assegurar a compatibilidade dos codigos
nas duas linguagens de programacao. Nos poucos casos em que tal nao
foi possivel, apresenta-se uma nota explicativa no final da sec¢ao corres-
pondente.

! MATLAB é uma marca registada de TheMathWorks Inc., 24 Prime Park
Way, Natick, MA 01760, Tel: 001+508-647-7000, Fax: 001+508-647-7001



VI Prefacio

Adopta-se diversos simbolos graficos para tornar a leitura mais
agradavel. O comando de MATLAB (ou Octave) é colocado na margem,

ao lado da linha onde se introduz pela primeira vez. O simbolo e serve

para indicar a presenca de exercicios, enquanto que o simbolo ® é
utilizado a fim de chamar a atencdo do leitor para um comportamento
critico ou surpreendente de um algoritmo ou procedimento. As formulas
matematicas de especial relevancia sao postas numa caixa. Finalmente,

o simbolo & indica um quadro resumindo os conceitos e conclusoes que
se acabam de expor.

No fim de cada capitulo encontra-se uma seccao especifica que apre-
senta assuntos nao abordados e as referéncias bibliograficas que per-
mitem ao leitor aprofundar os conhecimentos adquiridos.

Frequentemente faz-se referéncia ao livro [QSS07] que desenvolve a
um nivel mais avancado numerosas questoes aqui abordadas e onde sao
demonstrados resultados tedricos. Para uma descricao mais completa de
MATLAB referimos [HH05]. Todos os programas incluidos neste livro
podem ser extraidos do seguinte endereco na web:

mox.polimi.it/qgs

O leitor nao necessita de quaisquer pré-requisitos, com excepcao de
um curso elementar de Calculo. Contudo, no primeiro capitulo recordam-
se os principais resultados de Calculo e Geometria que sao usados exten-
sivamente no texto. Os assuntos menos elementares, dispensaveis numa

primeira leitura, assinalam-se com o simbolo I E

Queremos deixar expresso o nosso agradecimento a Francesca Bonadei
da Springer-Italia pela sua colaboracdao amigével e eficiente ao longo
deste projecto, a Paola Causin por nos ter proposto varios problemas,
a Christophe Prud’homme, John W. Eaton e David Bateman por nos
terem ajudado na utilizacao de Octave, e ao apoio financeiro do projecto
Poseidon da Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne. Por fim, que-
remos exprimir o nosso reconhecimento a Adélia Sequeira pela traducao
cuidadosa e critica deste livro, assim como pelas suas numerosas e per-
tinentes sugestoes.

Lausanne e Milano, Junho de 2007 Alfio Quarteroni, Fausto Saleri
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1

O que nao se pode ignorar

Neste livro, usaremos sistematicamente nogoes de matemaética elementar
que o leitor ja devera saber, mas que poderd nao recordar de imediato.

Este capitulo tem como objectivo algumas revisoes e a introducao de
novos conceitos no dominio da Andalise Numérica. Comegaremos por ex-
plorar o seu significado e utilidade com a ajuda de MATLAB (MATrix
LABoratory), um ambiente integrado de programacao e visualizagdo em
célculo cientifico. Usaremos também GNU Octave (abreviadamente, Oc-
tave) que é na sua quase totalidade compativel com o sistema MATLAB.
Nas Secgoes 1.6 e 1.7 faremos uma introdugao ao MATLAB e ao Octave,
apenas suficiente para o que se pretende neste livro. Faremos igualmente
referéncia as principais diferencas entre os dois programas e indicaremos
aos leitores interessados os manuais [HH05] e [Eat02], para uma descri¢ao
completa das linguagens MATLAB e Octave, respectivamente.

Octave é uma re-implementacao da parte de MATLAB que inclui a
grande maioria dos seus recursos numeéricos e que é distribuido gratuita-
mente sob a Licenga Publica Geral GNU.

Ao longo do livro, usaremos frequentemente a expressdo “comando
de MATLAB?”: neste contexto, MATLAB devera ser entendido como a
linguagem comum a ambos os programas MATLAB e Octave.

Procuramos assegurar a utilizagado dos nossos cédigos e programas
pelo MATLAB e Octave. Nos poucos casos em que isso nao foi possivel,
introduzimos um breve comentario no fim da secgao correspondente.

Neste capitulo, apresentamos em resumo nocoes tipicas dos cursos de
Calculo, Algebra Linear e Geometria, reformulando-as com vista & sua
aplicacao no calculo cientifico.

1.1 Nuameros reais

Enquanto que o conjunto R dos ntimeros reais é bem conhecido, o modo
como os computadores os manipulam é talvez menos conhecido. Dado
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que as maquinas tém recursos limitados, s6 se pode representar um
subconjunto F de dimensao finita de R. Os nimeros deste subconjunto
designam-se por numeros de virgula flutuante. Por outro lado, como ve-
remos na Sec¢ao 1.1.2; as propriedades que caracterizam F sao diferentes
das de R. Um ntmero real x é geralmente truncado pela maquina, dando
origem a um novo namero (nimero de virgula flutuante), que se designa
por fl(x), e que nao coincide necessariamente com o ntimero original x.

1.1.1 Como se representam

Para conhecer as diferengas entre R e F, iremos fazer algumas experién-
cias com o MATLAB que ilustram a forma como o computador (por
exemplo, um PC) trata os ntmeros reais. Note-se que o uso de MAT-
LAB ou Octave, em vez de outra linguagem, é apenas uma questao
de conveniéncia. Os resultados dos nossos calculos dependem principal-
mente do funcionamento interno do computador e, em menor grau, da
linguagem de programacao. Consideremos o nimero racional z = 1/7,
cuja representacao decimal é 0.142857. Trata-se de uma representacao
infinita, uma vez que tem uma infinidade de algarismos decimais. Para
obter a sua representacao no computador introduzimos o quociente 1/7
depois do prompt (representado pelo simbolo ») e obtemos

> 1/7
ans =
0.1429

que é um ntmero apenas com quatro algarismos decimais, em que o
altimo é diferente do quarto digito do nimero original.

Se considerarmos agora 1/3 obtemos 0.3333 e, desta vez, o quarto
algarismo decimal é exacto. Este comportamento deve-se ao facto de
os numeros reais serem arredondados no computador. Isto significa, em
primeiro lugar, que s6 se obtém um ndmero fixo de casas decimais e
que, além disso, a ultima decimal sofre um incremento de uma unidade
sempre que a primeira decimal desprezada for superior ou igual a 5.

A primeira observacao consiste em colocar a questao de se poder ou
nao representar os nimeros reais apenas com quatro algarismos deci-
mais. Com efeito, a representacao interna do ntimero utiliza 16 decimais,
e o que vimos foi apenas um dos vérios formatos de saida de MATLAB.
O mesmo nimero pode representar-se por diferentes expressoes depen-
dendo da escolha do formato. Por exemplo, para o ntmero 1/7, alguns
formatos possiveis de saida sao:

format long  da 0.14285714285714,
format short e 7 1.4286e — 01,

format long e 7 1.428571428571428e— 01,
format short g 7 0.14286,

format long g 7 0.142857142857143.
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Certos formatos sao mais coerentes do que outros, com a represen-
tacao interna dos nimeros no computador. Na verdade, em geral, um
computador guarda um ntmero real da seguinte maneira

r=(=1)%(0.a1as...a;)- B¢ =(=1)°-m B a1 #0 (1.1)

em que s é¢ 0 ou 1, § (um inteiro positivo maior ou igual a 2) é a base
adoptada pelo computador especifico em que estamos a trabalhar, m é
um inteiro chamado mantissa, cujo comprimento ¢ é o nlmero maximo
de algarismos armazenados a; (com 0 < a; < 8 — 1), e e um ndmero
inteiro chamado ezpoente. O formato long e é o que mais se aproxima
desta representacao, e e designa o expoente; os seus digitos, precedidos
do sinal, declaram-se & direita do caracter e. Os nameros da forma (1.1)
designam-se por numeros de virgula flutuante, porque a posicao da
virgula ndo é fixa. Os digitos aias . .. a, (com p < t) sdo frequentemente
chamados os p primeiros algarismos significativos de x.

A condi¢ao a; # 0 garante que um ntmero nao pode ter multiplas
representagoes. Por exemplo, sem esta restri¢ao o ntimero 1/10 poderia
nao so ser representado (no sistema decimal) por 0.1 -10°, mas também
por 0.01 - 10%, etc.

O conjunto F é assim completamente caracterizado pela base (3, o
namero de algarismos significativos ¢ e o intervalo (L,U) (com L < 0
e U > 0) de variacdo do indice e, e designa-se por F(j3,t,L,U). Por
exemplo, em MATLAB temos F = F(2,53,—-1021,1024) (com efeito,
53 algarismos significativos na base 2 correspondem aos 15 algarismos
significativos de MATLAB na base 10 com o format long).

Felizmente, o erro de arredondamentoque se gera inevitavelmente
sempre que um namero real x # 0 é substituido pelo seu representante
fl(xz) em F, é pequeno, uma vez que

le = fiz)| ~ f(””)' < Lo (1.2)

onde €y = B't & a distancia entre 1 e o nimero mais préoximo em
virgula flutuante maior que 1. Note-se que €j; depende de 3 e t. Por
exemplo, em MATLAB €); pode obter-se com o comando eps, e tem-se
ey = 2792 ~ 2.22. 10716, Assinale-se que em (1.2) é estimado o erro
relativo sobre x, o que tem seguramente mais significado do que o erro
absoluto |z — fl(x)]. Na verdade, este ultimo, contrariamente ao erro
relativo, nao tem em conta a ordem de grandeza de z.

O namero 0 ndo pertence a F, uma vez que nesse caso terfamos a; = 0
em (1.1): por esta razdo é tratado separadamente. Por outro lado, L e U
sendo finitos, nao é possivel representar niimeros cujo valor absoluto seja

eps
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arbitrariamente grande ou arbitrariamente pequeno. Mais precisamente,
o menor e 0 maior namero real positivo de F sao dados respectivamente
por

Tmin = ﬁL_la Tmax = 6U<1 - 6_t)'

Em MATLAB estes valores podem-se obter através dos comandos
realmin e realmax, que conduzem a

realmax

Inf

Tomin = 2.225073858507201 - 10308,
Tmae = 1.7976931348623158 - 107308,

Um niimero positivo menor que x,,;, produz uma mensagem de erro
chamada underflow e é tratado de um modo especial ou como se fosse
nulo (ver, por exemplo, [QSS07], Capitulo 2). Um ntimero positivo maior
que Tpyq, produz uma mensagem de erro chamada overflow e armazena-
se na variavel Inf (que é a representacao de 400 no computador).

Os elementos de F sao mais densos proximo de x,,;», € menos densos
quando se aproximam de x,,4,. Com efeito, o naimero de F mais proximo
de T4, (A sua esquerda) e o mais proximo de ,,;, (& sua direita) sdo,
respectivamente

x . = 1.7976931348623157 - 101308,

max

ol = 2.225073858507202 - 107308,
i — Tmin =~ 107323 enquanto que Tyar — Tpyae ~ 10292
(1. Apesar disso, a distancia relativa é pequena em ambos 0s casos, como
se deduz de (1.2).

Tem-se entdo x"

1.1.2 Como calcular com os nimeros de virgula flutuante

Dado que F é um subconjunto proprio de R, as operagoes algébricas
elementares com numeros de virgula flutuante nao gozam de todas as
propriedades das operacgoes anédlogas em R. Concretamente, a comuta-
tividade verifica-se para a adicao (isto é fl(z +y) = fl(y + z)) e para
a multiplica¢do (fl(xy) = fl(yx)), mas outras propriedades tais como
a associativa e a distributiva nao se verificam. Além disso, o 0 ji nao
¢é unico. Com efeito, associemos & varidvel a o valor 1, e executemos as
seguintes instrugoes:

» a = 1; b=1; while a+b ~“= a; b=b/2; end

A variavel b divide-se por dois em cada passo desde que a soma de a e b
seja diferente (7=) de a. Se fizéssemos as mesmas operagoes com nameros
reais, este programa nunca terminaria, enquanto que no nosso caso, ter-
mina ap6s um numero finito de iteragoes, obtendo-se o seguinte valor
para b: 1.1102e-16= €);/2. Portanto, existe pelo menos um ndmero b
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Figura 1.1. Comportamento oscilatorio da func¢ao (1.3) devido a erros de
cancelamento

diferente de 0 tal que a+b=a. Isto é possivel porque F é constituido por
ntmeros isolados; quando se somam dois niimeros a e b com b<a e b
inferior a €)y, resulta sempre a+b igual a a. Em MATLAB, ateps(a) é
o menor niamero de F maior do que a. Assim a soma a+b da origem a a,
para todo b < eps(a).

A associatividade perde-se sempre que ocorre uma situacao de over-
flow ou de wunderflow. Consideremos, por exemplo, a=1.0e+308, b=
1.1e+308 e c=-1.001e+308, e efectuemos a soma por dois processos
diferentes. Obtém-se

a+ (b+c)=1.0990e + 308, (a+Db)+ c = Inf.

Trata-se de um exemplo particular do que ocorre quando se somam
dois nimeros com sinais opostos mas muito proximos em valor absoluto.
Neste caso o resultado pode ser bastante impreciso e a situacao designa-
se por perda, ou cancelamento, de algarismos significativos. Por exemplo,
calculemos ((1 4 x) — 1)/ (o resultado 6bvio é 1 para todo = # 0):

» x = 1l.e-15; ((1+x)-1)/x

ans = 1.1102
Este resultado é bastante impreciso, com um erro relativo superior a
11%!

Outro caso de cancelamento numeérico acontece quando se calcula o
valor da funcao

f(x) =27 — 72 + 212° — 352 + 352 — 212* + 7Tz — 1 (1.3)

em 401 pontos equidistantes de abcissas em [1 —2-10781+2-1078)].
Obtemos o grafico caotico representado na Figura 1.1 (o comportamento
real é o de (z —1)7, que ¢ essencialmente constante e proximo da fungdo
nula numa pequena vizinhanga de x = 1). Na Secgao 1.4 introduziremos
os comandos de MATLAB que permitiram construir este grafico.
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Finalmente, interessa observar que em F nao existem formas indeter-
minadas tais como 0/0 ou co/co. Elas produzem o que se chama um not
a number (Nall em MATLAB ou em Octave), ao qual no se aplicam as
regras usuais de célculo.

Observacao 1.1 E verdade que os erros de arredondamento siao geralmente
pequenos mas, quando repetidos em algoritmos longos e complexos, podem ter
efeitos catastroficos. Podemos citar dois exemplos notaveis: a explosao do missil
Arianne a 4 de Junho de 1996, gerada por um erro de overflow no computador
de bordo; o fracasso da missao do missil americano Patriot durante a Guerra
do Golfo em 1991, devido a um erro de arredondamento no célculo da sua
trajectoria.

Um exemplo com consequéncias menos catastroficas (mas, mesmo assim,
desagradaveis) ¢ dado pela sucessao

20 =2, zng1 =27 V21— T -4 722, n=2,3,... (1.4)

que converge para 7 quando n tende para infinito. Quando se usa o MATLAB
para calcular z,, o erro relativo entre 7 e z,, diminui nas primeiras 16 iteracoes
e em seguida aumenta, devido a erros de arredondamento (como mostra a
Figura 1.2). °

Ver os Exercicios 1.1-1.2.

1.2 Nameros complexos

Os ntmeros complexos, cujo conjunto se designa por C, sao da forma
z = x+1iy, onde i = /-1 é a unidade imaginéria (isto é i> = —1), e x =
Re(z) e y = Im(2) s@o as partes real e imaginaria de z, respectivamente.
Em geral representam-se no computador como pares de nimeros reais.
A menos que sejam redefinidas, as varidveis de MATLAB i e j desi-
gnam a unidade imaginaria. Para definir um ntimero complexo com parte

5 10 15 20 25 30

Figura 1.2. Logaritmo do erro relativo |m — z,|/7 em funcao de n
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Figura 1.3. Resultado do comando compass de MATLAB

real x e parte imaginéria y, pode-se escrever simplesmente x+iky; em
alternativa, pode usar-se o comando complex(x,y). As representacoes
exponencial (ou polar) e trigonométrica de um namero complexo z, sao
equivalentes através da formula de Euler

z = pe'® = p(cosf + isinfh); (1.5)

em que p = /22 4+ y2 & o modulo do nimero complexo (obtido com o
comando abs(z)) e § é o seu argumento, ou seja o angulo que o vector
de componentes (z,y) no plano complexo, faz com o eixo dos z. O ar-
gumento 6 é obtido com o comando angle(z). A representacgao (1.5) é
dada por:

abs(z) * (cos(angle(z)) + i * sin(angle(z))).

A representacao polar grafica de um ou mais nimeros complexos
pode-se obter com o comando compass(z), em que z é um s6 nimero
complexo ou um vector cujas componentes sao nimeros complexos. Por
exemplo, ao digitar

» z = 3+i*3; compass(z);

obtém-se o grafico da Figura 1.3.

Para um dado ntmero complexo z, pode-se extrair a sua parte real
usando o comando real(z) e a sua parte imaginaria com imag(z). Fi-
nalmente, o complexo conjugado z = = — iy dez, é obtido escrevendo
simplesmente conj(z).

Em MATLAB efectuam-se todas as operacoes admitindo implici-
tamente que tanto os operandos como o resultado sao complexos. Isto
pode dar origem a alguns resultados aparentemente surpreendentes. Por

complex

abs

angle

compass

real
imag

conj
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Im(2)

22

23 \5

Z1

Figura 1.4. Representagdo no plano complexo das trés raizes ctibicas do
nimero real —5

exemplo, se calcularmos a raiz cibica de —5 com o comando (-5)~(1/3)
de MATLAB, em vez de —1.7099... obtemos o numero complexo
0.8550+ 1.4809: (introduz-se aqui o simbolo ~ para o expoente da potén-
cia). Com efeito, os ntameros da forma pe’(®*2+7) com k inteiro, ndo se
podem distinguir de z = pe'?. Calculando ¢z obtemos Wei(9/3+2k”/3),
isto é, as trés raizes distintas

2 = é/ﬁeie/g, 2y = \;;/ﬁei(e/3+27r/3)’ 2y = Wei(9/3+4rr/3)'

MATLARB seleccionard a primeira que se encontra ao percorrer o plano
complexo no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio, partindo do
eixo dos reais. Dado que a representacdo polar de z = —5 é pe’? com
p =bel = —m,as trés raizes sdo (ver Figura 1.4 para a sua representacao
no plano de Gauss)

21 = V/5(cos(—7/3) + isin(—m/3)) ~ 0.8550 — 1.48094,
29 = \S/g(cos(ﬂ/?)) + isin(7/3)) =~ 0.8550 + 1.48091,

23 = V/5(cos(—7) + isin(—7)) ~ —1.7100.

A segunda raiz é a seleccionada pelo MATLAB.
Finalmente, com (1.5) obtemos

cos(f) = = (" + efw) , sin(f) = 2l (ew —e ). (1.6)

DN | =
S

Octave 1.1 O comando compass nao esta disponivel em Octave, mas
pode ser obtido através da seguinte fun¢ao:
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function compass (z)

xx = [01 .8 1 .8].7%;

yy = [0 0 .08 0 -.08].";

arrow = xx + yy.*sqrt(-1);

Z = arrow * z;

[th,r] = cart2pol(real(z),imag(z));

polar(th,r);

return [ |

1.3 Matrizes

Sejam n e m inteiros positivos. Uma matriz com m linhas e n colunas
¢ um conjunto de m x n elementos a;j, com 7 =1,...,m,j=1,...,n,
representado pela seguinte tabela:

a1 a12 ... Qinp
a21 a22 ... An

A=| . . (1.7)
Am1 Am2 -+ . Amn

De forma compacta escreve-se A = (a;;). Se os elementos de A forem
numeros reais, escreve-se A € R™*"™ e A € C™*" se forem complexos.

As matrizes quadradas de dimensdo n sao aquelas em que m = n.
Uma matriz com uma s6 coluna é um vector coluna, enquanto que uma
matriz com uma sé linha é um vector linha.

Para definir uma matriz em MATLAB tem de se escrever os seus
elementos da primeira & altima linha, utilizando o caracter ; para separar
as diferentes linhas. Por exemplo, o comando
>»A=10123; 45 6]

conduz a

A =
1 2 3
4 5 6

isto é, uma matriz 2 X 3 cujos elementos sdo os indicados acima. A
matriz nula m x n é aquela em que todos os elementos (a;;) sdo nulos,
parai=1,...,m,j = 1,...,n; pode-se construir em MATLAB com o
comando zeros (m,n). O comando eye(m,n) d& origem a uma matriz
com todos os elementos nulos excepto os da diagonal principal a;;, i =
1,...,min(m,n), que sdo iguais a 1. A matriz identidade n x n obtém-se
com o comando eye(n): os seus elementos sdo d;; = 1 se i = j, e 0 no
caso contrério, para ¢,7 = 1,...,n. Finalmente, com o comando A=[ ]
define-se uma matriz vazia.
Recordamos as seguintes operagoes matriciais:

Zeros
eye

]
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1. se A = (ai;) e B = (b;;) s@o matrizes m x n, a soma de A e B é a
matriz A + B = (a;; + bij);

2. o produto de uma matriz A por um ndamero real ou complexo \ é a
matriz AA = (Aai;);

3. o produto de duas matrizes s6 é possivel se as suas dimensoes forem
compativeis, isto €, se o ntmero de colunas da primeira for igual ao
numero de linhas da segunda; mais precisamente, se A é m x p e B
é p X n, para algum inteiro positivo p, entdo C = AB é uma matriz
m x n de elementos

P
Cij = E aipbrj, parai=1,...,m, j=1,...,n.
k=1

Segue-se um exemplo de soma e de produto de duas matrizes:

» A=[1 2 3; 4 5 6];
» B=[7 8 9; 10 11 12];
» C=[13 14; 15 16; 17 18];
» A+B
ans =
8 10 12
14 16 18
» AxC
ans =
94 100
229 244

Note-se que 0 MATLAB da uma mensagem de erro quando se tenta
executar operagoes com matrizes de dimensoes incompativeis. Por exem-
plo:

» A=[1 2 3; 4 5 6];
» B=[7 8 9; 10 11 12];
» C=[13 14; 15 16; 17 18];
» A+C
??? Error using ==> +
Matrix dimensions must agree.
» Ax*B

7?7 Error using ==> *

Inner matrix dimensions must agree.

Se A for uma matriz quadrada de dimensao n, a sua inversa (se exis-
tir) ¢ uma matriz quadrada de dimensao n, que se designa por A~!, e que
satisfaz a relagdo matricial AA~! = A=1A = 1. A matriz A~! pode-se
obter com o comando inv(A). A inversa de A existe se e s6 se o deter-
minante de A, um namero que se designa por det(A), for ndo nulo. Esta
ultima condicao verifica-se sse os vectores colunas de A forem linear-
mente independentes (ver Sec¢ao 1.3.1). O determinante de uma matriz
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quadrada define-se pela seguinte formula recursiva (regra de Laplace):

ail if n=1,
ZAijaij, form>1 Vi=1,...,n,
j=1

em que A;; = (—1)i+jdet(Aij) e A;; é a matriz que se obtém por eli-
minagao da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A (o resultado é
independente do indice de linha ou de coluna).

Em particular, se A € R2*2 tem-se

det(A) = ar1az — a12021,
ese A e R3*3
det(A) = ar1az2a33 + azia12a23 + az1a13a32
—@11023032 — (21012033 — 431013022.

Para um produto de matrizes verifica-se a seguinte propriedade: se
A = BC, entao det(A) = det(B)det(C).

Para inverter uma matriz 2 x 2 e calcular o seu determinante procede-
se do seguinte modo:

» A=[1 2; 3 4];
» inv (A)

ans =
-2.0000 1.0000
1.5000 -0.5000
» det (A4)
ans =
-2

Se uma matriz for singular, o sistema MATLAB dara uma mensagem
de erro, seguida de uma matriz cujos elementos sao todos iguais a Inf,
como se ilustra no exemplo seguinte:

> A=[1 2; 0 0];
» inv (A)

Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =

Inf Inf

Inf Inf

Para certos tipos de matrizes quadradas, o calculo das inversas e dos
determinantes é bastante simples. Se A for uma matriz diagonal, isto é,
uma matriz em que apenas os elementos da diagonal agr, k =1,...,n,
sa0 nao nulos, o seu determinante é dado por det(A) = ajjass - ann-
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Em particular, A é nao singular sse axr # 0 para todo o k. Nesse caso,
a inversa de A é ainda uma matriz diagonal com elementos a,;kl.

Seja v um vector de dimensdo n. O comando diag(v) de MATLAB
produz uma matriz diagonal cujos elementos sao as componentes do
vector v. O comando mais geral diag(v,m) da uma matriz quadrada
n+abs(m) cuja m-ésima diagonal superior (isto ¢, a diagonal constituida
pelos elementos de indices 7,7 + m) contém as componentes de v, e com
os restantes elementos nulos. Note-se que esta extensao também é vélida
para valores negativos de m: neste caso s6 sao afectados os elementos das
diagonais inferiores.

Por exemplo, se v = [1 2 3] entao:
» A=diag(v,-1)

A =

oNeoN e
ON OO
WO OO
[eNeoNeoNe]

Outras matrizes particulares importantes sao as triangulares supe-
riores e as triangulares inferiores. Uma matriz quadrada de dimensao n
é triangular inferior (respectivamente, superior) se todos os elementos
situados acima (respectivamente, abaixo) da diagonal principal forem
nulos. O seu determinante serd entao simplesmente o produto dos termos
diagonais.

Os comandos tril(A) e triu(A), permitem extrair as partes tri-
angulares inferior e superior de uma matriz A de dimensao n. As suas
extensoes tril(A,m) ou triu(A,m), com m compreendido entre -n e n,
permitem extrair as partes triangulares aumentadas ou diminuidas das
m diagonais secundarias.

Por exemplo, dada a matriz A =[3 1 2; -1 3 4; -2 -1 3], com o co-
mando L1=tril (A) obtém-se

L1 =
3 0 0
-1 3 0
-2 -1 3

enquanto que com L2=tril(A,1), se obtém

L2 =
3 1 0
-1 3 4
-2 -1 3

Recordemos que se A € R™*" a sua transposta A7 € R™™ ¢ a
matriz que se obtém trocando as linhas com as colunas de A. Quando
n=meA =A"T a matriz A diz-se simétrica. Finalmente, A’ é o co-
mando de MATLAB que designa a transposta de A se A for real, ou a
sua transposta conjugada (isto é, A”) se A for complexa. Uma matriz
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quadrada complexa que coincide com a sua transposta conjugada AH
diz-se hermitiana.

A mesma notacdo, v’, é utilizada para o transposto conjugado v!?
do vector v. Designando por v; as componentes de v, o vector adjunto
v & um vector linha cujas componentes sdo os complexos conjugados

U; de V-

Octave 1.2 Octave d& também uma mensagem de erro quando se
tenta efectuar operagdes com matrizes de dimensoes incompativeis. Re-
tomando os exemplos anteriores de MATLAB obtém-se:

octave:1> A=[1 2 3; 4 5 6];

octave:2> B=[7 8 9; 10 11 12];

octave:3> C=[13 14; 15 16; 17 18];
octave:4> A+C

error: operator +: nonconformant arguments (opl is
2x3, op2 is 3x2)

error: evaluating binary operator ‘+’ near line 2,
column 2

octave:5> Ax*B

error: operator *: nonconformant arguments (opl is
2x3, op2 is 2x3)

error: evaluating binary operator ‘*’ near line 2,
column 2

Se A for singular e se pretendermos inverté-la, Octave da uma mensagem
de erro seguida da matriz a inverter, como se ilustra no exemplo seguinte:
octave:1> A=[1 2; 0 0];

octave:2> inv (A)

warning: inverse: matrix singular to machine

precision, rcond = 0
ans =
1 2
0 0 |

1.3.1 Vectores

Neste livro, os vectores serao indicados a negrito; mais precisamente, v
designara um vector coluna cuja i-ésima componente é v;. Quando todas
as componentes forem reais escrever-se-a v € R".

Em MATLARB, os vectores sao considerados como matrizes particu-
lares. Para definir um vector coluna é preciso indicar as suas componentes
entre paréntesis rectos separadas por um ponto e virgula, enquanto que
para um vector linha bastara escrever as suas componentes, separadas
por espacos ou por virgulas. Por exemplo, as instrugoes v = [1;2;3] ew
= [1 2 3] definem o vector coluna v e o vector linha w, ambos de dimen-
530 3. O comando zeros (n,1) (respectivamente, zeros (1,n) ) define um

Zeros
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vector coluna (respectivamente, linha) de dimensao n com elementos nu-
los, que se designara por 0. Analogamente, o comando ones (n,1) gera o
vector coluna, que se designa por 1, cujas componentes sao todas iguais
al.

Um sistema de vectores {y1,...,ym} € linearmente independente se
a relacao

aryr+ ...+ anym =0

implicar que todos os coeficientes aq, ..., a,, sejam nulos. Um sistema
B = {y1,...,yn} de n vectores linearmente independentes de R™ (ou
C™) diz-se uma base de R™ (ou C"), isto é, qualquer vector w de R"
pode-se escrever como combinacao linear dos elementos de B,

n
W = E WEYks
k=1

e os coeficientes {wy } sdo tnicos. Estes tltimos dizem-se as componentes

de w na base B. Por exemplo, a base canonica de R™ é o conjunto de

vectores {e1,...,e,}, em que e; tem a sua i-ésima componente igual a

1, e todas as outras nulas. Esta é a base de R™ que normalmente se usa.
O produto escalar de dois vectores v,w € R™ define-se por

n
(v,w) =wlv = kawk,
k=1

onde {vi} e {wy} s@o as componentes de v and w, respectivamente. O
comando de MATLAB correspondente é w?*v, onde o apdstrofe designa
a transposicao de um vector, ou ainda dot (v,w). O comprimento (ou
modulo) de um vector v é dado pela sua norma euclidiana

IVl = V(v.v) = | D
k=1

e pode-se calcular com o comando norm(v).

O produto vectorial de dois vectores v,w € R" n > 3, que se designa
por v X w ou vAw, éo vector u € R" ortogonal a v e w cujo médulo é
[u| = |v| |w|sin(a), onde « é o angulo formado por v e w. Pode-se obter
com o comando cross(v,w).

Em MATLAB, pode-se visualizar um vector usando o comando
quiver em R? e quiver3 em R3.

Os comandos de MATLAB x.*you x. 2 indicam que as operagoes
sao efectuadas componente a componente. Por exemplo, definindo os
vectores
» v = [1; 25 3]1; w = [4; 5; 6];
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a instrucao
» wWlikv

ans =
32

da o seu produto escalar, enquanto que

» W.*V

ans =
4
10
18

d& um vector cuja i-ésima componente é igual a x;y;.
Por fim, recordemos que um vector v.€ C", v 0, é um wvector
) ) )
proprio de uma matriz A € C™*™ associado ao nimero complexo A se

Av = )v.

O numero complexo A diz-se valor préprio de A. Em geral, o calculo dos
valores proprios é bastante dificil. Exceptuam-se os casos das matrizes
diagonais e triangulares, cujos valores préprios sao simplesmente os seus
termos diagonais.

Ver os Exercicios 1.3-1.6.

1.4 Funcoes reais

Esta secgdo ocupa-se de fungoes reais definidas no intervalo (a,b). O
comando fplot(fun,lims) traca o grafico da fungao fun (definida por
uma cadeia de caracteres) no intervalo (1ims(1),1ims(2)). Por exemplo,
para representar f(z) = 1/(1+2?) no intervalo (—5, 5), podemos escrever
» fun =°1/(1+x.72)’; lims=[-5,5]; fplot(fun,lims);

ou, mais directamente,
» fplot(’1/(1+x.~2)’,[-5 5]);

Em MATLARB o gréfico obtém-se a partir de uma amostra da fungéo
num conjunto de pontos nao equidistantes e reproduz o grafico real de f
com uma tolerancia de 0.2%. Para melhorar a precisdo poderiamos usar
o comando

» fplot(fun,lims,tol,n,’LineSpec’,P1,P2,...)

onde tol indica a tolerancia desejada e o pardmetro n(> 1) assegura
que a funcao serd tracada com um minimo de n + 1 pontos. LineSpec
é uma cadeia de caracteres que especifica o tipo de linha ou a cor da
linha usada para tragar o grafico. Por exemplo, LineSpec=’-’ indica

fplot
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uma linha a tracejado, LineSpec=’r-.’ uma linha vermelha de tragos
e pontos, etc. Para utilizar valores por defeito para tol, n ou LineSpec
podem introduzir-se matrizes vazias ([ J).

O valor de uma funcao fun num ponto x determina-se escrevendo
y=eval (fun), depois de iniciar x. O valor correspondente é guardado em
y- Notar que x, e portanto y, podem ser vectores. Ao usar este comando,
a restricao é que o argumento da fungao fun devera ser x. Se o argumento
de fun tiver um nome diferente (0 que acontece frequentemente quando
este argumento é gerado no interior de um programa) o comando eval
devera substituir-se por feval (ver Observacao 1.3).

Assinalemos por fim que se escrevermos grid on depois do comando
fplot, podemos obter uma grelha de fundo como a da Figura 1.1.

Octave 1.3 Quando se utiliza o comando fplot(fun,lims,n) em Oc-
tave, o grafico obtém-se a partir de uma amostra da fun¢ao definida por
fun (esse é o nome de uma fungdo ou de uma expressao que contenha x)
sobre um conjunto de pontos nao equidistantes. O parametro opcional n
(> 1) garante que a fungao seré tragada com um minimo de n+1 pon-
tos. Por exemplo, os comandos seguintes permitem tragar o grafico de
fla) = 1/(1 +2%):

» fun =’1./(1+x.72)’; lims=[-5,5];

» fplot(fun,lims) [ |

1.4.1 Os zeros

Recorde-se que se f(a) = 0, « diz-se zero de f ou raiz da equagdo
f(z) = 0. Um zero é simples se f'(«) # 0, e maltiplo no caso contrario.

Podemos determinar os zeros reais de uma funcao a partir do seu
grafico (com uma certa tolerancia). O calculo directo de todos os zeros
de uma dada fungao nem sempre é possivel. Para as fungoes polinomiais
de grau n com coeficientes reais, isto €, da forma

n
pn(x) = ap + a1z + a0’ + ...+ apx” = Zakxk, ar €R, a, #0,
k=0

podemos obter o tinico zero o = —ag/a1, quando n =1 (o grafico de py
é uma linha recta) ou se existirem, os dois zeros a4 e a_, quando n = 2
(o grafico de py é uma parabola)

—ay £ /a? — 4apas

20,2

a4+ =

Contudo, nao existem formulas explicitas para determinar os zeros
de um polinémio arbitrario p,, quando n > 5.
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No que se segue iremos designar por P,, o espaco dos polinémios de
grau menor ou igual a n,

Po(z) = arat (1.9)
k=0

onde ay, sao coeficientes dados, reais ou complexos.

Em geral, o namero de zeros de uma func¢ao nao pode ser determinado
a priori. Exceptua-se o caso particular das funcdes polinomiais, para as
quais o ntmero de zeros (reais ou complexos) coincide com o grau do
polinémio. Além disso, se o complexo o = = + 7y com y # 0 for um
zero de um polinémio com coeficientes reais, o seu conjugado & = x — iy
também é um zero.

Em MATLAB podemos utilizar o comando fzero(fun,x0) para
calcular um zero de uma funcao fun, na vizinhanca de um dado valor
x0, real ou complexo. O resultado é um valor aproximado desse zero, e
também o intervalo onde se efectuou a sua pesquisa. Com o comando
fzero(fun, [x0 x1]), procura-se um zero de fun no intervalo cujos ex-
tremos sao x0,x1, desde que f mude de sinal entre x0 e x1.

Consideremos, por exemplo, a funcio f(z) = 22 —1+¢®. Observando
o seu grafico, verifica-se que tem dois zeros em (—1,1). Para os calcular,
precisamos de executar os seguintes comandos:

» fun=inline(’x"2 - 1 + exp(x)’,’x%);
» fzero(fun,1)

ans =
5.4422e-18

» fzero(fun,-1)

ans =
-0.7146

Em alternativa, depois de constatar pela fun¢ao plot que existe um
zero no intervalo [—1, —0.2] e outro em [—0.2, 1], poderia ter-se escrito:
» fzero(fun,[-0.2 1])

ans =
-5.2609e-17

» fzero(fun,[-1 -0.2])

ans =
-0.7146

O resultado obtido para o primeiro zero é ligeiramente diferente do prece-
dente, devido a diferente iniciagao do algoritmo implementado em fzero.

No Capitulo 2, serao introduzidos e estudados varios métodos para o
calculo aproximado dos zeros de uma fungao arbitraria.

fzero
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Octave 1.4 Em Octave, fzero s6 aceita fungoes definidas com a palavra
chave function. A sintaxe correspondente é a seguinte:

function y = fun(x)
y = x.72 - 1 + exp(x);
end

» fzero("fun", 1)

ans = 2.3762e-17
» fzero("fun",-1)
ans = -0.71456 [ |

1.4.2 Polin6émios

Os polinomios sao funcdes muito particulares tratadas em MATLAB
de forma especial por uma toolboz! polyfun. O comando polyval per-
mite determinar o valor de um polinémio em um ou varios pontos. Os
seus argumentos de entrada sao um vector p e um vector x, em que as
componentes de p sao os coeficientes do polinomio guardados por ordem
decrescente, de a, a ag, € as componentes de x sao os pontos onde o
valor do polinémio serd determinado. O resultado pode ser guardado
num vector y, escrevendo

» y = polyval(p,x)

Por exemplo, os valores de p(x) = 27 + 322 — 1, nos pontos equidistantes
xp = —1+k/4dparak =0,...,8, podem-se obter procedendo da seguinte
maneira:

> p [1 000030 -1]; x = [-1:0.25:1];
>y polyval(p,x)

Columns 1 through 5:

1.00000 0.55402 -0.25781 -0.81256 -1.00000
Columns 6 through 9:

-0.81244 -0.24219 0.82098 3.00000

Em alternativa, poderd usar-se o comando feval. Contudo, neste
caso seria necessario fornecer a expressao analitica completa do polinémio
numa cadeia de caracteres, e ndo apenas os seus coeficientes.

O programa roots da uma aproximagcao dos zeros de um polinémio
e requer apenas a entrada do vector p.

Por exemplo, para calcular os zeros de p(x) = 2% — 622 + 11x — 6,
escreve-se:

! Uma toolboz é uma colec¢ao de fungoes de MATLAB associadas a uma
aplicagao particular
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»p = [1 -6 11 -6]; format long;
» roots(p)

ans =
3.00000000000000
2.00000000000000
1.00000000000000
Infelizmente o resultado nem sempre é preciso. Por exemplo, no caso Y
do polinémio p(z) = (z + 1)7, cujo tnico zero é a = —1 com multiplici-

dade 7, obtemos (surpreendentemente):

»p = [17 21 35 35 21 7 1]1;
» Toots (p)

ans =

-1.0101

-1.0063 + 0.00791
-1.0063 - 0.00791
-0.9977 + 0.00991
-0.9977 - 0.0099i
-0.9909 + 0.00441i
-0.9909 - 0.00441i

Com efeito, os métodos numéricos para o calculo das raizes de um
polinémio sao particularmente sensiveis a erros de arredondamento, se
as raizes forem de multiplicidade maior que 1 (ver Secgao 2.5.2).

Acrescente-se que com o comando p=conv(pl,p2) se obtém 0s coe- conv
ficientes do polinémio resultante do produto de dois polinémios cujos
coeficientes estao contidos nos vectores pl e p2. Do mesmo modo, o
comando [qg,r]l=deconv(pl,p2) da os coeficientes do quociente q e do  deconv
resto r da divisao de p1 por p2, isto é, pl = conv(p2,q) + r.

Consideremos por exemplo o produto e o quociente de dois polinémios
pi(z) =2* —lepy(zr) =2~ 1:

»pl = [1 00 0 -11;

> p2 [1 00 -1];
» p=conv(pl,p2)

p =
1 0 0 -1 -1 0 0 1

» [q,rl=deconv(pl,p2)

q =
1 0

0 0 0 1 -1

Encontramos assim os polinémios p(z) = p1(z)pe(z) = 27 —2* — 23 +1,
q(zr) =z er(z) =z —1 tais que p1(z) = q(x)p2(x) + r(z).

Os comandos polyint (p) e polyder(p) fornecem, respectivamente, polyint
os coeficientes da primitiva (que se anula em =z = 0) e da derivada do polyder
polinémio cujos coeficientes sao dados pelas componentes do vector p.
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Se x for um vector de abcissas e se p (respectivamente, p; e pz) for um
vector que contém os coeficientes de um polinémio p (respectivamente,
p1 € p2), os comandos precedentes resumem-se na Tabela 1.1.

comandos resultados

y=polyval(p,x) y = valores de p(z)

z=roots (p) z = raizes de p tais que p(z) =0
p=conv (p1,p2) p = coeficientes do polinémio pip2

[q,rl=deconv(pi,p2) q = coeficientes de g, r = coeficientes de r
tais que p1 = qp2 +r
y=polyder (p) y = coeficientes de p'(z)
x
y=polyint (p) y = coeficientes de /p(t) dt
0

Tabela 1.1. Comandos de MATLAB para operagoes com polinémios

polyfit Um outro comando, polyfit, permite calcular os n + 1 coeficientes do
polinémio p de grau n, desde que se disponha dos valores de p em n + 1
pontos distintos (ver Sec¢ao 3.1.1).

polyderiv Octave 1.5 Os comandos polyderiv e polyinteg tém as mesmas
polyinteg funcionalidades que polyder e polyint, respectivamente. Notar que
polyder esta igualmente disponivel em Octave, ver Sec¢ao 1.6. |

1.4.3 Integracao e derivagao

Neste livro serdo frequentemente invocados os seguintes resultados:

1. teorema fundamental da integragao: se f for uma funcdo continua
em [a,b), entdo

F(z) = /f(t) dt YV € [a,b),

¢ uma funcao derivavel, chamada a primitiva de f, que satisfaz,
F'(z) = f(z)  Vx € [a,b);

2. primeiro teorema do valor médio para integrais: se f for uma funcao
continua em [a,b) e x1, x2 € [a,b) com x1 < x9, entdo I € (x1,22)
tal que
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Mesmo quando existe, uma primitiva pode ser dificil ou mesmo im-
possivel de determinar. Por exemplo, é inutil saber que In|z| é uma
primitiva de 1/ se nao se souber calcular os logaritmos de modo efi-
ciente. No Capitulo 4 iremos introduzir varios métodos para calcular,
com uma dada precisdo, o integral de uma fun¢ao continua arbitraria,
sem o conhecimento da sua primitiva.

Recordemos que uma fungao f definida num intervalo [a, b] é derivavel
num ponto = € (a, b) se existir e for finito o seguinte limite

J(@) = lim (@ +h) — [(2)). (1.10)

O valor de f/(z) da o declive da recta tangente ao grafico de f no
pouto .

Dizemos que uma func¢ao continua e com derivada continua em todos
os pontos de [a, b] pertence ao espago C!([a,b]). Mais geralmente, uma
funcao com derivadas continuas até a ordem p (um inteiro positivo) diz-
se que pertence a CP([a,b]). Em particular, C°([a,b]) designa o espaco
das fungoes continuas em |[a, b].

Um resultado que sera muitas vezes usado é o teorema do valor médio:
se f € C'([a,b]), existe £ € (a,b) tal que

F1&) = (f(0) = f(a))/(b - a).

Recordemos, finalmente, que uma funcdo que, numa vizinhanca de
o, ¢ continua e admite derivadas continuas até & ordem n, pode ser
aproximada nessa vizinhaca pelo chamado polinémio de Taylor de grau
7, no ponto xop:

To(x) = £(a0) + (2~ 20)(a0) + ... + (2 — 20)" S (a0)

—(z —x0)*
S oy,
k=0 ’

A toolbox symbolic de MATLAB contém os comandos diff, int e
taylor que fornecem, respectivamente, a expressao analitica da derivada,
o integral indefinido (isto ¢, uma primitiva) e o polinémio de Taylor,
de uma dada funcdo. Em particular, tendo definido uma func¢ao com a
cadeia de caracteres f, a funcao diff (f,n) da a sua derivada de ordem
n, int (£) o seu integral indefinido, e taylor (f,x,n+1) o seu polindémio
de Taylor de grau n numa vizinhanca de zp = 0. A varidvel x deve ser
declarada como simbdlica usando o comando syms x. Isto permitird a
sua manipulacao algébrica sem especificar o seu valor.

Para aplicar a fungdo f(z) = (2? 4+ 2z + 2)/(2® — 1), procede-se do
seguinte modo:

diff
int
taylor

syms
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Figura 1.5. Interface grafica do comando funtool

» £ = 2(x~2+42*%x+2)/(x~2-1)7;
» syms X
» diff (f)

(2%x+2) /(x72-1) -2*%(x"2+2*x+2) /(x~2-1) " 2%x
» int (f)

x+5/2%log(x-1) -1/2%1log (1+x)
» taylor(f,x,6)
-2-2%x-3%x"2-2%x"3-3*%x"4-2%x"5

Observemos que o comando simple permite reduzir as expressoes gera-
das por diff, int e taylor de modo a torna-las tao simples quanto pos-
sivel. O comando funtool permite uma simples manipulac¢ao simbodlica
de fungoes arbitrarias, usando a interface grafica ilustrada na Figura 1.5.

Octave 1.6 O célculo simbolico ainda nao esta disponivel em Octave,
mas o desenvolvimento desta funcionalidade é objecto de trabalhos em
curso.? [ ]

Ver os Exercicios 1.7-1.8.

1.5 Errar nao é s6 humano

Reformulando a frase em latim errare humanum est, poderiamos mesmo
dizer que em calculo numérico errar ¢ mesmo inevitavel.

2 http://www.octave.org
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Tal como vimos, o simples facto de usar um computador para re-
presentar nimeros reais introduz erros. Por conseguinte, mais do que
esforgcar-se por eliminar erros, o que importa é procurar controlar os
seus efeitos.

Em geral, é possivel identificar varios niveis de erros que ocorrem na
aproximacao e resoluc¢do de um problema fisico (ver Figura 1.6).

No nivel superior, encontra-se o erro e,, que resulta de forcar a reali-
dade fisica (PF designa o problema fisico e z; a sua solugdo) a satisfazer
algum modelo matematico (M M, cuja solugao é x). Tais erros limitarao
a aplicabilidade do modelo mateméatico a certas situacoes e saem do
dominio do Célculo Cientifico.

Um modelo matemético (expresso por um integral, como no exem-
plo da Figura 1.6, por uma equagao algébrica ou diferencial, ou por um
sistema linear ou nao linear) geralmente nao se pode resolver de forma
explicita. A sua resolucao por algoritmos numéricos envolvera necessaria-
mente pelo menos o aparecimento e propagacao de erros de arredonda-
mento. Chamemos e, a estes erros.

Por outro lado, é muitas vezes necesséario introduzir erros adicionais,
uma vez que o calculo no computador de solu¢oes de modelos matemati-
cos, que envolvam um namero infinito de operacoes aritméticas, s6 se
efectua de modo aproximado. Por exemplo, a soma de uma série sera
necessariamente calculada de modo aproximado, procedendo a uma trun-
catura conveniente.

Torna-se por isso necessério definir um problema numeérico, PN, cuja
solucao x,, difere de x por um erro e; que se chama erro de truncatura.
Estes erros nao ocorrem apenas nos modelos matemaéticos ja definidos
em dimensao finita (por exemplo, quando se resolve um sistema linear).

Ty

1A

€m

PF
7 z
MM T = /o t)dt Ce
. =
PN

Ty = Z(,’)(fk,)(\;k,
A

Figura 1.6. Diversos tipos de erro num processo de céalculo
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A soma dos erros e, e e; constitui o erro computacional e., que € a
quantidade que nos interessa.

O erro computacional absoluto é a diferenca entre x, a solugao exa-
cta do modelo matematico, e T, a solugdo obtida no final do processo
numeérico,

e = |z — 7,

enquanto que (se x # 0) o erro computacional relativo é

e = |z —7|/|],
onde | - | designa o modulo, ou qualquer outra medida (valor absoluto,
norma) dependendo do significado de z.

O célculo numérico consiste geralmente em aproximar o modelo
matematico fazendo intervir um parametro de discretizacao, que desi-
gnaremos por h e que se supoe positivo. Se, quando h tender para 0,
a solucao aproximada do modelo matemético tender para a sua solugao
exacta, diremos que o método numérico é convergente. Além disso, se o
erro (absoluto ou relativo) for majorado por uma funcao de h da seguinte
maneira

ec < ChP (1.11)

em que C' é um numero positivo independente de h e p , diremos que
o método é convergente de ordem p. Quando, para além de um majo-
rante (1.11), se tem também um minorante C'h? < e. (C’ é uma outra
constante independente de h e p) pode-se substituir o simbolo < por ~.

Exemplo 1.1 Suponhamos que se aproxima a derivada de uma fung¢ao f no
ponto Z pela razao incremental que aparece em (1.10). Obviamente, se f for
derivavel em Z, o erro cometido quando se substitui f’ pela razao incremental
tende para 0 quando h — 0. Contudo, como veremos na Seccao 4.1, o erro s6
se comporta como Ch se f € C? numa vizinhanca de Z. |

Ao estudar as propriedades de convergéncia de um método numérico
recorre-se frequentemente a graficos que representam o erro em funcao
de h numa escala logaritmica isto &, com log(h) no eixo das abcissas e
log(e.) no eixo das ordenadas. O objectivo desta representacao é claro: se
e. = Ch? entao log e. = log C'+plog h. Portanto, em escala logaritmica p
representa o declive da linha recta loge. e, deste modo, se pretendermos
comparar dois métodos, a recta de maior declive corresponde ao método
de ordem mais elevada. Os gréficos na escala logaritmica obtém-se facil-
mente em MATLAB, bastando para isso digitar loglog(x,y), sendo
X e y 0os vectores que contém as abcissas e as ordenadas dos dados a
representar.

Por exemplo, na Figura 1.7 as linhas rectas representam o comporta-
mento do erro em dois métodos diferentes. A linha continua corresponde
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10” 107 10 107 10°

Figura 1.7. Grafico em escala logaritmica

a uma aproximacao de primeira ordem, enquanto que a linha a tracejado
corresponde a uma aproximagao de segunda ordem.

Ha uma alternativa ao processo grafico para determinar a ordem de
um método quando se conhece os erros e; relativos para alguns valores
h; do parametro de discretizacao, ¢ = 1,...,N: consiste em supor que
e; € igual a Ch?, onde C nao depende de i. Podemos entdo aproximar p
pelos valores

Di :1Og(6i/6i_1)/IOg(hi/hi_1)7 Z':27...,N. (112)

Com efeito, o erro nao se pode calcular directamente uma vez que de-
pende da solugao desconhecida. Torna-se por isso necessario introduzir
valores calculdveis, as chamadas estimativas de erro, que permitam es-
timar o préprio erro. Veremos alguns exemplos nas Secgoes 2.2.1, 2.3 e
4.4.

1.5.1 Falando de custos

Em geral, resolve-se um problema no computador usando um algoritmo,
que é uma instrucao precisa em forma de texto, especificando a execucao
de uma sequéncia finita de operagoes elementares.

O custo computacional de um algoritmo é o nimero de operagoes com
virgula flutuante requeridas para a sua execucao. Muitas vezes, a veloci-
dade de um computador mede-se pelo ntimero maximo de operagoes com
virgula flutuante que pode executar num segundo (flops). Em particu-
lar, é comum usar as seguintes notacoes abreviadas: Mega-flops igual a
108 flops, Giga-flops igual a 10° flops, Tera-flops igual a 102 flops.
Hoje em dia, os computadores mais rapidos atingem cerca de 40 Tera-
flops.
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De um modo geral, o conhecimento do nimero exacto de operagoes
efectuadas por um certo algoritmo nao é essencial. Bastara, em vez disso,
determinar a sua ordem de grandeza em func¢ao de um parametro d as-
sociado & dimensao do problema. Assim, dizemos que um algoritmo tem
complexidade constante se usar um ntmero de operagoes independente
de d, isto &€ O(d) operagoes; tem complexidade linear se requerer O(d)
operagoes, ou, mais geralmente, complexidade polinomial se usar O(d™)
operagoes, em que m € um inteiro positivo. Outros algoritmos podem ter
complexidade ezponencial (O(c?) operagdes) ou mesmo factorial (O(d!)
operagoes). Recordemos que o simbolo O(d™) significa “comporta-se,
para grandes valores de d, como uma constante vezes d™”.

Exemplo 1.2 (produto matriz-vector) Seja A uma matriz quadrada de
ordem n e seja v um vector de R". A j-ésima componente do produto Av é
dada por

aj1v1 + ajav2 + ...+ QjnUn,

o que requer n produtos e n— 1 adigdes. Assim, é necessario efectuar n(2n—1)
operagoes para calcular todas as componentes. Deste modo, o algoritmo en-
volve O(n?) operacdes, e tem por isso uma complexidade quadratica relativa-
mente ao parametro n. O mesmo algoritmo necessitaria de O(n®) operagdes
para calcular o produto de duas matrizes de ordem n. Contudo, existe um
algoritmo devido a Strassen, que requer “apenas” O(n'°%27) operacdes e um
outro, devido a Winograd e Coppersmith, que requer a execugao de O(n2'376)
operagoes. |

Exemplo 1.3 (calculo do determinante de uma matriz) Tal como foi
anteriormente mencionado, o determinante de uma matriz quadrada de ordem
n pode ser calculado usando a formula recursiva (1.8). O algoritmo correspon-
dente tem uma complexidade factorial em n e so6 seria aplicavel a matrizes de
pequena dimensao. Por exemplo, se n = 24, um computador capaz de realizar
1 Peta-flops (isto é, 10*® operagbes com virgula flutuante por segundo) ne-
cessitaria de 20 anos para executar este calculo. Torna-se por isso necessario
recorrer a algoritmos mais eficazes. Na verdade, existe um algoritmo que per-
mite o calculo de determinantes & custa de produtos matriz-matriz com uma
complexidade de O(n'°527) operagdes aplicando o algoritmo de Strassen men-
cionado (ver [BB96]). [ |

O namero de operagoes nao é o tnico parimetro a ter em conta na
andlise de um algoritmo. Um outro factor importante é o tempo de acesso
a memoria do computador (que depende da maneira como o algoritmo foi
programado). Um indicador do desempenho de um algoritmo é por isso o
tempo CPU (CPU significa central processing unit), quer dizer o tempo
de calculo. Em MATLAB pode ser obtido com o comando cputime. O
tempo total que decorre entre as fases de entrada e saida pode-se obter
com o comando etime.
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Figura 1.8. Produto matriz-vector: o tempo CPU (em segundos) em funcao
da dimensao n da matriz (num PC a 2.53 GHz)

Exemplo 1.4 Para calcular o tempo necessario para executar um produto
matriz-vector, considera-se o seguinte programa:

» n = 4000; step = 50; A = rand(n,n); v = rand(n); T=[];
» sizeA = [ ]; count = 1;
» for k = 50:step:n
AA = A(l:k,1:k); vv = v(1:k)?;
t cputime; b = AA*vv; tt = cputime - t;
T [T, tt]; sizeA = [sizeA,k];
end

A instrugdo a:step:b que aparece no ciclo for gera todos os niimeros da forma
atstepxk, onde k é um inteiro que varia de O a kmax, sendo kmax o maior
inteiro tal que a+step*kmax é menor que b (no caso considerado, a=50, b=4000
e step=50). O comando rand(n,m) define uma matriz nxm cujos elementos
sao aleatorios. Por fim, T é o vector cujas componentes contém o tempo CPU
necessario para executar cada produto matriz-vector, enquanto que cputime
da o tempo CPU (em segundos) utilizado pelo processo de MATLAB desde o
seu inicio. O tempo necessario & execuc¢ao de um tnico programa &, portanto,
a diferenca entre o tempo CPU efectivo e o calculado antes da execugao do
programa em curso, guardado na variavel t. O grafico da Figura 1.8, obtido
com o comando plot(sizeA,T,’0’), mostra que o tempo CPU aumenta como
o quadrado da ordem da matriz n. |

1.6 Os ambientes MATLAB e Octave

Os programas de MATLAB e Octave sdo ambientes integrados de cal-
culo cientifico e visualizagao. Estao escritos nas linguagens C e C++.
MATLARB é distribuido por The MathWorks (ver o enderego na web
www .mathworks.com). O seu nome vem de MATriz LABoratory porque
foi inicialmente desenvolvido para o calculo matricial.
Octave, também conhecido por GNU Octave (ver o endereco na web
www.octave.org), ¢ um software que se distribui livremente. E possivel

a:step:b

rand
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redistribui-lo e/ou modificd-lo nos termos da licenca GNU General Public
License (GPL) publicada pela Free Software Foundation.

Tal como menciondmos no inicio deste capitulo, existem diferencas
entre os ambientes, as linguagens e as toolboxes de MATLAB e Oc-
tave. Contudo, o seu nivel de compatibilidade permite executar a maior
parte dos programas deste livro, tanto em MATLAB como em Octave.
Quando tal nao for possivel, porque os comandos nao tém a mesma sin-
taxe, ou porque funcionam de modo diferente, ou apenas porque nao
existem, escrever-se-a uma nota no fim de cada sec¢ao que fornece uma
explicacao e indica o que devera ser feito.

Assim como MATLAB tem as suas toolbozes, Octave possui um vasto
conjunto de funcoes disponiveis através do projecto chamado Octave-
forge (ver o sitio na web octave.sourceforge.net). Este repositorio de
funcoes nao cessa de se enriquecer em muitas areas diferentes, tais como
algebra linear, matrizes esparsas, optimizac¢ao, para mencionar apenas
algumas. Para executar correctamente todos os programas e exemplos
deste livro em Octave, é indispensavel instalar Octave-forge.

Depois de instalar MATLAB ou Octave, podemos aceder a um ambi-

» ente de trabalho caracterizado pelo prompt > em MATLAB e octave: 1>
octave:1> em Octave, respectivamente. Por exemplo, quando executamos o MAT-
LAB no nosso computador pessoal vemos

<MATLAB?>
Copyright 1984-2004 The MathWorks, Inc.
Version 7.0.0.19901 (R14)
May 06, 2004

To get started, select MATLAB Help or Demos from the Help menu.

»
Por outro lado, quando executamos Octave vemos

GNU Octave, version 2.1.72 (x86_64-pc-linux-gnu).

Copyright (C) 2005 John W. Eaton.

This is free software; see the source code for copying conditions.
There is ABSOLUTELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTIBILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type ‘warranty’.

Additional information about Octave is available at
http://www.octave.org.

Please contribute if you find this software useful.
For more information, visit
http://wuw.octave.org/help-wanted.html

Report bugs to <bug@octave.org> (but first, please read
http://www.octave.org/bugs.html to learn how to write a helpful

report).

octave:1>
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1.7 A linguagem MATLAB

Depois das observagoes introdutérias da seccao anterior, estamos em
condic¢oes de trabalhar nos ambientes MATLAB ou Octave. A partir
de agora MATLAB designard um subconjunto de comandos comuns a
MATLAB e Octave.

Depois de digitar entrada (ou saida), tudo o que se escrever depois
do prompt sera interpretado. ® Mais precisamente, MATLAB verifica
primeiro se o que foi escrito corresponde a variaveis ja definidas ou ao
nome de um dos programas ou comandos definidos em MATLAB. Se
estas verificagoes falharem, MATLAB da uma mensagem de erro. Caso
contréario, o comando é executado e ird possivelmente visualizar-se uma
saida. Em todos os casos, o sistema volta de novo ao prompt para mani-
festar que estd pronto a receber novos comandos. Para terminar uma
sessdo de MATLAB devemos escrever o comando quit (ou exit) e dig-
itar enter. A partir de agora deixaremos de indicar que para a execucao
de qualquer programa ou comando se torna necessario digitar enter.
Além disso, utilizaremos indiferentemente os termos programa, funcao
ou comando. Quando o nosso comando se limitar a uma das estruturas
elementares de MATLAB (por exemplo, um ntimero ou uma cadeia de
caracteres entre aspas) essa estrutura obtém-se imediatamente em saida
na variavel por defeito ans (abreviatura do inglés answer). Por exemplo:

» ’casa’

ans =
casa

Se escrevermos em seguida uma nova cadeia (ou namero) de carac-
teres, ans tomaré este novo valor.

Podemos desactivar a apresentacao automatica da saida escrevendo
um ponto e virgula depois da cadeia de caracteres. Assim, se escrever-
mos ’casa’ ; MATLAB ird simplesmente devolver o prompt (associando
contudo o valor ’casa’ a variavel ans).

Mais geralmente, o comando = permite atribuir um valor (ou uma
cadeia de caracteres) a uma dada variavel. Por exemplo, para afectar a
cadeia ’Benvindo a Lisboa’ & variavel a, podemos escrever

» a=’Benvindo a Lisboa’;

Por conseguinte, nao é necessario declarar o tipo de uma variavel,
ja que MATLAB o fard automética e dinamicamente. Por exemplo, se
escrevermos a=5, a variavel a ird agora conter um nimero e nao uma
cadeia de caracteres. Esta flexibilidade nao é gratuita. Por exemplo, se
fixarmos uma varidvel chamada quit e lhe atribuirmos o ntimero 5, esta-
mos a inibir o uso do comando quit de MATLAB. Evitaremos por isso

3 Assim, um programa de MATLAB néao tem necessidade de ser compilado,
contrariamente a outras linguagens, como o Fortran ou o C.

quit
exit

ans
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utilizar variaveis com o nome de comandos do MATLAB. No entanto, o
comando clear seguido do nome da variavel (por exemplo, quit), per-
mite cancelar a definicao e recuperar o significado original do comando
quit.

Através do comando save todas as variaveis da sessado (guardadas no
chamado espago de trabalho) estdo no ficheiro binario matlab.mat. Estes
dados podem ser recuperados com o comando load. Depois de save ou
load pode-se especificar o nome de um ficheiro. Para salvar variaveis
seleccionadas tais como v1, v2 e v3, num dado ficheiro chamado por
exemplo area.mat, a sintaxe é save area vl v2 v3.

O comando help permite visualizar todos os comandos e variaveis
pré-definidos, incluindo as chamadas toolboxzes que sao conjuntos de co-
mandos especializados. Entre eles recordemos os que definem as funcoes
elementares como o seno (sin(a)), o coseno (cos(a)), a raiz quadrada
(sqrt(a)), a exponencial (exp(a)).

Certos caracteres especiais nao podem fazer parte do nome de uma
variavel ou de um comando. E, por exemplo, o caso dos operadores al-
gébricos (+, -, * e /), dos operadores logicos and (&), or (1), not (7)),
e dos operadores de comparagao maior que (>), maior ou igual a (>=),
menor que (<), menor ou igual a (<=), igual a (==). Finalmente, assi-
nalemos ainda que um nome nunca pode comecar por um digito, uma
chaveta ou qualquer sinal de pontuacao.

1.7.1 Instrucoes de MATLAB

Uma linguagem especial de programacao, a linguagem MATLAB, per-
mite igualmente ao utilizador escrever novos programas. Apesar de nao
ser necessario dominar o MATLAB para poder utilizar os diversos pro-
gramas propostos neste livro, o seu conhecimento poderd permitir ao
leitor a capacidade de modificar e escrever novos programas.

A linguagem MATLAB inclui instrucoes usuais tais como testes e
ciclos.

O teste if-elseif-else tem a seguinte forma geral:
if condigdo (1)

instrucgdo (1)

elseif condigdo (2)
instrugédo (2)

eise

instrugédo (n)
end
onde condig&o(1l), condig&o(2), ... representam conjuntos de ins-
trugoes logicas de MATLAB, cujos valores sdo 0 ou 1 (falso ou ver-
dadeiro). A primeira condi¢do com o valor 1 implica a execuc¢ao da ins-
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trucao correspondente. Se todas as condigoes forem falsas, a instrugéo-
(n) serd executada. Se o valor da condig&o (k) for 0, passa-se a condicao
seguinte.

Por exemplo, para calcular as raizes de um polinébmio quadratico
ax? + bx + ¢ podemos usar as seguintes instrugoes (o comando disp(.)
afixa simplesmente o que esta escrito entre paréntesis):

» if a 7= 0

sq = sqrt(b*xb - 4xaxc);

x(1) = 0.5%(-b + sq)/a;
x(2) =

0.5x(-b - sq)/a;
elseif b "= 0
x(1) = -c/b;
elseif ¢ 7= 0 (L13)
disp(’ Equagdo impossivel?);
else
disp(’ A equagdo dada & uma identidade’);
end

Note-se que MATLAB nao executa a construgdo completa antes de se
ter digitado a instrugao end.

MATLARB permite dois tipos de ciclos, um ciclo for (comparavel ao
ciclo do de Fortran ou ao ciclo for de C) e um ciclo while. Um ciclo for
repete as instrugoes enquanto o seu indice percorrer os valores de um
dado vector linha. Por exemplo, para calcular os primeiros seis termos
de uma sucessao de Fibonacci f; = fi—1 + fi—2, parai >3, com f; =0
e fo =1, podemos usar as seguintes instrucoes:

» £(1) = 0; £(2) = 1;
» for i = [3 4 5 6]
f(i) = f(i-1) + £(i-2);
end
Note-se que se pode usar um ponto e virgula para separar vérias ins-
trugoes de MATLAB que aparecem na mesma linha. Observe-se ainda
que se pode substituir a segunda instrucao por » for i = 3:6, que é
equivalente. O ciclo while repete um bloco de instrugoes enquanto a
condig&o dada for verdadeira. Por exemplo, o seguinte conjunto de ins-
trucoes pode ser usado como alternativa ao conjunto anterior:
» £(1) = 0; £(2) = 1; k = 3;
» while k <= 6
f(k) = f(k-1) + f(k-2); k = k + 1;
end
Existem outras instrugoes cujo uso é talvez menos frequente, como
switch, case, otherwise. O leitor interessado podera aceder a sua descricao
através do comando help.

1.7.2 Programacao em MATLAB

Expliquemos brevemente como escrever programas em MATLAB. Um
novo programa deve ser colocado num ficheiro cujo nome inclua a exten-
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sao . m, chamado m-file. Estes ficheiros devem ser colocados num dos
directorios onde o MATLAB procura automaticamente os m-files; a sua
lista pode-se obter com o comando path (ver help path para aprender
a adicionar um directorio a esta lista). O primeiro directorio examinado
por MATLAB é o directorio do trabalho em curso.

A este nivel é importante distinguir entre scripts e fungoes. Um script
é simplesmente uma coleccao de comandos de MATLAB num m-file
que pode ser usada interactivamente. Por exemplo, o conjunto de ins-
trugoes (1.13) pode dar origem a um script (a que poderemos chamar
equation) copiando-o no ficheiro equation.m. Para o langar, escreve-se
simplesmente a instru¢ao equation depois do prompt » de MATLAB.
Mostramos dois exemplos:
»a=1; b =1; ¢ = 1;
» equation

ans =
-0.5000 + 0.8660i -0.5000 - 0.86601

»a=20; b=1; c = 1;
» equation

ans =
-1

Como nao ha interface de entrada/saida, todas as varidveis utilizadas
num script sao também as varidveis da sessao de trabalho. Estas variaveis
86 serdo apagadas depois de digitar explicitamente o comando (clear).
Isto nao é de todo satisfatério, quando se pretende escrever programas
complexos. Com efeito, estes envolvem muitas varidveis temporérias e,
comparativamente, poucas variaveis de entrada/saida, que sdo as Gnicas
que podem ser efectivamente guardadas quando terminr a execucao do
programa. Neste sentido, as fung¢des sdo muito mais flexiveis do que os
scripts.

Uma fun¢ao também se define num m-file, por exemplo nome .m, mas
tem uma interface de entrada/saida bem definida, que se introduz com
o comando function

function [outl,...,outn]=name(inl,...,inm)

onde outl,...,outn sdao as variaveis de saida e inl,...,inm sdo as
variaveis de entrada.

O ficheiro seguinte, chamado det23.m, define uma nova fun¢ao, det23
que, tendo em vista a formula dada na Sec¢ao 1.3, calcula o determinante
de uma matriz de ordem 2 ou 3:
function det=det23(A)
4DET23 calcula o determinante de uma matriz quadrada
% de ordem 2 ou 3
[n,m]=size (A);
if n==m

if n==
det = A(1,1)*A(2,2)-A(2,1)*A(1,2);
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elseif n == 3
det = A(1,1)*det23(A([2,3],[2,3]))-...
A(1,2)*det23(A([2,3],[1,3]))+...
A(1,3)*det23(A([2,3]1,[1,2]1));
else
disp(’ Apenas matrizes 2x2 ou 3x37);
end
else
disp(’ Apenas matrizes quadradas’);
end
return

Note-se o uso de reticéncias ... para indicar que a instrucao continua
na linha seguinte e do caracter % para iniciar comentarios. A instrucao
A([i,j], [k,1]) permite a construcao de uma matriz 2 x 2 cujos ele-
mentos sdo os da matriz original A situados nas intersec¢des das i-ésima
e j-ésima linhas com as k-ésima e 1-ésima colunas.

Quando se chama uma fun¢do, MATLAB cria um espacgo de tra-
balho local (o espago de trabalho da fungdo). Os comandos no interior
da fun¢ao nao se podem referir as variaveis do espaco de trabalho global
(interactivo) a nao ser que estas passem como parametros de entrada.
Em particular, as varidveis usadas numa func¢io sao apagadas quando
a execug¢ao termina, a menos que sejam devolvidas como parametros de
saida.

Observacao 1.2 (variaveis globais) Como foi dito acima, cada fungao de
MATLAB possui as suas proprias variaveis locais, que sao disjuntas das vari-
aveis das outras funcgoes e das variaveis do espago de trabalho. Contudo, se
varias fungées (e eventualmente o espago de trabalho) declararem uma mesma
variavel como global, entao todas elas partilham uma cépia desta varidvel.
Qualquer modificagao da variavel em alguma das fungoes repercute-se em todas
as fungoes que declarem essa variavel como global. °

A execucdo de uma fungao termina em geral quando se atinge o fim do
codigo correspondente. No entanto, a instrugdo return pode ser usada
para for¢ar uma interrup¢ao prematura (quando se verificar uma certa
condigao).

Por exemplo, construa-se uma funcao para aproximar o numero de
ouro a = 1.6180339887 ..., que é o limite quando k — oo do quociente
de dois termos consecutivos da sucessao de Fibonnacci fi/fr—1. Itera-
se até que a diferenca entre dois quocientes consecutivos seja inferior a
104, e pode-se construir a seguinte funco:

function [golden,k]=fibonacciO
£f(1) = 0; £(2) = 1; goldenold = 0;
kmax = 100; tol = 1.e-04;
for k = 3:kmax
f(k) = £(k-1) + £(k-2);
golden = f(k)/f(k-1);
if abs(golden - goldenold) <= tol
return
end

global

return
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goldenold = golden;
end
return

A sua execugdo interrompe-se ao fim de kmax=100 iteragdes ou quando
o valor absoluto da diferenca entre duas iteradas consecutivas for menor
do que tol=1.e-04. Podemos entao escrever

» [alpha,niter]=fibonacci0

alpha =
1.61805555555556
niter =
14

Ao fim de 14 iteragoes a fungdo deu origem a um valor aproximado em
que o0s primeiros 5 algarismos significativos coincidem com os de a.

O ntmero de parametros de entrada e de saida de uma func¢ao de
MATLAB pode variar. Por exemplo, poderiamos modificar a funcao
Fibonacci da seguinte maneira:

function [golden,k]=fibonaccil (tol,kmax)
if nargin == 0
kmax = 100; tol = 1.e-04; 7% valores por defeito
elseif nargin == 1
kmax = 100; % valor por defeito apenas para kmax
end
£f(1) = 0; £(2) = 1; goldenold = O0;
for k = 3:kmax
f(k) = £(k-1) + £f(k-2);
golden = f(k)/f(k-1);
if abs(golden - goldenold) <= tol
return
end
goldenold = golden;
end
return

A fungdo nargin da o ntmero de parametros de entrada. Na nova ver-
sao da fung¢ao fibonacci pode-se fixar o nlimero maximo de iteracoes
internas permitidas (kmax) e especificar uma tolerancia tol. Se esta in-
formagao faltar, a fun¢ao tomara valores por defeito (no nosso caso, kmax
= 100 e tol = 1.e-04). A titulo de exemplo, consideremos:

» [alpha,niter]=fibonaccil (1.e-6,200)

alpha

1.61803381340013
niter =
1

9

Note-se que usando uma tolerancia mais restritiva, obtivémos um novo
valor aproximado em que os 8 primeiros algarismos significativos coinci-
dem com os de a.

Pode-se usar nargin no exterior da fungao para obter o nimero dos
seus parametros de entrada. Por exemplo:
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» nargin(’fibonaccil’)

ans =
2

Observacao 1.3 (funcgoes inline) O comando inline, cuja sintaxe mais
simples é g=inline (expr,argl,arg2,...,argn), declara a funcdo g que de-
pende das cadeias argl,arg2, ...,argn. A cadeia expr contém a expressao de
g. Por exemplo, g=inline(’sin(r)’,’r’) declara a fun¢do g(r) = sin(r). O
comando abreviado g=inline(expr) supoOe implicitamente que expr é uma
funcdo da variavel por defeito x. Logo que uma fungdo inline tenha sido
declarada, poderemos calculd-la em qualquer conjunto de varidveis atraveés
do comando feval. Por exemplo, para calcular g nos pontos z=[0 1] podemos
escrever

» feval(’g’,z);

Note-se que, contrariamente a eval, o comando feval nao exige que o
nome da variavel (z) coincida com o nome simbélico (r) que figura no comando
inline. °

No seguimento desta rapida introdugao, sugerimos que o leitor ex-
plore 0 MATLAB usando o comando help, e se familiarize com a im-
plementacgao de varios algoritmos usando os programas descritos neste
livro. Por exemplo, digitando help for obtemos nao s6 uma descri¢ao
completa do comando for mas também uma indicacao sobre instrucoes
semelhantes a for, tais como if, while, switch, break e end. Efec-
tuando de novo um help para cada uma destas funcoes, melhora-se pro-
gressivamente o conhecimento da linguagem MATLAB.

Octave 1.7 De um modo geral, é nas aplica¢oes graficas que MATLAB
e Octave tém mais diferencas. VerificAimos que a maior parte dos coman-
dos graficos que aparecem no livro podem ser usados nos dois programas,
mas possuem na realidade diferencas fundamentais. Por defeito, Octave
utiliza GNUPIlot para os gréficos; os comandos de desenho sao diferentes
e nao funcionam como em MATLAB. No momento em que escrevemos
esta sec¢ao existem outras bibliotecas graficas em Octave, tais como
octaviz (ver, o sitio web http://octaviz.sourceforge.net/), epstk
(http://www.epstk.de/) e octplot (http://octplot.sourceforge.
net). Esta ultima tenta reproduzir os comandos graficos de MATLAB
em Octave. |

Ver os Exercicios 1.9-1.14.

inline

e
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1.7.3 Exemplos de diferengas entre as linguagens MATLAB e
Octave

Tal como ja referimos, o que se disse sobre a linguagem MATLAB na
seccao precedente aplica-se tanto nos ambientes MATLAB como Oc-
tave. Existem no entanto algumas diferencas entre estas duas linguagens.
Programas escritos em Octave podem nao ser executaveis em MATLAB
e vice versa. Por exemplo, Octave suporta cadeias de caracteres com as-
pas simples e duplas

octave:1> a="Benvindo a Lisboa"
a = Benvindo a Lisboa

octave:2> a=’Benvindo a Lisboa’
a = Benvindo a Lisboa

enquanto que MATLAB suporta apenas aspas simples (as aspas duplas
dao um erro de sintaxe).

Incluimos aqui uma lista de algumas incompatibilidades entre as duas
linguagens:

- MATLAB nao permite um espago antes do operador de transposigao.
Por exemplo, [0 1] esta correcto em MATLAB, mas [0 1] ’ nao
esta. Octave trata correctamente os dois casos;

- MATLARB precisa sempre de ..., para as linhas muito longas,

rand (1,
2)
enquanto que se podem usar as notagoes
rand (1,
2)
e
rand (1, \
2)
em Octave para além de ...;
- para a poténcia, Octave pode usar ~ ou **; MATLAB requer -;
- para terminar um bloco, Octave pode usar end e também endif,
endfor, ...; MATLAB requer apenas end.

1.8 O que nao vos foi dito

Uma apresentagdo sisteméatica dos numeros de virgula flutuante pode
encontrar-se em [Ube97], [Hig02] e em [QSS07].

No que se refere a problemas de complexidade, referimos por exemplo
[Pan92].
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Para uma introdugdo mais sistemética ao MATLAB o leitor in-
teressado pode consultar o manual de MATLAB [HH05] bem como
livros mais especificos, incluindo [HLRO1], [Pra02], [EKMO5], [Pal04] ou
[MHO03].

Para Octave recomendamos o manual indicado no inicio deste capi-
tulo.

1.9 Exercicios

Exercicio 1.1 Quantos nimeros pertencem ao conjunto F(2,2, —2,2)? Qual
é o valor de €ps para este conjunto?

Exercicio 1.2 Mostrar que o conjunto F(f3,t,L,U) contém precisamente
2(8 —1)B""Y(U — L + 1) elementos.

Exercicio 1.3 Provar que 7' é um ntimero real, e verificar em seguida este
resultado usando MATLAB ou Octave.

Exercicio 1.4 Escrever as instrugoes de MATLAB para construir uma ma-
triz triangular superior (respectivamente, inferior) de dimensao 10, tendo 2 na
diagonal principal e —3 na diagonal superior (respectivamente, inferior).

Exercicio 1.5 Escrever em MATLAB as instru¢ées que permitem efectuar
a troca entre a terceira e a sétima linhas das matrizes construidas no Exercicio
1.3, e em seguida as instrugdes que permitem a troca entre a quarta e a oitava
colunas.

Exercicio 1.6 Verificar se os seguintes vectores de R sao linearmente inde-
pendentes:

vi=[0101,ve=[1234,vs=[1010], va=1[0011].

Exercicio 1.7 Escrever as fungbes seguintes e calcular as suas primeiras e
segundas derivadas, bem como as suas primitivas, usando a toolbox symbolic
de MATLAB:

flx)=+vVaz2+1, g(x) = sin(z®) + cosh(z).

Exercicio 1.8 Para um dado vector v de dimensao n, construir com o co-
mando c= poly (v) os n+1 coeficientes do polinomio p(z) = 2711 c(k)z"H1=F
que é igual a IT;_,(z — v(k)). Em aritmética exacta, deveria obter-se v =
roots (poly(c)). No entanto, isto nao acontece devido a erros de arredonda-
mento. Verificar este resultado, usando o comando roots (poly([1:n])), onde

n varia entre 2 e 25.

poly
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Exercicio 1.9 Escrever um programa para calcular a seguinte sucessao:

1
Io==-(e—1
0 e(e ),

Inyi=1—(n+1)I,, forn=0,1,....

Comparar o resultado numeérico com o limite exacto I, — 0 quando n — oo.

Exercicio 1.10 Explicar o comportamento da sucessao (1.4) quando calcu-
lada com MATLAB.

Exercicio 1.11 Considerar o seguinte algoritmo para calcular w. Gerar n
pares {(zx,yx)} de niimeros aleatorios no intervalo [0, 1] e calcular em seguida
o0 nimero m dos que se encontram no primeiro quadrante do circulo unitario.
Naturalmente, 7 é o limite da sucessao m, = 4m/n. Escrever um programa
em MATLAB para calcular esta sucessdo e observar a evolugao do erro para
valores crescentes de n.

Exercicio 1.12 Sendo 7 a soma da série

= 4 2 1 1
= 16~™ — )
T mz::o (8m—|—1 8m+4+8m+5+8m+6>

podemos calcular uma aproximagao de 7 somando os n primeiros termos, para
n suficientemente grande. Escrever uma fun¢io de MATLAB para calcular
as somas parciais desta série. Para que valores de n é que se obtém uma
aproximacao de m com a mesma precisao da variavel 77

Exercicio 1.13 Escrever um programa para calcular os coeficientes binomiais
(7) =n!/(kY(n — k)!), onde n e k sdo dois niimeros naturais com k < n.

Exercicio 1.14 Escrever em MATLAB uma fung¢do recursiva que calcule o
n-ésimo elemento f, da sucessao de Fibonacci. Sabendo que

fi 11 fi—1
= 1.14
|:fi—1 10 fi—2 (1.14)
escrever uma outra fung¢do que calcule f, com base nesta forma recursiva.
Finalmente, calcular o tempo de CPU correspondente.
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