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2.2.3 Convex hull and Carathéodory theorem . . . . . . . . . . 38
2.2.4 Extreme points and Minkowski theorem . . . . . . . . . . 42

2.3 Convex functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.1 Basic definitions and properties . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.2 Continuity of convex functions . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.3 Convex envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.3.4 Lower semicontinuous envelope . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.5 Legendre transform and duality . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.3.6 Subgradients and differentiability

of convex functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.3.7 Gauges and their polars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.3.8 Choquet function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3 Lower semicontinuity and existence theorems 73
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.2 Weak lower semicontinuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2.1 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.2.2 Some approximation lemmas . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2.3 Necessary condition: the case without lower

order terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.2.4 Necessary condition: the general case . . . . . . . . . . . 84
3.2.5 Sufficient condition: a particular case . . . . . . . . . . . 94
3.2.6 Sufficient condition: the general case . . . . . . . . . . . . 96

3.3 Weak continuity and invariant integrals . . . . . . . . . . . . . . 101
3.3.1 Weak continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.3.2 Invariant integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.4 Existence theorems and Euler-Lagrange equations . . . . . . . . 105
3.4.1 Existence theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.4.2 Euler-Lagrange equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.4.3 Some regularity results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4 The one dimensional case 119
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.2 An existence theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
4.3 The Euler-Lagrange equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.3.1 The classical and the weak forms . . . . . . . . . . . . . . 125
4.3.2 Second form of the Euler-Lagrange equation . . . . . . . . 129

4.4 Some inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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