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Courbes algébriques planes

Sous-ensembles algébriques de C

Dans tout ce cours, les anneaux considérés sont commutatifs avec unité.
Soit K un corps, I un ensemble, et pour chaque i € I, ¢; € K[X] un polyndme
a une indéterminée a coefficients dans K. Que peut-on dire de I’ensemble

V((@iier) = {x € K|Vi € I, ¢i(x) = 0}?
Tout d’abord, on a
V(@ie) =V(T) ={x e KIVf €T, f(x) =0},
ou J est l'idéal de K[X] engendré par les ¢;, c’est-a-dire
J={feK[Xl|II3peN,Fiy,...,i,el,3g,...,8p € K[X],
f=g8¢i+ - +gpdi,}

Contrairement aux apparences, nous avons beaucoup gagné a augmenter ainsi le
nombre des équations. Rappelons en effet que si K est un corps, K[X] est un anneau
principal : tout idéal J de K[X] est principal, c’est-a-dire engendré par un seul
élément (il suffit de prendre un élément f € J de degré minimum et d’effectuer la
division euclidienne par f de tous les éléments de 7 ; on note alors J = (f)).

Si f est un générateur de 1’idéal engendré par les (¢;);cs, on obtient

V((@)ier) = V(f) ={x € K[f(x) =0}.

Pour étudier V (f) il faut maintenant comprendre la structure de f ; commencons
par rappeler deux définitions :

Définition 0.0.1 — Soit A un anneau intégre (i.e. sans diviseur de zéro); un élément
a € A est ditirréductible (ou premier) si a # 0, a n’est pas une unité (i.e. un élément
inversible), et si chaque fois que a = bc avec b, ¢ € A, ou b ou c est une unité.
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Définition 0.0.2 — Un anneau A est dit factoriel s’il est intégre et si tout élément a #~
0 € A admet une unique' factorisation en éléments irréductibles : cela signifie qu’il
existe une unité u et des éléments irréductibles p1, ..., p, tels que a = upy, ..., pr,
etquesia = vqi, ..., qs estune autre factorisation, on ar = s et, apres permutation
éventuelle des indices, p; = u;q; ou les u; sont des unités.

Théoreme 0.0.3 — Un anneau intégre et principal est factoriel.
Par exemple, Z est factoriel.

Démonstration : Soit ag # 0 € A n’admettant pas de factorisation en éléments
irréductibles ; en particulier, ag n’est pas irréductible, et s’écrit donc ag = a; - a’1,
ol ni aj ni @’; n’est une unité et ol I’'un au moins, par exemple a;, n’admet pas de
factorisation en éléments irréductibles ; on construit ainsi une suite infinie d’idéaux
distincts

(@) G (a1) G (a2) & ...

((ap) désigne I’idéal de A engendré par ag).

Mais il est facile de voir qu’une telle suite devient stationnaire a un cran fini si A
est principal, ce qui est une contradiction.

L’unicité vient d’un argument bien connu de divisibilité. (Voir Lang p. 71, 72).

Corollaire 0.0.4 — Si K est un corps, K[X] est factoriel
Sif=u ]_[fle fl.mi est une factorisation en éléments irréductibles, on voit que

k k
vin=UJvum =Jvum.

i=1 i=1

Il est en particulier clair que la donnée de V (f) ne permet pas de retrouver f. Si
K =R, ’'exemple f(X) = X + 1 € R[X] montre que la situation est désespérée.
Sur C, tout se passe le mieux possible grace au théoréme de d’ Alembert—Gauss. Avant
d’énoncer ce dernier, énongons une proposition (dont la démonstration est laissée en
exercice).

Proposition 0.0.5 —Soit K un corps, les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Tout polynéme F, de degré supérieur ou égal a 1, de K[X] admet une racine
dans K.
(b) Tout polynoéme irréductible de K[X] est de degré 1.

(c) Tout polynéme non constant de K[X] se décompose en un produit de-
polynomes de degré 1.

Définition 0.0.6 — On dit qu’un corps K est algébriquement clos s’il vérifie I’une
des trois propriétés équivalentes ci-dessus.

n peut y avoir existence sans qu’il y ait unicité : dans Z[+/—5], on a les deux décompo-
sitions 6 = 2.3 = (1 + +/—5)(1 — +/—5); ce genre d’ exemple est a la base de la théorie
des idéaux de Kummer.
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Remarques 0.0.7 — 1. Un corps algébriquement clos a forcément une infinité

n
d’éléments : si K = {x1,...,x,}, le polyndbme f = [](X — x;) + 1 n’a pas de
i=1
racine.
2. Tout corps peut étre plongé dans un corps algébriquement clos (voir

Lang : Algebra, p. 169-170).
Théoreme 0.0.8 — (D’ Alembert-Gauss) - Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : 11y en a beaucoup ; 1’une des plus intuitives se trouve en exercice
dans le livre d’Algebre de Godement (exercice 25, p. 614); voir aussi « Topologie
algébrique » de C. Godbillon (Hermann) et « Fonctions de variables complexes » de
H. Cartan (Hermann).

Remarquer que ce théoreme équivaut au théoréme suivant :

Théoreme 0.0.8' — Une fonction polynéme F : C — C est constante ou surjective.

Définition 0.0.9 — Soit f € K[X],x € K. On appelle multiplicité de x comme
racine de f 'entier m = my(f) défini par la condition suivante :

1. f(X) = (X —x)"g(X), avec g(x) # 0.

Si K est un corps de caractéristique zéro, ceci équivaut a

2. 2L (x) = 0pouri <m — 1, Sk (x) #0.

On déduit du théoréme 0.8 que tout f € C[X] s’écrit

k
f=a[[X =0 =a (X —x)™

xeC i=1
(ot x1, ..., x; sont les racines de f, m; = my, (f),eta € K).
Corollaire 0.0.10 — Soient [ et g deux éléments de C[X]. On suppose que
Vx € V(f), g(x) = 0. Alors il existe un entier M tel que gM € (f).
k
Démonstration: f =« [[(X — x;))™, V(f) = (x1,...,xx); 'hypothése s’écrit
i=1

donc g(x;) = O pouri = lj. .., k, ce qui montre que g est divisible par X — x; pour
tout i. Il suffit alors de prendre pour M le sup. des m;.

Définition 0.0.11 — Soient A un anneau et un idéal de A. On appelle radical (ou
racine) de , et on note rad , l’idéal (vérifier que c’en est un)

rad ={a € A|Fn € C,ad" € }.
Si E est un sous-ensemble de K, notons
I(E) = {f € K[X]|Vx € E, f(x) =0}

C’est évidemment un idéal de K[X].
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Le corollaire 0.0.10 s’écrit encore

Corollaire 0.0.10' — Si J est un idéal de C[X], on a
I(V(J)=rad J.

Revenons maintenant sur le polyndéme f € C[X],

k
FO) =[x —xm.

i=1

Le degré de f est attaché globalement au polyndome f, alors que my (f) est attaché
au comportement local de f « au voisinage de x ». La relation entre global et local

est donnée par
k
n=Yomn =Y m:
xeC i=1

Nous allons préciser cette relation local <> global ; pour cela, rappelons que, si
est un idéal de I’anneau A, on peut définir un anneau quotient A/. D’autre part, un
anneau tel que K[X] a une structure supplémentaire, a savoir une structure d’espace
vectoriel sur K compatible avec sa structure d’anneau (on dit que K[X] est une K-
algebre) ; en particulier, un idéal J de K[X] est aussi un sous-espace vectoriel de
K[X], et K[X]/J est de facon naturelle une K -algebre, ce qui permet de parler de
sa dimension sur K.

Lemme 0.0.12 — Soit K un corps, f € K[X] un polynome de degré m, on a
dimg K[X1/(f) = m.

Démonstration : Si g € K[X], on peut écrire de facon unique g = qf + r avec
un reste r tel que degré r < degré f; cela montre que les classes des m éléments
1, X, X%, ..., X" ! forment une base de K[X1/(f).

Pour interpréter de facon semblable les m,(f), remarquons que d’apres le
lemme 0.0.12, on a

my(f) = dimg K[X]/(X — x)"),

Un moyen de concentrer 1’attention sur x est de « rendre inversibles » les poly-
ndmes qui ne s’annulent pas en x. Ceci nous amene a considérer les anneaux suivants :

K (X) = corps des fractions de I’anneau integre K[X], dont les éléments sont
appelés « fractions rationnelles » ;
+(K) défini par

W(K) = {g e K(X)|q(x) #0}.

On voit que K[X] C »(K) C K(X).
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Lemme 0.0.13 — Soit K un corps, f € K[X],x € C, f1(K) l’idéal de (K ) engen-
drépar f; ona
dimg «(K)/fx(K) = my(f).

Démonstration : Par définition de m,, (f), on peut écrire f(X) = (X —x)"™Pg(x),
avec g(x) # 0. En particulier, g est une unité de (K ) etil reste a voir que x (K ) /(X —
x)™ () est engendré les classesde 1, X —x, ..., (X —x)mx(H-1 (utiliser I’algorithme
de division suivant les puissances croissantes de X, apres s’ étre ramené par translation
ax =0).

k
Nous pouvons maintenant déduire de I’égalité m = > m,(f) = Y m; (valable
xeC i=1
si k est algébriquement clos) le

Théoreme 0.0.14 — Soit K un corps algébriquement clos (par exemple K = C),
f € K[X]. Soient x1, ..., xi les racines de f ; il existe un isomorphisme naturel de
K-algebres

Il

k
KIX1/(f) = [ [ oK)/ f 2 (K.
i=1
Démonstration : Considérés comme e.v. sur K, les deux membres ont la méme
k
dimension (d’apres les lemmes 0.0.12, 0.0.13 et I’égalité m = > m;). Pour voir que
i=1

la fleche est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, il suffit de vérifier que c’est
un homomorphisme injectif, ce qui est facile; le fait que la structure d’anneau soit
préservée est tout aussi évident.

Bien entendu, un tel isomorphisme ne peut exister pour K = R, comme le montre
I’exemple f(X) = X2 + 1.

Plan du Cours :

Dans le chapitre 1, nous verrons ce qui subsiste des propriétés que nous venons
de passer en revue lorsqu’on remplace K[X] par K[X1, ..., X,].

Dans les chapitres suivants, nous nous limiterons au cas n = 2. Nous démontre-
rons en particulier le théoreme de Bézout sur les intersections des courbes planes, ce
qui nous amenera a parler de 1’espace projectif.

Dans la deuxiéme partie, nous interpréterons en termes locaux les multiplicités
d’intersections, et donnerons une autre démonstration du théoreme de Bézout.
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