4

Inégalités ponctuelles et inclusions généralisées
de Sobolev

Les résultats classiques sur les inclusions de Sobolev nous indiquent que
Wé’N(Q) est contenu dans L9(f2) pour tout ¢ fini, et que si p > N alors
W, P (82) est contenu (aussi de fagon continue) dans les espaces holderiens
Co’l_%(ﬁ). On constate qu’il “manque” des espaces intermédiaires X (£2)
satisfaisant :

WyP(92) C; X(02) C¢> WM (02) et X(2) C C(2). B.M. Stein a montré que

Iespace de Lorentz-Sobolev
W, |- Iva) = {F e Q) 1 [91] € LV (@)}

est contenu dans I'ensemble des fonctions continues C(§2). Pour cela, en uti-
lisant une représentation intégrale de f, il montre que pour tout cube Q(h)
de cdté |h|, pour tout x et z + h dans Q(h), on a :

|f(z+h) = f(@)| <V xomlona.

La méthode que nous proposons dans ce chapitre nous conduira a redémontrer
ce résultat mais en méme temps a préciser la constante, on prouvera en
particulier que W'(£2,]-|y,) C C(2) et Yu € W2, ]|y ,), Vo € 2 t.aq.
B(z,r)C 2,0ona : ’

1—1  anr¥N

N dt
osc u < AN [ \Vu|*?

Blz,r)  Qn-1

Cette inégalité découle d’une inégalité plus générale sur WhHi(£2) stipulant
que si T est la restriction de u & B(x,r) alors

1—1  anrN
N

osc u < L/S%_l(\vmm) (s)ds.
B(z,r) aN_1 *
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Pour obtenir de tels résultats, revenons a une inégalité du chapitre précé-
[Vul,, (@)
k(o)
famille de fonctions. C’est cette inégalité ponctuelle qui permet en réalité
de donner non seulement une preuve unificatrice de diverses inclusions de
Poincaré-Sobolev mais aussi des extensions non classiques de ces inégalités.
Mieux encore, elle conduit a des estimations des diverses constantes qui ap-
paraissent dans ces inégalités comme par exemple, la premiere valeur pro-

dent, qui s’écrit : —u/ (o) < pour o € 2., u appartenant & une

[Vl
pre du p-Laplacien )\1(!2)% = Inf P ou plus généralement si
w0 uewpr () |ul,
. pN L |ul,
1<qg<p = , 1 < p < N, une estimation de sup .
N-—p u£0 uEWLSP(2) [Vul,

On verra que l'on peut remplacer sans difficulté LP({2) par tout autre espace
L(£2, p) ou L(f2., p) avec p une norme de Fatou invariante par réarrangement.

Pour donner un exemple de norme p différente de celle des espaces de Lorentz,

considérons {2 un ouvert de mesure 1, 1 < p < +oo, p’ = Ll Pour g > 0
p—

mesurable, on associe

e 1 ( )/ (P*li)/
9l = Inf inf e p-c (/ gl c dx)
9o 9=2"42% g1 9k 20 {ZO<E<P—1 ok

k=1
olt (p — )’ est le conjugué de p — e. Notons p(g) = [g],-
Considérons L' (2) = {g mesurable : [|g|, < —l—oo}. Ces espaces

vérifient LP't<(£2) ¢ L@ () € LP' (2) Ve > 0, ils sont appelés petits espaces
de Lebesgue. De tels espaces ont été introduits par Fiorenza [60]. Le petit
espace de Lebesgue-Sobolev noté :

WLV () = {u e LY(2) : p(|Vu|) < +oo}

vérifie :

1-% 1—L
! |2|N N
KL — (N_1> P IVulxB(r,0)

4.1 Inégalités ponctuelles pour le réarrangement relatif

Définition 4.1.1 (propriété PSR ). Nous dirons qu’un sous-ensemble V
de WHL(02) vérifie les inégalités de Poincaré-Sobolev pour le réarrangement
relatif (noté PSR) si :

(i) u. € Wh'(2,), VueV

loc

(i) 1l existe une fonction K(-,2,V) : 2, — [0, +oo[ mesurable t.q. :

—ul(s) < K(s,2,V)-|Vul,, (s), p.p. tout s et Vu e V.
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Avant de donner des propriétés générales pour un tel ensemble V', voici
quelques exemples d’ensembles V' (conséquence du théoreme fondamental
3.3.1).

Théoreme 4.1.1 ( existence d’ensemble V' vérifiant la propriété PSR).

1. L'ensemble V =W, (£2) N LY (2) vérifie la propriété PSR. De plus on
L1
peut choisir K(s,2,V) = il .

Nagy

2. L’ensemble V.= W, (£2) vérifie la propriété PSR avec

_ s)%fl)

max (s%’l, (|52

K(s,£2,V) =

2z

Na

3. Si 2 est un ouvert connexe lipschitzien alors V.= W1(02) vérifie la
propriété PSR. De plus, il existe une constante Q(2,N) = Q > 0 (qui
est une constante relative isopérimétrique) telle que

K(s,02,V) = Qmax (s%_l, (192] — 5)%—1) .

4. Si §2 est un ouvert connexe lipschitzien alors
V= Wllﬂol(Q) N LY. (£2) vérifie la propriété PSR avec

1
s 1

K(s,2,V) = avec o = )Z(a, 1)‘ .

1
N
NoX

Preuve. C’est une conséquence du théoreme fondamental 3.3.1 et ses corol-
laires 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, propriété 3.5.1.

Corollaire 4.1.1. Soit 2 = B(R) une boule de rayon R > 0. Alors
V = WY1 (B(R)) vérifie la propriété PSR et

0l vy désigne la mesure de la boule unité de IR™.

Preuve. On sait que dans le cas d’une boule la meilleure constante relative

1 1-%
(0471\/) N, d’ou le résultat. O

isopérimétrique est Q =
AN-—1

Voici quelques théoremes généraux pour les ensembles V' vérifiant la pro-
priété PSR.
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Proposition 4.1.1. Soit V.C Wb (Q2) vérifiant la propriété PSR. Pour
tout u e VNWH(02), 1< q< +00, on a aussi :

Q=

—ul(s) < K (s, 2.V) - [(IVu]"),,]7 (s) ppen s.

Preuve. Pour h > 0, on a |u.(s+h) < u < u.(s)| < h, par l'inégalité de

Holder

s+h s+h
/|Vu|*u do = /|Vu|dx <nh /(|wﬁ)w (0)do

s Uy (s+h)<u<us(s) s

D’ou, pour presque tout s € {2, on a :

1
q

s+h
Val., (s) = Jim - [ 1Vl (@)d < [(Vul')., ()

Proposition 4.1.2. Soit V' vérifiant la propriété PSR.
Posons K(s) = K(s,02,V) pour 0 < o < t, sup ess [sK(s)] = g(t,0). Alors

o<ls<t

t
o

wlo) = 0.0 < glt.0) (£) 1V, 0

1 t
ot |Vul,, (t) = ;/0 [Vul|, (T)dr.

Preuve. En effet, puisque u, € Wl’l((l*) alors

loc

() — ua () :-/ u;(s)dsg/ K(s,2,V)|Vul., (s)ds

<o) [ 2wl )i
<olto) (1) 5 [ 19ul., s < o) (1) 19l )
O

Il arrive qu’au lieu d’utiliser u, on ait besoin de wu.,. Dans ce cas on peut
remplacer u), par u),. On a alors le :
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Théoréme 4.1.2. Soit V un sous-ensemble de WH1(82) vérifiant la pro-
priété PSR. Alors, Vu € V

—ul.(s) < K(s)[|Vul,,],, (5) pp. s € 2.
En particulier, on a :
—ul.(s) < K(s)|Vul,. (s) p.p. s

ot K(s) = Lsup ess [tK(t)].
0<t<s

Preuve. Par intégration par parties, pour s € 2,, u € V, on a

1 /[* 1
7/0 [u*(t)—u*(s)]dt:g/o t|ul (t)] dt. (4.1)

S

Par la propriété PSR et Hardy-Littlewood, on déduit

ten(5) — e (5) < i/o LK(8) [Vl (t)dt < B (s) /0 (1Vul., ) ()

1
comme —d—u**(s) = — [tsx(8) — us(s)], on déduit
s s

—ul.(s) < K(s)(|Vul., ) () < K(s)[Vul.. (5)

*ok

1
sv 1

Exemple si V = Woljrl(ﬂ) alors K (s) = K(s) = T
Nag

4.2 Inclusions de type général : applications aux espaces
de Lorentz

Pour étudier les inclusions du type Poincaré-Sobolev associées a une norme p
rappelons la :

Définition 4.2.1 (norme associée).
Soit p une norme (non triviale) sur L°(£2.). On appelle norme associée
Uapplication p' : L°(£2,) — [0, +oo] définie par

o =swwf [ Ifaldo. o) <1}
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Théoréme 4.2.1 (inclusion dans L*°(§2) ). Soit V vérifiant la propriété
PSR. L’ensemble {u eV, tqg. p(|Vul,,) < +oo} est inclus dans L>(£2)
sip (K(', 0, V)) est finie. De plus,

ose u < g/ (K (- 2,V))p(|Vul.,).

Preuve. Pour tous 0,5 € {2, on a |u.(0) — u.(s)| < / |Vul,, ()K(t)dt ou
2

K(t) = K(t,£2,V). Par définition de p’
| KOV, 0) < A8 (V0.
D’ou
08¢ U < p'(K)p(|Vul,,) < +oo si p'(K) < 400 et p(|Vul,,) < +oo.

O
On peut remplacer ’ensemble précédent par un autre ensemble plus courant
si p a plus de propriétés.

Corollaire 4.2.1. On considére p une norme de Falou invariante par
réarrangement sur L°(£2,). Alors, pour V vérifiant la propriété PSR,

{u eV :p(|Vul,) < —l—oo} C L™(2) si p'(K) < +o0

ot K(-) = K(-,£2,V).

Preuve. On sait que pour u € W1(£2), on a toujours,

/ (IVul,,)«(o)do < / |Vu|, (0)do, Vs € (2.
0 0

Alors p(|Vul,,) < p(|Vul,). Par conséquent on a :

{u e V:p(|Vul,) < —I—oo} C {u eV :p(|Vul,,) < —|—oo}.

O
Dans ce qui va suivre nous allons donner des normes (les plus courantes en
dehors de celles des espaces de Lebesgue) vérifiant les conditions du corollaire
4.2.1 ou du théoreme 4.2.1.

dt
Lemme 4.2.1. Lapplication f € L°(£2,) 25 ¢t |, (t)? est une
I7)

norme de Fatou, invariante par réarrangement, non triviale.
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Preuve. En effet si f € LY (£2,) 0 < f,, < fut1 — f presque partout, comme
0 < fox < (fus1)s — f«, avec le théoreme de Beppo-Lévi on a pn (frn) — p(f)-
Par suite f — pn(f) est une norme de Fatou et invariante par réarrangement
1
sur LY (£2), donc sur LO(2). Il suffit de prendre f(t) =1, pny(1) = N |2|¥,
donc elle est non triviale. a

Lemme 4.2.2. La norme associée a la norme du lemme 4.2.1 vérifie

1 1
/ < sup {tﬁ *t}oa—zl——.

Preuve. Si py(g) < 1 alors / |fg] < / |fl. lg], (d’apres Iinégalité de
9] 2.
Hardy-Littlewood) d’ou

[ 1slde <sw [17101, @] - [ 7 lgl, (e < sup 17111, 0]

Do (1) < sup [¢¥7 1], (8] 0
On notera désormais ply ; (f) = sup [t# |fl. (t)]
¢

Cette inégalité est suffisante dans notre contexte, néanmoins puisque py
est invariante par réarrangement, on a en fait 1’égalité.

Lemme 4.2.3.

o) <) Svalh) VIeINQ)

Preuve. Puisque py est invariante par réarrangement, on déduit :

v =suw{ [ 11 1ol pwia) <1}

Soit t € £2, (fixé) et E C {2, tel que |E| = t. Considérons la fonction g(o) =

1
, o € £,. Alors =1 N = — , déduit
NiE xe(o), o ors pn(g) car g.(o) NiE X[0,t)(0), on dédui

alors que

() > /Q 111, gu(o)do = tN (1 / L. (a)do) .

1t
Mais | f|, (t) < ;/ |f], (0)do. Par conséquent, Vit € (2,
0

o) = - 17171, ()]
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tn 1 1y -1
Lemme 4.2.4. (a) Soit K1 = ——— alors pyy (K1) = (Naﬁ) .
(Nagy)
(b) Soit Ky(t) = Max (ﬁ*l, = t)%*l). Alors :

_ 1
plN,l(KQ) =2'"~.

Preuve.

(a) On a Ky, = K; d’ou sup [aﬁKl*(a)] = (Naﬁ)_l.
1

(b) On a Ko, (o) = 28 ¢~ . Doit sup {J%Kz*(a)} — 2w,

On applique dans les deux cas, le lemme 4.2.3. O

Corollaire 4.2.2 (du lemme 4.2.4).

(a) Soit W, (9 |.|N,1) - {u e WhH (), |Vu| € LNJ(Q)}.
Alors, W (Q, |~|N,1> C L*>(92)
1
etVu S Wol (Q, |.‘N,l)’ "U,|OO g — |vu|LN>1(_Q)'
Nay

(b) Soit r >0 et B(r) une boule de rayon r. Notons
X(B(r)) = {u € L'(B(r)) : |Vul € LN=1(B(7"))}. Alors,

1_% anri dt 1_%
« 1 «
oscu< X — [t¥|V t)— = N Vu .
Br) an-1 )] [Vul, (t) f N1 | ‘LNvl(B(r))

Preuve.

(a) Siue W] (Q, |-\N71) alors v = |u| € W' (2), |ul, (|£2]) = 0. En utilisant
pn, on a pn(|Vul,) = |Vuly ;, en utilisant le théoréme 4.2.1, on a pour
tout s 0.(s) <y (K)ow([Vel,) < —Lp [Vl

aN

(b) Comme X (B(r)) vérifie la propriété PSR avec

K(s,B(r),X(B(r))) = ! (@)1_% Ks(s) ,

aN_—1 2
alors avec le théoréme 4.2.1,
-4
osc u < iy (K)pw (|Vul,) < S [Vl s (5 -
B(r) Y T ayoy B0
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Corollaire 4.2.3.
Soit W (Q, HNJ) = {u e LY(Q): |Vu| € LNJ(Q)} .
Alors W1 (Q7 HN’I) CcC(2) etVax e 2, etr>0tq Blx,r) C 1,

1
1-%

o
osc u < N
B(z,r) aN—1

IVl pwa sy -

4.3 Indice général d’inclusions pour les fonctions a trace
nulle

Les inégalités ponctuelles vont nous permettre de donner des estimations de
U
fagon simple des constantes telles : inév |7|p, 1 < g < p*. Juste en utilisant
ue u
q
trois “petits” arguments :

S

(a) Vs,0 € 24, us(o) —u(s) = —/u;(t)dt si u, € WhH(02,).

loc
[ea
(b) Equimesurabilité ou invariance par réarrangement.
(c) Les inégalités ponctuelles de Poincaré-Sobolev pour le réarrangement re-
latif additionnées de l'inégalité de Holder entre une norme et sa norme
associée.

Voici un théoreme général qui illustre cela.

Notations. Pour un ensemble V vérifiant la propriété PSR, on note
K = K(-,22,V). Pour p une norme sur L°(§2,), on définit I'espace de Sobolev:

W, p) = {u e V:p(|Vul,) < —l—oo} .

On suppose W1(£2,p) # {0}.
Pour u € LY(£2), on définit deux fonctions : (¢,s) € £22

1 sio>0
a1 (t,s,u) =sign (ju > 0] — t)sign (t — 5) ol sign (o) = { S

0 sinon
as(t,s,u) = sign (t — |u > 0]) sign (s — t).

a(t,s,u) = ay(t, s,u) + as(t, s, u).

N(t,s) = K(t) sup  a(t,s,u)|.
ueW1(£2,p)
On note pour s € £2,, N(s)(t) = N(t,s), t € {2,.
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Lemme 4.3.1 (fondamental). Soit u € V. Alors Vs € (2,

(o)l < [ K(Oalt.s.0) [Vl ()

Preuve. Soit s € 2., u € V.Si0<s < |u>0|
|u=0]

alors u.(s) = — [ ul(t)dt entraine, du fait que u € V, que

w(o)l < [ Kat.s0)[al,, 0
2,
Comme as(t, s,u) = 0, on déduit que
w(o)l < [ Katt.s,0)[Val,, 0.
2.4

Si|u> 0] < s < |2 alors

S

o)l = [l < [ Koo Val,, @

luz0|

- / K(t)alt, s,u) |Vl (£)dt.
2.

Siju>0]<s<|u>0|, udls) =0. L'inégalité reste vraie.

O

Théoréme 4.3.1 (général d’inclusion et d’estimation). Soit p une norme
de Fatou invariante par réarrangement non triviale sur L°(£2,) et soit pg

une application définie, homogéne et monotone sur LO(£2,).
Pour s € (2., on note b(s) = p'(N(s)) (p associée de p). Alors

1 Y e WN2,p), polun) < po®)pVul.) < po®)o(Tul.),
2. po(b) > 0;
oVl _

3. <
weWw(2,0) u#0 po(us)  po(b)

. En particulier,

W2, p) C>{v € L°(02) : po(vs) < +oo} st po(b) < 4o0.

Preuve. Soit u € W(£2, p). D’apres le lemme fondamental 4.3.1, on déduit :

s (5)] < /Q Nt ) [Vl (#)dt < o' (N(s))p(IVul., ).

(4.2)

Puisque p est une norme de Fatou invariante par réarrangement on déduit
p(|Vul,,) < p(|Vul,). Par suite pour toute application définie, homogene et

monotone pg sur L°(£2,), on a, pour tout u € W(§2, p),
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po(ux) < p(IVul,)po(p'(N(5)) = po(b)p(IVul,) -

Si po(b) = 0 alors Vu, u, = 0 (d’aprés le premier énoncé et py est définie)
donc W(£2, p) = {0} (contradiction).

De la relation 1), puisque po(b) > 0 on déduit U'estimation, et si pg(b) < +00
alors po(us) < +oo Vu € WH(£2, p). 0

Corollaire 4.3.1 ( des fonctions positives).
Si W(82,p) € LY(£2) alors pour tout (t,s)

N(t,s) = K(t)sign (t — s).

’ Définition 4.3.1. po(b) est appelé indice d’inclusion associé a W*(£2, p). ‘

’ Corollaire 4.3.2. On suppose que 1 € W1(£2,p) alors po(b) = +oo ‘

Comme premiere application, on va retrouver les inclusions classiques en cal-
culant po(b).

4.4 Inclusions de Poincaré-Sobolev-Lorentz

4.4.1 Cas des fonctions a trace nulle

Considérons le cas ou V = {u € Wol’l(()), u > O}. Alors nous savons
1
P

1

que K(t) = Y. Choisissons p(f) = (/ IfI”) . 1 < p < +oo, alors

Naf 2,

W(2,p) = WyP(2) N LY(2).

—1

=~

L 1
, 7 t——l
Dans ce cas p'(f) = (/ |f|p>p , N(t,s) = - — sign (t — s). Ainsi
2. Nay
1 QN v
N/
2| i + <+Log |> sip=N
, o 1 NOZ% 8
p) = | [rF | o P
s Naf 1 Q" —stmw
+ - ; / N'"| sinon
Noay N —=p
pour s € §2,.
81{’_1

Remarque. On peut considérer aussi le cas p = 1, p’(N(s)) =
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Théoréme 4.4.1.
Soit po une application définie, homogéne et monotone sur L°(§2,) t.q.

Po (+ (Log '”')N) < +00.
Alors Wy (2) € {v € LO(92), polvs) < +oo}.

En particulier, ¥r € [1,+00[, on a Wy'™ (£2) € L™°(0) .
De plus, on a :

1 1
_Na{eNTY [Vl

1 1 = ’
Q7 rw wewd N (@) wro |ul, o

A

Preuve. Rappelons que si u € W™ (£2) alors |u| € W&@N(Q). Ainsi la premiere

partie de ce théoreme découle du théoreme 4.3.1. Quant a la seconde partie,

on considere l'application po(f) = sup (s% If], (s)) , [ € L°(0,). Alors
0<s<| 92|

dans ce cas :

1 1
1 w7 Q| a
po(b) = ——sup | s~ (—Log 5) _ | |1 sup [t% (—Log t)ﬁ’]
Naﬁ s |~Q Nozﬁ 0<t<1

Sl

s
—). Or, nous avons :

tt=
(en posan 7]

-

1

N N’ r N7
sup [tr (— Log t)N’} = [sup {t ~ (— Log t)H = [ ,} .
0<t<1 0<t<1 eN
i 1
. Q2 1w . o PRy
Dot p(b) = —— [ /} , d’ott la minoration a I’aide du théoreme général
Nay eN
4.3.1. O
\Y \Y
Remarque. On a vu que Inf [Vl = [Vl
weWd N (2) uzo [Ul, oo uz0 wewd N () w0 Ul 4o
(car |Vu| = |V]ul|). En utilisant le réarrangement sphérique on déduit :
\Y% \Y
Inf Vuly > Inf Vuly = a. On peut encadrer

weWy N (2) u£0 |u|r,+oo u>0 uEWOI‘N(_Q) uz0 |u|7‘,+(x>

cette derniere quantité.

Proposition 4.4.1. Soit 2 = B(R) une boule de méme mesure que §2

1 0
centrée o lorigine. Soit § > 0 (petit) a > 1, m = NN >0
21™)"
et v(z) = ( Log OéN|?2|> pour x € 2. Alors, pour a < €™ on a
o L

-1\ & —m+1
|VU|N — (Te )Nm )\ > a 2 )\

[Vl soe  [5(Log @)3]¥ (N7)7
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Preuve. En effet un calcul direct donne :

1
NaX 1
[Vul, n = MmN . ar (Z|i sup (t% (ant)m)
og a)’]¥ 0<t<
m 1 )
et sup (t% (—Lnt)m> = (@) . Comme m = — — — alors on déduit
o<t< L e N N
I’expression du rapport sachant que
L 1
Na¥ [eN'|~ \Y%
A= och[e 1] ,a:inf‘ Uy
|Q‘; N’ u=0 |u‘r,+oo
O
Remarque. Noter que L"(2) C L"T>(2) C L%(£2) Vg < r. On peut
“améliorer” le résultat précédent en remplacant ||, par po = [|.. On

a alors, en reprenant la démarche précédente que :

Théoréeme 4.4.2 (inclusion de Sobolev pour p = N).
WOI’N(_Q) CL"($2), Vr <+4o0 on a:

e (o ’
oo < e ([ Log 0¥ ar) |19l Iy

Naf
et
1 +oo
/O(—Log )~ dt :/crr“*%)e*"da —r (1 T %) e (N') e w7,
0

Corollaire 4.4.1 (inégalité de Trudinger ).

OnaV\> !
Na

2z~

N

[ (L) 12
0 A|V’LL|N = ( )NN1.
1-— L
AN(xy

Idée de preuve. Pour k entier, on choisit r = k% dans le théoreme 4.4.2

—+oo

0 N
/ |u(m)\kN1i1 dx < |17|N /Uke_”da |Vu|§c\]N’1 .
° (Na)*s=1 | 4
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+00 Lk
Sachant que exp(t) = Z ik a partir de 'inégalité précédente en multipliant
k=0 "
1 s R TS
par ——y—, on déduit apres sommation 'inégalité. ]

A N—-1

Remarque. L’optimisation de la condition sur A (inégalité de Trudinger) a
été prouvée par E. Lieb [74].

Théoréme 4.4.3 (inclusion dans C%% (cas p > N)).

— N
Soit u € WyP(£2), p> N. Alors u € C%*(2) avec a =1 — —.
p
De plus,

: L [Np-1

(Z) |u‘oo < 1 |: _ N
NaX L P

(i) Vr >0, Vo € 2 t.q. B(z,r)=B(r) C 2, ona :

1=y 11
|Q‘ N | |vu|*u |LP(~Q*)’

osC U <
B(z,r) QaN—1

25 ([ N(p-1D\'"
P p— 1-X
<aN p—N ) IVl o 7

Preuve.
(i) On choisit po(f) = |f].-

1

1 [Np-1)]"* 2 /

Comme b(s) = T [ p )] [Q|1 N — slﬁ’},
Naf p—N

pour p > N, s € {2,, on déduit que

1 [Nep-1)1"7% 1
polt) = —— [ S|
Nagy p

=

)

on conclut avec le théoréme général d’estimation 4.3.1 sachant que |u| €
WP (02) siu e WyP(9).

(ii) Soit % la restriction de u & B(z,r). Alors w € WH1(B(r)). Par I'inégalité
de Poincaré-Sobolev ponctuelle (voir corollaire 4.1.1 du théoréme 4.1.1),

on déduit
_ N _
S = Ux — Ux O <
Bczz%)u Uy (anr" ) — 4 (0)
anrN
1 - 1
< Com /Max (4 (o™ = 0)F 1) |Vl (1)t
anN—_1 2

0

En appliquant 'inégalité de Holder a cette derniere intégrale et sachant

HVHL.‘H‘LP((LQNTN) < |Vﬂ|Lp(B(r)) = |VU|LP(B(T))a
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on déduit
1
anrN 4
< 1 (C%N>1—% 9 t(%il)p, |V |
osc u < — . U7 p(R(r
B(z,r) aN_1 2 g L2 (B(r))
11 11
2V Np-1)Y\ *
= V p
N1 (OéN »—N [Vulp, (B(r))

O

Notons que le prolongement par zéro de u dans IRY est dans W1P(IRN) C
Coe(0).

Théoreme 4.4.4 (inclusion pour p < N).
. 1 1 1
Sil<p<N,ona: Wol’p(ﬁ) G LP (92) avec — = — — N de plus, on a :
p p

. 1 a .
(i) lulpor (o) < — B [|Vul,, |tre.) si1<p<N ave
Noay

—1+.5

= -1 ) p (p*pip) r (p(pp::pl))

“+oo
ot 'z +1)= /tze_tdt.
0

. 1 .
(1) |U‘LN111 < @ |VU|L1(Q) sip=1.

Preuve. Soit u € I/VO1 P(£2), quitte & remplacer par |u|, on peut supposer que
[£2|
u>0.0na: u.(s) = /|u;(t)| dt.

Alors i

2l [ 1ol ’
/u(m)p*daﬁ:/ Uy ()P ds = /ds /|u;(t)|dt
2 . A /|

On applique I'inégalité de Bliss (voir ci-apres), on déduit

Wt

el [ 12l
< [as | [riwa| <5 |
0 s 0

p

dt
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Par I'inégalité PSR, on sait que dans ce cas,
1

Vul,, (t) -

=
Q
22

D’ou1 en combinant les deux inégalités :
a a1

Br*
S = < ——
Na

||vu‘*u|LTJ(Q*)

27

Quant & (i), puisque D(2); = W' (£2) (fonctions positives), on peut sup-
+ 0+
poser que u € D(£2), u > 0. Par ailleurs si on considere le réarrangement

sphérique u € W™ ((2), u > 0, alors nous avons:

19 )

< /|Vu|*u (0)dor :/ V| da.
2. 2

Par équimesurabilité, il suffit de montrer Oque :

(L))

suivant I'idée de W. Ziemer [129] posons, f(t) = (/ U
2

f est absolument continue car

£t — F(t)I< ( /Q

dousit =t+h,
£(8) = £ < hlu > 1= pour h > 0.

N 1-%
N—-1
da:) < |t =] |u > min(t, t")

Ty (u) — Ty (u)

Ce qui entraine que |f/(¢)| < |u > t|'*"~ p.p. t,

lul |
~L N1

—+o0 “+o00
<| [roa|< [l>g-ia
0 0



4.4 Inclusions de Poincaré-Sobolev-Lorentz 99
1
Puisque Ppy(u >t) = Nay |u > t|1*% pour presque tout ¢, on déduit a I'aide

de la formule de Fleming-Rishel

+oo
1 1
Jul iy < T/P9(1~‘>t)dt < T/\V@\dm.
L NaY % Na} ‘0
D’ou I'inégalité. ]
Remarque. En utilisant pg(b) = [b] , alors, on peut montrer dans ce cas

(1 < p < N) que pp(b) < 400 Vg < p*. On ne peut malheureusement pas
traiter le cas limite ¢ = p*. D’ou 'usage du lemme de Bliss.

Lemme 4.4.1 (de Bliss). Soit ¢ >0 et ¢ >p > 1. Alors

q a
+o0 +o00 400 v

/ /gp(s)ds dt < B /(p(t)pt*“rp*%
0 t 0

ou

poa [ @) A

q(p—1) F(ﬁ)F(%) p

N.B. Pour obtenir la régularité au bord on utilisera implicitement un
opérateur de prolongement P : W1P(£2) — WULP(IRN) pour §2 ouvert
lipschitzien (voir Madja V. [79]).

4.4.2 Cas des fonctions nulles sur une partie du bord

Pour cette classe de fonctions, on utilise plutét la notion de a-réarrangement
vue au paragraphe 3.5. On suppose alors que {2 est un ouvert connexe lip-
schitzien, Iy C 92, Hy_1(Ip) >0, I = 6Q\F0

Remarque. Puisqu’on peut écrire Q(I7, 2) = %, on constate que le cas
Nojy

des fonctions a trace partiellement nulle est le méme que le cas des fonctions

a trace nulle. 11 suffit de remplacer ay mesure de la boule unité par la mesure

on d’un secteur unitaire X(a, 1). On déduit alors facilement :
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Théoréme 4.4.5 (inclusion de W}(’)p(()) ).
Notons pour 1 < p < 400, W}UP(Q) =Whr(2)n W}ol(f})

1. Sip> N alors, W;ép(ﬂ) c % (), a=1- % etVu e W}OP(Q)

L [N(p—l

) =5
N 12177 [Vl leul Lo 0.y -

L’oscillation de w dans B(xz,r) est la méme que dans le théoréme 4.4.3.
2. Sip=N, WEN(R2) C L"(2) Vr € [1,+00] et

1
|Q‘% e r(l—4%) —o "
jul, < — 0" TN e do | ||Vl ||y -
Noy \Jo
3. 8i1<p<N, WprP(Q)c L\ (2) izl—iona:
Co prp N
(i) lul . < ZZ||Vullwulp i 1 < p < N avec B la méme constante

* =
P NoX

N
que le théoréme 4.4.4, (constante de Bliss).

(ii) |u| x < ——|Vu|, sip=1.
"t Noy

4.4.3 Indice général d’inclusion des fonctions a trace quelconque
1
dans W'~ »?(80)

Les inclusions de Sobolev pour les espaces W1P({2) sont analogues a celles
présentées ci-dessus lorsque {2 est un ouvert borné de bord lipschitzien. Les
estimations dans ce cas sont différentes i.e. les constantes sont différentes et
on utilise non plus le gradient mais la norme de W17 (2).

Voici un théoreme d’estimations générales dans ce cas:

Théoréme 4.4.6.

Pour s € 2., on note I(s) = [min (ts,l—gI)7 max (s,‘%)] Soit V' un

sous-ensemble de WhL(£2) wérifiant la propriété PSR, associé a la fonc-
tion K = K(-,02,V). Soit p une norme non triviale sur L°(£2,). Notons,
b(s) = p'(x1(5)K) et

Vi0,p) = {v eV tq. p(|Vol,,) < —l—oo}.
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Alors pour toute application définie, homogéne et monotone pg sur
LO(£2,), vérifiant po(1) < 400, si po(b) < +00 on a

VY92, p) C L(£2, po) = {v e L) : polvs) < +oo}.

De plus, on a : Yu € V(£2,p)

ol = (151)) < (1),

Définition 4.4.1. py(b) s’appelle indice d’inclusion associé a V1(£2,p). ‘

Remarques.

1. Si po vérifie po(f + constante) < po(f) + constante po(1), la derniere
inégalité implique :

po(usx) < po(b)p(|Vul,,) +

Uy ('Z') ‘ po(1) < +o0.

0 2
En effet |u.| < ’u*—u* (|2|> + |y <|2>’, ce qui implique que

ey (o (20) o ()i

2. Si p est une norme de Fatou invariante par réarrangement alors sous les
conditions du théoréme on a :

W2, p) CVY(2,p) car Vu € W(R2,p), p(|Vul,,) <p(IVul,) <405 .

Preuve du théoréme 4.4.6. Soit u € V1(§2, p) alors Vs € £2,,

wi-u (G < [ @) v, )

D’ou l'on a :

wa(5) — e (2')’ < o (K - p(|Vul,).

Si pg est homogene et monotone, on déduit :

20 (u* — Uy (|29|>> < po(b)p(|Vul,,)

ot b(s) = p'(x1(s)K), p’ est la norme associée a p. O
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Corollaire 4.4.2 (du théoreme 4.4.6).

Sous les conditions du théoréme précédent,

st p est une norme de Fatou invariante par réarrangement
et po(f+A) < po(f) + Apo(1), VA € Ry, f € LO(£2) alors

po(na) < po(B)(Vul.) + %pou) Jul,

Vue WHQ2,p) = {v eV:p(|Vul,) < +oo}.

Preuve du corollaire. Puisque p est une norme de Fatou invariante par
réarrangement on déduit que (voir remarques ci-dessus) :

w () \ (). (43)

po(us) < po(b)p(|Vul,) +

Mais puisque u, est décroissante on a :

12| 121
l u(o)do < u M < l u2 (0)d
| ‘ X Wx 2 X |Q| *\0 )ao -
12] 0
2
D’ou 2 )
On combine les deux relations (4.3) et (4.4), on déduit I'inégalité. O

Il arrive souvent dans les applications que l'on utilise des fonctions a
moyenne donnée. Pour cette raison nous allons donner un théoréeme analogue

|£2]

1
au théoreme 4.4.6 ol u, (2) est remplacée par la moyenne ﬁ / u(z)dz.
9]

Théoréme 4.4.7. Sous les mémes conditions que le théoréme 4.4.6, con-

sidérons u € V(92 p) et notons s, € 2, t.q. u.(sy) dx,

=— [ u
192] Jo
I(u, s) = [min(s, s,), max(s,sy)], bu(s) =p’ (XI(%S)K).

Pour toute application homogéne et monotone py sur L°(§2,) t.q. po(by) <
+oo et po(l) < 400, on a

o (1= g [ @) ) < pobo( 19, ).

Preuve. Elle est identique & celle du théoréme 4.4.6 en remplagant I(s) par
I(u,s) et b par b,. Notons que si s, = 0 ou s, = |{2| alors u est constante.
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Ainsi le cas le plus intéressant est 0 < s, < [£2|, ainsi il suffit de remplacer

2]

dans les applications du théoreme 4.4.6, o par s, pour obtenir un résultat

analogue. O

4.5 Calcul d’indices d’inclusions

Pour changer, nous allons considérer dans cette partie p(f) = |f \(p’ g la
norme dans U'espace de Lorentz LP7(§2). On va supposer que {2 est un ouvert
borné connexe lipschitzien dont la constante relative isopérimétrique est notée
Q@ > 0. On a alors :

Lemme 4.5.1. Soit 1 < p < 400, 1 < q< +oo. Alors, la norme associée
N L R 1 1
a p est équivalente a |-|(p,)q,), Z;+ v =1, -+ 7 = 1. De plus, on a

P(9) <9l gy VgeLN().

Preuve. On se contentera de montrer la derniere inégalité qui est suffisante
dans notre contexte :

Ajmwxé/IﬂAﬂwaﬁéflﬂM@wM@Mt

* *

- /Q* {t% | fn (t)} [tff gl (t)} % <l 191

(par l'inégalité de Holder).
En prenant le supremum sur toutes les fonctions f € LO(£2,) : [l <1,
on a l'inégalité p'(g) < |g] (o1 Vg € LO(£2). O

Rappelons que sous les conditions précédentes, I'ensemble V = Wii(£2)
vérifie I'inégalité ponctuelle de Poincaré-Sobolev avec

K(0) = Qmax (a%*, (192 — g)%—l) .

Lemme 4.5.2 (calcul de (x7(s)K)x). Soit s € £2, alors pour tout o € 2.,

1 _q . ‘Q|
s+ o)~ o st 0<s < —,
R =@ 7 otgal?l IS
(|Q|—S+U)N X[O,sfl%‘] St o5 < s < |Q‘

Preuve.

N
Sio<s <‘7| alors x () K = % a pour allure
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4
szlv_l
2N\
(5)
0 (9]
< 12 )
2
SR 1]
ie v(s) = Qo S18S 0 S 2

0 ailleurs.
Pour obtenir le réarrangement décroissant de v il suffit de translater d’une
longueur s vers la gauche.

(U"‘S)%_l Si0<g<@_s
Dot (X[S’M]K)*(U) =Q < 5
) 0 Sinon.
n
Si %M alors v = Xpi21 4K a pour allure :
= ol
y
Q2] —s)v!
2\
o(7)
0 0]
5 § |42]
2
okt g
i.e. v(a) Q(|Q| G)N S D) <o<s
0 sinon.
Vte IRy, on a
0 sit>Q(2 -5
-1
R < Ll
‘U>t| = s 9 Slt\Q 5
N

t\ N-1
s— |02+ () sinon.
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QU2 —s+0)7 ! si0<o<s— =

Commengons par le casou p > N, ¢ = 1.

Lemme 4.5.3 (expression de b(s)). Soit p > N, ¢ = 1 et posons, pour

s € £, bi(s) = |XI(3)K oo Alors,
(7 /2 \V 1 1 N
p/ N7
by(s) = - = = ~+—-—=1, N = ——
w=e-S|" ()" Jepmr e
et o
b1(s) < b(s) = |X1(S)K|(p’,+oo) < pbi(s) Vse 2, .
Preuve.
Puisque I'on a [v], . < |[0|y 400y < PV, 1o, calculons IX1(5) K oo
Due & la symétrie des expressions du réarrangement dans le lemme (4.5.2)

2]

précédent, il suffit de faire le cas o1 0 < s < R

bi(s) = |XI(S)K|p/’+OO = sup [ti (x19K), (t)] .

Soit en reprenant ’expression du lemme précédent

N’ ﬁ
a1 _1 tv
bi(s)=Q sup ¥ (s+t) MV =Q| sup
o<t 8l s ottt §+ ¢
N’
pl

Pour p > N, la fonction t — ; est croissante. D’ou
s
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Théoréeme 4.5.1 (inclusions des espaces de Lorentz-Sobolev : p > N).
Soitp> N, g=1.
Définissons, WH(£2, ||, ) = {v € LYN):|Vv| e LP’I(Q)}. Alors,

N
1. WHR, [],,) CL®(2)NC*(2), a =1~ —.

p
2. Vv e WH, |-{,,), on a

<=

1
L2\ 2
[v|, < PQ < 5 IVl ) + 2] vl

1

o P
et osc v < N
B(w,r) aN-—1

IVl o () P ol B(z,r)=B(r) C £2.

Preuve. Notons d’abord que :
LPYC LNV et [f] oy < 1RIY 77 |fl s VS € LPY p > N. En effet,

dt

1 _1 1 1 _1
oy = [ 531 OF <10 £l

*

Ainsi WH2, |],,) SW (8, |-|y,) avec une injection continue. On a vu
que : Vv € Wi, |~|N’1),

1-% =3 1-x
o « r-r
N N
0sCc vV < Vv < Voul;,.
20" S an_: | |LNv1(B(r)) S | |Lp,1(B(r))

(en utilisant 'inégalité précédente).

Pour justifier I'estimation L>, on considere, po(v) = |v|. Alors, en ap-
pliquant le corollaire 4.4.2 du théoreme 4.4.6, on déduit :
Vv e WHR, [],,),

11
2 NTp 2
‘vloo < |b|o<> |vv|(p,1) + ﬁ |'U‘1 < pQ () \Vv|(p71) + ﬁ |'U‘1 .

. . 1 N1
Remarque. Si p > N, pour tout N < g <pona:LP G L9 G LN En
effet, f € L% (£2) on a :

1
7

1 dt _p\ P 11
/‘ﬁﬂu><(/ t?)|ﬂu=cmw ¥ 1], < +oo
Q. t Q.

(car ¢' > p’ pour p > q).
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En conséquence, on a :

WLP('Q)CWl(Qa |'|q71) CWl(Qa HN,I)'

Corollaire 4.5.1 ( du théoreme d’inclusion 4.5.1).
Pour tout p > N, on a :

Whe(Q) c.C0*(2),  a=1- %.

Preuve. Pour v € W1P(02), VN < g < p, on a

1—1
1—42

o q
. N
osc v < IVl Loy T N
B(r) aN-—1
11 1_alp=l)
(r—1)q
aN a q L_1yN
<N N Vv ri=% L pla—)
X an_1 | ‘LP(B(T))

Quand ¢ — p, on déduit :

1—1
ay " 1-Z
|v/U|LP(B(T)) T N .

osc v <
B(r) aN-—1

La régularité au bord 0f2 découle de l'opérateur de prolongement continu
O

P:WhP(0) — WLP(RN).

Théoréme 4.5.2 (inclusion dans les espaces de Lorentz).
Si1<p<N, 1< q< 400 alors
WA, ) GLUD), =1 -
’ p p N
De plus, on a pour v e WH82, |-, )
1. 8i yov = 0 sur 952 alors si u = |v]
P p” :
|v|p*,q < % Hvu‘*u|p7q < % |V,U|p,q S ]‘ < q < p
Nay Nagy
et
P N L o1 .
V] e,y S — [ Vul,, + (p*)e |0277 ||y sip<g< oo
' aXN (p,q)
N
2. Siyov Z 0 sur 912 alors il existe une constante co > 0 ne dépendant que
dep, q, 2, N et Q t.q.
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()
()

Preuve. Commengons par rappeler un lemme de Hardy dont la preuve est
identique a celle donnée au début du chapitre : (voir exercice 10.1.29, chapitre

108
<e|[Vol,l,, Se V|, sil<qg<p,

P*.q

et
SC2 val*ﬂ|(p,q) S ¢ |vv‘(1&q) 5P < ¢S +00

(p*,9)

10)
Lemme 4.5.4 (de Hardy (2eme version)). Soit f : [0, +o0[— [0, +0o0]
mesurable, r < 0 et ¢ > 1, deux nombres réels. Alors,

g >q/ N f&)e 1t
0

/Om </:OO f(t)dt)qx”dx < (|T

ler cas : v € WH(Q, ||, ) t.q. v =0 sur 992.
Posons u = |v| (quitte a raisonner par densité on pourra supposer v bornée),

q

dt . g
\v|g*7q:/ [t%u*(t)}q7:/ T (/ u;(g)d(f) dt .
(P 2, t

*

on a :

Quitte & prolonger u/ par zéro, nous pouvons appliquer le lemme de Hardy

q dt

précédent pour obtenir :
o (A o)) S

ww/|¢wmﬁﬁlw=wwé*

5

q
P*.q S

|v

Par I'inégalité ponctuelle de Poincaré-Sobolev :

1
N |l (1) < —— |Vul,, (t)  pp.
Nozj\v,
D’ou .
1 1 q dt
olteg < (g ) @ [ [ val" T
Naﬁ 0.

Soit
e Si 1 < g < p en utilisant I'inégalité de Polya-Szégo (théoreme 3.4.1), on a

p* p*
1 ||vu‘*u|p7q < 1 |Vv|p,q *
N N

N N

U] 4 <

e Si p < g < 400 alors par intégration par partie, on a
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/ 17 L (1) dt = 2|07 u(|2))7 - p7 / £l ()l () dt.
2, q

5

—

N

A Taide du théoreme 4.1.2 i.e. —ul,(t) <

et 'inégalité de Holder on

=
2z

o
déduit :

*
/ 17t (1)dt < P 07 . (|2))0
0, q

1 1
+-L (/ tpq*lu**(t)th)q (/ t5_1(|Vu|*u);{*(t)dt)q.
Naj \Jao. 2,

1 1 ’
En utilisant I'inégalité de Young suivante : ab < —a? + —b?
q

on déduit le

)

résultat. O

2eme cas Yov Z 0 sur 942.
Ecrivons que

a 2 a
|2 z | |2 dt
V=0 | — = tr7 e (t) — v | — —
2 /lprq 0 2 t
2T, 2I\[1?
—|—/‘ {tp* v*(t)—v*(|2|)] %211-1-12-

2

On traite la premiere intégrale comme le cas précédent. En appliquant
I'inégalité de Hardy,

121 121 a 2 a dt
q 1 1
I :/ g / (o) do | dt < (p*)q/ [ﬁ (tlW Ivi(t)l)} -
0 t 0 '

22

Puisque '~ % [0l (t)] < Q|Vul,, (t) pour t < 5 on obtient alors

L <QU(p)||Vol,, |2, < Q (™) |Vl - (4.5)

P,q

Quant a l'inégalité Is, nous introduisons

?
On écrit pour tout ¢t € [| | \Q|)

77
0u(t) — v ('f') " (/ (12— o) ¥ (12 - o) ¥ |v;<a>|do>q

2




110

<

\Qq</;

2

(12 = o) [Vol,, () U) <Qq5(t)/

4 Inégalités ponctuelles et inclusions généralisées de Sobolev

[£2]
[|Vol,,]? do

1]

2

(ceci en utilisant la propriété PSR et I'inégalité de Holder). Ainsi

9l+%

I <

Q‘I

Ielks
d’ou

C2

(e

=Q[p +C/2]25 Cy =

/

E(t)dt) Vo)

g S |Vulf,

*’L)pq

1
q
G

R

Preuve identique a la partie 1 pour le cas p < ¢ < 400. O

Voici une preuve fondée sur le théoreme général 4.4.6 qui donne un résultat
valable pour ¢ < 400 mais plus faible si ¢ < +oc.

Théoréme 4.5.3. Soit 1 <p < N, 1< g < +oo. Alors, on a

W82, [,,) € LP T2 (02) .

De plus, on a

] o[
U — Uy (2) <277 Q) (/ (0 — 1)79”d9) ||Vu|*u|(p7q)
p*,+oo 1
1 . g p—1 ¢ N-1
Yu € W (Q,\-\p)q), ouy+1= 5(]—717 V= = et Q est la

constante isopérimétrique associée a 2.

Preuve. Dans le théoreme 4.4.6 d’estimation générale, on choisit alors py =
I oo € p() = |'|(p,q)' Ainsi, p'(-) < "l(p’yq/) et comme |'|(p’7q/) S p|'|p’7q/’
il suffit d’estimer pq (|XI(S)K|p/ q/).

Pour des raisons de symétrie dans I'expression de (X 1(5) K ) ,» il suffit d’estimer

2]

our s < —.
P 2

Dans ce cas nous avons :

/ s—l—o %do

0

s) = |x1s) K o

Par changement de variables, la derniere intégrale s’écrit
/! /
q
K

T,
Sov=g

P’

(en posant v+ 1 =
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a1 a1
7 7
12| 1

2
q 1 q’ atl-ov =
/07_ (s+0) Vdo =s ¢ /(9—1)797”d9
1

1

or, LIV — —— et J=Q (/ (0 — 1)79_”d9> < +o0. D'oi, en
p 1

utilisant la symétrie :

1 02
bs) s P 3i0<s§u,
s)<J
= [0
(192] —5)", si ‘7' <s<|9.
On déduit

b(s) < 277 Js o 1 |b| <27 .

p*,+0oo

On applique alors l'estimation générale

e (9)

Sachant que ||Vu|*u\(p)q) < |Vl g, onac:
weu (1
"\ 2

Corollaire 4.5.2 ( du théoreme 4.5.3). Vu € W1(£2, )

< b

IVl

p*,+o0 *u|(p,q) ’

p*,+00

1—1

1 Foo q
<97 Q </1 0 1)%)%19) Yl -

p*,+oo

! \u|1

1
lu <277 J |V, o +2[02

p*,+0oo

Remarque. Le cas ¢ =1 p < N peut étre abordé avec la méme méthode en
calculant b(s) = ‘XI(S)K

p’,+oo”

4.6 Inégalités d’interpolation pour un espace normé
général

Les inégalités de Poincaré-Sobolev (PSR) peuvent aussi servir & obtenir des
inégalités d’interpolation avec, en prime les estimations des constantes.
En voici quelques exemples :
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Théoréme 4.6.1 (interpolation du type Gagliardo-Nirenberg généralisée).

Soit p une norme non triviale sur L°(£2,) et soit u € Vi (2,p) = {v €
1,1

Weil(9), p(IVel., ) < +oo}.

42| siq>1

lu>0 si0<qg<l1

Pour toute application py homogéne et monotone sur L°(§2.), on a alors :

Pour g €]0,+0o0[, on note |2, = {

=

pMuJ<S<NZ§) p(IVul.,)? po [ (¢ (krut ™ xps ) 7

avec ky(t) = tv L.

Corollaire 4.6.1. On suppose que 2 est un ouvert borné de RN (pour
simplifier). Si N' < p < 400, alors Vu € WOI’N(Q),

1 a
Jul, < ( }V> IVul.y,,
aNagy

N/
avec a = —.

L
N

a

a 1— 1 1—

"l < ( - ) IVl ol
aNa¥

Preuve du théoréme 4.6.1. Soit u € Wi (2, p), d’apres I'inégalité de Poincaré-
Sobolev (PSR), on a :

L1

+— [Vul,, (s) pp.
Noagy

Comme u > 0, on déduit apres multiplication par wl™t que

1d 1 1
ul(s) < —— [Vul,, () - s¥ tul™'(s), ¢>0,
Nagy

En intégrant entre s et |[£2,| on déduit de cette inégalité que Vs € £2,

q E _

%@)<4fz/ IVl (O " e ()7 s 2, ()t
Nag /9.

En utilisant p et p’, on obtient, Vs € 2,

q
Na

ui(s) < p(IVul,,) o' (krud™ X, 10,)

2z
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ol ki(t) = t~¥ 1, t € £2,. Puisque py est homogene et monotone sur LO(£2,),
on a alors :

PO(U*)<< 4 ) p (VL)% po (o (krxgo,ut ™))

1
Nag
O
Preuve du corollaire 4.6.1.

Il suffit de considérer u > 0. On choisit po = |-[,, p=|-|y et ¢N' = p. Alors
I'inégalité du théoreme implique :

: . o / 1
|u|p<<Nq;V> IVl i (/Q (/ t‘lui"N(t)dt>ds> (4.6)
aN * s

— ! / . 7 . -\ . Ve
Posons a =1 — % = N? = % En intégrant par partie la derniere intégrale

(ou en utilisant le théoréme de Fubini) :

/Q* </srz t—lug—N/(t)dt> ds = /Q =N (). 47)

En combinant (4.6) et (4.7), on a :

a

1 1—

Jul, < ( 1> IVl ul, 5
alNagy

Remarques.
e Le corollaire précédent est souvent utilisé
1
avec N =2, p=4, p— N =2donc a = 3

N Ol il
ul, < | — U5 |u
uly < (=) 1Vl ol
e Le théoreme 4.6.1 peut étre énoncé pour des fonctions a trace non nulle
i.e. WH1(0), il suffit d’appliquer 'inégalité (PSR) adéquate.

A partir de cette derniere interpolation, découlent d’autres interpolations.
En voici un exemple

Corollaire 4.6.2 (du théoréme 4.6.1).
Sous les mémes conditions que le théoréme précédent,
st max(N',p— N') <r <p<+oo alors :

lul, < e|Vul% ul 77

p
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RS . Y,
avec ¢ = ( 1) CT(N,Q)E*U«|Q|(1 a)(1 TN )7
aNay

N’ Q[ ’
a=—, C.(N,2) = % (/ Ur(l_llv)e_”da) .
p Naﬁ 0

Preuve. On a vu au théoreme 4.4.2 que pour v Z 0 :

lul,, < Cr(N, 2) [Vul|y pour W&Q_N(Q), on déduit que :

IVul = |Vuly * [VulZ < Ch(N, 2)7 = |u]*"7 [Vul%, (4.8)

et par I'inégalité de Holder, on sait que :

P

—a 1—a)(1— —N' l—a
Jul ) =5 < 10207V e (4.9)

En combinant avec le théoreme 4.6.1 précédent, on déduit le résultat. O

Notes pré-bibliographiques

Les résultats issus de ce chapitre sont en majorité dis a Pauteur (voir
références citées en fin d’ouvrage) sauf ceux des inclusions classiques de
Sobolev. Néanmoins les preuves sont basées sur les résultats de 'auteur.



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-540-69117-4

Rearrangement Relatif

Un instrument d'estimations dans les problemes aux
limites

Rakotoson, J.-M.

2008, XV, 292 p. 6 ill., Softcover

ISEN: 278-3-540-60117-4



