Grundlagen

1 Reelle Zahlen

1.1 Warum Analysis fiir Informatiker?

Die drei grundlegenden Mathematikvorlesungen eines Informatikstudien-
gangs — Diskrete Strukturen, Lineare Algebra und Analysis — liefen sich
einheitlicher wie folgt bezeichnen: diskrete, lineare und kontinuierliche Struk-
turen. (Statt ,diskret” konnte man auch , digital”, statt , kontinuierlich” dann
entsprechend ,,analog” sagen.)

Nun liegt der Einwand nahe, dass digitale Computer doch nur mit dis-
kreten, endlichen Objekten arbeiteten und daher eine Beschiftigung mit kon-
tinuierlichen Strukturen fiir die meisten Informatiker eigentlich verzichtbar
sein diirfte. (Etliche Physiker sind der Ansicht, dass das ganze Universum
diskret und endlich ist. Manche sprechen gar vom ,rechnenden Raum”.
Also miisste der Einwand auch fiir die Natur- und Ingenieurwissenschaften
gelten ...) Warum also Analysis fiir Informatiker?

Meine einfache Entgegnung lautet: Weil Analysis neben einem wertvol-
len Training in Abstraktion und Begriffsbildung auch fiir Informatiker ein
enorm niitzliches Werkzeug darstellt. , Diskret” kann ndmlich sehr dicht (=
fast kontinuierlich) sein, oder sehen Sie etwa die einzelnen Pixel von ausbe-
lichteten Digitalfotos? Und ,endlich” kann sehr grof§ sein. Der Ubergang ins
Kontinuierliche ist schlichtweg ein sehr praktischer Schritt, um mit solchen
Féillen bequemer umzugehen. Ich will dafiir zwei Beispiele geben.

Beispiel. In Abb. 1 sehen Sie, wie aus einem Digitalfoto tiberlagerter Text
,herausgerechnet” wird. (Der Fachausdruck fiir solches Herausrechnen von
zerstorten Bildfldchen lautet , Image Inpainting”.) Ein besonders schneller Al-
gorithmus hierfiir stammt ganz frisch aus meiner eigenen Forschung [BMo7]
— und benutzt fortgeschrittene Werkzeuge der Analysis. Der Arbeitsablauf
war dabei ungefahr folgender:
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Abb. 1. Fast Image Inpainting” mittels Analysis (partielle Differentialgleichungen).

Abstraktion: unendlich feine Auflésung

Digitalfoto (diskret)
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,Numerik”: Diskretisierung

implementierbarer diskreter Algorithmus

Der Weg tiber das Kontinuierliche ist dabei kein Umweg, sondern eine kraft-
volle Methode, um den Uberblick zu wahren, das Wesentliche zu sehen und
die richtige Idee zu bekommen. Er funktioniert, da die im Zwischenschritt
benutzte , unendlich feine” Auflgsung bereits eine gute Approximation der
heutigen Auflosung von Digitalfotos darstellt.

Beispiel. [GKPg4, S. 439] Als Losung eines kombinatorischen Problems er-
halte ich in Abhangigkeit vom Parameter n € IN die natiirlichen Zahlen

Ay = i (3:) Bu = fan-

k=0

(Zur Erinnerung: f, bezeichnet die n-te Fibonacci-Zahl.) Frage: Wie ver-
gleichen sich A, und B, — fiir groffle n? Es ist zwar A, = 22 > By = 21,
aber

Ay =7776048412324714 < Byy = 23416728 348 467 685.

Fiir grofiere n betrachten wir Tabelle 1, aus der wir zwei Dinge lernen. Zum
einen, dass die Berechnung von A, fiir grofie n unverhéltnisméafig teuer
ist und zum anderen, dass die genaue Kenntnis der 82928 Ziffern von
A100000 VvOllig unnotig ist, um unsere Frage zu beantworten. Bjgpog besitzt
667 Ziffern mehr, ist also in jedem Fall grofier. Merken Sie, was bei dieser
Argumentation passiert? Wir approximieren, namlich

1082927 83594 __
A100000 =~ 10 <10 ~ B100000-
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Tabelle 1. Einige Laufzeiten der Berechnung von A, und B, mit Mathematica.

n  Laufzeit(A,) #Ziffern(A,) Laufzeit(B,) #Ziffern(By)

1000 0.158 828 0.17 ms 836
10000 528 8292 0.76 ms 8360
100 000 5h 40 min 82928 14 mMs 83595

Wie steht es mit Al 000000 und Bl 000 000? Wir konnen leicht prognostizie—
ren, dass die Berechnung des exakten Werts von Ajpgo00 knapp 92 Tage
kosten wird. Auf der anderen Seite gehort nicht mehr viel Fantasie zur Ver-
mutung, dass Ajooo00 — ich approximiere weiter — in etwa 829 ooo Ziffern,
B1 000000 hingegen in etwa 836 ooo Ziffern besitzen wird und damit grofier
ist. Aber konnen wir uns darauf verlassen?

In dieser Vorlesung werden wir lernen, solche Zusammenhénge nicht nur
aufgrund eines Experiments mit kleineren n zu vermuten, sondern sie ohne
groflere Miihe in einem ganz prizisen Sinn herzuleiten. Genauer werden wir
im konkreten Fall lernen (siehe Abschnitt 14.2), dass fiir n — oo

/3 . L1
Ay~ E(6.75) , B, ~ 7
Nun ist aber 6.75 < 6.85410 - - - und wir konnen (mit den Kenntnissen aus
dieser Vorlesung) sofort ablesen, dass A, < By fir fast alle n € N, d.h. fur
alle n > n ab einer , gewissen” Zahl 1. (Dieses 1y zu bestimmen erfordert
eine etwas feinere Argumentation, im vorliegenden Fall ist ny = 3.)

Wir wollen noch eine letzte wichtige Beobachtung aus diesem Beispiel
festhalten: Obwohl A,, und B, nattrliche Zahlen sind, tauchen in ihrer
asymptotischen Beschreibung irrationale Zahlen wie /3, /5 und 7 auf, also
Zahlen, die nicht zu Q gehoéren.3 (Sie erinnern sich moglicherweise an
Euklids Beweis fiir die Irrationalitit von /2 ?) Wir kommen demnach mit
den rationalen Zahlen Q nicht aus und miissen ihre ,Liicken fiillen”, was
uns zu den reellen Zahlen R als Grundlage der Analysis fiihrt.

(6.85410- - - ). (1.1)

Merke:

Analysis ist ein niitzliches Werkzeug zur Vereinfachung komplizierter dis-
kreter Zusammenhénge. Zwei wichtige Techniken sind hierbei Abschiitzung
und Approximation.

3 Gleiches gilt auch fiir die Ihnen eventuell der Form nach bereits bekannte Stir-
ling’sche Formel

n!:\/ﬁ(g)n (n — o).

Die Herleitung dieses Klassikers wird uns in Abschnitt 15.5 beschéftigen.
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1.2 Axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen

Ich werde die reellen Zahlen nicht tiber die Angabe ihrer Elemente defi-
nieren (,,das ist eine reelle Zahl”), sondern operativ einfiihren, indem ich
charakterisiere, was man alles mit ihnen machen kann. Der Punkt ist hier-
bei, dass eine vollstindige Charakterisierung die reellen Zahlen eindeutig
festlegt: ,Nur mit ihnen kann man genau das alles machen.”

Arithmetik

In R gelten die vertrauten Rechenregeln der , vier Grundrechenarten”. Sie
wissen bereits, wie man das mathematisch gebildet ausdriickt: (R,+,-) ist
ein (kommutativer) Kérper. Das neutrale Element der Addition heifst , 0%,
das der Multiplikation ,1”, usw. Halt, ich werde Sie jetzt nicht mit der
Angabe der Rechenregeln langweilen, die haben Sie bereits in den letzten
beiden Semestern mehrfach gesehen.

Wir kennen nattirlich weitere Korper: Die rationalen Zahlen Q, die kom-
plexen Zahlen C und der Restklassenkorper Z;,, wobei p € N eine Primzahl
ist. Die Charakterisierung von R ist also noch nicht abgeschlossen.

Anordnung

Sie haben schon oft rationale oder reelle Zahlen in ihrer Grof3e verglichen;
Aussagen wie 7/4 > 5/3 oder > 3 sollten Sie nicht weiter iiberraschen. Sie
wissen im Prinzip auch, wie sich solche Vergleiche beim Rechnen verdndern,
wie sich Vergleich und Arithmetik also ,vertragen”. Der Mathematiker fasst
das in der folgenden Definition zusammen.

Definition. Ein Korper (K, +, -) heifdt angeordnet, wenn es auf ihm ein Pra-
dikat ,a > 0” (in Worten: a ist positiv) mit den folgenden Rechenregeln
gibt:

(i) Fiir jedes a € K gilt genau eine der drei Aussagen
a=0,a>0 oder —a > 0.
(ii) Fura,b € Kmita >0und b > 0giltta+b >0unda-b > 0.

Tabelle 2 zeigt die Definitionen vertrauter Schreibweisen fiir den Ver-
gleich zweier Zahlen. Rechnen Sie wie gewohnt: ,, <" ist eine Totalordnung.

Einige Konsequenzen der Anordnung

Da fiir a # 0 nach Teil (i) der Definition entweder a > 0 oder —a > 0 gilt,
muss nach Teil (ii) gelten
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Tabelle 2. Definition vertrauter Schreibweisen bei angeordneten Kérpern.

Schreibweise steht fuir
a>b a—-b>0
a<b b—a>0
a>b a>bodera="»
a<b a<bodera=5»b

Quadratzahlen eines angeordneten Korpers sind somit stets positiv. Insbe-
sondere gilt 1 = 12 > 0 und damit —1 < 0. Hier trennen sich also die Wege
von R und C: C ist kein angeordneter Korper, da i> = —1 < 0 im Widerspruch
zur Anordnung stdnde.

Mit 1 > 0 gilt in einem angeordneten Korper nach Teil (ii) der Definition
auch die Kette von Ungleichungen

0<1I<1I4+1<1+14+1<--- <14 +1.
——
n-fach, n € N

Wenn wir die ganz rechts stehende Summe als Element von K mit der
nattirlichen Zahl n einfach identifizieren, so fassen wir IN als Teilmenge von
K auf. Mit Hilfe der Korperarithmetik erweitern wir diese Einbettung zur
Teilkorperbeziehung

(Q+,) € (K,+,).

Jetzt wissen wir also auch, dass fiir eine Primzahl p der endliche Restklassen-
korper Z; kein angeordneter Korper sein kann.

Vollstindigkeit

Wir kennen jetzt zwei angeordnete Korper Q und R. Wir benétigen noch ein
weiteres Axiom, das R von Q trennt und etwa die irrationale Zahl v/2 ZQ
in R heimisch macht, das R also zwingt, keine , Liicken” zu haben.

Definition. Wir betrachten einen angeordneten Korper K.

(i) Eine Teilmenge M C K heifst nach oben beschriinkt, wenn es eine Zahl
so € K gibt mit
aeM = a<sg.

Eine solche Zahl s\ heif$t obere Schranke von M.

(ii) K ist ordnungsvollstindig,* wenn jede nichtleere, nach oben beschrankte
Teilmenge M C K eine kleinste obere Schranke sup M € K, das Supre-
mum von M, besitzt. Das Supremum sup M ist also einerseits eine obere
Schranke von M und andererseits kann jede obere Schranke sy von M
durch sup M < sp nach unten abgeschitzt werden.

# Man sagt auch: K erfiillt das Supremumsaxiom.
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Damit sind wir am Ziel. Denn es gilt der Satz,> dass es (bis auf ,ord-
nungstreue Isomorphie”, also Umbenennung der Elemente) nur einen einzi-
gen ordnungsvollstindigen Korper gibt, ndmlich den Kérper R der reellen
Zahlen. Was ist nun die Zahl v/2 € R \ Q? Nichts leichter als das:

V2 =sup{a € R:a* <2}. (1.2)

Man kann durchaus ,zu Fu8” — also nur aufgrund der bisher eingefiihrten
Regeln — ausrechnen, dass die so definierte Zahl die gewtiinschte Beziehung

(V2)?=2

erfiillt. Eleganter geht es spdter mit den allgemeineren Werkzeugen aus
Kapitel II.

1.3 Einige niitzliche Bezeichnungen

Bezeichnungen und Notation erleichtern das mathematische Sprechen und
Schreiben. Leider gibt es keinen von allen akzeptierten Standard, passen Sie
also bitte auf die kleinen Unterschiede zwischen Autoren, Dozenten und
dem Rest der Welt auf.

Die Symbole t-o0

Nach unserer Definition besitzen die leere Menge @ und Mengen ohne
obere Schranke jeweils keine reelle Zahl als Supremum. Zur Verkiirzung der
Sprechweise fithren wir die beiden Symbole —oco und oo ein, welche keine
reelle Zahlen sind und fiir die folgende konsistente Konventionen gelten:

o sup@ = —oo,
e sup M = oo steht fiir ,M C R besitzt keine obere Schranke”,
o fiirjedesa € R gilt —c0 < a < oo.

Intervalle

Fiir a,b € R mit a < b definieren wir

e das abgeschlossene Intervall [a,b] = {x € R:a < x < b},

e das offene Intervall (a,b) = {x e R:a < x < b},

e und die halboffenen Intervalle [2,0) = {x € R : a < x < b} bzw.
(a,b) ={xeR:a < x<b}.

An den offenen Enden darf auch eines der Symbole £oo stehen. So ist etwa
[a,00) ={x e R:a<x}, (—oo,b)={x€ceR:x<b}, (—00,00)=R.
Uberzeugen Sie sich von sup[a, b] = sup(a, b] = sup|a,b) = sup(a,b) = b.

5 Fiir einen Beweis verweise ich auf [vdWy1, §78] oder [Lorgo, §20*].
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Infimum, Maximum und Minimum

Analog zu oberen Schranken und zum Supremum gibt es untere Schranken
und das Infimum. Wir kénnen es fiir jede Teilmenge M C R einfach (und
wegen der Symbole oo ohne einschrdnkende Voraussetzungen) durch

inf M = —sup(—M)

definieren. Sind das Supremum oder das Infimum einer Menge M C R
selbst Element dieser Menge, so sprechen wir von der Existenz des Maxi-
mums bzw. Minimums,

supM € M = maxM =sup M, infMeM = minM = inf M.

1.4 Rechenregeln fiir Suprema

Der Umgang mit Suprema (und entsprechend auch Infima) wird durch
folgenden Satz erleichtert.

Satz. Es seien X,Y C R mit sup X,supY € R und A € R. Dann gilt
()  sup(X+Y) =sup(X)+sup(Y),

(i) A>0 = sup(AX)=AsupX,

(iii) X,Y C[0,00) = sup(X-Y) =sup(X) - sup(Y),

(iv XCY = supX <supY.

Beweis. Um den Umgang mit Suprema zu iiben, beweisen wir Teil (ii).

Schritt 1: sup(AX) < Asup X.

Fiir a € X gilt a < sup X, also auch Aa < Asup X. Daher ist Asup X eine
obere Schranke der Menge AX, so dass das Supremum dieser Menge als
kleinste obere Schranke sup(AX) < Asup X erfiillt.

Schritt 2: Asup X < sup(AX).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen im Gegenteil an, dass
sup(AX) < Asup X, es also einen positiven Uberschuss A > 0 gibt mit

Asup X = sup(AX) + A.

Da die Zahl sup X — A/A dann kleiner als das Supremum von X ist, also
kleiner als die kleinste obere Schranke, gibt es ein a5 € X mit

apn >supX —A/A, also  Aap > Asup X — A = sup(AX).

Mit Aap € AX wire dann aber sup(AX) keine obere Schranke der Menge
AX mehr — im Widerspruch zur Definition des Supremums. d
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Merke:

In der Analysis wird der Nachweis einer Gleichheit a = b oft tiber die beiden
Abschitzungen a < b und b < a gefiihrt.

1.5 Archimedizitit der reellen Zahlen

Das in Abschnitt 1.3 eingefiihrte Symbol oo ist keine reelle Zahl. Haben Sie
sich gefragt, woher ich das weif$? Gibt es in R wirklich keine unendlich
groflen Zahlen? (Man nennt diese Eigenschaft die Archimedizitdt von IR.)

Satz. R ist ein archimedisch geordneter Kirper, d.h. zu jedem a € R gibt es eine
natiirliche Zahl n € N mit a < n.

Beweis. Auch dieser Beweis dient der Ubung des Rechnens mit Suprema.
Wiederum fithren wir einen Widerspruchsbeweis6 und nehmen an, der Satz
wiére falsch. Dann wére IN in R nach oben beschrankt und es existierte die
positive reelle Zahl 0 < supIN < co. Nach Satz 1.4, Teil (ii) und (iv), erhielten
wir somit wegen 2IN C IN die Ungleichungskette

0 <supN < 2supIN = sup(2IN) < supIN < oo,

ein klarer Widerspruch (zur Irreflexivitdt der ,<”-Relation in IR). 0

Genausowenig gibt es unendlich kleine Zahlen in R: Zur positiven reellen
Zahl 0 < a € R gibt es ndmlich eine natiirliche Zahl n € N mit 1/n < a.
Zum Nachweis wendet man obigen Satz auf die reelle Zahl 1/4 an.

1.6 Dichtheit der rationalen Zahlen

Aus der Archimedizitdt von R folgt unmittelbar eine weitere wichtige Ei-
genschaft: Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in IR. Das heif$t, dass sich
zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen stets ein Bruch finden ldsst.

Satz. Zua <bausR gibtesr € Qmita <r <b.

Beweis. Zur Abwechslung wollen wir eine solche Zahl r € Q konstruieren.
Dazu nehmen wir — wie im letzten Abschnitt erkldrt — ein 4 € IN mit
1/q < b —a. Dieses q wird der Nenner unseres Bruchs  werden. Den Zahler
p finden wir als

p=min{n € Z:n>q-a}.

6 Widerspruchsbeweise sind leider stets nichtkonstruktiv. Das bedeutet, dass wir
kein Verfahren ableiten konnen, um fiir gegebenes a € R ein solches n € N zu
konstruieren.
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Denn nach Satz in Abschnitt 1.5 gibt es ganze Zahlen oberhalb von g -a
und daher natiirlich auch eine kleinste. Damit gilt fiir ¥ = p/gq sicher schon
einmal 4 < r. Wére nun aber b < r (statt wie gewtiinscht r < b), so wire
(wegenp —1 < ga)
boac P p=1_1
q q q

im Widerspruch zur Konstruktion von 4. a

Insbesondere konnen wir eine gegebene reelle Zahl a € R beliebig gut
durch Briiche approximieren. Geben wir etwa eine Genauigkeit 107", n € N,
vor, so findet sich ein r € Q mit

a—107"<r<a,also ae(r,r+107").

Dieser Prozess heifst auch Intervallschachtelung.

1.7 Dezimalzahldarstellung

Aus der Schule ist Ihnen die Dezimalzahldarstellung reeller Zahlen vertraut,
etwa
7T = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83 - - - .

Die Punkte ,- - - “ deuten an, dass da noch abzihlbar unendlich viele weitere
Ziffern kommen. Jede von ihnen ist fiir 7t konstitutiv. Sobald wir diese
Dezimalzahl bei einer Ziffer abbrechen, approximieren wir 71 nur noch.
Allgemein ist die Dezimalzahldarstellung einer reellen Zahl ein Ausdruck
der Form

+do.didadsz - - -

mit dem ganzzahligen Anteil dy € INg und den Nachkommaziffern d; €
{0,...,9}, k € N. Wie vertrégt sich diese Darstellung reeller Zahlen mit der
axiomatischen Charakterisierung von R als ordnungsvollstindigem Korper?
Wir miissen dazu zwei Dinge zeigen: Jede Dezimalzahl reprasentiert eine
reelle Zahl und jede reelle Zahl Idsst sich als eine solche Dezimalzahl dar-
stellen. Wir konnen uns hierbei auf positive Zahlen beschranken. (Negative
Zahlen macht man zunéchst positiv und gibt ihnen erst zum Schluss ihr
Vorzeichen zuriick.)

Wir beginnen mit einer speziellen Klasse: Jede abbrechende Dezimalzahl,
fiir die also ab einer Nachkommastelle d,, nur noch Nullen kommen (die
man dann nicht mehr hinschreibt), ldsst sich als rationale Zahl mit dem
Nenner 10" schreiben und umgekehrt:

do.dydods . . .dy = 1%’; mit p,, € No.

“

Der Zihler p,, besitzt nattirlich die Dezimalziffern ,,dod; - - - d,,".
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Damit kénnen wir definieren, welche positive reelle Zahl zu einer positi-
ven Dezimalzahl gehort:

do.dydods - - - = sup{rn €Q:ry =dydidods---dy,n e N}

Sie ist also das Supremum {iiber alle aus den Teilzeichenketten erzeugten
abbrechenden Dezimalzahlen.

Es sei nun umgekehrt eine reelle Zahl a > 0 gegeben. Wir entwickeln
sie in jene Dezimalzahl dy.d1d»ds - - -, deren Anfénge do.dy---d,, n € Ny,
durch die rationalen Zahlen p,, /10" mit den Zahlern

pn =max{p € No: p <10"-a}

gegeben sind. Das Maximum existiert, da die Menge von nattirlichen Zahlen
auf der rechten Seite wegen der Archimidizitat von R beschrankt ist.
Machen Sie sich bitte klar, dass fiir 2 > 0 der beschriebene Prozess

Dezimalzahlentwicklung dodrdod definiert 4
0-41d2d3 - - ?

wirklich wieder zur gleichen reellen Zahl a’ = a fiihrt. Insbesondere haben
wir eine bijektive Beziehung zwischen den durch Entwicklung entstandenen
Dezimalzahlen und den reellen Zahlen. Die Betonung von ,durch Ent-
wicklung entstanden” verweist auf eine oft vernachlédssigte Subtilitit von
Dezimalzahlen. Es ist ndmlich etwa

1.0000--- =10.99999 - - - .

(Preisfrage: Welche der beiden Dezimalzahldarstellungen ist durch Entwick-
lung von 1 € R entstanden?) Halten wir also fest: Der Prozess

Dezimalzahlentwicklung ~ _,
a dy

do.dydyds - - - Sefiniert didyd - -

kann zunéchst zu einer anderen Ziffernfolge fiihren, die aber die gleiche
reelle Zahl représentiert. Erst beim erneuten Durchlaufen des Prozesses
dndert sich nichts mehr. Wie sieht man, ob eine Dezimalzahl durch Entwick-
lung entstanden ist? Sie enthélt keinen ,Schwanz” aus sich wiederholenden
Ziffern ,9“, es darf also nicht d, =9 fir n > ng gelten.

Bemerkung. Warum habe ich IR nicht als Menge der Dezimalzahlen defi-
niert? Diese Definition sieht zwar bestechend einfach aus, wirft aber einige
Probleme auf, die nur durch ldngliche und langweile Argumentationen zu
beseitigen sind. Wir miissten ja fiir die so definierte Menge den Nachweis
fithren, dass es sich um einen ordnungsvollstaindigen Kérper handelt. Dazu
miissten die arithmetischen Operation ,+“ und ,-“ und die Ordnungsre-
lation ,<* zuerst explizit definiert werden. Danach mdiisste die Giiltigkeit
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der Korperaxiome, der Ordnungsaxiome und des Supremumsaxioms nach-
gewiesen werden. Machen Sie sich bitte klar, dass schon die ach so simple
Definition der Summe 4" = a + a’ zweier Dezimalzahlen

a=dydidods--, a =dyddydy

nicht ganz offensichtlich ist. Oder sehen Sie eine einfache Regel fiir die
Ziffern d}/ von a” = dfj.d{d}yd} ---? (Ubertrdge konnten ja von ganz weit
rechts kommen, wovon hingt also d}/ genau ab?) Wer néheres iiber diesen
Zugang zu den reellen Zahlen erfahren mochte, dem sei das neue Buch
[Rauoy] von Wolfgang Rautenberg empfohlen.

1.8 Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Mit Hilfe der Dezimalzahldarstellung konnen wir einen Klassiker mathema-
tischer Bildung beweisen, namlich den 1872 von Georg Cantor gefundenen
Satz, dass sich die reellen Zahlen nicht abzihlen lassen.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass sich die
reellen Zahlen des halboffenen Intervalls [0,1) abzdhlen lassen: [0,1) =
{ay,ay,a3,...}. Dann kénnen wir uns alle ihre Entwicklungen in Dezimal-
zahlen als folgende Tabelle angeordnet denken:

ap O.dypdipdizdy -
ay 0.dy1dypdyzdoy - -
a3 0.z dspdszdsy - -
ag O.dydypdyzdyy -

Mit Hilfe dieser Tabelle definieren wir eine reelle Zahl x = 0.d1dydzdy - - - €
[0,1) durch Angabe folgender Nachkommastellen:

{1, falls dyy = 2,

dp =
2, sonst.

Da die Ziffer ,9” nicht auftaucht, handelt es sich hierbei genau um jene
Ziffern, welche die Entwicklung von x in eine Dezimalzahl liefert. Als
Zahl aus [0,1) miisste x in unserer Tabelle auftauchen, also x = a,, fiir ein
n € IN. Dann miisste aber auch die n-te Ziffer der jeweiligen Dezimalzahl-
entwicklung tibereinstimmen: d, = d,;,. Das steht aber im Widerspruch
zur Konstruktion, die d,, # d,, bewusst erzwingt. (Da das Diagonalele-

ment dy, die zentrale Beweislast trdgt, nennt man die Beweisidee auch das
,Cantor’sche Diagonalargument”. Es stammt aus dem Jahre 1877.)
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1.9 Algebraische und transzendente Zahlen

Wir kennen bereits die rationalen Zahlen Q sowie ihren Gegenpart, die irra-
tionalen Zahlen R \ Q wie etwa /2. Es gibt noch eine weitere Dichotomie
von erheblichem mathematischen Interesse, namlich die zwischen den alge-
braischen Zahlen A und den transzendenten Zahlen C \ A. Die algebraischen
Zahlen sind als (moglicherweise komplexe) Nullstellen von Polynomen mit
ganzzahligen Koeffizienten definiert:

A = {a € C : es gibt ein Polynom p € Z[x] mit p(a) = 0}.

(Zur Erinnerung: fiir einen Ring R bezeichnet R[x] den zugehorigen Po-
lynomring.) Da ein Bruch a = m/n mit m € Z,n € IN, Nullstelle des
lineare Polynoms nx — m aus Z[x] ist, gilt Q C A. Weiter sind — als Null-
stellen der quadratischen Polynome x2 —2bzw. x2 +1-auch v2 € A und
i=+v—-1€A.

In der Algebra lernt man (siehe z.B. [Lorgz, §2.F9]), dass A ein algebraisch
abgeschlossener Korper ist: Erstens ist A also ein Korper und zweitens liegen
die Nullstellen von Polynomen aus A[x] wieder in A.

Es gibt nun ein ganz einfaches Argument fiir die Existenz transzendenter
Zahlen: A ist abzdhlbar.” Denn dann folgt aus der Uberabzihlbarkeit von
R (und damit von C = R + iRR), dass es im Sinne der Machtigkeit von
Mengen sehr viel mehr transzendente als algebraische Zahlen gibt. So viele
mehr, dass eine zufallig herausgegriffene reelle Zahl mit Wahrscheinlichkeit
1 transzendent ist.

Trotzdem ist der Nachweis der Transzendenz konkreter Zahlen richtig
tiefliegende Mathematik. So weiff man etwa, dass die Euler’sche Zahl e

(Hermite 1873), die Kreiszahl 7t (Lindemann 1882), ™ (Siegel 1929), 2v2
(Gelfond und Schneider 1934), und die folgende Zahl (Mahler 1946)

0.123456789101112131415161718192021 - - -

transzendent sind. (Fiir Aficionados: Die Beweise finden sich in dem sehr
lesbaren Buch [BTog4].) Der Status von 7%, 7 + e und 77 - e ist hingegen
eine notorisch offene Frage. Man weifs noch nichteinmal, ob diese Zahlen
irrational sind.

7 Die Abzahlbarkeit von A zeigt man wie folgt. Fiir ein Polynom p(x) = co +
c1x + -+ + cyx™ aus Z[x] vom Grad n € N (¢, # 0) definiert man die Hohe
h(p) =n+|co| + - - - |cn| € N. Zu einem vorgegebenen h € IN gibt es sicher nur
endlich viele Polynome p € Z[x| mit dieser Hohe h(p) = h, welche wiederum nur
endlich viele Nullstellen besitzen kénnen. Daher ist A abzédhlbare Vereinigung
endlicher Mengen, namlich

A = | {a € C: es gibt ein Polynom p € Z[x] mit h(p) = h und p(a) = 0},
helN

und damit selbst abzihlbar.
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1, 3141(3141]; _314159(31415],
_3_141,%_3 1415, *_3__1415; reg
3714159, ~371415;* 314159
-T151(__31311=5; __3_T415=1
¥ 731415;_31415++

write((3,1),
), (_3_14159
3.1415926; }
31415<3141-
314155 314-(
31415 1+
[ 31+1)-_314;
,_3141592654))

long a[52514],b,c=52514,d,e, f=led, g, h;
rintf ("% +d/£))
for (e=d b*2;d/=g) d=d*b+f* ( b]:£/5),alb]=dt--g;}

a C-Code fiir 3141 Ziffern von ¢ (Roemer B. Livaart, IOCCC 1989) b C-Code fiir 15000 Ziffern von 7 [AHoo, S. 37]

Abb. 2. C-Programme fiir die Berechnung von tausenden Ziffern von e und 7.

1.10 Berechenbare Zahlen

Die in Abschnitt 1.7 angegebene konstruktive Methode der Dezimalzahl-
entwicklung einer reellen Zahl a > 0 sieht auf den ersten Blick wie ein im
Prinzip programmierbares Verfahren aus, miissen doch im wesentlichen nur
die ganzen Zahlen

pn =max{p € No:p <10"-a}

bestimmt werden. Hierzu kénnte man eine Schleife programmieren, die
wegen der Archimedizitdt von R terminieren muss. Aber der Schein triigt.
Lesen Sie noch nicht weiter und nehmen Sie sich ein paar Minuten Zeit, um
zu tiberlegen, wo das Problem liegen konnte.

Das Problem liegt in der Entscheidbarkeit des Pradikats ,,p < 10" - a” fuir
eine ganze Zahl p. Diese Entscheidung miisste ja auch effektiv hergestellt
werden, also programmiert werden. Nichts leichter als das, werden Sie sagen.
Man nehme die Dezimalzahldarstellung von a ..., aber halt, da landen wir
in einem logischen Zirkelschluss. Wir sollten uns ernsthaft tiberlegen, welche
reellen Zahlen iiberhaupt berechenbar sind.

Eine reelle Zahl a = +4dy.d1dyds - - - wollen wir berechenbar nennen,
wenn es ein festes Programm P gibt, das auf die Eingabe von n € Ny die
Ziffernfolge +dy.d1d; - - - d,, abliefert. In Abb. 2 finden Sie entsprechende Pro-
gramme der Sprache C fiir e und 7 (richtig: das , 77-formige” Programm auf
der linken Seite berechnet die Euler’sche Zahl e = 2.7182818284 - - - ).8 Die
Menge der berechenbaren reellen Zahlen bezeichnen wir mit IB, auch sie bil-
den einen Korper. Algorithmen zur Nullstellenbestimmung von Polynomen

8 In beiden Programmen ist zwar n = 3141 bzw. n = 15000 fest eingestellt; aber
indem man im Programmtext die richtigen Zahlen (welche?) geeignet ersetzt
(wie?), kann man sie dazu bringen, ein beliebiges anderes n € IN auszuwerten.
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zeigen, dass die algebraischen Zahlen berechenbar sind:
ReA UImA C B.

Offenbar gilt e, 7 € BB, es sind also auch bestimmte transzendente Zahlen
berechenbar. Gibt es nun reelle Zahlen, die nicht berechenbar sind?

Auch bei dieser Frage liefert uns die Uberabzahlbarkeit von R die Ant-
wort. Da jedes Programm (einer gegebenen universellen Maschine) eine
endliche Zeichenkette mit Zeichen aus einem endlichen Alphabet ist, kann
es grundsétzlich nur abzahlbar viele Programme geben. Also ist auch der
Korper B nur abzdhlbar; es gibt daher sehr viel mehr reelle Zahlen, die
nicht berechenbar sind, als berechenbare. So viele mehr, dass eine zufillig
herausgegriffene reelle Zahl mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht berechenbar ist.?

Lassen Sie sich bitte nicht in die Irre fithren: Obwohl die meisten Objekte
der Analysis in diesem Sinne nicht berechenbar sind, ist die zu diesem Preis
erkaufte Bequemlichkeit der Argumentation so tiberzeugend, dass kein ver-
niinftiger Mensch darauf — etwa fiir Abschitzungen wie im zweiten Beispiel
des Abschnitts 1.1 — verzichten wiirde. Die in IR steckende Kraft der Ab-
straktion hat sich gerade zur Losung sehr konkreter Probleme durchgesetzt.
Eine Analysis tiber B wire hingegen absolut monstros.

Beispiel. Ich mochte diesen Abschnitt mit einem Beispiel fiir eine nicht be-
rechenbare Zahl abschliefSen, ndmlich mit der von Gregory Chaitin 1975
eingefiihrten Haltewahrscheinlichkeit

Qu = Z 2—#bits(p)
p:U(p)hilt an

einer ,universellen selbstbegrenzenden Prédfixmaschine” U. Die Summe
erstreckt sich dabei iiber alle als Bitfolge aufgefassten Programme p der
Maschine. Es lasst sich zeigen, dass 0 < )y < 1 gilt und diese Zahl als
die Wahrscheinlichkeit gedeutet werden kann, dass die Ausfiihrung eines
zufillig gewdhlten Programms auf dieser Maschine terminiert. (y; ist grund-
sétzlich nicht berechenbar (sonst wére das Halteproblem entscheidbar) und
daher notwendigerweise transzendent. Mehr noch: () ist eine echte Zu-
fallszahl im Sinne der Kolmogoroff’schen Komplexitédtstheorie [LVgy]. Sie
ist ,mathematisch nicht komprimierbar”: Es gibt eine Konstante c, so dass
die Berechenbarkeit der ersten n Bindrstellen von (); eine Theorie verlangt,
deren Axiome — als Programm fiir U geeignet formalisiert — mindestens
n + ¢ Bits benotigen. (Vergleichen Sie das mit der Berechnung von 7: das
zugrundeliegende Axiomensystem besitzt konstante Lange.) Fiir eine kon-
krete universelle Maschine (basierend auf der Programmiersprache LISP)
hat Chaitin [Chag8, S. 53] diese Konstante sogar ermittelt: c = 15328.

9 Das bedeutet umgekehrt, dass sich keine reellen Zufallszahlen berechnen lassen.
Zufallszahlengeneratoren sind nie wirklich zuféllig.
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2 Ungleichungen: Ein Primer

Ungleichungen sind ein wichtiges Hilfsmittel zur ,, Vereinfachung durch
Abschidtzung”. Der Umgang mit ihnen bedarf einiger Ubung; das Auffinden
besonders niitzlicher Ungleichungen ist oft ideenreich und wird manchmal
damit geehrt, dass der Name des Finders mit der Ungleichung verkniipft
wird. Zu jeder Ungleichung gehort die Frage: Ist sie ,,scharf“? Das bedeutet:
Sind die vorhandene Konstanten bestméglich; gibt es Félle von Gleichheit,
wenn ja, welche?

2.1 Elementare Ungleichungen

Wir sammeln hier zur Einfithrung — ohne Beweis - einige besonders niitzliche
elementare Ungleichungen reeller Zahlen. Einge kennen Sie bestimmt schon;
zur Ubung sollten Sie am besten alle beweisen (siehe Aufgabe 3 auf S. 19).
Vorab fiihren wir noch den Absolutbetrag einer Zahl a € R ein (es gibt ihn
in jedem angeordneten Korper):

|a| = max(a, —a) > 0.
e Dreiecksungleichung:
la+0b| < |a| + |b],

Gleichheit genau fiir a - b > 0 (a, b besitzen gleiches Vorzeichen).
e umgekehrte Dreiecksungleichung:

|a+b] > |la] - |b

7

Gleichheit genau fiir a - b < 0 (4, b entgegengesetztes Vorzeichen).
¢ Ungleichung fiir geometrische Summen:

1
1+x+x2+~~~+x”<m (neNp 0<x<1),
Gleichheit genau fiir x = 0.
e Bernoulli'sche Ungleichung:
(1+x)">14n-x (n € Ng, x > —1),

Gleichheit genau fir nn - x = 0.
e Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel:

\/a~b<a;—b (a,b>0),

Gleichheit genau fiir a = b.
e Ungleichung vom mittleren Verhiltnis (Cauchy): Fiir by, ..., b, > 0 ist

mm(ﬂl w)<al+---+ﬂn<mx<ﬂ1 ﬂ)
bll"‘/bn \b1+~~~+bn\ bl/"'/bn 7

Gleichheit genau dann, wenn a1 /by = - -+ = a,/by,.
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2.2 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Diese Ungleichung, eine der wichtigsten der Mathematik, wurde fiir Sum-
men 1821 von Cauchy angegeben und von Schwarz 1885 auf Integrale
verallgemeinert. (Der Russe Bunjakowski hatte die Integralform zwar bereits
1859 aufgeschrieben, wird im Westen aber traditionell ignoriert.)

Satz. Es seien x1,...,Xn,Y1,...,Yn € R. Dann gilt

n n
Y xeeyr < \/in : \/
=1 =1

Gleichheit gilt genau dann, wenn es zwei Zahlen A, yu > 0 gibt, die nicht beide Null
sind, mit Axy = pyy fiirallek =1,...,n.

Beweis. Wenn x; = -+ = x, = 0 oder y; = --- = y, = 0 gilt, dann ist
die Ungleichung sofort mit Gleichheitszeichen erfiillt (im ersten Fall liefert
(A, u) = (1,0), im zweiten (A, u) = (0,1) den Zusatz). Wir kdnnen uns also
auf den Fall beschrianken, dass

n n
sx:1/2x%>0, sy:1/2yi>0.
k=1 k=1

Nun versuchen wir, die Summe Y} _; xj yx zundchst durch irgendeinen mog-
lichst einfachen Ausdruck in sy und sy abzuschitzen (das Ziel wire sy - sy).
Ausgangspunkt ist die triviale Ungleichung (x; — yx)? > 0, die wir zu

XYk S % (x%nyi)

umschreiben und dann tiber alle k summieren, um folgende Zwischenetappe
zu erreichen:
2 1
Y oxeyr< 5 (52 + sz)
= kY S 7 \°x )

(Gleichheit besteht offenbar genau dann, wenn x;, =y firallek =1,...,n.)
Leider gilt natiirlich auch

1
Sx'sy<§<sjzc+si)/

wir scheinen also {iber das Ziel sy - s, ,hinausgeschossen” zu sein. Moment
mal, fiir sy = s, sind das Ziel und die Schranke unserer Zwischenetappe
doch aber gleich. Kénnen wir das nutzen? Ja, fiir die normalisierten Zahlen

Tr = X1/ Sx, Uk = Yi/sy, (k=1,...,n)
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gilt sy = sy = 1 und daher mit der Schranke unserer Zwischenetappe

n n .
Z %k - Jx < 1, also ausgeschrieben: M <1

k:1 Sx * Sy

Damit sind wir bereits am Ziel. (Gleichheit gilt genau dann, wenn % = f,
also sy - xy = sy -y, fur alle k = 1,...,n. Der Zusatz ist demnach giiltig fiir

(A 1) = (sy,5x)). O

Die im Beweis verwendete Technik der Normalisierung ist recht allgemein
anwendbar, um die Qualitdt von Abschédtzungen zu verbessern, in welche die
Variablen nur mittelbar {iber homogene Ausdriicke eingehen. Wir werden
hierfiir in Abschnitt 3.7 noch ein weiteres Beispiel kennenlernen.

2.3 Euklidische Norm

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung wird in den Sprech- und Schreib-
weisen der linearen Algebra besonders tibersichtlich. Wir betrachten den
n-dimensionalen Vektorraum R” und fassen die reellen Zahlen xq, ..., x;
zum Vektor x = (x1,...,x,) € R" zusammen. Ich erinnere an das Euklidische
Skalarprodukt

n
(xy) =) xc- vk
k=1

zweier Vektoren x,y € R” und an die Euklidische Norm

n
Il =y ) 22 &
k=1

eines Vektors x € R". (Das ist genau jene Zahl, die wir im Beweis der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung mit s, bezeichnet hatten.) Somit lasst
sich die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung ganz kurz in der Form

(x,y) < x| - llyll (x,y € R")
schreiben. Die Euklidische Norm misst die , Lidnge” eines Vektors und besitzt
folgende Eigenschaften (x,y € R",A € R):
@ xl=0 x=0
(i) A xf = (AL ]l
(i) fx +yll < llx[l+ llyll

Mit Hilfe einer Langenmessung lassen sich auch Abstiande messen. Der
Euklidische Abstand zweier Vektoren x,y € R" ist ||x — y||.
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Von den drei Eigenschaften der Euklidischen Norm ist nur die letzte, die
Dreiecksungleichung, nicht ganz offensichtlich. Sie folgt aber unmittelbar aus
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

n
Ix+yl> =Y CGee + wi)? Zxk+2zxk yk+23/k
P

= IIJCH2 +2(x,y) + [ly[®
< 20yl =+ 1yl = )+ D

Gleichheit besteht in der Dreiecksungleichung also genau dann, wenn sie in
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung vorliegt. Die Bedingungen hierfiir
haben wir in Satz 2.2 notiert.

Ubrigens definiert jede Funktion R” — R, welche die drei Eigenschaften
(1)—(iii) besitzt, eine Norm und kann als Alternative zur Euklidischen Norm
fur die ,Langenmessung” von Vektoren herangezogen werden. Haufige
Verwendung finden

¢ Maximumsnorm
|x|lcc = max{|xx|:k=1,...,n},

e (l-Norm
n

lxllr = ) |xel.

k=1
Letztere spielt eine prominente Rolle bei einem besonders heiffen Thema an
der Schnittstelle von Mathematik, Informatik und E-Technik: Dem Compres-
sed Sensing, Grundlage der ,,Single-Pixel Camera”.

Anwendung: Absolutbetrag komplexer Zahlen

Die komplexen Zahlen C = R + iR konnen ja mit dem Vektorraum R?
identifiziert werden. Die Euklidische Norm nennt man hier den Absolutbetrag
der komplexen Zahl z und bezeichnet ihn wie in R mit |z|. Zerlegt man
z =a+ib (a,b € R) in Real- und Imaginérteil, so gilt daher

zl =Va2+b2 R

Aus den Eigenschaften (i)—(iii) der Euklidischen Norm folgt insbesondere die
Dreiecksungleichung |z + w| < |z| + |w| (z,w € C). Nun ist auf dem Korper
C aber auch eine Multiplikation definiert und es ist sicher beruhigend zu
wissen, dass genau wie beim Absolutbetrag in R gilt:

|z w| = |z| - |w] (z,w e C).
Diese Gleichung ist dquivalent zur Lagrange’schen Identitét reeller Zahlen

(a* +b%)(c® +d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)? (a,b,c,d € R).
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Aufgaben

1. Definieren Sie das Infimum inf M einer nichtleeren, nach unten beschrankten Men-
ge M C R und geben Sie seine Eigenschaften in Analogie zum Supremumsbegriff
an.

2. Die Zahlen 7 und e sind transzendent. Man weifd weder von der Zahl 7t + ¢ noch
von 7T - e, ob sie irrational ist. Begriinden Sie, warum aber wenigstens eine dieser
beiden Zahlen transzendent sein muss.

3. Beweisen Sie die elementaren Ungleichungen aus Abschnitt 2.1 und untersuchen
Sie die Fille, in welchen Gleichheit besteht.

Hinweis. Fiir die Bernoulli’sche Ungleichung hilft vollstindige Induktion.

4. Geben Sie ein anschauliches Beispiel fiir die Bedeutung der Ungleichung vom
mittleren Verhiltnis aus Abschnitt 2.1; betrachten Sie z.B. den Nettodurchsatz eines
Netzwerks.

5. Es gelte 0 < ay, 4y, ...,a, < 1. Verallgemeinern Sie die Bernoulli’sche Ungleichung
zu

(1—a1) - Q—ay) - A—ay)>1—ay—ap— - —ay.
Was ist demnach giinstiger: Mehrere Rabatte nacheinander zu bekommen oder einen
Gesamtrabatt, dessen Satz durch Addition der einzelnen Rabattsédtze gebildet wird?

6. Es sei p(x) = Y{_, cxx¥ ein Polynom mit positiven Koeffizienten cy,...,c, > 0.

Zeigen Sie, dass
x\" _ px)
0<x< = <7) < —=< <L
Y y p(v)

Hinweis. Welche der elementaren Ungleichungen aus Abschnitt 2.1 konnte weiterhel-
fen?

7. Es seien b, c > 0. Grenzen Sie die drei Fille derjenigen a € R von einander ab, fiir

welche
a+b

b+c
Losen Sie diese Aufgabe auch mit Hilfe von Maple, schlagen Sie hierzu die Befehle
solve und assuming nach.

kleiner, groer bzw. gleich %.

8. Es seien x,y € R". Zeigen Sie

[ < llxl] - llyl

und untersuchen Sie den Fall der Gleichheit. Driicken Sie die Bedingung hierfiir in
der Sprache der linearen Algebra aus.
n n
9. Es sei x € R" mit ), x% = 1. Wie gro kann ) |xx| maximal werden?
k=1 k=1
10. Es seien py,...,pp > 0 mit p; +--- + py, = 1. Leiten Sie unter geschickter
Verwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung die Abschétzung

n

2
Z <pk+l) >nd+2m+n?!
k=1 Pk

her. Wann gilt Gleichheit?
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