1 Einfuhrung und didaktischer
Hintergrund

,Die Naturphilosophie ist in dem grofien Buch zu finden, das
jederzeit offen vor unseren Augen liegt: Ich habe das Weltall
im Sinn. Wir werden es aber nicht lesen kénnen, bevor wir
die Sprache nicht gelernt und uns mit den Zeichen vertraut
gemacht haben, in denen es geschrieben ist. Es ist dies die
Sprache der Mathematik und die Schriftzeichen sind Dreiecke,
Kreise und andere geometrische Gebilde, ohne deren Kenntnis
der Inhalt nicht verstanden werden kann.“

GALILEO GALILEL, 1623 (in: Il Saggiatore; nach SIMONYI, 2001,
S. 212)

Fragen der Art
Wie viele Zahnarzte gibt es in Deutschland?

— sogenannte FERMI-Probleme (vgl. Abschnitt 3) — spielen im Mathematik-
unterricht bislang eine geringe Rolle. Die Frage lasst sich — sofern man sie
nicht als Recherche-Aufgabe versteht — nicht so rasch beantworten. Man kann
iiberlegen, wie viele Menschen in Deutschland leben und wie viele Zahnéarz-
te jene benotigen mogen. Dann kann man hochrechnen, wie viele Patienten
ein Zahnarzt durchschnittlich behandeln kann und kommt zu einem mehr
oder weniger guten Schitzwert.! Kurz: Zur Beantwortung der Frage kann
man einen Bezug zwischen der Realitdt und der Mathematik herstellen, al-
so mathematisch modellieren. GALILEI erkannte diese Wechselbeziehung
zwischen der Natur und der Mathematik, die er in obigem Zitat mit anderen
Worten ausdriickt.

Ebenso bietet die mittlerweile viel beschriebene , Tanken-Aufgabe“ (siehe
z.B. BLuM und LEIss, 2005, S. 18 oder mit einer sehr ausfithrlichen Analyse
des Schwierigkeitsprofils der Aufgabe auch LEIss, 2007, Teil III) eine Pro-

!Detailliert wird diese Fragestellung in Abschnitt 3.2 verfolgt.
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blemstellung, bei der eine reale Situation mit mathematischen Hilfsmitteln

beschrieben werden kann, um zu einer moglichen Problemlosung zu gelan-

gen:?

LHerr Stein wohnt in Trier, 20 km wvon der Grenze
zu Luzemburg entfernt. Er fahrt mit seinem VW Golf
zum Tanken nach Luzemburg, wo sich direkt hinter der
Grenze eine Tankstelle befindet. Dort kostet der Liter
Benzin nur 1,05 €, im Gegensatz zu 1,30 € in Trier.
Lohnt sich die Fahrt fir Herrn Stein? “

Bei dieser anspruchsvollen Modellierungsaufgabe konnen neben mathema-
tischen auch etliche nicht-mathematische Aspekte (Umweltschutz, Fahrtzeit)
eine Rolle spielen.

Bis vor Kurzem waren derartige Problemstellungen durch Rahmenrichtli-
nien kaum vorgesehen; sie tauchten hochstens in Praambeln am Rande auf.
Seit der Verabschiedung der Bildungsstandards fiir die verschiedenen Schul-
stufen durch die Kultusministerkonferenz 2003 bzw. 2004 wird das mathe-
matische Modellieren fiir die Primarstufe wie auch fiir alle Schulformen der
Sekundarstufe I als ein wesentlich zu fordernder allgemeiner Kompetenzbe-
reich im Mathematikunterricht betont (vgl. Tabelle 1.1). Was darunter kon-
kreter fiir die einzelnen Schulstufen zu verstehen ist, wird in Abschnitt 1.4
aufgezeigt.

Dass die mathematische Modellierung bzw. die Behandlung realitétsbe-
zogener Aufgaben im Mathematikunterricht immer noch eine recht geringe
Stellung inne hat, ist an sich verwunderlich: KAISER (1995, S. 66f.) stellt
iibersichtlich die Diskussion um Realitatsbeziige im Mathematikunterricht in
ihrer historischen Entwicklung seit etwa 1900 sowohl international als auch

2GREEFRATH und LAAKMANN (2007) stellen eine fiir den Unterricht aufbereitete
Unterrichtsreihe zum Tanken-Kontext dar, bei der die Methode des Gruppenpuzzles
eingesetzt wird.



Kompetenzbereiche in der | Kompetenzbereiche in der Sekundar-

Primarstufe stufe |

m  Problemlosen m  Mathematisch argumentieren

m  Kommunizieren m Probleme mathematisch losen

m  Argumentieren m  Mathematisch modellieren

m  Modellieren m  Mathematische Darstellungen verwen-
m Darstellen den

m  Mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik um-
gehen

m  Kommunizieren

Tab. 1.1: Kompetenzbereiche der Bildungsstandards Mathematik

national dar.® Seit den 70er Jahren des 20. Jahrhunderts werde danach im
deutschsprachigen Raum auf breiter Ebene innerhalb der Mathematikdidak-
tik iber Modellierungen diskutiert; international habe die Diskussion bereits
einige Jahre frither begonnen.

Einen Uberblick iiber die aktuelle Diskussion geben BLUM et al. (2007).
HERGET et al. (2007b) resiimieren zehn Jahre ISTRON-Arbeit? und werfen
einen Blick auf aktuelle Schulbiicher sowie Priifungsaufgaben. Sie stellen fest:
,Es tut sich was. “ Parallel zur Diskussion iiber Modellierungen in der Mathe-
matikdidaktik wurden zahlreiche Unterrichtseinheiten entwickelt und doku-
mentiert, die einzelne Modellierungskontexte aufzeigten bzw. als Grundlage
fiir empirische Untersuchungen dienten. Zwar werden mittlerweile deutlich
mehr Anwendungen im Mathematikunterricht thematisiert, Modellierungen
als reflektiertes Ganzes spielen aber wohl kaum eine Rolle im iiblichen Ma-
thematikunterricht (vgl. Maass, 2004, S. 29f.).

3ScHUPP (1988) beschreibt zudem ausfiihrlich, welche Rolle der anwendungsorien-
tierte Unterricht seit dem 19. Jahrhundert im Mathematikunterricht spielte.

4Dije ISTRON-Gruppe hat sich als einen Schwerpunkt gesetzt, Realititsbeziige im
Mathematikunterricht zu fordern und gibt seit den 1990er Jahren entsprechende Ta-
gungsbénde heraus, die vielfdltige Modellierungskontexte aufzeigen (Ndheres unter
http://www.math-edu.de/ Anwendungen/anwendungen.html).
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KAISER (1995, S. 76) unterscheidet verschiedene Arten von Realitétsbe-
ziigen im Mathematikunterricht:

m  Fingekleidete mathematische Probleme, bei denen mathematische Begrif-

fe/Verfahren in vermeintliche Anwendungskontexte ,eingekleidet “ werden
(vgl. auch HENN, 2000)
Hierzu zéhlen in der Regel auch Textaufgaben, wenn jene lediglich verlan-
gen, als Text gegebene Zusammenhénge in ,mathematische Zeichenreihen
(Term oder Gleichung)“ zu iibersetzen und damit wesentliche Aspekte ei-
ner ernsthaften Modellierung ausblenden bzw. vorgeben (vgl. FRANKE,
2003a, S. 33).

m  Veranschaulichungen mathematischer Begriffe, z.B. negative Temperatu-
ren oder Schulden zur Veranschaulichung negativer Zahlen

m  Anwendungen mathematischer Standardverfahren, bei denen bekannte
mathematische Verfahren zur Losung realer Probleme eingesetzt werden
miissen; z.B. bei Verpackungsoptimierungen (vgl. Abschnitt 5.2)

m  Modellierungen,® d.h. komplexe Problemlésungsprozesse, bei denen die
Beziehung zwischen Realitdt und Modellebene bewusst in den Blick ge-
nommen wird

Wihrend in letzter Zeit auch Anwendungen und Modellierungen in Schul-
biichern Einzug halten, galt dies zuvor lediglich fiir Textaufgaben, Standard-
modelle, z.B. aus der Physik, oder umstrittene eingekleidete Aufgaben.
Letztere konnen Schiilern — ohne entsprechende Reflexion — kaum ein ange-
messenes Bild von Mathematik und ihrer Beziehung zur Welt vermitteln. Ein
typisches Beispiel einer eingekleideten Aufgabe ist die in Abbildung 1.1 dar-
gestellte Beispielaufgabe auf Grundkursfach-Niveau aus den aktuellen Ein-
heitlichen Priifungsanforderungen in der Abiturpriifung (EPA) — Mathema-
tik (KMK, 2002, S. 9).

Der Hinweis auf den Giebel verfolgt keinerlei Ziele, die nicht auch oh-
ne diesen ,Realitdtsbezug“ zu erreichen waren. Insbesondere sind samtliche
Uberlegungen zur Mathematisierung bereits mit der Aufgabenstellung gege-

5KAISER verwendet den Begriff ,Modellbildungen®, der hier nicht verwendet wird,
um den Terminus an die aktuelle Diskussion anzupassen.



,Der symmetrische Giebel eines Renaissancehauses soll rekonstruiert werden.
Der obere Giebelrand ist in der Abbildung in einem Koordinatensystem darge-

stellt.
Eine gerade, ganzrationale Funktion f

A beschreibt im entsprechenden Intervall
den oberen Giebelrand. Die x-Achse ist
Tangente an den Graphen der Funkti-
on f in den Punkten P;(—4|0) und
P3(4|0). Die mazimale Hohe des Gie-
bels tiber der Dachkante betragt 4,0 m
(siehe Abbildung).

Begriinden Sie, dass die Funktion f eine Funktion mindestens 4. Grades sein
muss.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Funktion f.“

Abb. 1.1: Eingekleidete Aufgabe aus den Einheitlichen Priifungsanforderungen in
der Abiturpriifung — Mathematik (KMK, 2002, S. 9)

ben. Der Zweck, der mit dem Abdruck der Aufgabe in den EPA verfolgt wird,
ist der, unterschiedliche Vorstrukturierungen bei Aufgaben auf Grund- bzw.
Leistungskurs-Niveau zu veranschaulichen. Wahrscheinlich kann man im Ma-
thematikunterricht nicht vollig auf eingekleidete Aufgaben verzichten, weil
Schiiler daran die wechselseitige Ubersetzung von Text und mathematischen
Darstellungsebenen (Formeln, Tabellen, Graphen) trainieren kénnen. Gleich-
zeitig konnen die Aufgaben Beispiele aufzeigen, wo mathematische Begriffe
und Verfahren in unserer Umwelt angewandt werden kénnen (vgl. LAMBERT,
2007). Verfolgt man derartige Ziele im Unterricht, ist es jedoch notwendig,
die Einkleidung bewusst herauszustellen und gar nicht erst den Eindruck
aufkommen zu lassen, die Situation sei realistisch mathematisiert (,,Authen-
tizitdt“; vel. Abschnitt 1.7.1).
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Anhand eines anschaulichen Beispiels einer ,eingekleideten“ Textaufgabe
analysiert WINTER (1994), wie naiv wir im Mathematikunterricht oftmals
mit Modellierungen umgehen und welches Potenzial dabei ignoriert wird:®

,, Vater ist jetzt 84 kg schwer. In den vergangenen 6 Wochen hat
er 7kg abgenommen. Wie schwer war er vor 6 Wochen?

Wenn man diesen Kontext wirklich ernst nimmt, sollten auch die darin ver-
wendeten Daten in den eigenen Erfahrungshorizont der Schiiler eingeordnet
werden (WINTER, 1994, S. 10f.):

m . Was heifit es, dass der Vater heute 84 kg schwer ist?*
Kann man das mit etwas aus seinem Erfahrungsbereich vergleichen? —
Das entspricht 84 Kilopaketen Zucker oder 84 Literflaschen Wasser oder
einem Stapel von 840 100-g-Tafeln Schokolade.

Dann kénnte man die nun mit Vorstellung verkniipften Daten mit anderen
Daten vergleichen:

m Ist das aulergewohnlich schwer? Wie viel wiegen normalerweise 35 Jahre
alte Manner?*

m Muss man Einschrankungen fiir das Realmodell eines Mannes machen:
»Wie schwer sind normalerweise 179 cm grofle Manner von 35 Jahren?“

Und dann kann man auch noch die gesamte Situation mathematisch ex-
plorieren (Was steckt noch alles darin?):

m Kann man vielleicht vom Gewicht auf das Alter schlieBen? [...] Gilt
vielleicht: ,je alter, um so schwerer‘ “?
m ,Wie grof3 ist der Vater? Kann man vielleicht vom Gewicht auf die Grofle

schlieen? [...] Gilt vielleicht: ,je gréBer, um so schwerer*?“

Und abschliefend kann man dann noch fachiibergreifende Perspektiven
hinter dieser Aufgabe entdecken:

6ScaMIDT (1992) und GIGERENZER (2004) beschreiben anhand zahlreicher Beispiele,
dass die Mathematik eben nur ein Hilfsmittel fiir Modellierungen ist und dabei etliche
Aspekte ausblenden muss, was nicht selten zu fragwiirdigen Folgerungen fiihrt.



Ist der Mann iiber-/untergewichtig? Wovon héngt das ab?
JIst Ubergewicht/Untergewicht ungesund?“
JIst Schwergewichtigkeit vorteilhaft, angenehm, schén?“ Wann /wofiir?

,Kann man am eigenen Gewicht etwas dndern? Warum tut man das (oder
nicht), wenn es geht?“

m Kann man Ubergewichtigkeit in einen gesellschaftlichen Kontext einbet-
ten? Wie viele Menschen sind iibergewichtig? Woran liegt das? (,,Uber—
gewichtigkeit als Folge von Uberernihrung und Bewegungsarmut wegen
Ubermotorisierung in reichen Industrielindern vs. Untergewichtigkeit als
Folge von Untererndhrung oder einseitiger Erndhrung in armen Entwick-
lungsldndern )

B Uusw.

Aus dieser Perspektive zeigt sich besonders gut, dass die Mathematik nur
einseitig geeignet ist, Kontexte zu modellieren und zahlreiche andere Aspekte
auBer Acht gelassen werden. Andererseits ist das auch gerade ihre Stérke: Sie
reduziert die auf den zweiten Blick komplexe Situation auf wesentliche Merk-
male, fiir die sie Methoden zur Verfiigung stellt, und blendet alle anderen
aus.

Auf den dritten Blick klammert unser obiges Beispiel iibrigens nicht nur
gesellschaftliche Perspektiven aus, sondern auch situative, die durchaus re-
levant sein konnten:

m  Wann wurde das Gewicht des Vaters gemessen? Ist das evtl. morgens und
abends unterschiedlich?

m Wie ,gut” war die Waage?
Was heiflt eigentlich 84 kg numerisch? Moglich wére hier ein Zahlenwert
im Intervall [83,5kg; 84,5kg].

In der Regel werden Sachaufgaben nicht derart detailliert auf ihren Bezug
zur ,wirklichen Welt“ hin durchleuchtet. WINTERS Analyse zeigt dennoch
plastisch, welches Potenzial in vielen Textaufgaben steckt, wenn man sich
wirklich ernsthaft mit ihnen auseinandersetzt.

Mittlerweile gibt es zahlreiche im Unterricht erprobte Kontexte, bei de-
nen Schiiler erfolgreich mathematisch modellieren kénnen. Viele derartige
Beispiele werden in den folgenden Kapiteln dieses Buches zusammengestellt.
Maass (2004, S. 159) hat in einer umfangreichen empirischen Studie mit
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Schiilern ab Klasse 7 nachgewiesen, dass Schiilern Modellierungskompeten-
zen vermittelt werden konnen.

Gegenwiértig laufen zwei weitere mathematikdidaktische Forschungspro-
jekte, die sich mit der Forderung von Modellierungskompetenzen im Mathe-
matikunterricht beschéftigen (vgl. BORROMEO FERRI et al., 2006): Das Pro-
jekt DISUM (Didaktische Interventionsformen fiir einen selbstandigkeitsori-
entierten aufgabengesteuerten Unterricht in Mathematik) an der Universitat
Kassel (W. BLuM, R. MESSNER, R. PEKRUN, D. LEISS, S. SCHUKAJLOW)
sowie das Projekt KOM? (Kognitionspsychologische Analysen von Modellie-
rungsprozessen im Mathematikunterricht) an der Universitdt Hamburg (R.
BORROMEO FERRI, G. KAISER).”

1.1 Was ist Modellierung?

In obiger Motivation der Thematik wurde bereits angedeutet, was Model-
lierung im Mathematikunterricht bedeuten kann. Bevor nun die Bedeutung
des Modellierens iiber den Unterricht hinaus aufgezeigt wird, soll der Begriff
»2Modell “ préazisiert werden.

Ein Modell ist eine vereinfachende Darstellung der Realitat, die ,nur ge-
wisse, einigermaflen objektivierbare Teilaspekte “ berticksichtigt (vgl. BLECH-
MAN et al., 1984, S. 144ff. oder HENN, 2002, S. 5). Dieser Begriff ist vergleichs-
weise offen gewéhlt, damit er moglichst vielseitig verwendet werden kann.
Modelle in diesem Sinne gehen deutlich iiber Anschauungsmodelle hinaus
(z.B. ein Wiirfelmodell, ein Tetraedermodell oder ein Galtonbrett als Modell

fiir eine Binomialverteilung).

Diese flexible Definition des Begriffs ,Modell“ ldsst unterschiedliche Va-
rianten von Modellen zu (HENN, 2000, S. 10; vgl. auch DAvis und HERSH,
1988, S. 161ff.):

m  Modelle, die vorhersagen (z.B. die Wettervorhersage)

"siehe zum DISUM-Projekt auch
http://www.mathematik.uni-kassel.de/~disum/home/home.php
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m  Modelle, die erkliren (z.B. warum der Bumerang zuriickkommt, weshalb
Planeten sich bewegen, wie sie es tun)
Modelle, die beschreiben (z.B. die Kettenlinie oder Landkarten)

m  Modelle, die vorschreiben (z.B. Schnittmuster einer Schneiderei, Kochre-
zepte, Einkommensteuer-Tarife)

Mit den ersten drei Varianten versucht man Aspekte der Realitdt unter be-
stimmten Blickrichtungen moglichst genau abzubilden; daher nennt man sie
auch deskriptive Modelle. Modelle des vierten Typs nennt man auch nor-
mative Modelle (vgl. FORSTER, 1997, S. 125).

Ein alltédgliches Beispiel fiir ein deskriptives Modell ist ein Stadtplan. Die
Perspektivitat des Modells wird dann deutlich, wenn man unterschiedli-
che Pléne einer Stadt nebeneinander hélt: Es gibt Pline der Kanalisation
oder der Gas- und Stromversorgung. Es gibt evtl. einen abstrakten U-Bahn-
Netzplan, bestimmt aber einen Buslinienplan. Es gibt mafistabsgetreue Stra-
Benkarten. Es gibt evtl. politische Karten oder solche iiber die Herkunft/Re-
ligion der Einwohner der verschiedenen Stadtteile. Es gibt evtl. karikierte
Stadtkarten usw. Je nachdem, welche Karte man wéhlt, lassen sich ganz
unterschiedliche Fragen damit beantworten.

Modelle stecken also nicht bereits in der Realitét, sondern sie werden von
uns mit ganz bestimmten Absichten konstruiert. Dieser Aspekt ist auch fiir
den Unterricht von grofier Bedeutung, da folglich nicht trennscharf zwischen
yrichtigen“ und ,falschen“ Modellen unterschieden werden kann. Unterschei-
den kann man hingegen zwischen ,angemessenen“ und ,weniger angemesse-
nen“ Modellen, und zwar jeweils im Hinblick auf eine bestimmte Fragestel-
lung. Fiir manche Situationen mag es sinnvoll sein, Menschen als Zylinder
zu modellieren (z.B. Simulation eines Crashs mit Dummys), aber fiir viele
andere Situationen ist dieses geradezu abwegig. Somit lassen sich Situationen
der Realitdt immer mittels unterschiedlicher Modelle modellieren.

Im Zentrum jedes Modellierungsvorhabens stehen also die wechselseitigen
Beziehungen zwischen der Mathematik und dem ,Rest der Welt“ (POLLAK
nach BLum, 1996, S. 18). Dabei muss man sich, wenn man ehrlich modellieren
mochte, wirklich auf die Realitét einlassen.

Jenseits der Mathematikdidaktik gibt es bereits seit Langem ,Modelle“.
GALILEI (1564-1642) war einer der Ersten, die erkannten, dass man die Rea-
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litdt vereinfachen muss, um sie mit mathematischen Mitteln beschreiben zu
kénnen. VON WEIZSACKER (1990, S. 107) charakterisierte dies wie folgt:

,Galilei tat seinen grofien Schritt, indem er wagte, die Welt so
zu beschreiben, wie wir sie nicht erfahren. Er stellte Gesetze auf,
die in der Form, in der er sie aussprach, niemals in der wirkli-
chen Erfahrung gelten und die darum niemals durch eine einzelne
Beobachtung bestéatigt werden konnen, die aber dafiir mathema-
tisch einfach sind. So 6ffnete er den Weg fiir eine mathematische
Analyse, die die Komplexheit der wirklichen Erscheinungen in
einzelne Elemente zerlegt. “

Hierin wird das Wesen der Modellierung weit iiber physikalische Model-
lierungen der Natur hinaus gut deutlich; auf den Punkt gebracht:®

Vereinfachung ist eine Tugend von Modellen, kein Nachteil.

GALILEI wahlte diejenigen Grofien der Realitét aus, die zu ihrer Beschreibung
von Bedeutung waren und konstruierte mathematische Zusammenhénge zwi-
schen ihnen, welche die beobachtbare Natur moglichst ,,gut“ abbildeten, also
modellierten. ISAAC NEWTON (1642-1727) fithrte etwas spater das Konzept
der Differential- und Integralrechnung ein. Heutige Modelle oder Theorien
in der Physik kommen zumindest in der klassischen Physik mit sehr wenigen
Modellannahmen (Axiomen) aus und beschreiben nahezu alle Phinomene,
denen wir im Alltag begegnen, genau (Mechanik, Elektrodynamik, Optik).
Grundlage sind jeweils wenige Differentialgleichungen®, also erfolgreiche ma-
thematische Modelle.

Heutzutage gibt es auch in etlichen anderen Wissenschaftsbereichen Be-
strebungen, Zusammenhénge wo immer moglich zu mathematisieren (vgl.
HOYNINGEN-HUENE, 1983). Insbesondere gilt dies fiir die Modellierung

von Populationen und deren Wechselwirkungen in der Okologie (vgl. Ab-

8nach einem Vortrag von WOLFGANG EBENHOH, ICBM Oldenburg
9Differentialgleichungen sind Gleichungen, deren Lésungen nicht einfach nur Zahlen
sind, sondern ganze Funktionen (vgl. Abschnitt 5.3).



1.1 Was ist Modellierung? 11

schnitt 5.3). Im Gegensatz zur physikalischen Natur sind jedoch in vielen
anderen Forschungsbereichen Modelle uneinheitlich und vage, z.B. die Vor-
hersage von Borsenkursen in der Wirtschaft, 6kologische Modellierungen oder
die Vorhersage von Krankheiten in der Medizin. Modellannahmen sind dann
oftmals nur durch gesunden Menschenverstand begriindbar. Denn je lebens-
niaher Probleme sind, desto komplexer sind die zugrunde liegenden Struktu-
ren, und Zusammenhénge in Form von Gleichungen lassen sich nicht objektiv
finden. Natiirlich gibt es dariiber hinaus auch Bereiche, fiir die mathemati-
sche Modelle grundséatzlich nicht geeignet sind, z.B. das Verfassen von Ro-
manen oder die Herstellung von Kunstwerken.

Dort, wo mathematische Modelle sinnvoll sind, zeigt sich die mathema-
tische Modellierung zunehmend als ein integraler, aber doch eigenstéandiger
Bereich der Forschungsarbeit (siche Abbildung 1.2).'° Wird diese Interdis-
ziplinaritdt nicht ernst genommen, kann es zu falschen Modellierungen oder
zumindest zu {iberinterpretierten Modellen kommen (vgl. die Beispiele zur
Populationsdynamik auf Seite 279 und Seite 301).

Mathamatischy
Modelliarung

‘nderdiaripdnire
Ptk
athee matik Anwendungs-
wissenschaften

Irformatik

Abb. 1.2: Mathematische Modellierung nach EBENHOH

Die mathematische Modellierung gewinnt deshalb eine zunehmend grofie-
re Bedeutung, weil mithilfe mathematischer Modelle Simulationen durchge-
fiihrt werden konnen, die oftmals erheblich kostengiinstiger sind als Realex-
perimente. Héufig lassen sich durch Simulationen auch Szenarien erproben,
die real gar nicht eintreten kénnen oder sollen, z.B. Schutzmafinahmen gegen

1%in Anlehnung an einen Vortrag von WOLFGANG EBENHOH, ICBM Oldenburg
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Waldbrénde, Zukunftsvoraussagen zur Rentenversicherung oder die Planung
von Projekten mit Umweltrisiken, die abgeschitzt werden sollen. Weil viele
Probleme in der heutigen Welt immer komplexer werden, wachst die Bedeu-
tung der mathematischen Modellierung, um moglichst objektive Entschei-
dungsgrundlagen zu gewinnen (oder sogar vorzutiuschen; vgl. SCHMIDT,
1992 und GIGERENZER, 2004). Dass heute sowie in absehbarer Zukunft Com-
puterkapazitédten relativ kostengiinstig und reichlich zur Verfiigung stehen,
kommt diesem Aspekt entgegen.

Anhand eines einfachen Beispiels lasst sich andeuten, wie vielfaltig die
Situationen sein kdnnen, die sich mit einer mathematischen Gleichung bzw.
Funktion modellieren lassen (siehe Tabelle 1.2).

Y m T b

Kosten fiir ein Kosten pro km gefahrene km Grundgebiihr

Mietauto

Handygebiihr Kosten pro Zeit- Telefonierdauer Grundpreis
einheit

Hohe einer ab- pro Zeiteinheit Brenndauer Hohe zum Zeit-

brennenden Kerze abbrennende Hohe punkt x =0
(negatives m)

Flughdhe eines Fallgeschwindigkeit | Falldauer Hohe beim Ab-

Fallschirmsprin- (negatives m) sprung

gers

Temperatur in % Temperatur in 32

Fahrenheit © Celsius

Tab. 1.2: Verschiedene Situationen, die sich mit dem mathematischen Modell
y =m - x + b beschreiben lassen

Selbstversténdlich idealisiert die Funktion in den verschiedenen Situatio-
nen unterschiedlich, z.B. werden Tarife in der Regel nicht stetig, sondern
diskret abgerechnet (pro ganzer Sekunde oder Minute), und auch ein Modell
zur Beschreibung der Fallhohe eines Fallschirmspringers idealisiert, weil er
in der Zeit unmittelbar nach dem Sprung beschleunigt féllt, also die Fallge-
schwindigkeit zunimmt.

Aber selbst wenn man die Mathematisierung in Form von Gleichungen
erfolgreich bewéltigt hat, heifit das noch nicht, dass man mit diesem Modell
beliebig genau zukiinftiges Verhalten vorhersagen kann. Sogar in der Physik
gibt es solche Beispiele: Man kennt genau die physikalischen Gesetze, die dem
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Wetter zugrunde liegen; sie hdngen ab von Temperatur, Luftdruck, Windge-
schwindigkeit und Luftfeuchtigkeit. Eine Wettervorhersage ist dennoch nur
fiir wenige Tage in die Zukunft zuverlassig. Dies hdngt damit zusammen, dass
theoretisch fiir Zukunftsprognosen ein genauer Anfangszustand bekannt sein
miisste, d.h. die ezakten Wetterdaten fiir jeden Punkt der Erde und sogar
in beliebiger Hohe bzw. Meerestiefe. Dartiber hinaus miisste man wissen,
welche weiteren Groflen relevant sind. Selbst schnellste Computer kénnten
solche Daten — wenn man sie denn tiberhaupt erheben kénnte — nicht bewalti-
gen. Insofern muss man sich auf Ndherungen beschrinken, die dann natiirlich
auch nur eingeschrinkte Genauigkeit besitzen.

Viele weitere komplexe Systeme reagieren sensibel auf Anderungen der
Anfangsbedingungen. Sie werden mithilfe der Chaostheorie erforscht. Wir
sind es gewohnt, dass kleine Anderungen der Anfangsbedingungen auch nur
kleine Wirkungen nach sich ziehen — Mathematiker bezeichnen ein solches
Verhalten als ,stetig“. Bei dynamischen Systemen muss dieses jedoch
nicht gegeben sein. Kleinste Anderungen von Anfangsbedingungen kénnen
betrédchtlich unterschiedliche Folgen nach sich ziehen. Bei manchen Festen
lassen Kinder Luftballons steigen, an denen sie zuvor ihre Adressen befes-
tigt haben, um zuféllige Brieffreundschaften zu kniipfen. Obwohl dabei unter
Umsténden hunderte Luftballons mit &hnlichen Startbedingungen (Datum,
Uhrzeit, Wetter) aufsteigen, kénnen sie an vollig unterschiedlichen Stellen
landen. Jeder kennt auch die Situation, dass man beim Mensch-édrgere-dich-
nicht-Spiel verzweifelt auf eine ,,6“ wartet. Und wie man sich auch bemiiht,
die Anfangsbedingungen zu beeinflussen, kann man die eben geworfene .6
nicht wiederholen. Und das, obwohl auch hier eigentlich die mathemati-
sche Modellierung durchaus bekannt ist. Man muss lediglich genau Winkel
und Position der Hand, die Abwurfgeschwindigkeit des Wiirfels, Richtung
und Geschwindigkeit der Luftziige, eventuelle Temperatur- und Luftdruck-
schwankungen und die exakte Position von Staub auf dem idealen Wiirfel
sowie auf dem absolut glatten Tisch beriicksichtigen ... Wie schon beim
Wetter ist dies gar nicht moglich.
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1.2 Philosophische Aspekte mathematischer
Modellierungen: Warum passt die
Mathematik auf die Welt?

SWie ist es moglich, dal die Mathematik, die doch ein von
aller Erfahrung unabhéngiges Produkt des menschlichen Den-
kens ist, auf die Gegenstande der Wirklichkeit so vortrefflich
pafit? Kann dann die menschliche Vernunft ohne Erfahrung
durch blofles Denken Eigenschaften der wirklichen Dinge er-
griinden?“

ALBERT EINSTEIN, 1921 (EINSTEIN, 2001, S. 133)

EINSTEIN gab selbst eine Antwort (ebd.):

»Insofern sich die Sétze der Mathematik auf die Wirklichkeit
beziehen, sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind,
beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit. “

In der Philosophie der Mathematik bezeichnet man die von EINSTEIN ange-
deutete Frage als Anwendungsproblem. Es ist nach wie vor nicht befriedi-
gend gelost und wird aktuell weiterhin diskutiert (vgl. THIEL, 1995, S. 30-48
und WILHOLT, 2004). Bevor ein moglicher Erklarungsansatz fir das Anwen-
dungsproblem vorgestellt wird, soll die Erstaunlichkeit der Anwendbarkeit
anhand einiger Beispiele etwas weiter hervorgehoben werden.

Zunachst ist es erforderlich, zu iiberlegen, was eigentlich mathematische
Gegenstéinde sind. Den Standpunkt, den EINSTEIN in seinem Zitat einnimmt,
bezeichnet man in der Philosophie der Mathematik als Platonismus (vgl.
Davis und HERsH, 1996, S. 334ff.). Dabei gelten mathematische Objekte als
existent. Mathematiker entdecken folglich Zusammenhéinge zwischen realen
mathematischen Gegenstianden. Man kann sich die mathematischen Objek-
te als Ideen veranschaulichen. Wenn wir z.B. im Unterricht {iber Dreiecke
sprechen, meinen wir keine realen Dreiecke, sondern abstrakte Ideen von
Dreiecken. Misst man némlich bei einem gezeichneten Dreieck die Innen-
winkel nach und addiert sie, so wird sich in der Regel nicht die aufgrund
des Winkelsummensatzes zu erwartende Summe von 180° ergeben. Anders
ist das in unserer abstrakten Vorstellung. Wir konnen uns ein Dreieck mit
unendlich diinnen Seitenlinien vorstellen, an dem wir den Beweis des Winkel-
summensatzes nachvollziehen, und dann akzeptieren, dass die abstrakte Idee

des Dreiecks eine Innenwinkelsumme von 180° haben muss. Dass wir uns die
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Vorgéange anhand einer Zeichnung veranschaulichen, spielt dabei keine Rolle.
Dieser Ubergang von gezeichneten zu abstrakten Objekten ist bekanntlich
fiir Schiiler eine betrachtliche Hiirde.

Weshalb eignen sich nun die mathematischen Objekte so vorziiglich als
Modelle fiir viele Phénomene der uns umgebenden Welt?

Einen konstruktiven Standpunkt nehmen Davis und HERSH (1996,
S. 671.) ein. Sie legen dar, die Anwendungen der Mathematik werden ,per
fiat“!* geschaffen. Dies sieht so aus, dass die Mathematiker im Laufe ihrer
Tatigkeit eine Vielzahl an Begriffen und Strukturen entwickeln. Die Mathe-
matiker selbst versuchen, sich ihre Konzepte mit dem, was in der Umwelt
vorhanden ist, zu veranschaulichen. Und dann wird im Laufe von Model-
lierungsprozessen versucht, die zu modellierenden Phénomene mit den ver-
fligbaren mathematischen Konzepten zu beschreiben. Manchmal gelingt es,
passende“ Beziehungen herzustellen und manchmal gelingt es nicht, weil
Modell und Realitét (evtl. erst auf den zweiten Blick) doch nicht — im Hin-
blick auf die Zielsetzung der Modellierung — kompatibel sind. Manchmal ist es
moglich, ein Modell, welches noch nicht angemessen ist, weiterzuentwickeln
zu einem Modell, welches den Anforderungen geniigt. Dabei mag durchaus
yheue* Mathematik geschaffen werden (vgl. WUSSING, 1989): Zum Beispiel
hat die Analysis im 16. Jahrhundert wichtige Impulse aus dem Bediirfnis her-
aus erhalten, bestimmte mechanische Zusammenhénge zu modellieren (z.B.
Beschleunigungsvorginge, Wurfbewegungen, Planetenbewegungen). Wesent-
liche Urspriinge der Wahrscheinlichkeitsrechnung entstanden ebenfalls im
17. Jahrhundert aus dem Bediirfnis heraus, Gliicksspiele zu mathematisie-
ren. Und auch die Theorie der linearen Optimierung bekam Anfang des 20.
Jahrhunderts wesentliche Impulse von 6konomisch-technischen Problemen.

Davis und HERsH (1996, S. 69f.) verdeutlichen ihre Mathematik ,per fiat“
anhand verschiedener Beispiele zur Addition, von denen hier zwei aufgegriffen

werden sollen:

Problem A: | FEine Biichse Thunfisch kostet 1,95 DM . Wie viel kosten zwei
Biichsen Thunfisch?¢

1 fiat (1at.): Es werde.
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Natiirlich drangt sich als Mathematisierung der Fragestellung eine ein-
fache Addition auf, also kosten zwei Biichsen Thunfisch 3,90 DM. Was
ist aber nun, wenn der Handler einen Rabatt einraumt und zwei Biich-
sen etwa schon fiir 3,50 DM verkauft? Sollte man sagen, dass 3,90 DM
der ,richtige* Preis ware? Was ist, wenn die eine Biichse gerade das
Mindesthaltbarkeitsdatum erreicht hat und der Handler sie einem gu-
ten Kunden kostenlos mit dazu gibt? In Werbeprospekten sieht man
in heutiger Zeit zahlreiche Rabatt-Aktionen: ,Wenn Sie fiir mindes-
tens 500 € Mobel kaufen, erhalten Sie einen Kaffeeautomaten gratis
mit dazu.“

Wihrend und nach den Kriegen gab es in Zeiten knapper Lebensmittel
sogenannte Lebensmittelmarken. Man brauchte dann z.B. fiir ein Brot
eine Lebensmittelmarke und einen bestimmten Geldbetrag. Streng ge-
nommen handelt es sich dabei sogar um eine ,zweidimensionale Preis-

auszeichnung“.

Problem B: ,FEine Bank, welche die Kreditwirdigkeit eines Kunden ab-

schdtzt, gibt zwei Punkte fiir Hausbesitz, figt einen Punkt hinzu,
wenn das Jahreseinkommen 45 000 DM dbersteigt, fugt einen weiteren
Punkt hinzu, wenn in den letzten fiinf Jahren nicht umgezogen wurde,
zieht einen Punkt ab, wenn Vorstrafen vorliegen, zieht einen weite-
ren Punkt ab, wenn der Kunde unter 25 ist usw. Was bedeutet diese

Summe 2

Bei diesem Problem kann man eigentlich die verschiedenen Summan-
den gar nicht vergleichen. Das Ergebnis der Addition hangt wesentlich
von der Grofe der einzelnen Summanden ab, die jedoch scheinbar will-
kiirlich und nicht transparent gewichtet sind. Es handelt sich um ein
komplexes System, das — mangels geeigneterer Modelle — zunéchst nur
qualitativ ,irgendwie“ modelliert werden soll, weil eine Entscheidungs-
grundlage fiir die folgende Frage gesucht wird (vgl. Abschnitt 1.1):
Bekommt der Kunde den Kredit?

In den aufgezeigten Beispielen ist die einfache Addition das naheliegende

mathematische Modell. Es wird aber deutlich, dass auch eine so naheliegende

Mathematisierung einer Validierung nicht unbedingt standhalten muss. Wir
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versuchen dieses jedoch erst einmal ,per fiat“ und hoffen, dass die Modellie-
rung angemessen ist.

Es wird hier zwar etwas tiberspitzt, aber dennoch realistisch das mathe-
matische Modell der Addition auf Alltagssituationen angewandt. Insbeson-
dere Grundschiiler haben bereits bei solchen Mathematisierungen Probleme,
weshalb Relevanz und Grenzen der Modellierung durchaus an Beispielen the-
matisiert werden sollten (vgl. Abschnitt 2.1 sowie USISKIN, 2007).

Die Beispiele von DAviS und HERSH machen plausibel, dass die Realitét
h&ufig mithilfe von Mathematik modelliert werden kann; man sucht eben
so lange, bis man ein geeignetes Modell findet. Die Beispiele zeigen jedoch
noch nicht, weshalb es grundsatzlich maoglich ist, ,passende* mathematische
Modelle zu finden. In der Tat wird die Frage aus der Uberschrift dieses Un-
terkapitels nun recht philosophisch ausgelegt. Aber auch dann gibt es mogli-
che Ansétze fiir Antworten (VOLLMER, 1988, S. 102): ,Mathematik ist eine
Strukturwissenschaft. Die Realitat ist strukturiert und trennbar. Deshalb ist
Mathematik auf die Realitat [...] anwendbar.“

Mathematik ist dabei sehr allgemein als eine Strukturwissenschaft cha-
rakterisiert. Gemeint ist, dass in der Mathematik Beziehungen zwischen ma-
thematischen Objekten untersucht werden. Dabei spielt es keine Rolle, ob
die Beziehungen z.B. geometrischer, algebraischer oder analytischer Art sind
(vgl. das Zitat von GALILEI auf S. 1).

Daneben erlautert VOLLMER etwas konkreter Voraussetzungen, welche un-
sere Umwelt erfiillen muss, damit sie mithilfe mathematischer Strukturen
modelliert werden kann (VOLLMER, 1988, S. 100):

a) ,Es muss moglich sein, Ahnlichkeiten (und Identititen) zu finden: gleiche
Individuen und Eigenschaften (damit Objekte erkannt und verglichen,
Klassen und Begriffe gebildet werden kénnen), gleiche Beziehungen (da-
mit RegelméBigkeiten erkannt werden kénnen), gleiche Bezichungen zwi-
schen Beziehungen (damit allgemeine Gesetze aufgefunden werden kon-
nen) usw.

b) Die Teile der Welt miissen (wenigstens teilweise) voneinander getrennt
und unterschieden werden konnen. Es muss also ndherungsweise abge-
schlossene oder trennbare Systeme geben. |...]

c) Die Beziehungen zwischen den Teilen der Welt diirfen nicht beliebig kom-
plex sein.
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d) Unsere ,Um‘-Welt muss eine gewisse Stabilitdt besitzen. Andernfalls wire
nicht gentigend Zeit fiir die Evolution von Sternen, Planeten, Organismen
und von fithlenden und intelligenten Wesen.

e) Einige Teile der Welt miissen mit unserer Peripherie wechselwirken; die
Welt muss auf unsere Erfahrungsebene ,projizierbar‘ sein |[...]“

Diese letzten philosophischen Betrachtungen sind vom Abstraktionsniveau
her hochstens fiir Oberstufenschiiler zu leisten. Dennoch zeigen sie deutlich,
worauf es bei Modellen ankommt. Diejenigen Phéanomene unserer Umwelt,
die nicht den eben genannten Bedingungen geniigen, kann man sicher nicht
mit mathematischen Methoden angemessen modellieren.

1.3 Modellierungskreislauf und didaktische
Reduktionen

Frither verstand man unter dem Terminus ,Modellieren“ lediglich die Kon-
struktion eines Modells (vgl. BLECHMAN et al., 1984, S. 144). Insbesonde-
re in der Mathematikdidaktik verwendet man den Begriff des Modellierens
allgemeiner als Bezeichnung fiir den gesamten Problemlésungsprozess, fiir
den die Modellierung verwendet wird (vgl. BLuMm, 1993b). Bei so verstan-
denen Modellierungen lassen sich gewisse Phasen unterscheiden, die jeweils
mehr oder weniger griindlich durchdacht werden miissen, aber in der Regel
nicht wirklich starr verfolgt werden, wie weiter unten in diesem Abschnitt
ausgefithrt wird. Diese Phasen lassen sich anschaulich in Kreislaufschemata
visualisieren. Verschiedene solcher Schemata, die in der Mathematikdidak-
tik gebrauchlich sind, unterscheiden sich etwa dadurch, was als ,mathema-
tische Modellierung® verstanden wird; dies reicht von der engen Deutung,
dass nur die Mathematisierung einer realen Situation betrachtet wird, bis zu
komplexen Problemldsungssituationen, die insgesamt betrachtet werden.'?
Innerhalb der deutschsprachigen Mathematikdidaktik hat sich mittlerweile

12Piir eine Ubersicht iiber die internationale Diskussion vgl. BLUM et al. (2007,
Part I).
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der Modellierungskreislauf in Abbildung 1.3 bewahrt, welcher im aktuellen
Projekt DISUM (vgl. Seite 8) eingesetzt wird.?
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Abb. 1.3: Modellierungs, kreislauf “ nach BLuM und LEIss (z.B. BLum, 2006, S. 9)

Vorzug dieses Modellierungskreislaufs ist, dass diejenigen Prozesse diffe-
renziert werden, die potenzielle kognitive Hiirden fiir Schiiler darstellen (vgl.
SCHUKAJLOW, 2006). Insofern bietet dieses Schema strategische Hilfen fiir
Lehrer, die mogliche Probleme ihrer Schiiler bereits bei der Planung mathe-

matischer Modellierungen antizipieren mochten.

Fiir Schiiler ist dieses Schema héufig bereits zu komplex, weshalb spéa-
ter didaktisch reduzierte Schemata vorgestellt werden sollen. Zuvor werden
jedoch die einzelnen Phasen dieses Modellierungs,kreislaufs“ anhand eines
Beispiels veranschaulicht:'*

13 Je nachdem, wie viele Teilphasen man unterscheidet (z.B. zwischen Situationsmo-
dell und Realmodell), kann das Modell weiter ausdifferenziert oder verdichtet werden
(vgl. BORROMEO FERRI und KAISER, 2006).

MLEiss (2007, S. 29-36 und S. 123-132) veranschaulicht die Phasen dieses Model-
lierungs ,kreislaufs“ anhand der , Tanken“-Aufgabe (vgl. Seite 2).
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Wir betrachten eine herkommliche Konservendose mit einem Inhalt von
400 ml. Es soll untersucht werden, ob der Metallbedarf fiir die Dose optimal
ist.1®

Die einzelnen Schritte des Modellierungsprozesses kénnen dann wie folgt
aussehen:

1. Konstruieren/Verstehen

Die gegebene Situation bzw. Aufgabe muss zunéchst verstanden werden.
Schiiler miissen an dieser Stelle die notigen Informationen der oft in Textform
gegebenen Aufgabe entnehmen. Insbesondere muss im Falle der Konserven-
dose die Fragestellung verstanden werden, was also ein ,optimaler“ Metall-
bedarf ist.!® Schiiler entwickeln dabei eine Vorstellung von der Situation der
Aufgabe (,mentale Reprasentation; vgl. Abschnitt 1.5).

Um uns die Aufgabe zu veranschaulichen, betrachten wir eine reale Kon-
servendose oder zumindest die entsprechende Abbildung 1.4. Dies ist unser
Situationsmodell.

»Das Informations-Zentrum Weiflblech e.V., Diisseldorf, hat Informationen iiber
Herstellung, Verwendung und Nutzen von Lebensmittelverpackungen aus Weiflblech
zusammengestellt:
http://www.weissblech.de/fileadmin/Download /markenlehrbrief.pdf.

Bei der Gelegenheit sei auch auf empfehlenswerte Internet-Seiten der Firma Ball
Packaging Europe hingewiesen, die dort z.B. den Produktionsprozess, Anmerkungen
zur historischen Entwicklung sowie zu mathematischen Aspekten der Dosenoptimie-
rung zusammenstellen: http://www.ball-europe.de/382_260_DEU_ PHP.html.

16Tm Folgenden werden wir die bendtigte Metalloberfliche modellieren und die Frage
nach dem Optimum als eine Extremwertsuche im mathematischen Sinne interpretieren.
Damit nehmen wir Idealisierungen vor, die fiir den Mathematikunterricht glinstig er-
scheinen. Denkbar wére z.B. auch die Frage nach dem ,joptimalen“ Metall fiir die Kon-
servendose im Hinblick auf unterschiedliche Materialeigenschaften oder eine Interpreta-
tion der Frage unter &sthetischen Gesichtspunkten: Gibt es besonders ,schone* Konser-
vendosenabmessungen? — Stichwort: Goldener Schnitt (vgl. http://www.wikipedia.de
unter ,Goldener Schnitt*)



1.3 Modellierungskreislauf und didaktische Reduktionen 21

Abb. 1.4: Situationsmodell einer Konservendose

2. Vereinfachen/Strukturieren

Wir haben das Ziel, unser Situationsmodell zu mathematisieren, und zwar
soll es um die Oberfliche bei gegebenem Volumen gehen. Wir haben folglich
eine konkrete Leitfrage fiir die Modellierung, die uns helfen soll, ,wichtige*
von ,unwichtigen“ Gréflen oder Informationen zu trennen. Bei der Schaf-
fung eines Realmodells beriicksichtigen wir jedoch neben diesen speziellen
Aspekten der jeweiligen Modellierung auch subjektive Faktoren:

Welche ,Mathematik“ kenne ich in diesem Zusammenhang?
Welche Ideen habe ich?

Welche Analogien/Beziehungen sehe ich?

Wie viel Motivation habe ich/Wie viel Zeit mdchte ich investieren?

etc.

In der Regel bendtigt man fiir die Konstruktion eines Realmodells auch
mehr oder weniger tiefgreifende Kenntnisse iiber den Kontext der Realsitua-
tion. Hier zeigt sich somit wieder die Interdisziplinaritdt der mathematischen
Modellierung (vgl. Abschnitt 1.1).

Die Konstruktion von Realmodellen unterliegt stets einem Kompromiss
zwischen der Einfachheit des Modells und der Addquatheit fiir die Problem-
stellung. In der Regel sind ndmlich umfangreichere Modelle auch komplexer
und aufwendiger (vgl. BLECHMAN et al., 1984, S. 160ff.). Da sich der Auf-
wand zunéchst in Grenzen halten soll und wir uns recht gut mit der Geo-
metrie von Zylindern auskennen, wahlen wir den naheliegenden Zylinder als
(erstes) Realmodell (siche Abbildung 1.5) und sehen somit von Knickfal-
zen, dem verwendeten welligen Blech, aber auch von der Dicke des Bleches
ab. Diese Wahl ist jedoch nicht zwingend, da sie erstens voraussetzt, Zy-
linder mathematisieren zu konnen (ab etwa Klasse 10) und zweitens schon
recht ungenau ist (siche 6. Validierung). Daher erfordert die Konstruktion
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eines Realmodells wie auch eines mathematischen Modells eigentlich immer
ein Stiick Kreativitat.

Abb. 1.5: Realmodell einer Konservendose

Bei strenger Trennung zwischen Realmodell und mathematischem Modell
konnte man evtl. das hier betrachtete pragmatische Realmodell bereits als
Teil eines mathematischen Modells deuten, weil die Konservendose nicht nur
durch die Vernachlissigung der Knickfalze vereinfacht wurde, sondern durch
das gleichzeitige Ignorieren des welligen Bleches ein geometrischer Korper,
also ein mathematisches Objekt, als Modell entstanden ist. Diese Auffas-
sung scheint jedoch fiir den Schulunterricht wenig hilfreich zu sein, da der
Modellierungskreislauf an sich bereits eine Idealisierung von Modellierungs-
prozessen darstellt (vgl. Seite 33ff.).

Liegen fiir eine vollstandige Mathematisierung einer Situation noch nicht
geniigend Daten vor, kann zur Phase der Strukturierung und Vereinfachung
durchaus auch eine erste Phase der Datenbeschaffung (Recherche oder Mes-
sung) gehoren.

Im Mathematikunterricht bietet sich nur relativ selten die Gelegenheit,
den Klassenraum zu verlassen, um ,echte“ Daten in der ,wirklichen“ Welt
zu recherchieren, zu messen, zu erfragen (vgl. auch die Stau-Modellierung in
Abschnitt 2.2). Wenn sich eine solche Gelegenheit bei einem Modellierungs-
problem bietet, kann man sie durchaus nutzen. Schiiler kénnen zu diesem
Zweck z.B. eigene Konservendosen von zu Hause mitbringen und jene model-
lieren. Wir Menschen lernen in Kontexten, und Schiiler erkennen Mathema-
tik viel eher dann als eine relevante Wissenschaft, wenn sie sie in Kontexten
anwenden und nicht nur dariiber lesen.

3. Mathematisieren

Mathematische Modelle bestehen héufig aus Funktionen oder (konsistenten)
Gleichungen; diese miissen durchaus nicht immer bewusst in algebraischer
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Darstellung gegeben sein, sondern kénnen als Graph, Tabelle oder in sprach-
licher Form vorliegen. In der Grundschule gilt auch die Entwicklung einer
Rechenvorschrift zu einer gegebenen Situation bereits als mathematisches
Modell. Jenseits des Mathematikunterrichts werden quantitative Modelle oft-
mals durch Differentialgleichungen beschrieben (vgl. Abschnitt 5.3).

Als Realmodell sind wir von einem Zylinder ausgegangen, der sich bei der
Konservendose quasi aufdrangt. Dieser geometrische Korper ist streng ge-
nommen ein Objekt der Mathematik und nicht des ,Rests der Welt“. Inso-
fern lassen sich die Phasen 2. Vereinfachen/Strukturieren und 3. Mathemati-
sieren oftmals nicht trennscharf unterscheiden, wenn einem mathematischen
Modell geometrische Figuren oder Korper zugrunde liegen.

Uns geht es um die Oberflache der Dose bei einem gegebenen Volumen.
Also stellen wir die entsprechenden Formeln auf. Je nach Vorkenntnissen der
Schiiler kann es sich dabei um anspruchsvolles problemlosendes Arbeiten
handeln, insbesondere dann, wenn Modelle komplizierter werden.!”
O(r,h)=2-7-r>+h-(2-7-7)

V(r,h)=m-17-h

Mit den beiden Gleichungen sowie der Nebenbedingung V' (r, h) = 400 ist
uns eine vollstdndige Mathematisierung gelungen, wir haben ein mathema-
tisches Modell. Wenn wir als Mafleinheit Zentimeter wahlen, miissen wir
die Einheiten nicht explizit beriicksichtigen.

Selbstverstéandlich ist dies nicht das einzige mogliche mathematische Mo-
dell. Man koénnte z.B. den Durchmesser und nicht den Radius der Dose be-
trachten und k&me zu anderen Gleichungen fiir dieselbe Situation, die in
diesem einfachen Fall jedoch dquivalent wéren.

Im Abschnitt 1.2 haben wir gesehen, dass Anwendungen der Mathematik
nach DAvis und HERsH (1996) ,per fiat“ geschaffen werden, dass also in
erster Linie versucht wird, bekannte mathematische Werkzeuge zum Einsatz
zu bringen bzw. weiterzuentwickeln. Als Lehrer wird man den Schiilern nur

17Hilfreiche didaktische und methodische Anregungen zum Problemlésen und zur
Verwendung geeigneter Heurismen findet man bei BRUDER (2002).
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solche Kontexte prasentieren, welche sie mit den ihnen zur Verfiigung stehen-
den Mitteln angemessen modellieren kénnen. Dabei ist zu empfehlen, auch
mathematische Modelle zum Einsatz kommen zu lassen, deren Behandlung
im Unterricht ldngere Zeit zuriickliegt. Denn wenn die Schiiler lediglich die
gerade thematisierten, und damit auf der Hand liegenden, mathematischen
Werkzeuge anzuwenden brauchen, handelt es sich streng genommen gar nicht
um eine Modellierung. Andererseits werden auch Schiiler vorwiegend solche
Begriffe und Verfahren einsetzen, die sie bereits kennen oder mit ihrem Vor-
wissen entwickeln kénnen. In einem konstruktiven Mathematikunterricht ist
dabei durchaus gewollt, dass die Schiiler andere Modelle verwenden als vom
Lehrer antizipiert. Gerade diese Vielfalt eignet sich besonders, um intensiv
iiber mathematische Modellierungen zu reflektieren (vgl. Abschnitt 1.5).

4., Mathematisch arbeiten

In dieser Phase geht es um die ,Losung® des Problems im mathematischen
Modell. Dazu miissen geeignete mathematische Werkzeuge ausgewéhlt oder
entwickelt werden.

Uns interessiert die Frage der optimalen Oberflache bei gegebenem Volu-
men; dies fithrt zu einer einschrénkenden Bedingung fiir » und h, die ausge-
nutzt werden soll (r > 0):

712 h =400
<= h = 4002
mw-r

Jetzt haben wir die Nebenbedingung so umgeformt, dass wir sie in die Formel
fiir die Oberfliche einsetzen konnen und eine Zielfunktion erhalten, die
lediglich noch von einer Variablen abhéngt:

400
or)=2-n-r+ —
(r) Ter —Q—ﬂ_ 2

-(2-7r-7"):2-7r-r2+$

Fiir die mathematische Losung unserer Aufgabe miissen wir diese Funktion
auswerten. Dazu gibt es — je nach Vorkenntnissen oder Vorlieben der Schii-
ler — unterschiedliche Moglichkeiten. Entweder wendet man den Kalkiil der
Differentialrechnung an, man setzt neue Technologien wie z.B. den grafikfa-
higen Taschenrechner zur numerischen Bestimmung des Minimums ein oder



1.3 Modellierungskreislauf und didaktische Reduktionen 25

man probiert schlicht systematisch. Numerisch erhélt man fiir die Stelle des
(fur 7 > 0 einzigen) Minimums r = 3,993, der zugehorige Funktionswert ist
0(3,993) ~ 300,5. Dass es sich tatsdchlich um ein Minimum handelt, sieht
man leicht am zugehorigen Graphen der Funktion O(r). Aus der Nebenbe-
dingung berechnet man auch schnell h ~ 7,986.

Damit haben wir ein mathematisches Resultat.!®

Es kommt vor, dass Modellierungsprobleme durch einen , Trick “ besonders
schnell oder elegant geldst werden koénnen. Manchmal sind solche Losungen
mathematisch kaum anspruchsvoll und stehen in der Gefahr, herabgewertet
zu werden. Sofern jedoch angemessene Resultate erzielt werden, sind diese
Losungen im Hinblick auf das Ziel der Modellierung als vollwertig anzuer-
kennen. Ein Beispiel, bei dem durch eine unkonventionelle Mathematisierung
die Anzahl der Matches in einem Tennisturnier sehr rasch ermittelt wird, ist
auf Seite 143 dargestellt.

5. Interpretieren

Es geht darum, das mathematische Resultat wieder auf die Realsituation
bzw. das reale Modell zu beziehen. Weil wir unsere Variablenbezeichnungen
gleich so gewéhlt haben, dass sie einen Zusammenhang mit den gewéhlten
Groflen suggerieren, fallt die Interpretation nicht schwer, wobei wir Einheiten
nun allerdings ausdriicklich wieder verwenden: Bei einem festen Volumen
von 400 ml hat ein Zylinder — denn das war unser Realmodell, {iber das wir
lediglich Aussagen treffen kénnen — fiir einen Radius von r = 3,993 cm und
eine Hohe h ~ 7,986 cm eine minimale Oberfliche von 300,5 cm?. Dieses ist
unser reales Resultat.

18 Hinweise zum pragmatischen Runden fehlerbehafteter Daten findet man bei Voss
(1999).
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6. Validieren

Das reale Resultat kann man nun auf unterschiedliche Weisen tiberpriifen
bzw. bewerten. Bei ,einfachen“ Modellierungsvorhaben ist es oftmals mog-
lich, durch eine Plausibilitdtspriifung zumindest die Gréflenordnung der rea-
len Resultate zu kontrollieren.'® Bei komplexeren Modellierungen wird man
versuchen, die realen Resultate an unabhingig bestimmten sicheren Fakten
zu Uberpriifen; z.B. kann man Modelle fiir die Wettervorhersage auf friihe-
re Daten anwenden und kontrollieren, ob die Voraussagen eingetroffen sind.
Bei offeneren Modellierungsproblemen im Unterricht kommt es haufig vor,
dass Situationen unterschiedlich modelliert werden. Stimmen die Resultate
dennoch einigermaflen iiberein, stiftet dies Vertrauen in die Modellierungen.
Wir konnen also zwei unterschiedliche Perspektiven der Validierung
unterscheiden, die man durchaus explizit trennen kann:*°
m Uberpriifen der realen Resultate im Hinblick auf die Realsituation. Dies
umschlieft auch die Reflexion getroffener Modellannahmen im Hinblick
auf das Ziel der Modellierung.
m Vergleichen und Bewerten unterschiedlicher Modellierungen fiir eine Re-
alsituation.?!

Zahlreiche Anregungen zur Priifung von Modellierungsresultaten werden
in einer zusammenhéangenden Darstellung unmittelbar im Anschluss an diese
Modellierung der Konservendose ab Seite 29 aufgefithrt. Unter anderem wird
dort die Priifung der Groflenordnung der realen Resultate vorgeschlagen, die
im Falle unserer Modellierung einer optimalen Konservendose sicherlich Er-
fahrungswerten dhneln. Da aber eine reale Konservendose vorliegt, kann auch
direkt nachgemessen werden: Die realen Abmessungen sind d = 7,5 cm bzw.
r=3,75cm und h = 10,9 cm (inklusive Rand). Also weicht das reale Resul-

Dabei handelt es sich hiufig um eine unabhingige und sehr grobe alternative
Modellierung der gleichen Situation.

20 Anregung von GILBERT GREEFRATH auf der ISTRON-Tagung am 22. September
2007 in Miinster

21Die zweite Variante lasst sich im Mathematikunterricht besonders produktiv nut-
zen, um gemeinsam mit Schiilern %ber Modellierungsprozesse zu reflektieren (vgl. Ab-
schnitt 1.5).
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tat von den tatséchlich vorliegenden Abmessungen deutlich ab. Es zeigt sich
jedoch, dass ein Realmodell mit einem Radius von 3,75 cm eine Oberflédche
beséfle, die nur um knapp 0,4 % von unserer minimalen Zylinder-Oberfliche
abweicht. Insofern ist die Modellierung insgesamt bereits recht erfolgreich.

Nun wird der Kreislaufcharakter des Modellierungsprozesses deutlich. Wa-
re uns die Abweichung zu grof, kénnten wir jetzt tiberpriifen, ob das Situati-
onsmodell korrekt war oder ob man ein geeigneteres Realmodell finden kann,
das z.B. die tiberstehenden Knickfalze mit berticksichtigt. Dann kann man
jenes mathematisieren und kommt unter Umsténden zu einem ,angemessene-
ren“ Resultat. Weil es hier lediglich um die Veranschaulichung der einzelnen
Phasen des Modellierungskreislaufs gehen soll, wird dieses nicht durchgefiihrt
(vgl. aber DANCKWERTS und VOGEL, 2006, S. 170ff. und S. 196ff.).

Die Phase der Validierung wurde in der Vergangenheit bei vielen Mo-
dellierungen im Mathematikunterricht vernachlassigt (vgl. JABLONKA, 1996
und LEISS et al., 2007, S. 245). Weil quasi alle Modellierungen aus einer
ganz bestimmten Perspektive vorgenommen werden, fiihren unterschiedliche
Perspektiven in der Regel auch zu unterschiedlichen Modellen — es werden
verschiedene Einflussgrofien unterschiedlich bewertet, Idealisierungen wer-
den unterschiedlich beurteilt, Zielsetzungen sind verschieden.?? In der Vali-
dierungsphase sollten die zugrunde liegenden Standpunkte daher durchaus
noch einmal aufgezeigt und fiir die Bewertung der Ergebnisse herangezogen
werden, um die Realsituation nicht aus dem Blick zu verlieren. An unse-
rem Beispiel der Konservendosenmodellierung konnten Schiiler exemplarisch
Modellierungen mit folgenden Blickrichtungen arbeitsteilig durchfiihren und
miteinander vergleichen:

m Perspektive des Herstellers von Konservendosen

m Perspektive des Nutzers der Konservendose
Perspektive eines Logistik-Unternehmers, der Konservendosen transpor-
tiert

m Perspektive eines Verkdufers im Supermarkt

22Ein Beispiel, bei dem reale Resultate eines mathematischen Modells aus unter-
schiedlichen Perspektiven unterschiedlich zu beurteilen sind, ist in Abschnitt 4.1.5
anhand der Fahrradgangschaltung ausgefiihrt.
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Zur Validierung gehort in der Praxis auch die Diskussion des Giiltigkeitsbe-
reichs der mathematisierten Grofien: Wie gravierend wirken sich Rundungen
oder Abweichungen vom theoretischen Ergebnis aus? In unserem Konserven-
dosenbeispiel wirken sich Abweichungen kaum aus, weil die Zielfunktion in
der Umgebung des Minimums sehr geringe Steigung hat. Von dem mathe-
matisch minimalen Ergebnis r ~ 3,993 cm kann man um ungeféhr 0,40 cm
abweichen, ohne dass die erforderliche Zylinderoberflache um mehr als 1%
steigt. Folglich kann der Hersteller durchaus noch andere Kriterien heranzie-
hen, um die Dosenabmessungen festzulegen.

Mit der Thematisierung auflermathematischer Bewertungskriterien zur
Entscheidung fiir oder gegen bestimmte Modellierungen kann man in gewis-
sem Rahmen einer Verabsolutierung mathematischer Methoden und damit
unkritischer Wissenschaftsglaubigkeit vorbeugen (vgl. JABLONKA, 1996). In
den Medien sollen héufig Entscheidungen mit  handfesten“ Zahlen begriin-
det werden. Wenn man jene aber einmal kritisch hinterfragt, bemerkt man
nicht selten, dass deren Aussagekraft duflerst begrenzt ist. Insbesondere bei
Themen grofler sozialer Relevanz ist eine Beschrankung auf mathematische
Methoden, die Sinn- und Bewertungsfragen unberiicksichtigt lassen, doch
zweifelhaft und oft einseitig bzw. subjektiv: z.B. Militireinsitze, Okologie
und Umwelt, Okonomie (vgl. Fuinote 6 auf Seite 6).

7. Darlegen/Erklaren

Diese letzte Phase hat im Gegensatz zu den vorherigen eine iiberwiegend
didaktische Funktion. Im Unterricht sollen Schiiler gewahlte Modellannah-
men und Ergebnisse selbstverstiandlich in irgendeiner Form dokumentieren
bzw. prasentieren. Dabei miissen sie ihre Ergebnisse nachvollziehbar darstel-
len und im Idealfall auch ihr Vorgehen erldutern. Dieses kommt realistischen
Modellierungen jenseits des Unterrichts durchaus nahe: Wird eine mathema-
tische Modellierung von Mathematikern als Dienstleistern geliefert, miissen
sie ihre Ergebnisse natiirlich dem Auftraggeber in angemessener und ver-
standlicher Weise présentieren.

Es werden also in dieser Phase des Modellierungskreislaufs vornehmlich
kommunikative und argumentative Kompetenzen angesprochen (vgl. Ab-
schnitt 1.4).
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BLECHMAN et al. (1984, S. 200f.) zeigen mehrere Moglichkeiten auf, wie
parallel zum Modellierungsprozess und wahrend der Validierungsphase das
Modell auf Adadquatheit gepriift werden kann. Zunehmende Bedeutung ge-
winnen diese Moglichkeiten bei Modellierungen, die man anschlieflend nicht
unmittelbar mit der Realitét vergleichen kann, wie es auflerhalb des Unter-
richts in der Regel der Fall ist. Deutlich wird, dass gerade bei komplexen
Modellierungsproblemen die Phase der Validierung hoch anspruchsvoll ist
und in der Schule sicherlich kaum alle der folgenden Techniken selbststéndig
von Schiilern zu leisten sind. Gleichwohl sollten Schiiler in ihrer Schullauf-
bahn einige dieser Heurismen kennen lernen:

Kontrolle der Dimension

Fiir diese in den Naturwissenschaften vielfaltig genutzte Methode betrachtet
man konsequent die Mafeinheiten (Dimensionen) berechneter Grofien. Sucht
man mit einer Modellierung eine bestimmte Lange und erhélt als Einheit der
Losung ch, kann irgendetwas nicht stimmen.

Kontrolle der GroBenordnung

Bereits flir die Grundschule wird gefordert, dass die Schiiler Ergebnisse auf
Plausibilitdt priifen konnen sollen (vgl. Abschnitt 1.4.2). Ein hilfreiches Mit-
tel zur Priifung eines Ergebnisses ist ein Uberschlagen der erwarteten Gré-
Benordnung. Hierbei kann durchaus sehr grob geschétzt werden. Weicht das
berechnete Ergebnis dennoch deutlich von dem erwarteten ab, kénnten Feh-
ler vorliegen.

Die Fehleranalyse, die fiir Naturwissenschaftler, die mit quantitativen
Modellen hantieren, obligatorisch ist, geht quasi riickwérts vor: Auf der
Grundlage eines Modells wird abgeschétzt, wie grof§ relative bzw. absolu-
te Fehler sein werden. Auf diese Weise gewinnt man einerseits Angaben iiber
sinnvolle Rundungen, andererseits aber auch Hinweise auf die Genauigkeit
des Modells, was zur Bewertung der gesamten Modellierung im Hinblick auf
die Realsituation herangezogen werden kann. Mochte man z.B. die Finan-
zierung eines Eigenhauses modellieren, wird man in der Regel mit einer Feh-
lertoleranz von 100 000 € nicht einverstanden sein. In Abschnitt 4.4.5 wird
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am Beispiel der Modellierung der Lénge eines aufgewickelten Kabels gezeigt,
wie eine quantitative Fehleranalyse aussehen kann (vgl. auch HUMENBER-
GER, 1999).

Die Validierung oder Riickinterpretation sollte im Grunde bei jeder Auf-
gabe mit auflermathematischem Kontext automatisch von den Schiilern
bedacht werden. Viele Schiiler sind mit Ergebnissen wie ,Die Strecke ist
1,7385246 m lang. “ einverstanden und machen sich keinerlei Gedanken iiber

sinnvolle Rundungen.??

Kontrolle des Charakters der Abhangigkeiten

Diese Methode lasst sich auf Realmodelle und mathematische Modelle an-
wenden, indem man die Bedeutung erhaltener Zusammenhénge auf Plausi-
bilitét priift, z.B.: Wenn eine Kerze abbrennt, miisste sie kiirzer werden. Ein
Modell h(t) = ho + 1 -t muss bei positivem [ also falsch sein (vgl. Tabelle 1.2
auf Seite 12).

Kontrolle extremer Situationen und Randbedingungen

Viele Modellierungen lassen sich priifen, indem man das Verhalten des ma-
thematischen Modells an besonderen Werten tiberpriift. Eine ,,Konservendo-
se‘ mit riesigem Radius und festem Volumen ist quasi eine unendlich aus-
gedehnte Kreisscheibe und hat eine entsprechend grofie Oberfliche. Dieses
liefert auch unser mathematisches Modell: O(r) = 2 - 7 - 7?4 820 -

Eine ,Konservendose“ mit » = 0 bei konstant gehaltenem Volumen ent-
spricht einem unendlich hohen Stab. Das mathematische Modell liefert auch

dafiir eine unendlich groie Oberfléche: O(r) T oo, die jedoch am Real-

modell durchaus nicht mehr unmittelbar einsichtig ist.

23 Ausfiihrlich werden praktikable, aber fundierte Regeln zum sinnvollen Runden
dargestellt von Voss (1999).
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Kontrolle der mathematischen Abgeschlossenheit und
Widerspruchsfreiheit

Ergibt sich bei der Arbeit im mathematischen Modell eine Mehrdeutigkeit,
z.B. aufgrund verschiedener moglicher Losungen, obwohl nur eine erwartet
wird, oder zeigen sich Widerspriiche zwischen verschiedenen Gleichungen,
die sich nicht gleichzeitig erfiillen lassen, kann dieses erneut auf ein unzurei-
chendes Modell hindeuten. Moglicherweise wurden Zusammenhéange bei der
Mathematisierung des Realmodells {ibersehen oder unzulissigerweise unbe-
wusst vorausgesetzt.

Kontrolle der Stabilitat des Modells

Problematisch zu modellieren sind dynamische Systeme, die sensibel auf Ver-
anderungen reagieren (vgl. Abschnitt 1.1). Man mdchte erreichen, dass ge-
ringfiigig gednderte Startbedingungen auch nur geringfiigige Auswirkungen
auf die Resultate nach sich ziehen. Fast immer wird man mit gerundeten
Zahlen arbeiten und auch da wére es fatal, wenn nur geringfiigig gednderte
Zahlen deutlich andere Ergebnisse zur Folge hétten. Insofern kann eine Prii-
fung, wie verdnderte Startwerte die Modellierung beeinflussen, moglicherwei-
se unzureichende Modelle identifizieren. In der Schule werden Modelle jedoch
in der Regel nicht so komplex sein, dass instabile Systeme entstehen. Auch
bei der Modellierung der Konservendose sahen wir, dass vom Optimum ge-
ringfiigig abweichende Dosenabmessungen kaum Einfluss auf den Bedarf an
Oberflichenmaterial haben.

Am Beispiel einer mathematischen Modellierung bei der Computertomo-
graphie in Abschnitt 4.3 werden wir sehen, dass geringfiigig andere Mess-
werte sogar zwischen Existenz und Nichtexistenz einer theoretischen Losung
entscheiden kénnen, was besondere Anforderungen an die mathematischen
Methoden stellt.

Nachdem nun ausfiihrlich die einzelnen Phasen des Modellierungskreis-
laufs vorgestellt wurden, sollen vereinfachte Modellierungskreislaufe disku-
tiert werden, die z.T. von Schiilern selbst benutzt werden koénnen, um ihr
Vorgehen zu systematisieren und zu reflektieren.
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Das DISUM-Projekt umfasst die Schuljahrgéinge 8 bis 10 aller Schulstu-
fen.?* Teilweise wurde Schiilern ein aus vier Schritten bestehender ,Losungs-
plan“ angeboten, der in Abbildung 1.6 dargestellt ist.
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Abb. 1.6: ,Losungsplan* fiir Modellierungsaufgaben
(Aus: BLuM, 2006, S. 21, Abb. 6, © Verlag Franzbecker, Hildesheim)

Dieser ,Losungsplan“ fiir Schiiler unterscheidet sich von demjenigen fiir
die Lehrer in mehrfacher Hinsicht:

m Es werden statt abstrakter Schlagworte fiir Schiiler verstédndliche Auftrige
verwendet und durch konkrete Fragestellungen ergénzt.

m Aufgabe und Realsituation werden identifiziert, weil Schiilern ,,Realsitua-
tionen“ im Unterricht doch {iberwiegend als ,, Aufgaben“ begegnen.

m Es gibt lediglich ein ,Modell“, das nicht differenziert wird in Situations-
modell, Realmodell sowie mathematisches Modell, weil Schiilern deren
Unterscheidung haufig Schwierigkeiten bereitet. Bei komplexen Proble-
men ist eine Abgrenzung oftmals gar nicht trennscharf moéglich.

m Interpretation und Validierung werden ebenfalls nicht differenziert.

24ygl. Seite 8
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m Der Pfeil von Schritt 4. zum Schritt 1., der ein erneutes Durchlaufen
des Modellierungskreislaufs andeutet, ist schwécher gedruckt als andere
Pfeile, weil im Unterricht sicherlich nur in besonderen Ausnahmeféllen ein
zweites Durchlaufen des Modellierungskreislaufs moglich und nétig ist.

Diese didaktische Reduktion des Modellierungskreislaufs deckt sich weit-
gehend mit den empirischen Ergebnissen von MAASS (2004, S. 289f.). Sie be-
tont ausdriicklich, dass bereits ,in Klasse 7/8 eine Vermittlung von Wissen
iiber diesen [Modellierungs-] Prozess mithilfe eines Kreislaufschemas mog-
lich ist.“ Sie empfiehlt ebenfalls, bei der Behandlung von Modellierungen
im Mathematikunterricht zundchst auf die Trennung zwischen Realmodell
und mathematischem Modell zu verzichten. Anders als im Projekt DISUM
plédiert sie allerdings dafiir, die Schritte Interpretieren und Validieren zu
trennen, um Schiilern den Unterschied zwischen den beiden Phasen bewusst
zu machen (MAASs, 2004, S. 162). In der Sekundarstufe II ist ein Kreislauf-
schema durchaus sinnvoll, das zwischen Realmodell und mathematischem
Modell trennt, wie z.B. dasjenige in Abbildung 1.7, bei dem im Gegensatz
zum differenzierten Kreislauf in Abbildung 1.3 nicht zwischen Realsituation
und Situationsmodell unterschieden wird.
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Abb. 1.7: Modellierungskreislauf nach BLum (1985, S. 200)

PETER-KOOP (2003) beschreibt anschaulich, wie Schiiler einer 4. Grund-
schulklasse die Frage ,Wie viele Autos stehen in einem 3-km-Stau?“ bearbei-
ten (vgl. Abschnitt 2.2). Sie analysiert dabei, dass auch Grundschulkinder
mit ihrer Denkweise nicht dem Verlauf des Modellierungskreislaufs folgen,

sondern die gegebene Realsituation immer wieder in den Blick nehmen und
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Abb. 1.8: Modellierungsprozess nach PETER-KooP (2003, S. 127)

Rechenergebnisse interpretieren. Auf diese Weise gestalten die Schiiler ihren

Losungsprozess effektiver, weil kaum Zeit fiir Rechnungen vergeudet wird,
die sich spéter als unzureichend herausstellen wiirden. PETER-KooP (2003,
S. 127) stellt den Modellierungsprozess des Stau-Problems wie hier in Ab-
bildung 1.8 dar, woraus besonders gut die wechselseitigen Phasen des Inter-
pretierens und Modellbildens hervorgehen. BUCHTER und LEUDERS (2005,
S. 76) sprechen in diesem Zusammenhang von einer ,Modellierungsspirale“.
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Abb. 1.9: Modellierungsprozess nach FISCHER und MALLE (1989, S. 101)

Andererseits ist dieses ganzheitliche Vorgehen der Kinder, die immer wie-
der zwischen (mathematischem) Modell und Realsituation hin- und hersprin-
gen, ein Indiz dafiir, dass abstrakte Phasen eines Modellierungskreislaufs,
wie er z.B. in Abbildung 1.7 dargestellt ist, kaum fiir Grundschiiler nachvoll-
ziehbar in eigenen Modellierungen getrennt und identifiziert werden kénnen.
Man kann zwar mit Grundschiilern konkrete Losungswege vergleichen und
diskutieren, evtl. auch den Begriff ,Modell“ aktiv verwenden, aber wohl nur
in seltenen Fillen einen abstrakten Modellierungskreislauf erértern. Inwie-
weit derartige Diskussionen mit Schiilern der Grundschule moglich sind und
welche Kompetenzen tatsichlich erreicht werden konnen, sind offene For-
schungsfragen, die weiterer Untersuchung bediirfen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch eine weitere alternative Dar-
stellung des Modellierungsprozesses betrachtet werden. Sie ist ebenfalls et-
was komplexer, da sie die Vernetzung der einzelnen Phasen der Modellierung
erneut betont. Wahrend der einzelnen Phasen im oben dargestellten Model-
lierungsbeispiel riickte immer wieder die Zielsetzung der Modellierung in den
Blick, die so aus dem vereinfachten Phasenmodell in Abbildung 1.3 auf Sei-
te 19 nicht hervorgeht. Wiirde man jedoch nicht wahrend der Bildung des
Realmodells, des mathematischen Modells oder bei der mathematischen Ar-
beit die Fragestellung im ,Hinterkopf“ behalten, konnte man in eine vollig
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yfalsche“ Richtung arbeiten, die sich erst spét als uneffektiv erweisen wiirde.
Das in Abbildung 1.9 dargestellte Schema des Modellierungsprozesses nach
FISCHER und MALLE (1989, S. 101) behebt diese Idealisierung; es hat dafiir
den Nachteil, den zugrunde liegenden Kreisprozess kaum deutlich werden zu
lassen.

In diesem Schema kann man ferner erkennen, dass es durchaus Ergeb-
nis eines Modellierungsprozesses sein kann, eine angemessene Modellierung
auszuschliefen (,,Totales Fiasko“). Zum Beispiel wiirden exakte Modelle zur
Vorhersage menschlichen Verhaltens Politikern wesentlich ruhigere Néchte
vor Wahlen bescheren, universelle Modelle des Lernens und Lehrens konnten
uns Lehrern sogar die berufliche Daseinsberechtigung entziehen.

1.4 Legitimation der Behandlung von
Modellierungen im
Mathematikunterricht

Zunachst soll aus einer allgemeindidaktischen Perspektive heraus begriin-
det werden, warum die Behandlung mathematischer Modellierungen fiir
einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht erforderlich ist, bevor die
Bildungsstandards genauer in den Blick genommen werden.

Es mag so scheinen, als wiirde bei dieser Legitimation des Modellierens fiir
den Mathematikunterricht aus didaktischer und formaler Sicht die Perspek-
tive der Schiiler ausgeblendet werden. Jene héngt aber doch betrichtlich von
der jeweiligen ,,Unterrichtskultur“ (vgl. HEYMANN, 1996, S. 262ff.) ab, die
unter anderem durch folgende Aspekte gekennzeichnet ist:

m Wie wird im Unterricht kommuniziert und miteinander umgegangen
(Schiiler untereinander und mit dem Lehrer)?

m  Gibt es einen konstruktiven Austausch {iber unterschiedliche Lésungs-

ideen?

Werden Fehler als Lernanlass gesehen?

Darf man einmal ,jins Unreine*“ denken und Situationen erkunden?

Konnen viele Schiiler aktiv werden?

Stehen Verfahren oder Versténdnis im Vordergrund?
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Die Schiilerperspektive wird deswegen im Folgenden nicht vertieft, weil sie
doch sehr vom konkreten Unterricht und den ausgewahlten Modellierungs-
kontexten abhéngt. Ganz allgemein lassen sich diesbeziiglich aber doch zwei
wesentliche Argumente finden. Sofern der Unterricht nédmlich Anforderun-
gen an zeitgeméafen Mathematikunterricht erfiillt (vgl. z.B. Abschnitt 1.7
und BruM, 2006, S. 21), gibt es neben den im Folgenden diskutierten allge-
meinbildenden und formalen Griinden auch Motive aus Schiilersicht, Reali-
tatsbeziige in die Mathematik zu integrieren (BLUM, 2006, S. 11, vgl. aber
auch MAAss, 2004, S. 26f.):

m  Realitdtsbeziige helfen Schiilern beim Mathematiklernen, sie dienen zum
besseren Verstehen und Behalten von mathematischen Inhalten und koén-
nen diese motivieren (,lernpsychologische‘ Griinde).

m Nur mit Realitdtsbeziigen lasst sich ein addquates Mathematikbild bei
Schiilern aufbauen (,kulturbezogene‘ Griinde). “

Insbesondere geht es bei diesen Motiven also um eine Vernetzung von
Inhalten innerhalb der Mathematik, aber auch um eine Vernetzung mathe-
matischer Strukturen mit auSermathematischen Kontexten. MAAss (2004,
S. 155) hat in ihrer Studie zum Modellieren unter anderem Vorstellungen
von Schiilern iiber die Relevanz und den Nutzen von Mathematik unter-
sucht. Sie stellte dabei fest, dass viele Schiiler im Verlauf der Durchfiihrung
der Studie eine deutlich positivere Einstellung zum Nutzen von Mathema-
tik entwickelten, wihrend Mathematik zu Beginn der Studie von vielen als
yhutzlos und irrelevant “ angesehen wurde.

Hinter vielen Bereichen des alltdglichen Lebens liegen betréchtliche mathe-
matische Beziige verborgen (erinnert sei nur an Routenplaner oder krypto-
graphische Methoden im Internet), ohne dass dies dem Nutzer bewusst wird.
Man spricht in diesem Zusammenhang nach Niss auch vom ,Relevanzpa-
radoxon® (vgl. MAAss, 2004, S. 9). Zur Vermittlung eines angemessenen
Bildes von Mathematik gehort auch, dieses Paradoxon wenigstens teilweise
aufzudecken, um zu zeigen, welche Rolle Mathematik in unserer modernen
Welt spielt.
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1.4.1 Allgemein- und fachdidaktische Perspektive

HEYMANN (1996) hat ein vieldiskutiertes Konzept veroffentlicht, mit dessen
Hilfe ermoglicht werden soll, bestimmte Inhalte oder Facher auf ihren all-

gemeinbildenden Charakter hin zu untersuchen. Er identifiziert dazu sieben
Aufgaben allgemeinbildender Schulen (vgl. HEYMANN, 1996, S. 47):

Lebensvorbereitung

HEYMANN versteht darunter einerseits die Vermittlung nétiger Qualifika-
tionen fiir die Bewéltigung des Alltags als allgemein gebildeter Mensch
und andererseits die Ermoglichung der Entfaltung individueller Fahigkei-
ten und Kréfte.

Stiftung kultureller Kohirenz

HEYMANN versteht darunter den Erwerb einer ,reflektierten kulturellen
Identitat“ im Hinblick auf die eigene, aber auch auf andere Kulturen;
hierzu gehoren auch Wertvorstellungen.

Weltorientierung

HEYMANN (1996, S. 79): ,Die Schiiler sollen einen Uberblick haben, die
Erscheinungen um sich herum einzuordnen wissen, sie zueinander in Be-
ziehung setzen konnen, iiber ihren engeren Erfahrungshorizont hinaus
iiber die Welt ,Bescheid wissen‘.“

Speziell fiir den Mathematikunterricht muss der gebildete und miindige
Biirger Argumentationen, die auf Zahlen basieren, kritisch verstehen und
um die Grenzen der Mathematisierbarkeit wissen (vgl. auch SCHMIDT,
1992).

Anleitung zum kritischen Vernunftgebrauch

HEYMANN versteht darunter, dass Schiiler zu kritisch denkenden Men-
schen erzogen werden, die ihr Potenzial nutzen.

Entfaltung von Verantwortungsbereitschaft

Einiibung in Verstandigung und Kooperation

Starkung des Schiiler-Ichs

HEYMANN (1996, S. 117) zielt hiermit auf die ,,Entwicklung von Selbstbe-
wusstsein, Selbstvertrauen, personaler Identitét, auf die Fahigkeit, eigene
Ziele, Wiinsche und Vorstellungen klar zu erkennen und handelnd zu ver-
wirklichen [...].“
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Ernst gemeinte Modellierungskontexte, die im Mathematikunterricht be-
handelt werden, sind aulermathematisch relevant und kénnen insofern auf
das Leben vorbereiten. Dies betrifft jedoch in der Regel héchstens wenige
Schiiler, denen in ihrem spéateren Berufsleben der Kontext erneut begegnet
(z.B. die Finanzmathematik). Folglich tragen speziellere Modellierungskon-
texte kaum inhaltlich zur allgemeinen Lebensvorbereitung im Sinne HEY-
MANNS bei.

Zur Aufgabe der Stiftung kultureller Koharenz schligt HEYMANN (1996,
S. 174) sechs zentrale Ideen fiir den Mathematikunterricht vor, die im Rah-
men eines Spiralcurriculums die Kohérenz der Mathematik betonen, aber
auch Charakteristisches im Vergleich zu anderen Fachern herausstellen sol-

len:

Idee der Zahl

Idee des Messens

Idee des raumlichen Strukturierens
Idee des funktionalen Zusammenhangs
Idee des Algorithmus

Idee des mathematischen Modellierens

Wegen der deutlichen Parallelen zu inhaltlichen Leitideen der deutschen
Bildungsstandards sollen diese nicht weiter konkretisiert werden. Fiir unser
Thema relevant ist jedoch, dass HEYMANN mit seinem Vorschlag dem mathe-
matischen Modellieren als einer von sechs zentralen Ideen eine herausragende
Rolle zukommen lasst. Er versteht das mathematische Modellieren &hnlich
wie hier in Abschnitt 1.1 beschrieben.

Die Aufgabe der Weltorientierung ist die zweite, die das mathematische
Modellieren auf allgemeindidaktischer Basis im Sinne HEYMANNS legitimiert.
Schiiler sollen erkennen, wo Mathematik in unserer Welt verborgen ist, wel-
che Rolle sie inne hat und welchen Grenzen sie unterliegt. Hierin findet sich
die wesentliche Legitimation des mathematischen Modellierens fiir den all-
gemeinbildenden Mathematikunterricht. HEYMANN schliefft auch ,unehrli-
che“ Anwendungen aus (z.B. ,eingekleidete Aufgaben® ohne entsprechende
Reflexion; vgl. Seite 4), welche die Rolle der Mathematik eher verschleiern
(HEYMANN, 1996, S. 194ff.); darin stimmt die hier vertretene Position mit
seiner iiberein.
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Ein zeitgeméfer Mathematikunterricht (vgl. z.B. BLum, 2006, S. 21 und
Abschnitt 1.7) vermag auch die weiteren von HEYMANN identifizierten Auf-
gaben zu erfiillen. Dies hangt jedoch konkret von der gelebten Unterrichts-
kultur ab (vgl. Seite 36) und soll insofern hier nicht genauer vertieft werden.

Mit HEYMANNS Konzept haben wir das mathematische Modellieren allge-
meindidaktisch legitimieren konnen. Aus fachdidaktischer Sicht hat es jedoch
ebenfalls seine volle Berechtigung. WINTER (2003) hat dazu drei Grunderfah-
rungen identifiziert, die ein allgemeinbildender Mathematikunterricht ermdg-
lichen soll; diese Grunderfahrungen sind in der deutschsprachigen Diskussion
innerhalb der Mathematikdidaktik weithin akzeptiert und wiedererkennbar
in Bildungsstandards sowie Einheitlichen Priifungsanforderungen fiir das Ab-
itur formuliert (vgl. z.B. KMK, 2003, S. 6 und KMK, 2002, S. 3):

(G1) ,Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen
sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art
wahrzunehmen und zu verstehen,

(G2) mathematische Gegenstande und Sachverhalte, reprasentiert in Spra-
che, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine
deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begrei-
fen,

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefihigkeiten (heu-
ristische Fahigkeiten), die iiber die Mathematik hinaus gehen, zu er-
werben. ¢

Auch in dieser Auflistung wesentlicher Grunderfahrungen nimmt das ma-
thematische Modellieren implizit einen groflen Stellenwert ein. WINTER
(2003, S. 7) konkretisiert ndmlich die Erfahrung (G1) weiter: ,Interessant
und wirklich unentbehrlich fiir Allgemeinbildung sind Anwendungen der Ma-
thematik erst, wenn in Beispielen aus dem gelebten Leben erfahren wird, wie
mathematische Modellbildung funktioniert und welche Art von Aufklarung
durch sie zustande kommen kann, und Aufklarung ist Biirgerrecht und Biir-
gerpflicht (und wird durchaus nicht in den Schof§ geworfen). “

Als Beispiele fiir Erscheinungen aus der Lebenswelt, fithrt WINTER un-
ter anderem elementarmathematische Fragen der Altersvorsorge und des
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Versicherungs- und Steuerwesens wie auch Zinsberechnungen bei Geldge-
schéften an (,politisch-aufklarerische Arithmetik*).

Es ist deutlich geworden, dass auf der Grundlage der aktuellen didakti-
schen Diskussion die mathematische Modellierung im Mathematikunterricht
einen hohen Stellenwert einnehmen sollte. Aus den drei Grunderfahrungen
WINTERS lasst sich aber ebenso gut entnehmen, dass keinesfalls jeder Be-
griff oder jedes Verfahren im Mathematikunterricht in einen Realitdtsbezug
eingebettet werden sollte. Die Anwendungsmoglichkeit ist ein Aspekt mathe-
matischer Bildung. Sie sollte daher nur bewusst und sinnvoll in ein Curricu-
lum integriert im Mathematikunterricht eingesetzt werden, dann aber richtig
und ,authentisch® (vgl. Abschnitt 1.7). Fiir einen ausgewogenen Mathema-
tikunterricht sind z.B. innermathematische Uberlegungen und intelligente
Ubungsphasen ebenso wichtig.

Die zitierten didaktischen Analysen wurden aufgegriffen bei der Kon-
zeption der Bildungsstandards fiir die unterschiedlichen Schulstufen, wel-
che die Forderung von Modellierungskompetenzen im Mathematikunterricht
nunmehr auch formal verlangen. Das relativ schlechte Abschneiden deut-
scher Schiiler bei internationalen Vergleichsstudien (TIMSS, PISA) fiihrte
zu durchgreifenden Verdnderungen in der deutschen Schullandschaft. Un-
ter anderem wurden Bildungsstandards beschlossen. Intendiert ist damit ein
Ubergang von der bisher iiblichen Inputorientierung (Lehrer: ,Wir haben
... behandelt.“) zu einer Outputorientierung (Lehrer: ,Meine Schiiler wis-
sen/kénnen ... ). ,Bildungsstandards greifen allgemeine Bildungsziele auf
und benennen Kompetenzen als Regelstandards, die Schiilerinnen und Schii-
ler bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe an zentralen Inhalten erworben
haben sollen. Sie konzentrieren sich auf Kernbereiche eines Faches* (KMK,
2003, S. 3). Neben den zu fordernden Kompetenzen enthalten die Bildungs-
standards jeweils einige die Intentionen veranschaulichende Beispielaufga-
ben. Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schul-
abschluss (Jahrgangsstufe 10) (KMK, 2003) wurden im Dezember 2003 von
der Kultusministerkonferenz beschlossen. Mit den Beschliissen haben sich die
Léander verpflichtet, die Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss
mit Beginn des Schuljahres 2004/05 als Grundlage der Anforderungen fiir
den Mittleren Schulabschluss zu iibernehmen (vgl. KMK, 2003, S. 4). Die
Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich (Jahrgangs-
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stufe 4) (KMK, 2004a) sowie die Bildungsstandards im Fach Mathematik
fiir den Hauptschulabschluss (Jahrgangsstufe 9) (KMK, 2004b) wurden im
Oktober 2004 von der Kultusministerkonferenz beschlossen und sollten mit
Beginn des Schuljahres 2005/06 von den Bundesldndern als Grundlagen der
fachspezifischen Anforderungen fiir den Unterricht im Primarbereich bzw.
fiir den Hauptschulabschluss iibernommen werden (vgl. KMK, 2004a, S. 3
bzw. KMK, 2004b, S. 3).

Die Bildungsstandards unterscheiden drei Anforderungsbereiche der all-
gemeinen mathematischen Kompetenzen, um deutlich zu machen, dass alle
Kompetenzen auf unterschiedlichen Niveaus zu férdern sind (KMK, 2003,
S. 15):%°

»Anforderungsbereich I: Reproduzieren. Dieses Niveau umfasst die Wie-
dergabe und direkte Anwendung von grundlegenden Begriffen, Sétzen
und Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholen-
den Zusammenhang.

Anforderungsbereich 1l: Zusammenhiange herstellen. Dieses Niveau um-
fasst das Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kenntnisse, Fer-
tigkeiten und Fahigkeiten verkniipft werden, die in der Auseinanderset-
zung mit Mathematik auf verschiedenen Gebieten erworben wurden.

Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und reflektieren. Dieses Niveau
umfasst das Bearbeiten komplexer Gegebenheiten u.a. mit dem Ziel,
zu eigenen Problemformulierungen, Losungen, Begriindungen, Folge-
rungen, Interpretationen oder Wertungen zu gelangen. “

Bei dem folgenden Uberblick iiber anzustrebende Kompetenzen bzgl. des
mathematischen Modellierens wird fiir alle drei Schulstufen immer wieder
der Bezug zum Modellierungskreislauf deutlich (vgl. Abschnitt 1.3).

In Niedersachsen werden die Bildungsstandards fiir ganz Deutschland
durch sogenannte Kerncurricula konkretisiert. Wo die Bildungsstandards
recht allgemein zu erreichende Kompetenzen identifizieren, werden diese im

25In den Bildungsstandards fiir den Primarbereich sind die Anforderungsbereiche
sinngeméaf ebenfalls ausgefiihrt (vgl. KMK, 2004a, S. 13).
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Folgenden am niederséchsischen Beispiel konkretisiert. Zugleich erfolgt damit
eine didaktische Reduktion, weil die niedersidchsischen Kerncurricula Kom-
petenzen jeweils fiir Doppeljahrgénge (1/2, 3/4, 5/6, 7/8, 9/10) festlegen.

1.4.2 Modellieren in den Bildungsstandards fiir den
Primarbereich

Die Bildungsstandards fiir den Primarbereich unterscheiden fiinf allgemeine
26

mathematische Kompetenzen:
Problemlosen

Kommunizieren

Argumentieren

Modellieren

Dies wird wie folgt konkretisiert:

- ,Sachtexten und anderen Darstellungen der Lebenswirklich-
keit die relevanten Informationen entnehmen,

— Sachprobleme in die Sprache der Mathematik iibersetzen,
innermathematisch 16sen und diese Losungen auf die Aus-
gangssituation beziehen,

— zu Termen, Gleichungen und bildlichen Darstellungen Sach-

aufgaben formulieren.“

m Darstellen

Beziiglich der inhaltlichen Kompetenzen stellen die Bildungsstandards
mathematische Leitideen heraus, die ,fiir den gesamten Mathematikun-
terricht [...] von fundamentaler Bedeutung sind“ und ein mathematisches
Curriculum spiralférmig durchziehen (vgl. das Konzept von HEYMANN in
Abschnitt 1.4.1):

26Im Hinblick auf die Ziele dieses Kapitels wird in der Aufzihlung nur der Bereich
der Modellierungskompetenzen vollstandig wiedergegeben.
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Zahlen und Operationen — im Hinblick auf die mathematische Modellie-
rung gehort dazu insbesondere das Rechnen in Kontexten:

m Sachaufgaben l6sen und dabei die Beziehungen zwischen der Sache
und den einzelnen Losungsschritten beschreiben,

m das Ergebnis auf Plausibilitat priifen,
bei Sachaufgaben entscheiden, ob eine Uberschlagsrechnung aus-
reicht oder ein genaues Ergebnis nétig ist,

m Sachaufgaben systematisch variieren. “

Raum und Form — im Hinblick auf die mathematische Modellierung gehort

dazu insbesondere:

m ,geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen“ (u.a.
Modelle von Korpern und ebenen Figuren herstellen und untersu-

chen)
m Flichen- und Rauminhalte vergleichen und messen® (durch Ver-

gleichen mit Einheitsflichen bzw. Einheitswiirfeln)

Muster und Strukturen — im Hinblick auf die mathematische Modellierung
gehort dazu insbesondere das Erkennen, Beschreiben und Darstellen

funktionaler Beziehungen:

m funktionale Beziehungen in Sachsituationen erkennen, sprachlich
beschreiben (z.B. Menge — Preis) und entsprechende Aufgaben 16-

sen,
funktionale Beziehungen in Tabellen darstellen und untersuchen,

m cinfache Sachaufgaben zur Proportionalitat 16sen. “

GroBen und Messen — im Hinblick auf die mathematische Modellierung ge-

hort dazu insbesondere:

m ,Groflenvorstellungen besitzen
— Standardeinheiten aus den Bereichen Geldwerte, Langen, Zeit-
spannen, Gewichte und Rauminhalte kennen,
— Groflen vergleichen, messen und schétzen,
— Représentanten fiir Standardeinheiten kennen, die im Alltag
wichtig sind, [...]
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im Alltag gebréduchliche einfache Bruchzahlen im Zusammen-
hang mit Groflen kennen und verstehen. “

m ,mit Grofen in Sachsituationen umgehen

mit geeigneten Einheiten und unterschiedlichen Messgeréten
sachgerecht messen,

wichtige Bezugsgrofien aus der Erfahrungswelt zum Ldsen von
Sachproblemen heranziehen,

in Sachsituationen angemessen mit Naherungswerten rechnen,
dabei Groflen begriindet schitzen,

Sachaufgaben mit Groflen l6sen.

Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit —im Hinblick auf die mathema-

tische Modellierung gehort dazu insbesondere:

m ,Daten erfassen und darstellen

in Beobachtungen, Untersuchungen und einfachen Experimen-
ten Daten sammeln, strukturieren und in Tabellen, Schaubildern
und Diagrammen darstellen,

aus Tabellen, Schaubildern und Diagrammen Informationen ent-

nehmen. “

m ,Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten ver-

gleichen

Grundbegriffe kennen (z.B. sicher, unmoglich, wahrscheinlich),
Gewinnchancen bei einfachen Zufallsexperimenten (z.B. bei

Wiirfelspielen) einschétzen. “

Obwohl innerhalb der Grundschule nur vergleichbar wenige mathematische

Werkzeuge zur Modellierung von Realsituationen zur Verfiigung stehen, sind

die anzustrebenden Kompetenzen doch bereits umfangreich. Alle Modellie-

rungen miissen sich mit elementaren arithmetischen Operationen, ikonischen

Veranschaulichungen (vgl. die Beispiele zur Modellierung von Turnierplénen

in Abschnitt 2.5) oder einfachen geometrischen Figuren bewéiltigen lassen.

Viele Modellierungsprozesse in der Grundschule erfordern daher ein situati-

onsgerechtes Abschétzen von Grofien (vgl. Seite 110ff.). Mehrfach wird er-

wahnt, dass Schiiler Plausibilitdtsbetrachtungen durchfiihren und begriinden

koénnen sollen. Hierfiir eignen sich besonders sogenannte FERMI-Aufgaben,
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Erwartete Kompetenzen am Ende des | Erwartete Kompetenzen am Ende des
Schuljahrgangs 2 Schuljahrgangs 4

Die Schiilerinnen und Schiiler Die Schiilerinnen und Schiiler

m  gewinnen Daten durch Zihlen und | m messen und schatzen Reprasentan-
Messen. ten von GroBen und iiberschlagen

Rechnungen um Daten zu gewinnen.

m  spielen Rechengeschichten, stellen | m  entnehmen Sachtexten und ande-
sie zeichnerisch dar und schreiben ren Darstellungen der Lebenswirk-
Aufgaben dazu. lichkeit die relevanten Informationen

und tragen diese weitgehend selbst-

standig aus geeigneten Medien der

Bibliothek zusammen.

m  beschreiben Sachprobleme in der | m beschreiben Sachprobleme in der
Sprache der Mathematik. Sprache der Mathematik, |8sen sie

innermathematisch und beziehen die

Ergebnisse auf die Ausgangssituati-

on.

m  formulieren Rechengeschichten zu | m  formulieren Sachaufgaben zu Ter-
einfachen Termen. men, Gleichungen und bildlichen

Darstellungen.

Tab. 1.3: Kompetenzen zum mathematischen Modellieren in der Grundschule laut
niedersdchsischem Kerncurriculum (NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTERIUM,
2006a, S. 17)

die im Abschnitt 3 explizit als Modellierungskontexte fiir den Mathematik-
unterricht ab der Grundschule vorgestellt werden.

Der Kompetenzbereich ,Modellieren* der Bildungsstandards fiir die Pri-
marstufe umfasst alle wesentlichen Schritte des Modellierungskreis-
laufs (vgl. Abschnitt 1.3), wenn eine Reflexion tiber diesen Kreislauf sicher-
lich auch nur eingeschrankt moglich sein wird. Dennoch berichtet PETER-
Koop (2003, S. 128) davon, dass sogar Viertklédssler bei der Diskussion un-
terschiedlicher Losungswege eines FERMI-Problems (,Wie viele Autos stehen
in einem 3-km-Stau?“; vgl. Abschnitt 2.2) zunehmend den ,Lésungsprozess*
ins Zentrum ihrer Diskussion stellten.

Die Bildungsstandards fiir den Primarbereich beschreiben erwartete Kom-
petenzen im Vergleich zu denen fiir weiterfithrende Schulen ausfiihrlich. Den-
noch ist in Tabelle 1.3 der Kompetenzbereich ,Modellieren“ anhand des
niederséchsischen Kerncurriculums (NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTE-
RIUM, 2006a, S. 17) fiir den Mathematikunterricht an Grundschulen konkre-
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tisiert, um aufzuzeigen, wie die Teilkompetenzen in Niedersachsen fiir die
beiden Doppeljahrgénge didaktisch reduziert werden.?”

1.4.3 Modellieren in den Bildungsstandards fiir den
Abschluss nach der Sekundarstufe |

Wie schon die Bildungsstandards fiir den Primarbereich unterscheiden die
Bildungsstandards fiir Abschliisse nach der Sekundarstufe I zwischen allge-
meinen und inhaltlichen Kompetenzen. Insgesamt werden die schon an der
Grundschule zu férdernden allgemeinen Kompetenzen auf héherem Ab-
straktionsniveau gefordert, es kommt jedoch ein weiterer Kompetenzbereich
hinzu (K5) (siche KMK, 2003, S. 9ff.):?®

(K1) Mathematisch argumentieren
(K2) Probleme mathematisch lésen

(K3) Mathematisch modellieren

»,2Dazu gehort:

m den Bereich oder die Situation, die modelliert werden
soll, in mathematische Begriffe, Strukturen und Relatio-
nen iibersetzen,
in dem jeweiligen mathematischen Modell arbeiten,
Ergebnisse in dem entsprechenden Bereich oder der ent-
sprechenden Situation interpretieren und priifen.“

(K4) Mathematische Darstellungen verwenden

(K5) Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathema-
tik umgehen

2"Die niedersiichsischen Kerncurricula sind frei im Internet verfiigbar:
http://www.cuvo.nibis.de.

28Erneut wird hier nur der Kompetenzbereich K3 (,Mathematisch modellieren*)
vollstdndig wiedergegeben.
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(K6) Kommunizieren

Formal gelten die hier angefithrten Kompetenzen fiir den Mittleren Schul-
abschluss nach Klasse 10. Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir
den Hauptschulabschluss (Jahrgangsstufe 9; KMK, 2004b) unterscheiden
sich hiervon jedoch nicht beziiglich der allgemeinen Kompetenzen. Fiir die
inhaltlichen Kompetenzen stellen die Bildungsstandards erneut mathema-
tische Leitideen heraus, die ein mathematisches Curriculum spiralférmig
durchziehen (vgl. das Konzept von HEYMANN in Abschnitt 1.4.1). Bei den
inhaltlichen Kompetenzen gibt es einige Unterschiede zwischen den Bildungs-
standards fiir den Mittleren Schulabschluss und denen fiir den Hauptschulab-
schluss, die vor allem das Abstraktionsniveau sowie im Jahrgang 10 behan-
delte Themen betreffen; insbesondere gilt dies fiir die ,,Leitidee Funktionaler
Zusammenhang® (L4) (vgl. KMK, 2004b):*

(L1) Leitidee Zahl — im Hinblick auf die mathematische Modellierung ge-
hort dazu insbesondere, dass die Schiilerinnen und Schiiler

m  Zahlen der Situation angemessen darstellen, unter anderem in Zeh-
nerpotenzschreibweise.
zur Kontrolle Uberschlagsrechnungen und andere Verfahren nutzen.
m  Rechenergebnisse entsprechend dem Sachverhalt sinnvoll runden.
Ergebnisse in Sachsituationen unter Einbeziehung einer kritischen
Einschitzung des gewdhlten Modells und seiner Bearbeitung priifen
und interpretieren.

(L2) Leitidee Messen — im Hinblick auf die mathematische Modellierung
gehort dazu insbesondere, dass die Schiilerinnen und Schiiler

m  Einheiten und Gréflen situationsgerecht auswéhlen (insbesondere
fiir Zeit, Masse, Geld, Lange, Flache, Volumen und Winkel).

m  Groflen mithilfe von Vorstellungen iiber geeignete Repréasentanten
schatzen.

29Kursiv hervorgehoben sind dabei Teilkompetenzen, die so in den Bildungsstan-
dards fir den Hauptschulabschluss (Jahrgangsstufe 9) nicht enthalten sind.
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m in ihrer Umwelt gezielt Messungen vornehmen, Maflangaben aus
Quellenmaterial entnehmen, damit Berechnungen durchfiihren und
die Ergebnisse sowie den gewahlten Weg in Bezug auf die Sachsi-
tuation bewerten.

(L3) Leitidee Raum und Form —im Hinblick auf die mathematische Model-

lierung gehort dazu insbesondere, dass die Schiilerinnen und Schiiler

geometrische Strukturen in der Umwelt erkennen und beschreiben.

m  Figenschaften und Bezichungen geometrischer Objekte (wie Sym-
metrie, Kongruenz, Ahnlichkeit, Lagebeziehungen) beschreiben und
begriinden und diese im Rahmen des Problemldosens zur Analyse von
Sachzusammenhdngen nutzen.

(L4) Leitidee Funktionaler Zusammenhang — im Hinblick auf die mathe-

matische Modellierung gehort dazu insbesondere, dass die Schiilerinnen
und Schiiler

m Funktionen als Mittel zur Beschreibung quantitativer Zusammen-
hénge nutzen.

m funktionale Zusammenhénge erkennen und beschreiben und diese
in sprachlicher, tabellarischer oder graphischer Form sowie gegebe-
nenfalls als Term darstellen.

m unterschiedliche Darstellungen funktionaler Zusammenhénge (wie
lineare, proportionale und antiproportionale) analysieren, interpre-
tieren und vergleichen.

m realitdtsnahe Probleme im Zusammenhang mit linearen, proportio-
nalen und antiproportionalen Zuordnungen losen.

m insbesondere lineare und quadratische Funktionen sowie Exponenti-
alfunktionen bei der Beschreibung und Bearbeitung von Problemen
anwenden.

m  die Sinusfunktion zur Beschreibung von periodischen Vorgdngen
verwenden.

m zu vorgegebenen Funktionen Sachzusammenhdnge angeben, die mit-
hilfe dieser Funktionen beschrieben werden kénnen.

(L5) Leitidee Daten und Zufall — im Hinblick auf die mathematische Mo-
dellierung gehort dazu insbesondere, dass die Schiilerinnen und Schiiler
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m graphische Darstellungen und Tabellen von statistischen Erhebun-
gen auswerten.
statistische Erhebungen planen.

m systematisch Daten sammeln, sie in Tabellen erfassen und graphisch
darstellen, auch unter Verwendung geeigneter Hilfsmittel (wie Soft-
ware).

m Daten unter Verwendung von Kenngrofien interpretieren.

m  Argumente, die auf einer Datenanalyse basieren, reflektieren und
bewerten.

m Zufallserscheinungen in alltdglichen Situationen beschreiben.

Weil am Ende der Sekundarstufe I wesentlich breitere mathematische
Kenntnisse vorhanden sind, kénnen allgemeine mathematische Kompeten-
zen auf hoherem abstrakterem Niveau gefordert werden, als es fiir die Grund-
schule der Fall ist. Insbesondere erkennt man deutlich, dass mit dem Kompe-
tenzbereich (K3) ,Mathematisch modellieren“ im Grunde der gesamte Mo-
dellierungskreislauf abgedeckt wird (vgl. Abschnitt 1.3), wenn hier auch eine
Reflexion iiber den Modellierungsprozess nicht ausdriicklich vorgesehen ist.
Allerdings wird diese Reflexion bei Kompetenzen innerhalb der ,Leitidee
Zahl“ (L1) sowie bei dem im Folgenden dargestellten Modellieren auf dem
Anforderungsbereich III zumindest angedeutet.

Die Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss konkretisieren die
bereits auf Seite 42 allgemein beschriebenen Anforderungsbereiche fiir
das mathematische Modellieren wie folgt (KMK, 2003, S. 16):

Anforderungsbereich |: Reproduzieren. ,Dazu gehort

m vertraute und direkt erkennbare Modelle nutzen
einfachen Erscheinungen aus der Erfahrungswelt mathematische
Objekte zuordnen

m Resultate am Kontext tiberpriifen“

Anforderungsbereich 1l: Zusammenhdnge herstellen. ,Dazu gehort

Modellierungen, die mehrere Schritte erfordern, vornehmen
Ergebnisse einer Modellierung interpretieren und an der Ausgangs-
situation priifen

m einem mathematischen Modell passende Situationen zuordnen*
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Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und Reflektieren. ,Dazu
gehort

m komplexe oder unvertraute Situationen modellieren
verwendete mathematische Modelle (wie Formeln, Gleichungen,
Darstellungen von Zuordnungen, Zeichnungen, strukturierte Dar-
stellungen, Ablaufplédne) reflektieren und kritisch beurteilen“

Wie schon im vorigen Abschnitt geschehen, wird in Abbildung 1.4 anhand
des niedersachsischen Kerncurriculums fiir die Realschule konkretisiert, wie
am Beispiel Niedersachsens die Kompetenzen zum mathematischen Model-
lieren fiir die Doppeljahrgénge 5/6, 7/8 sowie 9/10 didaktisch reduziert wer-
den kénnen (NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTERIUM, 2006¢c, S. 14f.).3°
Das niederséchsische Kerncurriculum fiir die Hauptschule unterscheidet sich
bei der allgemeinen Kompetenz ,,Modellieren“ quasi nicht von dem fiir die
Realschule.

An niederséichsischen Gymnasien (vgl. NIEDERSACHSISCHES KULTUSMI-
NISTERIUM, 2006b, S. 17f.) sollen Schiiler dariiber hinaus in der Lage sein,
zusatzliche mathematische Werkzeuge zur Ermittlung von Losungen in ma-
thematischen Modellen zu verwenden und insgesamt iiber Modellierungen zu
reflektieren. Am Ende der Klasse 8 sollen sie Annahmen fiir Modellierungen
yreflektieren® und ggf. wvariieren“ konnen. Am Ende von Klasse 10 sollen sie
ferner verschiedene Modelle im Hinblick auf die Realsituation ,analysieren
und bewerten“ kdnnen.

1.4.4 Modellieren in den Einheitlichen
Prufungsanforderungen fiir das Abitur

In den vorangehenden Abschnitten wurde die Rolle mathematischer Model-
lierungen laut den Bildungsstandards fiir die Grundschule sowie fiir die Se-
kundarstufe I dargestellt. Der Vollstédndigkeit halber soll noch kurz auf ihren
Stellenwert in der Sekundarstufe II des Gymnasiums eingegangen werden,

30Die niedersiichsischen Kerncurricula sind frei im Internet verfiigbar:
http://www.cuvo.nibis.de.
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Ende Schuljahrgang 6

zusatzlich Ende Schul-
jahrgang 8

zusatzlich Ende Schul-
jahrgang 10

Die Schiilerinnen und
Schiiler

m  entnehmen Informa-
tionen aus vertrauten
Alltagssituationen und
einfachen Texten

m  formulieren nahelie-
gende Fragen zu ver-
trauten Situationen

Die Schiilerinnen und
Schiiler

m  formulieren Fragen zu
unterschiedlichen
Aspekten von Situa-
tionen

Die Schiilerinnen und

Schiiler

m  entnehmen Informa-
tionen aus komplexen,
nicht vertrauten
Situationen

m  strukturieren Daten

m  wahlen naheliegende
Modelle

m  nennen zu bekannten
mathematischen Mo-
dellen Alltagssituatio-
nen

m  strukturieren Zusam-
menhange

m  wahlen Modelle und
begriinden ihre Wahl

m  nahern sich der Re-
alsituation durch
Verkniipfung mehrerer
Modelle genauer an

m  |6sen Aufgaben unter
Anwendung mathema-
tischer Modelle

m  nutzen zur Losung ei-
ner komplexen Aufga-
be mehrere Modelle
und verkniipfen sie

m  priifen die Plausibilitat
der Losung

m  wahlen ggf. ein ande-
res Modell

m  interpretieren das Er-
gebnis in Bezug auf die
Realsituation

m  beschreiben die Gren-
zen mathematischer
Modelle an Beispielen

m  vergleichen ihr Modell
mit moglichen anderen
Modellen

Tab. 1.4: Kompetenzen zum mathematischen Modellieren in der Realschule laut
niedersdchsischem Kerncurriculum (NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTERIUM,

2006¢, S. 14f.)

und zwar anhand der Einheitlichen Priifungsanforderungen fiir das Abitur
im Fach Mathematik (KMK, 2002).
»Ziel des Lernens und Arbeitens [in der gymnasialen Oberstufe] ist die

Allgemeine Hochschulreife, die zum Studium an einer Hochschule berechtigt,

aber auch den Weg in eine berufliche Ausbildung erméglicht. “ Insbesondere

soll eine vertiefte allgemeine und wissenschaftspropéadeutische Bildung ver-
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mittelt werden. Der Unterricht ist ,fachbezogen, fachiibergreifend und fa-
cherverbindend angelegt “. Er strebt zunehmend mehr Selbststéandigkeit und
Eigenverantwortung der Schiiler an. (vgl. KMK, 2000, S. 3ff.).

Die féacheriibergreifende Vereinbarung der Kultusministerkonferenz hebt
ausdriicklich hervor, dass fiir die Auspragung der Studierfahigkeit drei Kom-
petenzbereiche von herausgehobener Bedeutung sind (KMK, 2000, S. 4f.).
Dies sind zum einen die sprachliche Ausdrucksfihigkeit und die Féhigkeit,
komplexe fremdsprachliche Sachtexte verstandig zu lesen, zum anderen der
sichere Umgang mit mathematischen Symbolen und Modellen:

»#Angestrebt wird die Fahigkeit, Gegenstandsbereiche und Theo-
riebildungen, die einer Mathematisierung zugénglich sind und in
denen Problemldsungen einer Mathematisierung bediirfen, mit
Hilfe geeigneter Modelle aus unterschiedlichen mathematischen
Gebieten zu erschliefien und darzustellen und die Probleme mit
entsprechenden Verfahren und logischen Ableitungen zu lésen. “

Die Kultusministerkonferenz misst dem mathematischen Modellieren so-
mit einen besonderen Stellenwert fiir die Allgemeine Hochschulreife bei. Die-
ses spiegelt sich in den Einheitlichen Priifungsanforderungen fiir das Abitur
im Fach Mathematik ebenfalls wider (KMK, 2002, S. 4): Die Anforderun-
gen fiir die Abiturpriifung verlangen als einen notwendigen Kompetenzbe-
reich das mathematische Modellieren zur Losung realitdtsnaher Probleme

und schliisseln diesen wie folgt auf:

»,Beschreiben der Ausgangssituation und der Modellannahme
Mathematisieren

Losen in dem gewéhlten mathematischen Modell
Interpretieren der Ergebnisse im Ausgangskontext

kritisches Reflektieren der Ergebnisse und der Vorgehensweise “

Sehr deutlich treten hier die verschiedenen Phasen des Modellierungskreis-
laufs hervor (vgl. Abschnitt 1.3). Im Gegensatz zu den Bildungsstandards bis
zur Sekundarstufe I wird jedoch erstmals explizit die Fahigkeit der Reflexi-
on der Vorgehensweise, und damit des Modellierungskreislaufs als Ganzes,

verlangt.
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Wie auch schon die Bildungsstandards identifizieren die Einheitlichen Prii-
fungsanforderungen fiir das Abitur inhaltliche Leitideen als fundamentale
mathematische Konzepte. Sie stimmen iiberwiegend mit den entsprechenden
inhaltlichen Leitideen der verschiedenen Bildungsstandards tiberein:

Leitidee Funktionaler Zusammenhang

Leitidee Grenzprozesse/Approximation

Leitidee Modellieren

Leitidee Messen

Leitidee Algorithmus

Leitidee Rdumliches Strukturieren/Koordinatisieren
Leitidee Zufall

Grundkursfach ‘ Leistungskursfach

Untersuchung realitatsnaher Probleme mithilfe von Funktionen

Extremalprobleme

Wachstumsprozesse

Anpassung von Funktionen an vorgegebene Bedingungen
Zusammenhang zwischen diskreten und
stetigen Modellierungen

Anwendung von Matrizen bei mehrstufigen Prozessen [...]
‘ auch Fixpunktproblem

ein Verfahren der beurteilenden Statistik

Simulation von Zufallsexperimenten

Tab. 1.5: ,Leitidee Modellieren* laut Einheitlichen Priifungsanforderungen in der
Abiturpriifung — Mathematik (KMK, 2002, S. 7)

In Tabelle 1.5 wird die Leitidee Modellieren inhaltlich konkretisiert, um
Unterschiede zwischen Grund- und Leistungskursen deutlich zu machen.

1.5 Nachdenken tiber Modellierungsprozesse
— Metakognition

Nachdem die Forderung von Modellierungskompetenzen auf breiter Basis le-
gitimiert ist, gelangen wir nun zum konkreteren Umgehen mit ihnen: Wie
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kann man einen Unterricht gestalten, um Modellierungskompetenzen nach-
haltig zu férdern?

Obwohl erst die Einheitlichen Priifungsanforderungen fiir das Abitur im
Fach Mathematik (vgl. Abschnitt 1.4.4) eine kritische Reflexion von Model-
lierungsprozessen als Ganzes vorsehen, ist diese doch auch in unteren Jahr-
gangsstufen fiir einen bewussten und nachhaltigen Kompetenzzuwachs anzu-
streben. Dabei wird {iber das eigene und das Vorgehen anderer nachgedacht
und somit Denken reflektiert. Diese Metakognition ist eine ,,Grundquali-
fikation zur Durchfiihrung von Lernprozessen, eine Schliisselkompetenz fiir
Lernen® (KAISER und KAISER, 2006, S. 188) und folglich von besonderer
Bedeutung fiir Unterricht. Laut SjuTs (2003, S. 18) versteht man unter Me-
takognition das ,,Denken iiber das eigene Denken “ sowie die ,Steuerung des
eigenen Denkens“.

Zur Metakognition gehort unter anderem die ,vor, wihrend und nach ei-
ner Aufgabenbearbeitung liegende Tétigkeit des Planens, Uberwachens und
Priifens, bei denen eine Person sich gewissermaflen selbst iiber die Schul-
ter blickt“ (,Prozedurale Metakognition“, SjuTs, 2003, S. 19). Um sich aber
diese Prozesse bewusst zu machen und mit anderen dariiber sprechen zu kon-
nen, bedarf es eines entsprechenden Vokabulars (,mentale Reprasentation
vgl. SsuTs, 2002). Hilfreich erscheint dazu, mit Schiilern einen angemessen
didaktisch reduzierten Modellierungskreislauf (siche Abschnitt 1.3) zu er-
ortern bzw. gemeinsam zu erarbeiten. Einen solchen Modellierungskreislauf
kann man spéter z.B. auf einer Folie parat haben und zur Verortung der Mo-
dellierungsschritte im Kreislaufmodell, aber auch zur Vernetzung, immer mal
wieder projizieren, wenn %ber einen Modellierungsprozess gesprochen wird.

Zur Metakognition gehort aber auch ein ,diagnostisches Wissen, das je-
mand tiber das eigene Denken und das anderer Personen besitzt“, das ,be-
wertende Wissen iiber Aufgaben und Anforderungen sowie das strategische
Wissen iiber Losungswege und Erfolgsaussichten® (,Deklarative Metakogni-
tion“, SJUTS, 2003, S. 18). Wihrend Schiiler in der Grundschule schon wegen
der geringeren , Kapazitat“ des Kurzzeitgedéchtnisses kaum in der Lage sind,
einen gesamten Problemldsungsablauf zu planen (vgl. FRANKE, 2003a, S. 83),
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sind sie durchaus féhig, verschiedene konkrete Losungswege miteinander zu
vergleichen (vgl. PETER-KooP, 2003, S. 128).%

PETER-KooOP (2003, S. 126f.) analysiert ferner, dass die Grundschulkin-
der in der von ihr untersuchten Klasse bei der Bearbeitung von FERMI-
Problemen nicht linear dem Modellierungskreislauf folgten, sondern ,multi-
zyklisch“ auch Zwischenergebnisse immer wieder im Hinblick auf die Re-
alsituation interpretierten und bei Diskrepanzen die Mathematisierung an-
passten. Insofern lassen sich schon bei Grundschulkindern Ansétze metako-
gnitiver Kompetenzen nachweisen (vgl. die Darstellung des entsprechenden
Modellierungsprozesses auf Seite 34 sowie fiir Drittklassler auch WINKEL,
2006).

Nun wird sich aber metakognitive Kompetenz beim Modellieren ebenso
wie im sonstigen (Mathematik-)Unterricht nicht von selbst einstellen. ,Vor-
aussetzung dafiir, dass jemand Metakognition betreibt, sind Bereitschaft und
Gespiir. Es miissen somit Motivation und Willenskraft fiir den Einsatz me-
takognitiver Strategien vorliegen. [...] Ebenso ist ein Gespiir fiir das Leis-
tungsvermogen eigener kognitiver Aktivitdten unerldsslich“ (,Motivationa-
le Metakognition“, Sjuts, 2003, S. 19). Diese motivationale Komponente
kann nur durch den Lehrer angeleitet und angeregt werden, indem geeig-
nete Aufgaben gestellt werden, die metakognitive Uberlegungen verlangen,
verschiedene Losungen und Losungsstrategien aktiv verglichen und bewertet
werden und indem eine forderliche Unterrichtskultur (vgl. Seite 36) gepflegt
wird. ,,Uber die Analyse von Kommunikationsprozessen — [...] von Gesag-
tem, Gemeintem und Gehortem — erfolgt ein Nachdenken tiber Mathematik
und Mathematik-Verstehen“ (SsuTs, 2003, S. 23).%2

Besonders deutlich zeigt sich die Effektivitdat metakognitiver Kompetenzen
beim Lésen von Problemen: Im Gegensatz zu Anféngern nutzen Experten in
hohem Mafle metakognitive Kompetenzen. ,Wéahrend Anfanger héufig plan-
los experimentieren und nach einiger Zeit ohne Erfolg abbrechen, iiberwachen
Experten ihre Losungsstrategien und kommen mit gleichem oder auch gerin-

31Einen Uberblick iiber Erkenntnisse der Entwicklungspsychologie zum problemlo-
senden Denken gibt FUNKE (2003, S. 205fF.).

32MARXER (2005) stellt konkrete Aufgaben vor, die von Schiilern verlangen, Lésun-
gen sowie Losungswege fertig geloster Aufgaben zu validieren.
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gerem Fachwissen zu einer Losung“ (MAASs, 2004, S. 34f.; vgl. auch KAISER
und KAISER, 2006, Kap. 2.1).

TANNER und JONES (1993, S. 229) belegen, dass Kenntnisse allein nicht
ausreichen, um erfolgreich zu modellieren: Schiiler miissen den Modellie-
rungsprozess reflektieren, um prozessbezogene Kompetenzen zu erwerben.
MaAss (2004, S. 36) fasst einige Mafinahmen zusammen, wie man als Leh-
rer im Unterricht metakognitive Kompetenzen bei mathematischen Model-

lierungen anregen kann:

1. ,Vermittlung von Metawissen iiber Modellierungsprozesse, also von de-
klarativen Metakognitionen

2. Diskussionen unterschiedlicher Vorstellungen von Schiilerinnen und Schii-
lern iiber Modellierungsprozesse im Unterricht

3. Produktiver Umgang mit Fehlern von Lernenden sowie Fehleranalyse

4. Aufforderung zum Planen, Uberwachen und Priifen des eigenen Vorgehens
— auch anhand der Kreislaufdarstellung des Modellierungsprozesses

5. Vergleich und Diskussion unterschiedlicher Losungen und Reflexion iiber
mogliche Griinde

6. Aufzeigen von positiven Beispielen der Selbstkontrolle beim Modellieren “

7. Anregung zur Selbstiiberwachung (,,Monitoring“) durch den Lehrer, in-
dem er fragt, warum und mit welchem Ziel Schiiler etwas tun

Die Einfiihrung der Bildungsstandards wurde als notwendig erachtet,
weil empirische Studien gezeigt hatten, dass landlaufiger Unterricht sich
in Deutschland als ,inputorientiert* charakterisieren lassen konnte: Es kam
darauf an, was im Unterricht ,dran“ gewesen ist. Ziel muss aber sein, dass
die Schiiler etwas ,konnen“. Unterricht stellt dann das aktive Verstehen der
Begriffe, Verfahren und Strategien in den Vordergrund. Metakognition ist
dafiir ein  konstitutives Merkmal“ (SjuTs, 2003, S. 23). Ein Unterricht, in
dem alle Teilnehmer (Schiiler wie Lehrer) in ihrem Denken ernst genommen
werden, zeichnet sich durch ,Diskursivitdt“ aus:

,Der diskursive Unterricht nimmt die Unterschiedlichkeit der
Lernenden ernst; er setzt sich intensiv mit ihren mentalen Kon-
struktionen und Modellen auseinander. Ein solcher Unterricht
verdient auch die Bezeichnung konstruktivistisch, da er auf die
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individuellen kognitiven Aktivitdten abhebt. Die Lernenden ha-
ben ihre Wissenskonstrukte offen zu legen und sie einer Bewéh-
rung auszusetzen, gegebenenfalls zu differenzieren und zu modi-
fizieren“ (SyuTs, 2003, S. 23).

TANNER und JONES (1993) zeigen in ihrer Untersuchung, an der Schiiler
zwischen 11 und 16 Jahren teilnahmen, dass metakognitive Kompetenzen
iiber Modellierungsprozesse signifikant geférdert werden kénnen, wenn der
Unterricht darauf angelegt ist, das eigene Vorgehen und dasjenige der Mit-
schiiler wirklich zu verstehen und zu bewerten. In der Untersuchung sollten
Schiiler in Verbindung mit Modellierungsaufgaben grundsétzlich die Strate-
gien beschreiben, die sie eingesetzt haben, um die Probleme zu l6sen, be-
griinden, wie sie die Strategien ausgewahlt haben und ferner ihr Vorgehen
evaluieren (,Srategiekonferenz“; vgl. Abschnitt 1.5.3).

Neben dieser grundsétzlichen Diskursivitdt des Unterrichts, welche die ge-
lebte Unterrichtskultur (vgl. Seite 36), also den Umgang miteinander, préigt,
gibt es methodische Mafinahmen, die im Unterricht besonders geeignet sind,
metakognitive Kompetenzen zu féordern. Zum Abschluss dieses Unterkapitels
sollen exemplarisch methodische Anregungen aufgezeigt werden.

1.5.1 Ich-Du-Wir-Prinzip zur kognitiven Aktivierung aller
Schiiler

Es ist grundsétzlich sinnvoll, Aufgaben zu stellen, die nicht einen bestimm-
ten Losungsweg vorschreiben, es sei denn, dass bestimmte Rechenfertigkei-
ten geiibt werden sollen (vgl. Abschnitt 1.7). Wenn mit unterschiedlichen
Losungsansétzen, Strategien oder Ergebnissen zu rechnen ist, bietet sich oft-
mals eine Arbeit in Kleingruppen an. LEISS et al. (2007, S. 226) betonen
die sogenannte ,Ko-Konstruktion“ von Problemlosungen als ein Merkmal
fiir die ,,Effizienz der ,neuen Aufgabenkultur‘“. Sie fithren weiter aus, ,,dass
das Ziel zwar die individuelle Aufgabenlésung durch jeden Schiiler ist, jedoch
durch den Austausch von Losungsideen wechselseitige Unterstiitzungen bei
der Konstruktion der Losungen stattfinden (,Ko-Konstruktion‘) und so die
Qualitdt der Aufgabenbearbeitung gesteigert wird“. Insbesondere lassen sich
bei solchen kooperativen Unterrichtsformen wegen eines kognitiven Austau-
sches zwischen den Schiilern komplexere Aufgaben eher bewaltigen. Haufi-
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ger hat man bei Kleingruppenarbeiten jedoch das Problem, dass sich ein
leistungsstarker Schiiler hervortut und die anderen Schiiler der Kleingrup-
pe hochstens noch ,hinterherdenken® kénnen. Als eine Methode, die dieses
Problem vermeidet, hat sich das ,,Ich-Du-Wir-Prinzip“ (auch: ,, Think-Pair-
Share“) bewahrt (vgl. BARZEL, 2006 und BARZEL et al., 2007, S. 118ff.). Fiir
diese Methode werden ggf. zundchst Kleingruppen gebildet und die Sitzord-
nung entsprechend angepasst.®® Das Verfahren lauft dann so ab, dass nach
der Aufgabenstellung und evtl. einer ersten Klarung von Unklarheiten al-
le Schiiler still fir sich (,Ich“) nach ersten Ideen, Losungsansitzen oder
klarungsbediirftigen Fragen suchen und ihre Ideen mdglichst schriftlich fest-
halten; fiir diese Phase wird zuvor eine bestimmte Zeit, z.B. drei Minuten,
festgelegt. Mit diesem einfachen methodischen Trick sind wirklich alle Schii-
ler aufgefordert, aktiv zu werden und sich mit dem Problem auseinander-
zusetzen. Sollte sich spéater doch nicht vermeiden lassen, dass ein Schiiler
die kognitive Fiihrung in der Kleingruppe iibernimmt, haben doch die ande-
ren Schiiler eher eine Chance, den Gedanken zu folgen, weil sie sich bereits
eigenstindig mit der Problemstellung auseinandersetzen mussten.>*
Anschlielend werden die Gedanken wieder fiir eine vorher definierte kurze
Zeitspanne mit einem Partner (,Du*) in der Kleingruppe ausgetauscht und
besprochen.®® Beziiglich der Férderung metakognitiver Kompetenzen steht
in diesem Diskurs also das Mitteilen eigener und das Verstehen anderer Ge-
danken im Vordergrund. Wurden die Gruppen anfangs mit einem Kartenspiel
als Zufallsgruppen gebildet, kann man sogar auch die Teil-Partnergruppen
per Zufall festlegen: In der Gruppe der Koénige tun sich jeweils die roten
und die schwarzen Konige zusammen. Auf diese Weise arbeiten die Schii-

33Gruppen kann man z.B. per Los (etwa mit Quartett- oder Skat-Spielkarten: alle
Konige gehoren zu einer Gruppe usw.) bilden.

34Mithilfe weiterer ,Tricks“ kann man die Dominanz einzelner Schiiler gegeniiber
einer aktiven Beteiligung aller Gruppenteilnehmer noch weiter zuriickdrangen: Man
kann Rollen fiir die Gruppenteilnehmer festlegen: etwa einen Zeitwéchter, einen Pro-
tokollanten, einen Présentator und einen Gespréachsleiter, der darauf achtet, dass je-
der angemessen (und nicht mehr) zu Wort kommt. Nach und nach sollten die Rollen
in unterschiedlichen Gruppenarbeitsphasen getauscht werden, sodass jeder jede Rolle
kennen lernt.

35Bei ungeraden Schiilerzahlen muss man selbstverstindlich flexibel reagieren.
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ler bei wiederholtem Einsatz der Methode mit unterschiedlichen Mitschiilern
zusammen und soziale sowie kommunikative Kompetenzen werden geférdert.

In der dritten Phase werden die Ideen der Partner in der gesamten Klein-
gruppe (,Wir*) ausgetauscht und diskutiert. In der Kleingruppe geht es dann
an die gemeinsame Losung der Aufgabe, fiir die nun ein breites Fundament
vorbereitet wurde, das alle Gruppenteilnehmer umfasst. Fiir die anschlieflen-
de Prasentation der Kleingruppenergebnisse haben sich Plakate oder proji-
zierbare Folien bewéahrt, weil jene schnell prasentiert und verglichen werden
konnen und ggf. auch in der Folgestunde parat sind, falls die Diskussion der
verschiedenen Losungswege nicht mehr in der Stunde gelingen sollte (vgl.
zum Einsatz von Folien durch Schiiler in Unterricht oder Hausaufgabe auch
FELSCHER und WEBER, 2007).

Auf diese Weise werden metakognitive Kompetenzen sowohl innerhalb der
Kleingruppen als auch bei einer spéateren Diskussion im Plenum geférdert,
wenn es darum geht, unterschiedliche Losungsstrategien zu verstehen bzw.
offen zu legen und zu begriinden.

Eine Variation dieser Methode, bei der die Ergebnisse nicht im Plenum
préasentiert werden, sondern jeder Schiiler die Ergebnisse seiner Gruppe
(,,Expertengruppe®) in einer neuen Gruppe (,Stammgruppe®) als Exper-
te vorstellen muss, ist das sogenannte ,Gruppenpuzzle“ (auch: ,Jigsaw-
Methode®). Dabei ist zu gewéahrleisten, dass in jeder Stammgruppe mindes-
tens ein Experte aus jeder Expertengruppe sitzt. Weil jeder Schiiler fiir die
Vermittlung von Ergebnissen verantwortlich ist, fiihrt diese Methode zu einer
intensiven Auseinandersetzung mit Problemen und deren Lésung. Hilfreich
ist ein Arbeitsauftrag fiir die zweite Runde, durch den die Synthese oder
Reflexion der verschiedenen Ergebnisse angeregt wird.>®

36Vertiefende Hinweise zu dieser Methode findet man bei BARZEL et al. (2007,
S. 961L.).
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1.5.2 Lerntagebiicher zum Reflektieren des eigenen
Lernprozesses

Eine andere Methode, die ebenfalls alle Schiiler zur gedanklichen Ausein-
andersetzung mit dem Lerngegenstand anregt, ist der Einsatz von Lern-
tagebiichern. Die schweizer Didaktiker GALLIN und RUF haben mit ihren
zahlreichen Veroffentlichungen fiir die Verbreitung der Lerntagebiicher im
Mathematikunterricht gesorgt (z.B. GALLIN und RUF, 2003). Das ,Lernta-
gebuch“ als Oberbegriff fiir vergleichbare Varianten (,,Reisetagebuch®, Log-
buch®, ,Forschungsheft“, vgl. HUSSMANN, 2003b oder BARZEL et al., 2007,
S. 130f.) betont den Prozesscharakter der Mathematik. Anhand motivie-
render Problemstellungen/Aufgaben (vgl. Abschnitt 1.7) setzen sich Schiiler
ihren Fahigkeiten entsprechend mit einem Lerngegenstand auseinander und
dokumentieren dabei ihren subjektiven Lernweg. Dabei miissen sie iiber genu-
in metakognitive Kompetenzen verfiigen, weil sie sich verschiedene Aspekte
der Probleme und ihre individuelle Auseinandersetzung damit bewusst ma-
chen miissen:

m subjektive Prézisierung der Problemstellung, Veranschaulichungen der
Problemstellung
Unklarheiten
Planungsiiberlegungen zur Problembearbeitung/-16sung

nachvollziehbare Beschreibung des Vorgehens mitsamt Motiven und Irr-
wegen

eigene Fehler und wie sie behoben werden

offene Fragen wihrend oder nach der Bearbeitung

Reflexion iiber eingesetzte Strategien

subjektive ,Merksatze*: ,Was habe ich gelernt?“, ,Was mochte ich mir

merken? ¢

m fiir leistungsstérkere Schiiler (als Binnendifferenzierung): ,Wie kann ich
das Problem mathematisch weiterentwickeln? “

m Selbstevaluation des eigenen Lernprozesses

In seiner Idealform stellt das Lerntagebuch eine M6glichkeit des individuel-
len Dialogs zwischen Schiiler und Lehrer iiber die Sache bereit: Schiiler notie-
ren — evtl. in einer gesonderten Spalte — subjektive Kommentare, Unverstan-
denes oder konkrete Fragen, die der Lehrer dann gezielt beantworten kann.
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Dazu sollten die Lerntagebiicher regelméflig eingesammelt werden. Weil auf
diese Weise wirklich individuelle Férderung stattfindet, ist das Lerntagebuch
ein ideales, aber anspruchsvolles Werkzeug, das in hohem Mafle kommunika-
tive Kompetenzen entwickelt und férdert, weil subjektiv Mathematik kom-
muniziert wird. GALLIN und RUF (2003) berichten {iberzeugend vom Einsatz
der Methode in der Grundschule wie auch in der Sekundarstufe I. Sie setzten
das Lerntagebuch allerdings parallel zum gesamten Unterricht ein, wodurch
dessen Einsatz fiir den Lehrer sehr zeitaufwendig wird. Denkbar ist durch-
aus, das Lerntagebuch nur in bestimmten Phasen des Unterrichts fithren zu
lassen, z.B. parallel zu einer etwas umfangreicheren Modellierung. Nattirlich
kénnen die Schiiler nicht von selbst ein Lerntagebuch fiihren; das Reflektie-
ren des eigenen Denkens muss geiibt werden (,Metakognition*; siehe oben
in diesem Unterkapitel). Aber auch fiir den Lehrer ist der Einsatz von Lern-
tagebiichern gewohnungsbediirftig, weil geeignete Probleme gestellt werden
miissen (vgl. Abschnitt 1.7): Die Aufgaben sollten offen sowie authentisch
sein und zudem Motivierungspotenzial besitzen, damit die Schiiler sich wirk-
lich darauf einlassen und tiberhaupt die Moglichkeit haben, sich auf eigenen
Wegen mit einer Sache auseinanderzusetzen.

HussMANN (2003b, S. 83) schligt als eine reduzierte Variante des Lernta-
gebuchs ein Forschungsheft vor, das nicht mehr den gesamten Lernweg mit
allen Irrwegen dokumentieren und reflektieren soll, sondern lediglich Anker-
punkte des Lernprozesses strukturiert darstellt:

~Aha-Erlebnisse, an denen dem Lernenden etwas klar wurde,
typische Beispiele, an denen ein Begriff oder eine Losungstechnik be-
sonders deutlich werden,

m  Wissensliicken, die sich in der Problembearbeitung zeigten und auf ,tré-
ges Wissen' aus den vergangenen Jahren hinweisen,

m typische Fehler,
offene Fragen,
Definitionen, Siatze und Beweise. “

Fiir derartige Forschungsvorhaben identifiziert HUSSMANN intentionale
Probleme* als geeignete Lernausloser (vgl. Abschnitt 1.7.2).
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1.5.3 Strategiekonferenzen

Die beiden in den vorangehenden Abschnitten vorgestellten Methoden sind
teilweise anspruchsvoll und Schiiler miissen entsprechend vorbereitet werden:
Als eine Form diskursiven Unterrichts, bei dem Denkprozesse und Argumen-
tationen der Schiiler im Zentrum stehen, haben in Grundschulen sogenann-
te ,Strategiekonferenzen“ oder ,Rechenkonferenzen® Verbreitung gefunden
(vgl. DROGE et al., 2003c, S. 240ff. und PETER-K0OP, 2000). Darunter ver-
stehen DROGE et al. (2003c, S. 240) ,eine Gruppenaktivitit, bei der es um
eine argumentationshaltige Interaktion zwischen Schiilern geht®, um Schii-
ler auf ihrem Weg zu unterstiitzen, ,vom planlosen Problemldseverhalten zu
systematischen Vorgehensweisen zu kommen “.

Je nach Komplexitit der Probleme und eingesetzten Sozialformen fiir de-
ren Bearbeitung kann man Strategiekonferenzen im Klassenverband oder
nach und nach auch in Kleingruppen einsetzen. Im Zentrum der Strategie-
konferenzen steht der Austausch und das Verstandnis von Losungswegen. Die
Methode ist also besonders dann sinnvoll, wenn Schiiler entlang unterschied-
licher Losungswege die gleiche Problemstellung bearbeitet haben. Findet die
Strategiekonferenz mit der gesamten Klasse statt, werden in der Regel die
Kleingruppen ihre Lernprodukte vorstellen. Findet die Strategiekonferenz
selbst in Kleingruppen statt, stellen die einzelnen Schiiler ihre vorherigen
Lernprodukte vor. Wéahrend dieser Vorstellung sind die tibrigen Schiiler un-
bedingt aufmerksam. Erst anschliefend werden im Gruppengesprach ,die
Lernwege besprochen und Vor- und Nachteile der Vorgehensweisen abgewo-
gen“ (DROGE et al., 2003c, S. 240). Die Durchfithrung dieser Methode ist fiir
Schiiler anspruchsvoll. DROGE et al. (2003c, S. 240) schlagen daher mogliche
Fragen als Diskussionsgrundlage vor, die zundchst durch eine zielgerichtete
Moderation durch den Lehrer, nach und nach aber auch durch einen Schiiler
als ,, Konferenzleiter“ zugrunde gelegt werden konnen. Bei diesen Verfahrens-
schritten identifiziert man unschwer Problemléseheurismen (vgl. BRUDER,
2002):

1. ,Bestandsaufnahme: Welche Angaben in der Aufgabe sind wichtig?
2. Versprachlichung des Losungswegs: Beschreibt euren Losungsweg.
3. Schwierigkeitsanalyse: Was war besonders schwierig?
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4. Beurteilung von Losungsgedanken: Welches war der Einfall, der euch be-
sonders weit gebracht hat?

5. Veranschaulichung des Losungswegs: Habt ihr euren Weg in irgendeiner
Form veranschaulicht?

6. Transfer: Habt ihr schon einmal eine dhnliche Aufgabe gelost?

7. Reflexion der Losung: Wie habt ihr eure Losung kontrolliert?

Ferner scheint bei der Diskussion alternativer Losungswege sinnvoll:

8. Synopse: Wie unterscheiden sich die Losungswege?
9. Evaluation: Welche Vor- und Nachteile haben die verschiedenen Losungs-

wege?

Erfahrungen mit dieser Methode im Mathematikunterricht der Grund-
schule sind positiv (PETER-KooP, 2000, S. 34):

,Die Gelegenheit, die (verschiedenen) Losungen kritisch nach ei-
genen Mafstdben, iiber die man sich immer wieder verstandigen
musste, zu evaluieren, wurde von den Kindern sehr ernst ge-
nommen, wobei jede Gruppe aus beiden Perspektiven — die der
Begutachter und die der Begutachteten — argumentieren musste.
Dies fiihrte dazu, dass berechtigte Kritik behutsam vorgetragen
wurde und gelungene Losungen und Losungsansatze mit viel Lob
bedacht wurden.“

1.6 Mit welchen Fehlern beim
mathematischen Modellieren sollte man
rechnen?

In Abschnitt 1.3 wurde bereits darauf hingewiesen, dass der umfangreiche
Modellierungskreislauf aus dem DISUM-Projekt gerade diejenigen Phasen
identifiziert, bei denen Schiilerfehler auftreten kénnen. Wir blicken jetzt et-
was genauer auf die einzelnen Phasen, um zu lokalisieren, an welchen Stellen
man mit Fehlern der Schiiler rechnen muss und wie man diese evtl. durch
geeignete Mafinahmen vermeiden kann (vgl. MaAss, 2004, S. 160 und aus-
fithrlich fiir Sachaufgaben in der Grundschule FRANKE, 2003a, S. 96ff.). Je
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nach Modellierungskontext und Komplexitat gewahlter Modelle ist natiirlich
mit unterschiedlichen Schwierigkeiten zu rechnen. Zunéchst muss man sich
bewusst sein, dass Modellierungsvorhaben in der Regel komplexer sind als
innermathematische Problemaufgaben, weil zusétzlich zu mathematischen
auch andere, insbesondere fachiibergreifende Kompetenzen, eingebracht wer-
den miissen.

Andererseits ist der Modellierungskreislauf gerade so ausgelegt, dass er
die konstruktive Rolle von Fehlern bei Problemlésungsprozessen herausstellt.
Maéngel sollen bei der Validierung moglichst aufgedeckt werden, um bei einer
erneuten Modellierung der gleichen Situation vermieden zu werden (zweites
Durchlaufen des Modellierungskreislaufs).

1. Konstruieren/Verstehen

Hier ist die gegebene Aufgabe zu verstehen, die in Textform, durch eine
Abbildung, miindlich oder mithilfe authentischer Materialien gegeben sein
kann.

m Wenn die Aufgabe anspruchsvoll fiir die Schiiler formuliert ist, z.B. auf-
grund zu langer Sétze, unklarer Fremdworte, sind Schwierigkeiten denk-
bar, die der mathematischen Modellierung, die an dieser Stelle auf ganz
andere Kompetenzen abzielt, im Wege stehen. Schiiler mit Sprachschwie-
rigkeiten sind dabei besonders betroffen (z.B. mangelndes Horverstind-
nis, Textverstiandnis). Hilfen konnen redundante Visualisierungen sein, ein
Nacherzahlen/Nachspielen der Situation oder eine Klarung des Kontexts
im Plenum.?”

Irrefiihrend sind in diesem Zusammenhang auch Signalworter, die auf be-

stimmte Rechenoperationen hindeuten, z.B.: ,Im Winterschlussverkauf

hat Firma Hackenspiel 340 Strumpfpaare verkauft. Das sind 65 Strumpf-
paare weniger als vor einem Jahr.“ (RADATZ, 1983, S. 212 nach FRANKE,

37Viele weitere Bearbeitungshilfen fiir die Grundschule findet man bei FRANKE
(2003a, S. 84ff.) sowie DROGE et al. (2003b, S. 255ff.).
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2003a, S. 104). Viele Schiiler assoziieren ,weniger“ mit einer Subtrakti-
onsaufgabe und rechnen 340 — 65.

Ist Schiilern ein Text zu uniibersichtlich oder sind sie nicht in der Lage,
relevante Informationen zu entnehmen (z.B. bei der Modellierung im Kon-
text der Computertomographie in Abschnitt 4.3), kann man sie anregen,
Wesentliches zu markieren, evtl. sogar mit unterschiedlichen Farben.
Schiiler versuchen in der Regel, Textaufgaben der Reihe nach, also in
Leserichtung, in ein Situationsmodell zu tibertragen. Gerade bei komple-
xeren Problemkontexten, die nur ganzheitlich zu verstehen sind, kommt es
so moglicherweise zu Fehlern, z.B. , Bei den Bundesjugendspielen zdihlen
Uta und Meike und Silke ihre weitesten Wiirfe zusammen und kommen
zusammen auf 80 m. Silke hat 29 m weit geworfen. Das sind 3 m weiter
als Meikes Wurf und auch mehr als Utas weitester Wurf. Wie weit hat
Meike, wie weit hat Uta geworfen?“ (KLOCKNER, 1996 nach FRANKE,
2003a, S. 110) Die Aufgabe wurde aufgrund der Komplexitat der Situa-
tion, aber auch wegen mehrerer Signalworter, die falsche Rechenopera-
tionen induzierten, nur von 54 % der untersuchten Viertklassler richtig
gelost.

Dass Schiiler Situationsmodelle systematisch parallel zu Aufgabenstel-
lungen konstruieren, zeigt sich auch in héheren Klassen, wie COHORS-
FRESENBORG und KAUNE (2005) bei Schiilern des 13. Jahrgangs nach-
weisen.

Geht die Modellierung von einem Bild aus, kann es passieren, dass Schii-
ler nicht alle wesentlichen Aspekte entnehmen kénnen (z.B. bei FERMI-
Problemen; vgl. Abbildung 3.2 auf Seite 151). Grundsatzlich miissen Schii-
ler zwar auch solche Kompetenzen erwerben. Soll dennoch die Schwierig-
keit reduziert werden, ist es moglich, erforderliche Angaben zusétzlich
hervorzuheben.

Teilweise treten in dieser ersten Phase Probleme auf, weil Schiiler mit
der Sachstruktur nicht hinreichend vertraut sind; wer z.B. nicht weif,
was Zinsen sind, wird Probleme mit der Modellierung von Geldanlagen
haben.

Bei der Konstruktion eines Situationsmodells, das erst mit zunehmendem
Alter bewusster ablaufen kann, kommt es haufig vor, dass Schiiler einen
gegebenen Kontext anders auslegen, als er gemeint war, oder Rahmenbe-
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dingungen voraussetzen, die nicht explizit gegeben sind. In solchen Fallen
modellieren sie ihr eigenes Situationsmodell.

m Basieren zugrunde liegende Begriffe auf komplexen Zusammenhéngen,
kénnen zudem Schwierigkeiten auftreten (z.B. bei Modellierungen mit Be-
zug zur Mechanik, wenn der Unterschied zwischen Geschwindigkeit und
Beschleunigung nicht hinreichend klar ist; vgl. auch die verwendeten Be-
griffe bei der Modellierung des Verkehrsflusses in Abschnitt 5.1).

m Besonders in der Grundschule kann es vorkommen, dass Kinder sich nicht
lange genug auf eine Aufgabe konzentrieren, sondern gleich ,drauf los*
rechnen. In solchen Féllen kann es helfen, bewusst Phasen zu unterschei-
den. KRETSCHMANN und DOBRINDT (2003) haben Schiiler in einer 4.
Grundschulklasse Kapitdnsaufgaben (s.u.) bearbeiten lassen und dabei
Modellierungskompetenzen mithilfe von Signalkarten gezielt und erfolg-
reich fordern konnen. Die entsprechenden Signalkarten wurden gemein-
sam mit den Schiilern formuliert und entsprechen im Groben den einzel-
nen Phasen unseres Modellierungskreislaufs, sind jedoch noch kleinschrit-

tiger formuliert.

2. Vereinfachen/Strukturieren

Ausgehend vom Situationsmodell ist ein zweckméfBiges Realmodell zu kon-
struieren. Viele dabei mogliche Fehler konnen bei einem zweiten Durchlaufen
des Modellierungskreislaufs durchaus selbststandig von Schiilern aufgedeckt

und behoben werden.

m Bei ersten Modellierungsvorhaben mit Schiilern — insbesondere auch bei
FERMI-Problemen (vgl. Abschnitt 3) — kommt es héufig vor, dass die
Schiiler sich nicht ,trauen“ zu idealisieren oder grob abzuschétzen, wenn
sie es aus dem bisherigen Mathematikunterricht gewohnt sind, dass Er-
gebnisse immer moglichst ,,genau* sein miissen.

m Bei komplexeren Modellierungen (z.B. , Bestimme die Oberfliche eines
Menschen.*) kommt es vor, dass Schiiler ein Realmodell aufstellen, das
entscheidende Aspekte der Realsituation vernachlissigt.

m Bei der Konstruktion eines Realmodells miissen bestimmte idealisieren-
de Annahmen dariiber getroffen werden, welche Aspekte vernachléssigt
werden konnen. Hierbei kommt es vor, dass Schiiler nicht zutreffende An-
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nahmen voraussetzen. Haufig findet sich dieser Fehler bei stochastischen
Modellierungen oder Simulationen, wenn bestimmte Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von Zufallsvariablen angenommen werden, die nicht richtig
sind. Auf diese Weise wird dann die reale Situation verzerrt abgebildet.

m Bei iiberbestimmten Aufgaben, in denen mehr Daten gegeben sind, als

benoétigt werden, miissen die relevanten Daten identifiziert werden. Viele
Schiiler versuchen dann verzweifelt, alle verfligbaren Daten bei der Mo-
dellierung zu berticksichtigen, was zu Fehlern fiithren kann. Um dies zu
vermeiden, kann man dazu auffordern, zunéchst explizit zu iiberlegen,
welche gegebenen Daten wirklich relevant sind (,,Unterstreicht wichtige
Worte und Zahlenangaben!*).
Beispiele sind auch die berithmten unsinnigen ,Kapitdnsaufgaben® (Ba-
RUK, 1989, S. 29): Z.B. wird die Aufgabe ,Auf einem Schiff befinden sich
26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist der Kapitdn?“ von vielen Schii-
lern der Grundschule mit ,36 Jahre“ beantwortet (vgl. FRANKE, 2003a,
S. 98t.).

m Sind die Schiiler nicht gewohnt, dass innerhalb eines Themengebiets auch
langer zuriickliegende Inhalte aufgegriffen werden, fallen ihnen moglicher-
weise geeignete, aber zuriickliegende ,Modelle“ nicht ein.

m  Gerade bei Kindern mit Rechenschwierigkeiten kommt es haufig vor, dass

Grundvorstellungen von Zahlen und Rechenoperationen nicht voll ausge-
bildet sind. Fiir die Bearbeitung von Sachaufgaben oder bei mathemati-
schen Modellierungen ist ein tragfiahiges Zahlkonzept aber unverzichtbar.
GERSTER (2003) analysiert notige Zahlkonzepte fiir die elementare Arith-
metik sowie mogliche Mafinahmen zur Forderung.
Grundvorstellungen von Zahlen bereiten jedoch auch in héheren Jahr-
gangsstufen noch Probleme, z.B. mit Aufgaben wie ,,% Liter Apfelsaft
sollen in 0,7-Liter-Flaschen abgefillt werden. Wie viele Flaschen bend-
tigt man?¢

3. Mathematisieren

Das Realmodell muss mathematisiert werden. Dabei kénnen vielféltige Feh-
ler auftreten, die aber erneut im Zuge der weiteren Modellierung durchaus
selbststdndig behoben werden kénnen:
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m  Manchmal werden Situationen zunachst unangemessen modelliert. Tref-

fen Schiiler z.B. im Kontext proportionaler Zuordnungen unvorbereitet
auf die folgende Aufgabe, wenden nicht wenige den Dreisatz an und ant-
worten mit 32 Minuten bzw. 8 Minuten, was prinzipiell unangemessen ist:
Zwei Pianisten spielen George Gershwins ,Rhapsody in Blue“ von 1924
in 16 Minuten. Wie lange brauchen vier Pianisten?
Einige physikalische Zusammenhénge (z.B. die Gravitation oder die Cou-
lombkraft) lassen sich durch eine Formel F ~ %2 modellieren. Eine na-
heliegende Modellierung wére aber evtl. F' ~ %, weil sie ,einfacher* ist.
Dieses letztlich unangemessene Modell kdnnte beim Vergleich mit realen
Daten aufgedeckt werden und als modifiziertes Modell in einem weite-
ren Modellierungsprozess beriicksichtigt werden. Aber auch der Vergleich
mit den experimentellen Daten beweist noch nicht den Exponenten 2; wer
sagt denn, dass nicht F' ~ Tzoiloou gilt? — Um zwischen den nur geringfiigig
voneinander abweichenden Modellen eine Entscheidung zu treffen, miiss-
te man bereits einen betrdchtlichen experimentellen Aufwand betreiben.
Von den Anforderungen an die Modellierung hangt allerdings ab, ob eine
solche Genauigkeit iberhaupt erforderlich ist.

m Es werden falsche/unpassende Formeln verwendet (z.B. falsche Oberfla-
chen-/Volumenformel fiir den Zylinder bei der Modellierung der Konser-
vendose).

m Bei Textaufgaben (insbesondere in der Grundschule) missen die Schiiler
die gegebene Situation mit mathematischen Operationen (insbesondere
arithmetischen Operationen) assoziieren. Hierbei kénnen Ubersetzungs-
fehler vorkommen (z.B. werden Minus und Geteilt verwechselt — bei bei-
den Operationen wird das Ergebnis (in IN) kleiner). Dass solche Uber-
setzungen auch fiir erfahrene Rechner durchaus schnell uniibersichtlich
werden konnen, zeigt die eingekleidete Aufgabe von LIETZMANN: , 1 é
Hiihner legen in 1% Tagen Zé FEier. Wie viel Fier legen dann 4 Hihner
in 9 Tagen?“

4. Mathematisch arbeiten

In dieser rein innermathematischen Phase treten je nach erforderlichen ma-
thematischen Kompetenzen vielfaltigste Fehler auf. Beziiglich des Einsatzes
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von Technologien konnen weitere Schwierigkeiten auftreten, wenn Schiiler
Befehle nicht kennen bzw. deren Semantik oder Syntax nicht hinreichend
geldufig sind.

Neben solchen Fehlern konnen aber gerade bei der Verwendung von nume-
rischen Algorithmen auch Probleme auftreten, wenn sich z.B. Rundungsfeh-
ler ,aufschaukeln® oder ein Algorithmus instabil ist. Bei der Modellierung
dynamischer Systeme mithilfe von Differenzengleichungen kénnen sich die-
se Probleme unter Umstinden dramatisch auswirken (vgl. die Beispiele in
Abschnitt 5.3.3).

m  Manchmal fallen den Schiilern erforderliche Losungsstrategien/mathema-
tische Verfahren nicht mehr ein. In solchen Fallen helfen strategische
Hilfen mit Hinweisen auf neue Technologien, die Formelsammlung, das
Mathematikbuch, Zuriickblattern im Heft usw.

m Innerhalb des mathematischen Modells kann es zu Fehlern beim Um-

rechnen von Einheiten kommen, teilweise wird schlicht mit Zahlenwerten
gerechnet und Mafleinheiten werden vollig ignoriert.
In den Naturwissenschaften ist die konsequente Umrechnung der Einhei-
ten parallel zur Rechnung eine wirksame Hilfe zum Aufdecken systemati-
scher Fehler (sogenannte Dimensionsprobe; vgl. Seite 29). Sehr viele Schii-
ler tun sich damit jedoch bis zur Sekundarstufe IT schwer. In solchem Fall
konnen viele Rechenfehler oder falsche algebraische Umformungen kaum
selbststdndig aufgedeckt werden.

m Wenn die Schiiler ein zu kompliziertes mathematisches Modell wihlen,
kann es passieren, dass sie die innermathematische Losung nicht bewél-
tigen konnen oder eine solche gar nicht mehr moglich ist. Entweder kann
dann der Einsatz neuer Technologien helfen (vgl. Abschnitt 1.8) oder der
Lehrer kann rechtzeitig mittels strategischer Hilfen auf die Notwendigkeit
einer einfacheren Modellierung hinweisen, um die Schiiler nicht zu frus-
trieren. ZECH (2002, Abschnitt 11.4) diskutiert systematisch geeignete
strategische Hilfen.

Ab und an ist es jedoch durchaus sinnvoll, solche Irrwege gehen zu las-
sen. Zu einem realistischen Bild von Mathematik gehort auch die Er-
kenntnis, dass es bisher ungeloste sowie iiberhaupt unlésbare Probleme



1.6 Fehlerquellen beim Modellieren 71

gibt.?® Die Mathematik ist mitnichten eine abgeschlossene und ,fertige“
Wissenschaft, wie viele Menschen glauben, die Mathematik im Unterricht
lediglich als ,Produkt“ und nicht als ,Prozess“ kennen gelernt haben (vgl.
Davis und HERSH, 1996).

m Ist das mathematische Modell kompliziert oder uniibersichtlich und sind
viele Zwischenschritte zur Losung notwendig, kénnen Schiiler den Uber-
blick verlieren. Bei solchen Problemen konnen strategische Heurismen
(vgl. die Liste auf Seite 63), aber auch die Verwendung einer Darstellung
des Modellierungskreislaufs helfen, die einzelnen Phasen des Prozesses zu
identifizieren und das Vorgehen zu planen.

5. Interpretieren

In dieser Phase miissen mathematische Resultate im Hinblick auf die Re-
alsituation bzw. das Realmodell interpretiert werden. Fehler in den bisher
dargestellten Phasen der Modellierung konnen teilweise selbststdndig von
Schiilern wihrend der Interpretation/Validierung aufgedeckt werden. Fehler,
die erst nach der Bestimmung mathematischer Resultate auftreten, kénnen
dagegen sogar dazu fithren, korrekte Ergebnisse zu verwerfen.

m Manchmal werden mathematische Losungen iiberinterpretiert. Dieses
kommt auch in der Grundschule vor, wenn Kinder ,irgendetwas“ rech-
nen und das Ergebnis dann so interpretieren, dass es zur Sachsituation
spasst® (vgl. FRANKE, 2003a, S. 100fT.).

m Héufiger wird beobachtet, dass Schiiler bei der Interpretation mathema-
tischer Ergebnisse inkonsequent interpretieren und dabei Hinweise auf
Fehler nicht selbststandig bemerken. Viele Schiiler iiberschlagen zu er-
wartende Ergebnisse einer Modellierungsaufgabe. Wird etwa eine Lénge
in der Groflenordnung 10 cm erwartet, dann werden z.B. negative Vor-
zeichen in der mathematischen Losung ignoriert oder ein mathematisches
Ergebnis von 120 wird zu 12cm (,,Da habe ich wohl in mm gerechnet

38Viele prominente nach wie vor ungeléste mathematische Vermutungen hat BASIEUX
(2005) in einem gut lesbaren populdrwissenschaftlichen Buch zusammengestellt.
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9. Ahnlich ist es, wenn Bruchteile ignoriert werden, wo nur natiirliche
Zahlen sinnvoll sind (3% Personen werden zu 4). Auf diese Weise wird die
Validierungsphase schon vorweggenommen und somit eine Moglichkeit
zum Aufdecken eigener Fehler verschenkt.

Um diesen Problemen entgegenzuwirken, ist es hilfreich, Selbstvertrauen
in die eigenen Ergebnisse zu vermitteln und wirklich die Phasen der In-
terpretation und Validierung explizit zu trennen, um Widerspriiche als
Hinweise auf Fehler oder ungeeignete Modelle zu nutzen.

m Fehler treten héufiger auf, wenn innerhalb des mathematischen Mo-
dells mit unterschiedlichen Einheiten gerechnet wurde und diese bei der
Riickinterpretation wieder zusammengefiihrt werden miissen. Folgt jedoch
anschlielend eine kritische Validierungsphase, so fallen zumindest Ergeb-
nisse gravierend falscher Grolenordnung auf.

m  Wenn das mathematische Modell Wertebereiche besitzt, die im Hinblick
auf die Realsituation nicht sinnvoll sind, kann die Interpretation an-
spruchsvoll sein. Besonders schwierig wird es etwa bei der Modellierung
von Krediten (vgl. Abschnitt 4.2.5), weil dem mathematischen Modell
zwar natiirliche Zahlen zugrunde liegen, aber bei der Bestimmung der
Laufzeit eines Kredites mithilfe eines grafikfahigen Taschenrechners auch
nicht-ganzzahlige Ergebnisse auftreten konnen, die sinnvoll interpretiert
werden miissen.

m In der Grundschule kann es bei nachlassender Konzentration passieren,
dass Schiiler zwar richtig rechnen und das Ergebnis korrekt interpretieren,

die eigentliche Fragestellung aber nicht mehr beantworten.

6. Validieren

Wihrend dieser Phase sind reale Resultate daraufthin zu priifen, ob sie tat-
sdchlich Losungen des realen Problems sind. Dabei ist sensibel zu analysie-
ren, welche Idealisierungen bei der Bildung des Realmodells und des mathe-
matischen Modells vorgenommen wurden und inwiefern diese fiir das reale
Resultat relevant sind.

m In unserem Beispiel der Konservendosenmodellierung in Abschnitt 1.3 ist
das reale Resultat tatsdchlich die optimale Lésung im Hinblick auf das
Realmodell, ndmlich den Zylinder. Weil aber jener bereits diverse Aspekte
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der realen Situation (Knickfalze, gewellte Seiten-, Deck- und Bodenflache)
idealisierte, erfordert die Bewertung des Resultats im Hinblick auf die
konkrete Konservendose weitere Untersuchungen; zumindest muss man
sich der eingeschrankten Giiltigkeit bewusst sein. Ebenso unzureichend
ist es, das Resultat auf der Grundlage des mathematischen Modells zu
bewerten. Das Beispiel der Modellierung von Fahrrad-Gangschaltungen
in Abschnitt 4.1.4 zeigt, wie mathematische Resultate Allgemeingiiltigkeit
suggerieren konnen, die im Hinblick auf die Realsituation nicht angemes-
sen ist.

m Fehlen Schiilern Kriterien zur Uberpriifung ihrer Ergebnisse, erfolgt die-
se Phase teilweise oberflachlich und Ergebnisse werden lediglich z.B. als
yungenau® bezeichnet (vgl. die Kriterien ab Seite 29).

m  Grundsétzlich kann zur Validierungsphase auch ein Ausblick gehoren, wie

Situationsmodell, Realmodell oder das mathematische Modell im Hinblick
auf die Zielsetzung der Modellierung verbessert werden konnen, falls der
Modellierungsprozess aus Zeitgriinden nicht noch einmal durchlaufen wer-
den soll. Haufiger benennen Schiiler zwar Méangel oder Ungenauigkeiten,
vernachléssigen aber einen solchen Ausblick.
Bei der Validierung kommt es auf die Gepflogenheiten im Unterricht beim
Umgang mit Modellierungen an. Sehr hdufig enthalten Aufgaben im Ma-
thematikunterricht implizite Vereinbarungen, die nicht explizit in jeder
Aufgabe formuliert sind: Was soll ein Schiiler z.B. bei einer Aufgabe
»Nimm Stellung!* alles schreiben? (vgl. Seite 92)

m  Wenn sich nach der Validierungsphase ein veranderter Modellierungspro-
zess anschliefit, um angemessenere Ergebnisse zu erzielen, kann es passie-
ren, dass Schiiler Realmodell und mathematisches Modell aus dem ers-
ten Modellierungskreislauf verbessern, aber dabei die Realsituation aus
den Augen verlieren. Man bekommt dann evtl. ein ,schoneres® oder ,,ge-
naueres“ mathematisches Modell, das die Realsituation gar nicht mehr
addquat modelliert. Ein Beispiel fiir eine solche Situation wird in Ab-
schnitt 4.4.3 vorgestellt.

Eine kritische Kultur gegeniiber Ergebnissen (eigenen und denen anderer)
sollte allerdings grundsétzlich im Unterricht gepflegt werden, und zwar nicht
nur bei Modellierungen, sondern auch bei innermathematischen Aufgaben:
Es ist giinstiger, eigene Fehler zu erkennen, als diese nicht zu bemerken.
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7. Darlegen/Erkléaren

In dieser letzten Phase geht es schwerpunktméfig um kommunikative Kom-
petenzen. Moglicherweise miissen die Phasen des Modellierungsprozesses
fiir eine bestimmte Zielgruppe nachvollziehbar dokumentiert werden. Da-
bei kommt es nicht selten vor, dass Schiiler bestimmte Aspekte unterschla-
gen oder fiir andere unverstandlich aufschreiben bzw. veranschaulichende
Skizzen vernachlassigen. Notig ist die Kompetenz, sich in andere Personen
hineinversetzen zu konnen. Die Antizipation von Denkprozessen aus einer
anderen Perspektive gelingt vielen Schiilern allerdings nicht ohne Weiteres
(vgl. Abschnitt 1.5).

Beziiglich methodischer Kompetenzen kann man Schiiler im Unterricht
schon frithzeitig gewissermaflen evaluieren lassen, ob sie Présentationen von
Mitschiilern fiir angemessen halten (vgl. die Bemerkungen zu Strategiekon-
ferenzen in Abschnitt 1.5.3).

Fehler, die den gesamten Modellierungsprozess betreffen

m  Wenn Schiilern wesentliche Phasen des Modellierungsprozesses nicht hin-
reichend bewusst sind, ,vergessen “ sie teilweise einzelne Phasen, insbeson-
dere gilt dies fiir die Interpretation und Validierung. Helfen mag, immer
mal wieder den Modellierungsprozess als Ganzes in einer didaktisch re-
duzierten Darstellung des Modellierungskreislaufs (vgl. Abschnitt 1.3) ins
Bewusstsein zu rufen und Etappen einer bewéaltigten Modellierung darin
zu lokalisieren.

m Hiufiger verlieren Schiiler den Uberblick iiber ihr Handeln, wenn sie nicht
systematisch vorgehen und z.B. mehrfach zwischen den einzelnen Phasen
des Modellierungskreislaufs hin- und herspringen. Hilfreich ist dann ei-
ne strengere Orientierung am Modellierungsschema. Dass dieses auch fiir
Grundschiiler eine deutliche Hilfe sein kann, zeigen KRETSCHMANN und
DoOBRINDT (2003).

m  Oft fallt Schiilern eine Trennung zwischen Situationsmodell, Realmodell
und mathematischem Modell schwer. Didaktisch reduzierte Darstellungen

des Modellierungskreislaufs fassen diese daher zu einem ,Modell “ zusam-
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men und erzwingen keine Differenzierung der oft ohnehin nicht trenn-
scharf zu bestimmenden Phasen (vgl. Abschnitt 1.3).

m  Wenn Rechnungen zu uniibersichtlich werden bzw. noch gar nicht bewal-
tigt werden kénnen oder gerade jiingere Schiiler das Ziel der Rechnung
aus den Augen verlieren, brechen sie manchmal frustriert ab. Hier kann
man den Modellierungskreislauf durchaus flexibel interpretieren (,,multi-
zyklische Modellierung®; vgl. Seite 34): Eine vorzeitige Evaluation des
Vorgehens zeigt, dass man zu keinem Ergebnis kommt. Auch Schiiler soll-
ten wissen, dass man in solchen Fillen mit stdrkeren Modellannahmen
eine einfacher zu bewiltigende Modellierung versuchen kann.

m  Sollen Schiiler selbststéandig komplexere Modellierungen durchfiihren, be-
notigen sie geniigend Zeit. Die Beschrankung auf eine Schulstunde ist
daher oft ein Problem. Dies gilt auch fiir projektartige Modellierungen
iiber mehr als eine Schulstunde, weil die Schiiler zwischendurch in ihrem
Gedankengang unterbrochen werden. Natiirlich sollen Schiiler auch kom-
plexere Modellierungen kennen lernen. Manchmal reicht es aber auch, nur
bestimmte Phasen des Modellierungsprozesses in den Blick zu nehmen.
Anregungen findet man in Abschnitt 1.7.3.

m  Viele Aspekte lassen sich nicht addquat mit mathematischen Methoden
modellieren. Nun wird man solche im Mathematikunterricht nur selten
thematisieren. Es kommt aber dennoch vor, dass Schiiler versuchen, ma-
thematische Modelle gewissermafien universell einzusetzen. Der Autor hat
bereits hdufiger bei der Behandlung proportionaler Zuordnungen (auch in
Klassenarbeiten) ,unsinnige* Aufgaben gestellt wie: Drei Fier brauchen
sieben Minuten, um hart zu kochen. Wie lange brauchen finf FEier? Bei
unreflektiertem Vorgehen wenden Schiiler hier durchaus den Dreisatz an.

Es ist zu erkennen, dass bei mathematischen Modellierungen neben den
,ublichen“ Fehlern im Mathematikunterricht zahlreiche weitere Hiirden zu
iiberwinden sind. Nicht auf Fliichtigkeit basierende Fehler passieren selten
zufillig, sondern héufig systematisch. Ein Unterrichtsdiskurs, der Wert auf
das Verstehen der zugrunde liegenden Denkprozesse legt (vgl. Abschnitt 1.5),
versteht daher Fehler als Chance zum Lernen. Bearbeiten Schiiler Mo-
dellierungsprozesse in Kleingruppen und gehen sie kritisch sowie konstruktiv
mit Fehlern um, werden bereits viele Fehler innerhalb der Kleingruppe auf-
gedeckt und geklart.



76 1 Einfiihrung und didaktischer Hintergrund

1.7 Gestaltung von Modellierungsaufgaben

Aufgaben stellen ein Grundgeriist jedes Mathematikcurriculums dar. Inso-
fern werden Schiilern viele Modellierungen in Form von Aufgaben begegnen.
Daher werden zunéchst einige allgemeine Anforderungen an Aufgaben- und
Problemkontexte dargestellt. Im Abschnitt 1.7.3 wird ferner konkretisiert,
wie man einzelne Phasen des Modellierungsprozesses im Unterricht fokussie-
ren kann, um gezielt Modellierungskompetenzen zu fordern.

Vielfach werden Modellierungsaufgaben in den Mathematikunterricht ein-
gebunden, wenn benotigte mathematische Werkzeuge (gerade) erarbeitet
wurden. Damit wird jedoch ein wesentlicher Schritt des Modellierungskreis-
laufs, die Konstruktion eines mathematischen Modells, deutlich entlastet
(vgl. Seite 22ff.). HARDER (2007) stellt ein Projekt vor, in dem im Rah-
men eines gesonderten ,Modellierungskurses* entsprechende Kompetenzen
der Schiiler gefordert wurden. An einem Einstiegsbeispiel (sinngeméaf: ,\Wie
viel Wasser verschwendet ein tropfender Wasserhahn in einem Jahr?“) sei-
en wesentliche Phasen des Modellierungskreislaufs herausgearbeitet worden
(vgl. Abschnitt 1.3). Anschlieend héatten die Schiiler in Kleingruppen auf
der Grundlage einer geschlossenen Aufgabenstellung den Verlauf des Strahls
einer Wasserfontdne mit Parabeln modelliert. Den Abschluss des Projekts
bildete eine arbeitsteilige Gruppenarbeit, in der die folgenden Kontexte mo-
delliert worden seien (vgl. HARDER, 2007, S. 33):

m ,Wie viele Autos stehen in einem 10 km langen Stau auf der Autobahn?
[vel. Abschnitt 2.2; G.H.]

m Wie lang ist das auf einer Kabeltrommel aufgewickelte Kabel? [vgl. Ab-
schnitt 4.4; G.H.]

m  Wie verandert sich der Sauerstoffgehalt in unserem Klassenraum im Laufe
einer Unterrichtsstunde? [vgl. KOLLER, 1995 nach HARDER, 2007, S. 35;
G.H]

m Halten Zahnpastatuben die Vorgaben fiir Mogelpackungen ein? [vgl.
BUCHTER et al., 2007, Aufgabe E3; G.H.]

m  Wie stapelt man Sauerkrautdosen am besten? [vgl. BUCHTER und LEU-
DERS, 2005, S. 46f.; G.H.]“

In Niedersachsen steht die Forderung prozessbezogener Kompetenzen im
Vordergrund (NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTERIUM, 2006b, S. 8). Die



1.7 Gestaltung von Modellierungsaufgaben 77

iibliche Struktur, den Mathematikunterricht nach inhaltlichen Themen zu
gliedern, darf daher durchaus aufgebrochen werden, um themeniibergreifen-
de prozessbezogene Kompetenzen besonders herauszustellen, z.B. in einer
eigenen Unterrichtseinheit ,Mathematisch modellieren®, in der auch langer
zuriickliegende Werkzeuge eingesetzt werden konnen.

1.7.1 Anforderungen an Aufgaben

Zu unterscheiden sind im Mathematikunterricht Aufgaben, an denen die
Schiiler lernen sollen, und Aufgaben, an denen Schiiler zeigen sollen, was sie
koénnen.?® Aufgaben zur Leistungsiiberpriifung erfordern, dass Schiiler mog-
lichst genau wissen, was von ihnen verlangt wird. Schon aus Zeitgriinden wird
man in Klassenarbeiten in der Regel hochstens einzelne Modellierungskom-
petenzen abfragen konnen (vgl. Abschnitt 1.7.3). Soll im Unterricht Neues
gelernt werden, miissen die Aufgaben und Problemstellungen anderen Anfor-
derungen geniigen. Solche wesentlichen Anforderungen werden im Folgenden
ausgefiihrt (vgl. BUCHTER und LEUDERS, 2005, Kapitel 3):

Authentizitat

Der Begriff der Authentizitdt wird in der Didaktik mit unterschiedlichen
Konnotationen verwendet (vgl. JAHNKE, 2005 und LAMBERT, 2007). In en-
ger Formulierung werden unter authentischen Kontexten nur solche verstan-
den, die wirkliche Probleme der Realitdat, moglichst aus der Lebenswelt der
Schiiler, aufwerfen und mit mathematischen Methoden gelost werden kon-
nen. In den meisten Fillen sind aber solche Probleme entweder mit Mitteln
der elementaren Arithmetik modellierbar, dann gehdren sie zum Sachrechnen
in der Grundschule, oder sie lassen sich mit schulischen Mitteln in angemes-
sener Zeit gar nicht bearbeiten. ERICHSON (1998, S. 6) charakterisiert den
Begriff authentisch“ fiir den Mathematikunterricht an Grundschulen durch

39Viele konstruktive Anregungen zur Entwicklung eigener Mathematikaufgaben oder
zu deren bewusster Auswahl findet man bei BUCHTER und LEUDERS (2005).
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,Orientierung an auflerschulischer Normalitdt“ und beschrankt sich damit
auf realitatsbezogene Aufgaben (vgl. auch ERICHSON, 2002). Eine allgemei-
nere Auffassung ist diejenige, ,authentisch“ im Sinne von ,glaubwiirdig*
oder intellektuell ehrlich“ (BLum, 1996, S. 25) zu interpretieren. Es konnen
namlich durchaus auch ,jinteressante“ innermathematische Problemstellun-
gen ,glaubwiirdig“ sein. JAHNKE (in HERGET et al., 2001, S. 7) zeigt zwei
Perspektiven auf, die fiir die Konstruktion von Aufgaben hilfreich sind:

,Authentisch von der Sache her ist eine Problemstellung,
wenn sie inner- oder auflermathematisch relevant ist; dies setzt
auch voraus, dass es sich tatsdchlich um origindres mathemati-
sches Denken — auf welcher Niveaustufe auch immer — handelt
und nicht um dessen curriculare Simulation oder formale Imita-
tion, nicht um dessen Verschleifung in Plantagenaufgaben, die
ihren mathematischen Sinn léangst ausgehaucht haben. Authen-
tisch von den Lernenden her, also fiir die Lernenden, ist ei-
ne Problemstellung, wenn diese sich ihrer tatsachlich annehmen,
sich auf sie einlassen, wobei dieser zweite Punkt unterrichtlich
der entscheidende ist.“

Allen Auffassungen von Authentizitdt gemeinsam ist jedoch, dass ,einge-
kleidete Aufgaben* wie z.B. die Giebelaufgabe aus den Einheitlichen Pri-
fungsanforderungen fiir das Abitur (siehe Seite 5) nicht authentisch sind.
Fiir authentische Aufgaben ist ebenfalls unerlésslich, dass Realbeziige nicht
nur als ,Aufreifler” gelten und weder wihrend der Rechnung noch danach
wieder in den Blick genommen werden. Der Riickbezug zur Realitit ist bei
authentischen Aufgaben obligatorisch.

Offenheit

Viele Aufgaben in heutigen Mathematik-Schulbiichern sind ,geschlossen .
D.h., dass im Wesentlichen nur ein Losungsweg erwartet wird, der bereits
vorher mehr oder weniger bekannt ist (vgl. auch die AuBerungen zu ein-
gekleideten Aufgaben® auf Seite 4). Auflerhalb des Mathematikunterrichts
sind Probleme jedoch in der Regel ,offen* — sonst wéren sie keine: Zunéchst
muss das Problem konkretisiert werden. Ein Weg, mit dem eine Losung ge-
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wonnen werden kann, liegt nicht auf der Hand. Es gibt nicht ,das“ Ergebnis,
sondern man muss evtl. verschiedene Aspekte betrachten, um mehr oder
weniger befriedigende Losungen gegeneinander abzuwégen. Fiir authentische
Modellierungen ist also auch eine gewisse Offenheit nétig.

Die meisten ,,Anwendungsaufgaben“ im Mathematikunterricht sind nicht
offen, da haufig die sinnvolle Mathematik, die man zur Losung benutzen
kann, im Schulbuch auf der Seite vorher zu finden ist oder in der vorange-
henden Unterrichtsstunde behandelt wurde. Dann wird den Schiilern jedoch
die Bildung des realen und des mathematischen Modells, und damit ein wich-
tiger Schritt des Modellierungsprozesses, vorenthalten.

Im Abschnitt 1.5 wurden Anregungen fiir einen Mathematikunterricht dar-
gestellt, der metakognitive Kompetenzen fordert. Bearbeiten Schiiler offene
Aufgaben, setzen sie unterschiedliche Losungsstrategien ein und gelangen
zu unterschiedlichen Ergebnissen. Es ist produktiv, diese Vielfalt im Unter-
richt riickblickend zu nutzen. Schiiler kénnen dann nadmlich Kompetenzen
iiber das konkrete Problem hinaus erwerben, und zwar sowohl inhaltlicher
als auch prozessbezogener Art.

HERGET et al. (2001) bieten mit ihrer empfehlenswerten Aufgabensamm-
lung eine Vielzahl von ,produktiven Aufgaben* fiir den Unterricht in der
Sekundarstufe I an und charakterisieren sie wie folgt (HERGET et al., 2001,
S. 3):

,Produktive Aufgaben

m sind komplexer als die iiblichen, meist auf eine Losung und einen Lo-
sungsweg zugeschnittenen Aufgaben,

m sind auf die Diskussion und Reflexion unterschiedlicher Losungen und
unterschiedlicher Losungswege angelegt,

m trauen den Schiilerinnen und Schiilern in einem weit gesteckten, aber klar
begrenzten Rahmen selbststiandige Leistungen zu,

m ermuntern zu unterschiedlichen Zugangsweisen:

— Probieren, Experimentieren, Messen, ...

— Produzieren, Skizzieren, Zeichnen, ...

— Argumentieren, Belegen, Begriinden, ...

— Begriffliches Deduzieren, Analysieren, mit symbolischen Kalkiilen Ar-

“

beiten, ...
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Konkrete Anregungen zum Offnen herkémmlicher Schulbuchaufgaben bie-
tet auch HERGET (2000a).

Differenzierungsvermogen

In allen Schulstufen haben wir es mit einer hohen Heterogenitat der Schii-
ler zu tun: Die Schiiler verfiigen iiber unterschiedlich viel Motivation und
Vorwissen, ihre mathematischen Kompetenzen sind sehr verschieden und
nicht selten gibt es Schiiler mit Sprachproblemen. Im unterrichtlichen Um-
gang miteinander ist es selbstverstindlich, dass Schiiler ihren Fahigkeiten
entsprechend ernstgenommen werden: schwéchere Schiiler bekommen mehr
Hilfestellungen durch Mitschiiler oder den Lehrer, leistungsstarkere Schiiler
bekommen zusétzliche ,Knobelaufgaben® als Herausforderung. Man kann
jedoch auch Aufgaben so stellen, dass diese in sich Differenzierungspoten-
zial bergen. Dann konnen die Schiiler Aufgaben z.B. unter unterschiedlich
hohem Einsatz neuer Technologien bearbeiten (vgl. Abschnitt 1.8) — evtl.
arbeiten nur die leistungsstarkeren Schiiler in einem mathematischen Mo-
dell rein algebraisch, andere Schiiler 16sen ein Problem zeichnerisch oder
durch geschicktes, systematisches Probieren. Ferner kénnen unterschiedlich
anspruchsvolle Realmodelle zur Modellierung einer Situation herangezogen
werden. Vergleich und Reflexion dieser unterschiedlichen Arbeitsweisen im
anschlieBenden Auswertungsgesprach im Plenum sind hoch produktiv, insbe-
sondere im Hinblick auf den Modellierungsprozess. Die Aufgabe des Lehrers
liegt dann neben der Vorbereitung der Lernumgebungen auch darin, beim
Herumgehen wéhrend der Arbeitsphase diejenigen Schiilerlésungen zu iden-
tifizieren, die sich mit Gewinn vorstellen lassen. Bewédhrt haben sich dabei
Blankofolien, die man Schiilern frithzeitig geben kann, um ihre Ideen, Ansét-
ze oder Losungen fiir eine effektive anschlieBende Prasentation zu notieren.

Anforderungsniveau und Verstandlichkeit

Beim Modellieren sollen Schwerpunkte des Unterrichts bei den prozessbe-
zogenen Kompetenzen liegen. Daher sind inhaltliche Barrieren aufgrund zu
anspruchsvoller Realmodelle oder mathematischer Modelle hinderlich. Min-
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destens sollte die Realsituation so prasentiert oder diskutiert werden, dass
alle Schiiler die Problemstellung erfassen kénnen; anderenfalls ist eine ange-
messene Modellierung kaum zu leisten.

Manchmal kann es sinnvoll sein, auch komplexere Anwendungen von Ma-
thematik im Unterricht zu thematisieren, um Teilschritte eines Modellie-
rungsprozesses zu vertiefen oder um moderne Anwendungen von Mathematik
aufzuzeigen und damit die Verflechtung der Mathematik mit anderen Wissen-
schaftsbereichen (und umgekehrt) aufzudecken (,,Relevanzparadoxon; vgl.
Seite 37). Bei derartigen Kontexten (z.B. der Computertomographie in Ab-
schnitt 4.3) konnen die Schiiler dann jedoch den vollstandigen Modellierungs-
prozess gar nicht selbststandig durchlaufen. Dennoch ist es moglich, die Auf-
gaben auf bestimmte Aspekte des Modellierungskreislaufs auszurichten (vgl.
Abschnitt 1.7.3).

Viele Kontexte konnen im Rahmen eines Spiralcurriculums sogar mehr-
fach aufgegriffen werden und den Lernzuwachs erfahrbar machen: Zunachst
wird das Problem mit einfachen Mittel modelliert, spéater dann auch etwas
komplizierter und (eventuell) ,besser®. Dieses wird beispielhaft aufgezeigt
in den Abschnitten 2.2 und 5.1, wo am Beispiel des Stralenverkehrs eine
Modellierung einmal fiir die Grundschule und einmal fiir die Sekundarstufe
vorgestellt wird.

1.7.2 Intentionale Probleme als Lernanlass

Betont man das eigenverantwortliche Lernen der Schiiler im Mathematik-
unterricht, bedarf es dazu besonderer Problemstellungen, die eben dieses
selbststandige Lernen initiieren. Die schweizer Didaktiker GALLIN und RUF
priagten den Begriff ,Kernidee“: Damit meinen sie die fiir eine Person sub-
jektiv interessanten, Fragen aufwerfenden Ideen, die in einem Thema ver-
borgen sind. Ein Problem ist jedoch, dass die Schiiler unter Umstédnden sehr
unterschiedliche Kernideen zu einem Thema haben: Die Lehrperson ,muss
die Schiilerinnen und Schiiler dafiir gewinnen, iiber die in ihnen wirksamen
Kernideen nachzudenken, und sie muss sie anregen und anleiten, Kernideen
zu generieren, die eine fachliche Auseinandersetzung ermoglichen® (GALLIN
und RUF, 2003, Band 1, S. 59). Da der Unterricht aber nicht nur ein offenes
Entdecken immer neuer Themengebiete ist, sondern wir als Lehrer bestimmte



82 1 Einfiihrung und didaktischer Hintergrund

Kompetenzen der Schiiler gezielt fordern wollen, miissen wir ganz bestimmte
Probleme ansprechen. HUSSMANN (2003a, S. 23ff.) nennt solche Probleme,
welche die vom Lehrer intendierten Aspekte einer Sache mit den Interes-
sen der Schiiler verbinden, .intentionale Probleme*; sie ,bereiten den
Weg fiir eine selbststdndige und genetische ErschlieBung des neuen Stoff-
gebietes.* HUSSMANN versteht diese Art von Problemen also als Ausloser
entdeckenden Lernens fiir ein neues Unterrichtsthema. Insbesondere miissen
die intentionalen Probleme fundamentale Konzepte eines Stoffgebiets impli-
zit enthalten, damit die Schiiler sich bereits selbststéndig mit wesentlichen
Ideen des Themas auseinandersetzen.

Anhand intentionaler Probleme sollen Schiiler selbststdndig neue mathe-
matikhaltige Fragen, die sie interessieren, identifizieren und verfolgen. Da-
bei ,entdecken“ sie wesentliche Aspekte der entsprechenden mathematischen
Theorie. Es kann durchaus sein, dass Schiiler dabei zunéchst eigene Bezeich-
nungen oder Verfahren entwickeln, welche in der Mathematik nicht iiblich
sind. Es geht jedoch darum, den Kern der Thematik kennen zu lernen und
darin explorativ zu wirken. Dieses verbietet dem Lehrer geradezu, die erst
mit Inhalt zu fiillenden neuen Begriffe bereits mit den Problemstellungen zu
liefern.

HussMANN (2003a, S. 30) fasst wesentliche Aspekte wie folgt zusammen:

,Intentionale Probleme

sind Lernausloser selbststandigen Lernens

motivieren, sich mit Mathematik auseinander zu setzen
sind offen, unstrukturiert, authentisch

bieten durchgehende Motivation und Kontinuitét

sind komplex, so dass sie soziales und kooperatives Lernen erforderlich
machen

lassen sich unter vielfaltigen Perspektiven bearbeiten

fiihren auf unterschiedlichen Losungswegen zu unterschiedlichen Losun-

gen

m  weisen iber sich hinaus auf allgemeine mathematische Begriffe [dieser
Aspekt wird bei Modellierungsprozessen oft zu Recht vernachléssigt;
G.H.]

m tragen alle bereichsspezifischen Grundvorstellungen des zu erarbeitenden

Gebietes in sich [dies kann sich bei Modellierungsprozessen sowohl auf den
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Kontext der realen Situation als auch auf fundamentale mathematische
Ideen beziehen; G.H.]
m spiegeln die Interessen und Kernideen der Lehrperson bzgl. der jeweiligen

Wissensdoméane wider. “

HussMANN selbst stellt intentionale Probleme vor, die den Schiilern den
Blick auf ganze Unterrichtseinheiten 6ffnen; seine Beispiele fiir die Sekundar-
stufe 1T (vgl. HUSSMANN, 2003a) bieten Sequenzen intentionaler Probleme
fiir die Themenbereiche Integralrechnung, Differentialrechnung, Vektorrech-
nung, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Explorative Datenanalyse, fithren al-
so in recht umfangreiche Komplexe ein. Modellierungskontexte, wie wir sie
hier im Auge haben, stellen im Vergleich eher kleinere Unterrichtsvorhaben
dar. Insofern konnen — hier etwas enger verstandene — ,intentionale Proble-
me“ nicht so offen konzipiert sein, wie es HUSSMANN vorschwebt. Im Gegen-
satz zu seinem Verstandnis sollen die Schiiler bei mathematischen Model-
lierungen in der Regel keine neuen mathematischen Begriffe kennen lernen,
sondern sich voll auf den Modellierungsprozess konzentrieren konnen.

1.7.3 Betonung einzelner Phasen des
Modellierungsprozesses

Modellierungsprozesse konnen auflerordentlich komplex sein, weil viele Teil-
kompetenzen erforderlich sind, die gleichwohl im Unterricht geférdert und an
geeigneten Stellen mit Schiilern identifiziert werden sollten. Die folgende Auf-
zahlung stammt aus einer unveroffentlichten Arbeit von BLUM und KAISER
(nach MAASs, 2004, S. 32f.) und bringt die erforderlichen Teilkompetenzen
gut auf den Punkt; gleichzeitig konkretisiert sie deutlich die Aufzéhlungen

aus den Bildungsstandards in Abschnitt 1.4.%°

40In der Aufzihlung von 1997 wird der Begriff ,Fihigkeiten“ verwendet, in heutigem
Sprachgebrauch trifft der Begriff , Kompetenzen“ die Intentionen vermutlich besser.

Die Aufzahlung differenziert nicht zwischen unterschiedlichen Niveaus der Kompe-
tenzen. KEUNE (2004) stellt ein Kompetenzmodell fiir das mathematische Modellieren
vor, das kognitive Merkmale in den Vordergrund stellt.
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wFahigkeit zum Verstindnis eines realen Problems und zum Aufstellen

eines realen Modells:

Fahigkeit

— auf die Situation bezogene Annahmen zu machen bzw. Situation zu
vereinfachen;

— die eine Situation beeinflussenden Groflen zu erkennen bzw. zu expli-
zieren und Schliisselvariablen zu identifizieren;

— Beziehungen zwischen den Variablen herzustellen;

— nach verfiigbaren Informationen zu suchen und relevante von irrele-

vanten Informationen zu trennen;

. Fédhigkeiten zum Aufstellen eines mathematischen Modells aus einem rea-

len Modell:

Fahigkeit

— die relevanten Groflen und Beziehungen zu mathematisieren;

— falls n6tig die relevanten Gréflen und ihre Beziehungen zu vereinfachen
bzw. ihre Anzahl und Komplexitét zu reduzieren;

— adiquate mathematische Notationen zu wéhlen und Situationen ggf.
graphisch darzustellen;

Fdahigkeiten zur Losung mathematischer Fragestellungen innerhalb eines

mathematischen Modells:

Fahigkeit

— heuristische Strategien anzuwenden wie Aufteilung des Problems in
Teilprobleme, Herstellung von Beziigen zu verwandten oder analogen
Problemen, Reformulierung des Problems, Darstellung des Problems
in anderer Form, Variation der Einflussgréfien bzw. der verfiigbaren
Daten usw.;

— mathematisches Wissen zur Losung des Problems anzuwenden;

. Fahigkeit zur Interpretation mathematischer Resultate in einem realen

Modell bzw. einer realen Situation:
Fahigkeit
— mathematische Resultate in auflermathematischen Situationen zu in-

terpretieren;
— fiir spezielle Situationen entwickelte Losungen zu verallgemeinern;
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— Problemlosungen unter angemessener Verwendung mathematischer
Sprache darzustellen bzw. iiber die Losungen zu kommunizieren;

e. Fdhigkeit zur Infragestellung der Losung und ggf. erneuten Durchfiihrung
eines Modellierungsprozesses:

Fahigkeit

— gefundene Losungen kritisch zu iiberpriifen und zu reflektieren;

— entsprechende Teile des Modells zu revidieren bzw. den Modellierungs-
prozess erneut durchzufiihren, falls Losungen der Situation nicht an-
gemessen sind;

— zu iberlegen, ob andere Losungswege moglich sind, bzw. Losungen
auch anders entwickelt werden konnen;

— Modelle grundsatzlich in Frage zu stellen.

Diese ausfiihrliche Aufzahlung deutet an, wie komplex mathematische Mo-
dellierungen sein kénnen. Keinesfalls lassen sich diese Teilkompetenzen al-
le gleichzeitig fordern. Bei komplexen Modellierungsvorhaben im Unterricht
sollten daher deutliche Schwerpunkte gesetzt werden, um jeweils gezielt be-
stimmte mit Modellierungsprozessen verbundene Aspekte zu thematisieren.

Im weiteren Verlauf dieses Unterkapitels wird exemplarisch veranschau-
licht, wie man dieses durch entsprechende Aufgabenformulierungen errei-
chen kann.*! Dadurch kann man andererseits auch den Blick auf bestimmte
Teilkompetenzen richten, um Schwierigkeiten in einem Modellierungsprozess
zu umgehen (vgl. Abschnitt 1.6). Zahlreiche der Formulierungen verlangen
Schiilereigenproduktionen, bei denen Schiiler sich das eigene Vorgehen
bzw. Denken bewusst machen miissen (vgl. Abschnitt 1.5); gleichzeitig ge-
winnt der Lehrer dadurch eine sichere Grundlage fiir die Diagnose von Mo-
dellierungskompetenzen. Teilweise werden die Aufgaben anhand der Model-
lierung einer Konservendose veranschaulicht (vgl. Abschnitt 1.3). Mogliche

41ygl. konkretisierend fiir die Grundschule auch KAUFMANN (2006b)
LEISs (2007) hat in seiner Dissertation detailliert Lehrerinterventionen untersucht,
mit denen Lehrer das mathematische Modellieren einzelner Schiiler begleiten.
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Aufgabenvorschlage werden dazu den Phasen des Modellierungskreislaufs zu-
geordnet, die sie besonders betonen kénnen:*?

1. Konstruieren/Verstehen

Geeignet sind heuristische Fragen zum Aufgabenversténdnis. Gerade fiir jun-
ge Schiiler, die Schwierigkeiten mit dem Textverstdndnis haben, mogen solche
Fragen hilfreich sein (vgl. auch die Aufzidhlung auf Seite 63).

Worum geht es in der Aufgabe? Formuliere mit eigenen Worten.

Wie kann man sich die Situation veranschaulichen? Betrachte eine reale
Konservendose.

Man kann die Komplexitiat der Aufgabe teilweise auch dadurch reduzie-
ren, dass man die Abbildung einer Konservendose abdruckt oder reale
Konservendosen mit in den Unterricht bringt.

In der Grundschule mag es bei Sachproblemen sinnvoll sein, die Situati-
on als Rollenspiel nachspielen oder zumindest mit Material darstellen zu
lassen.

Um ein Problembewusstsein zu schaffen, ist es manchmal sinnvoll, ein
ynitialmaterial“ zur Verfiigung zu stellen, z.B. ein Foto von einem ,in-
teressanten“ Objekt anzubieten mit dem Auftrag: Welche Fragen lassen
sich mit Mitteln der Mathematik sinnvoll kldren? Dies sind dann Auftriage
vom Typ ,Erfinde eine Aufgabel*.

Umgekehrt ist es moglich, bestimmte Situationsmodelle reflektieren zu
lassen, z.B.: Julia soll eine Konservendose modellieren und nimmt die
Cola-Dose fiir die grofie Pause aus ihrer Schultasche, um sich die Situa-
tion zu veranschaulichen.

Was hdaltst du davon?

42Zahlreiche weitere, ausfiihrlich dargestellte Bearbeitungshilfen fiir das Sachrechnen
in der Grundschule findet man bei FRANKE (2003a, S. 84fF.).
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2. Vereinfachen/Strukturieren

Zu dieser Phase kann man entweder Fragen stellen, die den Schiilern Hilfen

bei der Suche nach einem Realmodell bieten:

m  Welche Daten sind relevant? Musst du weitere Daten recherchieren/scht-
zen? (z.B. bei FERMI-Problemen, vgl. Abschnitt 3 und HUMENBERGER,
2003)
Hier kann man durchaus auch methodische Hilfen geben: Unterstreiche
wesentliche Begriffe und Zahlen.
Worauf kommt es bei der Fragestellung an?

m  Welche Aspekte kann man evtl. zundchst vernachlassigen? (Knickfalze der

Konservendose)

Man kann die Frage umgekehrt auch so formulieren, dass ein vorgegebenes
Realmodell erldautert werden muss, z.B. wenn die Schiiler kaum selbststéndig

auf ein angemessenes Modell kommen kénnen:*?

m  Karsten schlagt vor, einen Zylinder als Realmodell zu verwenden. Nimm
Stellung!

3. Mathematisieren

Erneut kann man vorwérts- und riickwértsweisende Auftrage/Fragen unter-

scheiden:

m  Identifiziere diejenigen Grifien bei der Konservendose, die fir die Mathe-
matisierung relevant sind. Welche Beziehungen zwischen den relevanten
Griflen gelten?

m  Manchmal kénnen Schiiler eine Mathematisierung nicht selbststandig leis-
ten. Dann kann man das mathematische Modell vorgeben und begriinden
lassen, z.B.: Erldutere das mathematische Modell mithilfe geeigneter Skiz-

ZEen.

43Ein Beispiel ist die Modellierung des Verfahrens der Computertomographie in Ab-
schnitt 4.3.
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m  Es kann passieren, dass Modellierungskontexte duflerst komplex sind (z.B.
die Computertomographie in Abschnitt 4.3). Wenn die Modellierung den
Schiilern dennoch vorgestellt werden soll, weil sie z.B. besonders pragnant
ist, kann es in Ausnahmesituationen auch sinnvoll sein, den Schiilern so-
wohl ein Realmodell als auch ein mathematisches Modell vorzugeben, das
sie dann erldutern sollen (Nimm Stellung!) und mit dem sie auf eine ma-
thematische Losung hin arbeiten sollen (Setze den Modellierungsprozess
fort!).

m Beim Riickwértsarbeiten kann man eine mathematische Modellierung
vorgeben und geeignete Realmodelle/Realsituationen erarbeiten lassen.
Besonders beim Kontext der linearen Funktionen ist dies ein haufig ein-
gesetzter Aufgabentyp**, z.B.: Betrachte das mathematische Modell, das
durch die Gleichung y = 10 - x — 3 gegeben ist. Beschreibe zwei mdgliche
Realsituationen, die durch dieses Modell sinnvoll mathematisiert werden.

m  Denkbar ist auch, ein mathematisches Modell etwa in Form von Gleichun-
gen vorzugeben und dieses im Hinblick auf eine bestimmte Realsituation
erlautern zu lassen, z.B.: Welches Realmodell liegt dem gegebenen mathe-
matischen Modell zugrunde? Begriinde!

4., Mathematisch arbeiten

Dies ist die Phase, die am ehesten der ,reinen“ Mathematik entspricht. Da-
her sind hier natiirlich alle Varianten iiblicher Fragen mdglich. Insbesondere
durch den Einsatz neuer Technologien lassen sich bestimmte Aspekte ma-
thematischer Arbeit besonders betonen oder entlasten (vgl. Abschnitt 1.8).

Falls das Arbeiten im mathematischen Modell zu anspruchsvoll oder zu
trivial ist und deswegen andere Phasen des Modellierungsprozesses betont
werden sollen, kann man eine mathematische Losung grob abschéitzen lassen
oder anders herum auch vorgeben, z.B.:

Jonas erhdlt als mathematisches Resultat 4 .

ﬁberprdfe, ob das Ergebnis mathematisch plausibel ist!

41ygl. die Tabelle auf Seite 12
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5. Interpretieren

Soll eine Interpretation des mathematischen Resultats besonders ins Auge
gefasst werden, kann man Jonas’ mathematische Losung von eben heranzie-
hen:

Was bedeutet das Ergebnis im Hinblick auf unser Problem?

Dieser Aufgabentyp lédsst sich selbst dann einsetzen, wenn alle vorher-
gehenden Schritte des Modellierungsprozesses vom Lehrer aus didaktischen
Griinden vorgegeben wurden (vgl. die Modellierung der Computertomogra-
phie in Abschnitt 4.3).

Derartige Arbeitsauftrage sind gerade dann sinnvoll, wenn es evtl. mehrere
verschiedene mathematische Resultate gibt, von denen nicht alle (z.B. die-
jenigen auflerhalb eines sinnvollen Definitionsbereichs) fiir das reale Modell
in Frage kommen. Anspruchsvoll kann diese Art Auftrag sein, wenn etwa
die verwendeten Einheiten nicht sinnvoll oder einheitlich sind und Gréfien
zundchst im Hinblick auf das Realmodell entsprechend umgerechnet werden
miissen.

Bei der Interpretation des mathematischen Resultats ist es oft hilfreich,
die Rundung der Zahlen genauer zu betrachten. Schiiler sind leicht geneigt,
eher mehr Dezimalstellen aufzuschreiben als sinnvoll. Wenn die Werte im
Realmodell gerundet sind, kann man diesen Schritt durchaus verlangen, z.B.:
Untersuche, wie viele Dezimalstellen des mathematischen Resultats sicher
bzw. sinnvoll sind.

6. Validieren

Einerseits geht es in dieser Phase um die Priifung der Plausibilitat der Er-
gebnisse (Kann das angehen?). Andererseits geht es aber bei der Reflexion
auch um eine Validierung des Vorgehens bei der konkreten Modellierung.

Zahlreiche Fragen konnen diese Bewertung der realen Resultate bzw. des
Modellierungsprozesses anstoflen, z.B.:

Hast du die urspriinglichen Fragen beantwortet?
Kann das stimmen?

m  Gib zwei Moglichkeiten an, wie du uberprifen kannst, ob dein Resultat
sinnvoll ist.
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m  Bewerte das reale Resultat.

m  Untersuche, wie anfillig das Ergebnis gegeniiber Rundungen und Unge-
nauigkeiten ist.

m  Beurteile die Genauigkeit.

m  An welchen Stellen des Modellierungsprozesses kann man die Genawigkeit
des Ergebnisses besonders beeinflussen?

m  Was wissen wir damit noch nicht?

m  Was liefle sich noch verbessern?
Wie wiirdest du vorgehen, wenn du das Problem noch einmal ldsen soll-
test?

m  Kann man die Vorgehensweisen in den entscheidenden Phasen kompakt
auf den Punkt bringen? Was waren zentrale Ideen?

m  Welche Voraussetzungen hast du getroffen? Waren sie notig? Wo hast du
sie benutzt?

Liegen verschiedene Losungen von unterschiedlichen Schiilern vor, kann
man diese gegeniiberstellen (vgl. die Anmerkungen zu ,Strategiekonferen-
zen“ in Abschnitt 1.5.3):

m  Vergleiche die Losungswege: welcher ist sinnvoller/eleganter, welcher ist
umstandlicher usw.?

m  Sind andere Modelle denkbar?

m  Wo hattet ihr Schwierigkeiten, wie habt ihr sie behoben?

Liegen solche Losungen nicht aus dem Unterricht vor, ist es alternativ mog-
lich, einige Modelle vorzugeben und diskutieren zu lassen: Erildgutere Vorteile
und Nachteile der verschiedenen Modelle.

Wie bei unserem Modellierungsprozess in Abschnitt 1.3 geschehen, kann
man die Schiiler ein vorliegendes Ergebnis auch mit einer realen Situation
vergleichen lassen: Untersuche die Abweichung des realen Resultats von den
wirklichen Dosenabmessungen im Hinblick auf die Fragestellung.

Weitere Fragen konnen sich auf die Genauigkeit des Resultats beziehen.
Dabei kann sich ergeben, dass die Genauigkeit noch nicht ausreicht. Also
muss man mit einem verbesserten Modell noch einmal den Prozess durch-
laufen. Es konnte sich aber ebenfalls herausstellen, dass das Ergebnis viel
»,zu genau* fiir die Realsituation ist und der Aufwand fiir die Modellierung
zu hoch gewéhlt war. Bei FERMI-Problemen (vgl. Abschnitt 3) reicht oft eine
sehr grobe Abschatzung.
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Auch Grundschiiler sollten bereits behutsam an die Phase der Validierung
herangefiihrt werden, damit sie Aufgaben nicht unkritisch und unreflektiert
schematisch bearbeiten. DROGE et al. (2003b, S. 260) schlagen vor, zu Sach-
aufgaben wie ,,Fin Holztransporter wird mit sieben Brettern beladen. Jedes
Brett ist 4 m lang. Wie viele Meter Bretter hat er geladen?“ Fragen zu stel-
len, welche das Nachdenken iiber die Aufgabe anregen: Ist das sinnvoll, was
du hier berechnen sollst? Was meinst du? Erkldre!

Indem Kapitidnsaufgaben eingesetzt werden (vgl. Seite 68), werden Kin-
der dazu motiviert, grundsatzlich iiber Aufgabenstellungen nachzudenken.
Derartige Aufgaben lassen sich auch didaktisch nutzen, wenn Schiiler zu be-
stimmten Sachkontexten selbst Kapitansaufgaben entwickeln oder falls sie
aus Kapitansaufgaben sinnvolle Aufgaben konstruieren sollen (vgl. DROGE
et al., 2003a, S. 205).

MARXER (2005) stellt dar, wie Schiiler anhand fertig geloster Aufgaben le-
diglich den Losungsweg und die Losung selbst im Hinblick auf die zugrunde
liegende Fragestellung validieren sollen. Dabei handelt es sich um Aufga-
bentypen, die Fahigkeiten der Metakognition fordern (vgl. Abschnitt 1.5).

7. Darlegen/Erklaren

In dieser Phase geht es eigentlich um methodische Kompetenzen der Schiiler.
Dennoch ist es durchaus von Zeit zu Zeit sinnvoll, gegebene Présentationen
von Modellierungsvorhaben im Hinblick auf die Qualitdt der Présentation
(z.B. in Form eines Plakats) bewerten zu lassen. Nicht sinnvoll scheint da-
gegen zu sein, Schiilern die vollstdndige Modellierung abzunehmen, um den
Modellierungsprozess lediglich selbststandig auf andere Weise prisentieren
zu lassen.

Andererseits kann man nach einer (Teil-)Modellierung den Auftrag ertei-
len, das Vorgehen fiir eine spezielle Zielgruppe zu dokumentieren: Fertige
ein Gutachten fir einen (nicht besonders mathematisch gebildeten) Herstel-
ler von Konservendosen an.

Abschlielend ist es sinnvoll, den gesamten Modellierungsprozess abstrak-
ter reflektieren zu lassen:
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m  Konnen wir die einzelnen Phasen eines vorgegebenen Modellierungskreis-
laufs identifizieren?
m  Konnen wir ein eigenes, abstraktes Phasenschema fir unsere Modellie-

rung entwickeln?

In den obigen Beispielen tauchen mehrfach zu vorliegenden — fehlerhaften
oder korrekten — Losungen oder Losungsansatzen ,,Nimm Stellung!“- oder
»Begrinde!“-Aufgaben auf (vgl. KAUNE, 2005). Solche Formulierungen ha-
ben sich zur Forderung metakognitiver Kompetenzen (vgl. Abschnitt 1.5)
bewéhrt, denn die Schiiler miissen sich in Gedankengénge anderer Menschen
hineinversetzen, sie verstehen, interpretieren und sich dazu d&uflern. Der sozia-
le Austausch zwischen Schiilern, in dem sie Moglichkeiten der Losungsfindung
und Interpretation sowie die Vielfalt von Darstellungen ihrer Uberlegungen,
Rechnungen und Ergebnisse erleben, wird auch bereits seit Langem fiir die
Grundschule gefordert (vgl. MULLER, 1995, S. 43). Besonders ergiebig und
motivierend ist es, wenn reale Schiilereigenproduktionen vorgegeben werden.
Diese kann man sich als Lehrer leicht aus Klassenarbeiten oder eingesam-
melten Hausaufgaben kopieren.

Setzt man solche Aufgaben im Unterricht oder auch in Klassenarbeiten ein,
muss den Schiilern der Operator ,, Nimm Stellung!“ natiirlich gelaufig sein, da
er bei einer vorgegebenen Schiilerlosung vielfaltige Aspekte umfassen kann:

Verstehen der Losung
Dokumentieren des Verstédndnisses
m  Fehler/Vereinfachungen/alternative Losungswege finden und benennen,
evtl. Ursachen fiir Fehler lokalisieren
evtl. Strategien zur Vermeidung eines Fehlers aufzeigen
m  Fehler korrigieren
einen gegebenen Losungsweg mit einer eigenen Losung/Losungsidee ver-
gleichen und beide bewerten
m zugrunde liegende Denkprozesse analysieren und artikulieren
Usw.
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1.8 Einsatz neuer Technologien beim
Modellieren

Wenn man bei einem Unterrichtsvorhaben den Schwerpunkt auf die For-
derung von Modellierungskompetenzen legen mochte, sollten die benotig-
ten mathematischen Begriffe oder Verfahren moglichst hinreichend gefestigt
sein, um sich tatsichlich auf das Modellieren konzentrieren zu kénnen. Es
ist folglich nicht sinnvoll, gleichzeitig einen neuen Inhalt zu erarbeiten und
den Modellierungskreislauf selbststandig reflektieren zu lassen. Anders ist
das, wenn man mit einem auflermathematischen Kontext einen neuen Inhalt
motivieren mochte; dann wird man aber den Modellierungsprozess zunéchst
zuriickstellen und ggf. erst spater wieder darauf zuriickkommen.

Wenn man nun ohnehin ein Modellierungsproblem mit bekannten Metho-
den behandeln mochte, kann man auch gleich neue Technologien nutzen und
das mathematische Arbeiten wenigstens teilweise abgeben. Geeignet kénnen
hierfiir — je nach Problemstellung — durchaus alle fiir den Mathematikunter-
richt relevanten Technologien sein, also hauptsichlich (vgl. WEIGAND und
WETH, 2002 sowie HISCHER, 2000):

grafikfahige Taschenrechner (GTR)

Computeralgebrasysteme (CAS)

dynamische Geometriesoftware (DGS)

Tabellenkalkulation (TK)

Stochastik- und Datenanalyse-Software wie z.B. FATHOM (vgl. BIEHLER

et al., 2006 oder BIEHLER und HARTUNG, 2006)*°

m weniger verbreitet:*® Modellbildungssoftware wie Stella, Dynasys, MO-
DUS, VENSIM

m sowie in einer etwas anderen Rolle fiir die Informationsbeschaffung, als

Medium zur Présentation oder zur Kommunikation: das Internet (vgl.
WEIGAND und WETH, 2002, Kapitel VII)

45siehe auch http://www.mathematik.uni-kassel.de/~ fathom

46Viele Hintergrundinformationen sowie die teilweise zumindest fiir Ausbildungszwe-
cke frei verwendbare Software erhadlt man iiber
http://modsim.hupfeld-software.de/pmwiki/pmwiki.php.
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Vorziige bei der Verwendung von Technologien liegen auf der Hand:

,Rechenfehler“ werden vermieden, Schiiler kénnen sich auf den Rechen-
weg sowie auf die Interpretation von Ergebnis und Zwischenergebnissen
im Hinblick auf die Situation konzentrieren.

Rechnungen lassen sich an die Technologie delegieren und lenken nicht
vom eigentlichen Modellierungsprozess ab.

Nahezu beliebig komplizierte Gleichungen einer Variablen kénnen alge-
braisch mit einem Computeralgebrasystem oder numerisch gelost werden.
Numerische Losungen kann man entweder mithilfe entsprechender Algo-
rithmen (Intervallhalbierung oder NEWTON-Verfahren) ermitteln. Sehr
hilfreich ist ferner die Moglichkeit, Gleichungen der Form f(x) = g(z) als
Schnitt zweier Funktionsgraphen zu interpretieren, den man z.B. im Gra-
fikmenii eines grafikfahigen Taschenrechners mithilfe eines entsprechen-
den Befehls approximieren lassen kann, wie es auf Seite 194 eingesetzt
wird.

Es ist hdufig moglich, in angemessener Zeit systematisch zu probieren und
so zu durchaus sinnvollen Ergebnissen zu gelangen.

Mathematische Modelle in Form von Funktionen oder Wertetabellen las-
sen sich visualisieren und so einfacher validieren. Modelliert man das
Wachstum einer Fichte z.B. mittels einer linearen Funktion, so kann man
einem einzelnen ausgerechneten Ergebnis evtl. noch nicht ansehen, dass es
nur eingeschrénkt sinnvoll ist. Die Betrachtung des Graphen zeigt jedoch,
dass — zumindest bei unbeschrianktem Definitionsbereich — die Fichte be-
liebig groff werden wiirde, was nicht sein kann (vgl. die Wachstumsmo-
dellierungen in Abschnitt 5.3).

Mit neuen Technologien lassen sich dynamische Abhéngigkeiten visuali-
sieren, etwa iiber Schieberegler bei dynamischer Geometriesoftware oder
bei Tabellenkalkulationsprogrammen. Damit kann man dann auch ma-
thematisch simulieren, wie die Variation einzelner Parameter sich auf
Modellierungen auswirkt (vgl. WEIGAND und WETH, 2002, S. 85ff.).
Man kann unter Verwendung neuer Technologien zahlreiche realitdtsnahe
Probleme/Kontexte im Mathematikunterricht thematisieren, die frither
einer unterrichtlichen Behandlung nicht zugénglich waren, weil realisti-
sches Datenmaterial kaum verarbeitet werden konnte. Fiir die Losung
von Problemen auflermathematischer Kontexte reicht jedoch in quasi al-
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len Fillen ein numerischer Wert bereits aus.*” Schlimmstenfalls ist die
Genauigkeit, und damit der Rechenaufwand, zu erhéhen.

m Sollte z.B. einmal eine Modellierung im Unterricht nicht fiir Schiiler be-
friedigend gelingen, besteht im Internet-Zeitalter auch die Moglichkeit,
Schiiler Losungen im Internet recherchieren oder per E-Mail Experten
direkt befragen zu lassen und so die angewandte Mathematik aus der
swirklichen “ Welt ins Klassenzimmer zu holen; Experten sind fast immer
bereit, iiber ihre Arbeit zu berichten, wenn Interesse gezeigt wird.

Die Hilfsmittel stehen hier also schwerpunktméfig fiir das mathematische
Arbeiten zur Verfiigung. Fiir die Konstruktion von Modellen bzw. die Uber-
setzung von einem Realmodell zu einem mathematischen Modell sind kreative
Ideen notig, die technische Hilfsmittel nicht vollstandig iibernehmen kénnen.
Gerade bei einer Vielzahl von Daten bieten neue Technologien allerdings
Hilfsmittel an, mit denen z.B. Hypothesen iiber qualitative bzw. funktiona-
le Zusammenhénge als Realmodell bzw. mathematisches Modell aufgestellt
werden kénnen. Dabei kann man sich der Hilfsmittel der Explorativen Da-
tenanalyse (EDA) bedienen.?® Die Riickinterpretation bzw. Validierung der
mathematischen Lésung kann von Hilfsmitteln nicht iibernommen werden,
auch hier besteht aber die Moglichkeit, z.B. im Internet Informationen zu
recherchieren, um reale Resultate mit anderen Daten vergleichen zu konnen.

WEIGAND und WETH (2002, S. 56) beschreiben den Prozess mathemati-
schen Entdeckens mithilfe neuer Technologien als das Durchlaufen verschie-
dener Schritte eines ,,Entdeckungskreislaufs“ (siche Abbildung 1.10).

Parallelen zum Modellierungskreislauf fallen direkt auf. Allerdings ist in
unserem Zusammenhang dieser Entdeckungskreislauf in zweierlei Hinsicht
als Visualisierung ablaufender Prozesse denkbar: Einerseits muss beim ma-
thematischen Modellieren ggf. ein mathematisches Modell entdeckt werden,
andererseits muss innerhalb des mathematischen Modells eine Loésung ge-
sucht werden. Liegen entsprechende Modelle oder Losungsverfahren nicht

47siehe das EINSTEIN-Zitat auf Seite 14
48ygl. zur Explorativen Datenanalyse VOGEL und WINTERMANTEL (2003), RASFELD
(2003) oder mathematik lehren, Heft 97 (1999)
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auf der Hand, kann in beiden Phasen der Entdeckungskreislauf als Visuali-
sierung erforderlicher Prozesse herangezogen werden.

Im Mathematikunterricht der Grundschulen wird man neue Technolo-
gien gewiss behutsam einsetzen. So ist auch ein Ziel des Mathematikunter-
richts in der Grundschule, selbst Uberschlagsrechnungen so weit vereinfa-
chen zu koénnen, dass die Schiiler sie 16sen kénnen (vgl. Abschnitt 1.4.2).
Schiiler kénnen dabei eine erstaunliche Kreativitit entwickeln (vgl. PETER-
Koop, 2003). Sinnvoll ist jedoch auch der didaktisch-reflektierte Einsatz ein-
facher Taschenrechner im Mathematikunterricht der Grundschule, um z.B.
bei Modellierungen — wie auch in den Sekundarstufen — den Blick von ma-
thematischen Schwierigkeiten weg hin zum Modellierungsprozess an sich zu
wenden.*® Ohnehin nutzt der weitaus grofte Teil der Grundschiiler z.B. zur
Kontrolle von Hausaufgaben einen Taschenrechner (vgl. DROGE et al., 2003a,
S. 13).

49Didaktische Funktionen des Taschenrechners sowie mogliche Aufgabenformate
fiir den Mathematikunterricht in der Grundschule diskutieren DROGE et al. (2003a,
S. 13ff.), SPIEGEL (1988) und PADBERG (2005, S. 311-324). MEISSNER (2006) doku-
mentiert eine empirische Untersuchung zum Taschenrechnereinsatz in der Grundschule,
der von Schiilern ,begeistert aufgenommen“ worden und ,auferordentlich erfolgreich
verlaufen “ sei.
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Eine ,,zu frih“ gestellte ,,Anwendungsaufgabe“ wird unter
Einsatz neuer Technologien zu einer
»Modellierungsaufgabe “

Fiir alle Schulstufen eignet sich die Methode, Aufgaben ,zu frith® zu stel-
len, um aus simplen ,,Anwendungsaufgaben“ offene Problemaufgaben wer-
den zu lassen, bei denen Schiiler zunéchst einmal nicht wissen, wie sie eine
Losung bestimmen konnen. In der Grundschule funktioniert dieses z.B. mit
Anwendungsaufgaben zu proportionalen Zuordnungen (,,Dreisatz; vgl. z.B.
DANNHORN, 1999), Divisionen (vgl. Abschnitt 2.2, Abschnitt 2.3 oder SEL-
TER, 2001) oder auch mit elementarer Bruchrechnung.

Fiir eine Aufgabe, die in der Sekundarstufe II zu einer schlichten Anwen-
dung von Verfahren zur Bestimmung von Rotationsvolumina mithilfe der
Integralrechnung verkommen kann, soll dieses Prinzip des vorzeitigen Stel-
lens einer Aufgabe einmal veranschaulicht werden. Erforderlich ist fiir die
hier verwendeten Methoden allerdings, dass die Schiiler wissen, wie man
Volumina von Zylindern bestimmt. Mathematisch unredlicher gibt es alter-
nativ die Méglichkeit, eine Formel fiir die Zylindervolumenberechnung in
einer Formelsammlung nachschlagen zu lassen. Wir Mathematiker tun uns
recht schwer mit solchen — unbewiesenen — Formeln. Die meisten Anwender
von Mathematik — man denke nur an Anwender statistischer Verfahren —
nutzen die Mathematik in der Regel auf eben diese Weise; fiir Beweise sind
dann die ,Experten® zustdndig. Insofern ist es durchaus méglich, auch ein-
mal mit Schiilern nach diesem Prinzip vorzugehen.?® Des Weiteren sollten die
Schiiler mit einer Tabellenkalkulation einigermafien umgehen koénnen, es ver-
steht sich von selbst, dass das entsprechende Tabellenblatt von den Schiilern
selbststandig erstellt wird.

50Dariiber hinaus wird die Formelsammlung einmal fiir die Recherche wirklich unbe-
kannter Formeln verwendet und nicht immer nur fiir etwas, das man eigentlich wissen
sollte und nur ,vergessen“ hat.
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Anhand der Frage

» Wie viel Bier passt in ein Weizenbierglas?“ (oder mo-
tivierender: ,,Stimmt die 0,5-0-Marke am Glas?“)

sollen die Moglichkeiten des Medieneinsatzes einmal etwas deutlicher auf-
gezeigt werden (vgl. WELLER, 2001).%

Die Aufgabe ist klar und einfach gestellt, die gegebene Abbildung enthélt
zudem bereits ein Situationsmodell.

Fiir ein Realmodell kénnen z.B. einige Abmessungen des Bierglases er-
mittelt werden. Aufgrund der (angenommenen) Rotationssymmetrie des Gla-
ses messen wir in verschiedenen Hohen des Glases die Durchmesser und er-
halten mithilfe einer Schieblehre etwa die Daten in Tabelle 1.6. Dieses Real-
modell besteht also lediglich aus einer Tabelle von Messwerten in Verbindung
mit der Abbildung des Weizenbierglases.

hincm | 0] 6,5 | 18,5 | 22,2
dinecm | 6 | 48|78 | 7.4

Tab. 1.6: Abmessungen des Weizenbierglases

Fiir ein mathematisches Modell ist es hilfreich, den Rand des Glases
detaillierter zu beschreiben. Weil dafiir eine Funktion verwendet werden soll,
legen wir das Glas gedanklich auf die Seite, um wie iiblich die unabhéngige
Variable (hier h) auf der z-Achse und die abhéngige Variable (hier r) auf
der y-Achse abzutragen. Dieser Zwischenschritt ist natiirlich nicht zwingend
und passt unser Realmodell lediglich iiblichen Gepflogenheiten beim Umgang
mit Funktionsgraphen bzw. Rotationskérpern im Mathematikunterricht an.

SIHENN (in GRAUMANN et al., 1995, S. 56fF.) stellt ein ganz dhnliches Problem — die
Volumenbestimmung beim Rundfass — mit explizitem Bezug zum Modellierungskreis-
lauf dar.
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Selbstverstéandlich ldsst sich die Modellierung dhnlich fiir einen aufrecht ste-
henden Korper durchfiihren.

Wir wollen also eine geeignete Randkurve bestimmen, die den Querschnitt
des Glases beschreibt/modelliert.
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Abb. 1.11: Radiusfunktion des Weizenbierglases mit einer Tabellenkalkulation

In Abbildung 1.11 sind die ermittelten Radien sowie eine mogliche Radi-
usfunktion eingezeichnet.’? Die Tabellenkalkulation ist in der Lage, automa-
tisch die ,, Trendlinie* (diese Ausgleichsfunktion ist hier als Polynomfunktion
dritten Grades gewéhlt) zu zeichnen und die entsprechende Funktionsglei-
chung mit angeben zu lassen. Dieses Werkzeug der Tabellenkalkulation kann
durchaus als Blackbox verwendet werden, wenn man die Regression nicht
mit Schiilern ausfiihrlich diskutieren mochte. Heutige grafikfahige Taschen-
rechner kénnen tibrigens ebenfalls derartige kubische Regressionsfunktionen
problemlos berechnen.?

Es ergibt sich als Regressionsfunktion/Trendlinie etwa

y(z) = —0,001 - 2° + 0,0378 - z° — 0,2941 - = + 3.

52Hier wird zur graphischen Darstellung der Diagrammtyp ,,Punkt (XY)“ verwendet.

53HOFFMANN (2004) zeigt, wie man mithilfe des T1-92/Voyage 200 das Konzept der
linearen Regression im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I entwickeln kann,
sodass Schiiler in die Lage versetzt werden, den Taschenrechnerbefehl (,,Blackbox“) zu
durchschauen (,,Whitebox ).
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Sie macht den ersten Teil unseres mathematischen Modells aus, weil sie
mit mathematischen Hilfsmitteln das obige Realmodell beschreibt.

Wahrend man nun in der Oberstufe das Rotationsvolumen der Funktion
bei Rotation um die z-Achse bestimmen wird, wollen wir uns auf Ndherungs-
verfahren beschranken.

Abb. 1.12: Rotationsvolumen approximiert durch Zylinderscheiben (hier am Bei-
spiel eines Paraboloids)

Zur Approximation des Rotationsvolumens einer Funktion f iiber einem
Intervall [a, b] verwenden wir eine Naherung durch Zylinderscheiben (sie-
he Abbildung 1.12) und haben mit diesem geometrischen Ansatz auch den
zweiten Teil des mathematischen Modells konstruiert, sodass wir an

die innermathematische Losung des Problems gehen kénnen.

Jede Zylinderscheibe hat ein Volumen
Vi=h; m- 7"1-2 .

Wenn wir wie bei einer einfachen RIEMANN-N&herung fiir Integrale das In-
tervall [a, b] in dquidistante Stiitzstellen (Spalte x in der Tabelle in Abbil-
dung 1.13) einteilen, sind alle Zylinderscheiben gleich dick. Die Radien r;
ergeben sich aus den Funktionswerten unserer Radiusfunktion an den Stiitz-
stellen (Spalte y in der Tabelle).
Formal gilt dann fiir die Approximation des Volumens:
n—1
Vees & Zh-ﬂ'~f2(a+i-h)

i=0
mit der Zylinderscheibendicke h = b_T“. Diese Formel wird man im Unter-
richt kaum thematisieren, da die Programmierung der Tabellenkalkulation
anschaulicher nach und nach die verschiedenen Werte berechnen kann.
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Abb. 1.13: Formeln zur Volumenapproximation

In Abbildung 1.13 sind die Formeln zur Berechnung des Volumens darge-
stellt, in Abbildung 1.14 die entsprechenden Zahlenwerte.?® Die Spalte ,Vo-
lumen Zylinderscheibe® enthélt die Scheibenvolumina, welche dann in der
Spalte ,kumuliertes Volumen“ addiert werden.

Das gesuchte Volumen von 600,49 cm?® kénnen wir unten im Tabellen-
blatt ablesen (Zelle D205), da die 0,5-¢-Marke bei x = 19,5 cm aufgedruckst
ist, der letzte relevante Zylinder also bei x = 19,4 cm beginnt. Damit ha-
ben wir das mathematische Resultat der Tabellenkalkulation auch schon
gleich als reales Resultat interpretiert. Weil unser Realmodell in diesem
Fall anschaulich mit zweckmafigen Mafleinheiten gewahlt war, bereitet diese
Interpretation kein Problem.

Zur Validierung in der Sekundarstufe II: Unser Ergebnis weicht vom erwar-
teten betrachtlich ab. Dieses hangt aber nicht mit unserem Naherungsver-

54In der Tabelle wurde die Dicke der Zylinderscheiben mit 0,1 cm festgelegt. Al-
ternativ konnte man diese auch als zusétzlichen Parameter einfiigen. In der Tabelle
wiirde dies lediglich die Stiitzstellen in Spalte A sowie die Formeln zur Berechnung der
Zylindervolumina in Spalte C beeinflussen. Sollten Schiiler die Schrittweite 0,1 als zu
grof} kritisieren, konnten sie jene dann einfach verringern und auf diese Weise unter-
suchen, inwieweit der Parameter das Ergebnis beeinflusst. Ganz nebenbei liele sich
dabei propadeutisch das Grenzwertkonzept diskutieren.
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Abb. 1.14: Volumenniherung (es sind nicht alle Zeilen eingeblendet)

fahren zur Volumenbestimmung zusammen; eine genauere Rechnung ergibt
namlich

19,5
Vges = / 7 f3(z) dz ~ 601,88 cm®.
0

Besonders anschaulich gelingt die Validierung des Modells (es kénnte
ja auch die 0,5-¢-Marke falsch gesetzt sein), weil Schiiler mit Litermafl und
Wasser selbst messen kénnen, ob angemessen modelliert wurde. Unsere Un-
terschiede sind aber doch systematischer Natur und hangen damit zusam-
men, dass wir z.B. die Glasstiarke nicht beriicksichtigt haben. Ein weiterer
Grund fiir das unerwartete Ergebnis ist, dass wir die Koeffizienten der Re-
gressionsfunktion gerundet haben, was sich bei grofieren z-Werten deutlich
auf die Radien auswirkt (innermathematische Validierung).

Wir kénnten also zur Verbesserung des Modells in einen zweiten Durchlauf
des Modellierungskreislaufs eintreten und z.B. statt der Aulenmafle diesmal
die Innenmafle des Glases bestimmen, um die Glasstérke zu beriicksichtigen.
Dazu muss man sich freilich zunéchst einmal kreative Techniken zum Mes-
sen iiberlegen, weil die Innendurchmesser nicht mehr so einfach mit einer
Schieblehre ermittelt werden konnen ...

Da wir an dieser Stelle lediglich an einem exemplarischen Einsatz neuer
Technologien wihrend eines Modellierungsvorhabens interessiert waren, soll
dieses nicht weiter ausgefiihrt werden.
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