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L 3.3

Die charakteristische Gleichung für einen symmetrischen 
Dielektrizitätstensor lautet:
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( )L 3 30

Die Hauptbrechzahlen sind für ein uniaxiales Medium
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Aus L 3.34 folgt die orthogonale Transformationsmatrix:
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dProbe: A' Aε = ε
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L 3.4

Ei t Oh V f kt / 4

( )L 3.36
oEigenwerte: Ohne Vorfaktor / 4:ε

1 2 37 , 10 3 , 10 3λ = λ = − λ = +

Es handelt sich um ein biaxiales Medium.
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2 10 3 :λ = −
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3 10 3 :λ = +
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⎜ ⎟
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Unitarisierung der Eigenvektoren:

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
1 1

1
1 1 3 j 1 3 jn j ; n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
r r r

1 2 3
j jn j ; n , n

2 23 3 31
1 j 3 1 j 3

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟2 2⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )L 3.40
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Unitäre Transformationsmatrix:

⎛ ⎞

( )

1 1 1

1 3 j 3 j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ( )L 3.411 3 j 3 jB j ,

2 23
1 j 3 1 j 3

− − −⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ −⎜ ⎟1 j 3 1 j 31
2 2

+⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
1 j 1

1 3 j 1 j 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

+⎜ ⎟1 '* 1 3 j 1 j 3B B 1
2 23

3 j 1 j 3

− − + −⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟

( )L 3.42

3 j 1 j 31
2 2
+ +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Diagonaler Tensor:

⎛ ⎞
( )L 3.43

1
'* o

d 2

0 0
B B 0 0

4

λ⎛ ⎞
ε ⎜ ⎟ε = ε = λ⎜ ⎟

⎜ ⎟
3

4
0 0⎜ ⎟λ⎝ ⎠

2⎛ ⎞2
x

2
d o y

n 0 0
0 n 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟

ε = ε ⎜ ⎟
⎜ ⎟2

z0 0 n⎜ ⎟
⎝ ⎠

it d H tb h hlmit den Hauptbrechzahlen

x y zn 1,3229 , n 1,4377 , n 1,7126= = =x y z
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L 3.5

Mit L 3 41 d L 3 42 i Gl i h A 3 4 f l t

( )L 3 44

Mit L 3.41 und L 3.42 sowie Gleichung A 3.4 folgt aus

d '*J B J B= ( )L 3.44erw erwJ B J B

die erweiterte Jones-Matrix

11 12 13J J J⎛ ⎞
⎜ ⎟

erw 21 22 23

31 32 33

J J J J ,
J J J

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )L 3.45

wobeiwobei
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( )d d d
11 22 33 11 22 33

1J J J J J J
3

= = = + +
3

d d d1 3 j 3 jJ j J J J
⎛ ⎞− +
⎜ ⎟d d d

12 11 22 33
j jJ j J J J

3 2 2
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )L 3.46d d d
13 11 22 33

1 1 j 3 1 j 3J J J J
3 2 2
⎛ ⎞− +

= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠3 2 2⎝ ⎠

⎛ ⎞d d d
21 11 22 33

1 3 j 3 jJ j J J J
3 2 2
⎛ ⎞+ −

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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d d d1 3 j 3 j⎛ ⎞− +d d d
23 11 22 33

1 3 j 3 jJ j J J J
3 2 2
⎛ ⎞+

= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

d d d
31 11 22 33

1 1 j 3 1 j 3J J J J
3 2 2
⎛ ⎞+ −

= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟31 11 22 333 2 2⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

d d d
32 11 22 33

1 3 j 3 jJ j J J J .
3 2 2
⎛ ⎞+ −

= − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

gilt

⎝ ⎠

gilt.
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Diskussion:

d
erw1. Ist J  unitär, so ist wegen B unitär für einen hermiteschen

Dielektrizitätstensor auch J unitär Den Beweis dieserε erw      Dielektrizitätstensor  auch J  unitär. Den Beweis dieser 
       Aussage enthält Aufgabe A 3.6.

ε

d d d
11 22 33

erw

2. Sind die Hauptdiagonalelemente J , J , J gleich, dann 
      besitzt J  Diagonalform, wovon man sich durch Berech-
      nung von L 3.46 überzeugen mag.
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L 3.6

E ll ltEs soll gelten: 
d'* d 1
erw erwJ J −= ( )L 3.47

'* 1 '* 1B B , B B .− −= = ( )L 3.48

Dann folgt mit dem Ansatz

d '*J B J B= ( )L 3.49erw erwJ B J B=
über

( )L 3.49

1 '* 1 d 1 1
erw erwJ B J B− − − −= ( )L 3.50

auch
( )'*1 d'* '* d '* '*

erw erw erw erwJ B J B B J B J .− = = = ( )L 3.51( )
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L 3.7

Da der Realteil von  identisch ist mit Gleichung A 3.2, 
gilt für die Eigenwerte nach L 3.29:

ε

( )L 3.52' ' '
x o y z o2,75 , 2 .ε = ε ε = ε = ε

Die Transformationsmatrix A lautet dann gemäß L 3.35:

2 1 3
1A 2 2 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ( )L 3 53A 2 2 0 .

6
2 1 3

= ⎜ − ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )L 3.53
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'Für die zu A transponierte Matrix A  gilt:

( )L 3.54
2 2 2

1A' 1 2 1 .
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟ ( )
6

3 0 3
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Der Imaginärteil von  istε

"

1 1 1
0 025 1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε = ε ⎜ ⎟

( )L 3.55
o0,025 1 1 1 .

1 1 1
ε = ε ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
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Mit L 3.53, L 3.54 und L 3.55 folgt:

( )"'
x 1 1 o

1 1 1 1
0,025n n 1 1 1 1 1 1 1

3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ε = ε = ε ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

r r

( )L 3.56

3
1 1 1 1
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x o0,075Δ ε = ε ( )L 3.56x o,

( )"'

1 1 1 1
0 025

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟( )"'

y 2 2 o
0,025n n 1 2 1 1 1 1 2

6
1 1 1 1

⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ε = ε = ε − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r

y 0Δ ε = ( )L 3.57
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( )"'

1 1 1 1
0 025

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟r r ( )'

z 3 3 o
0,025n n 1 0 1 1 1 1 0

2
1 1 1 1

⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ε = ε = ε − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r

0 ( )L 3.58z 0Δ ε =

Damit lautet die näherungsweise Diagonalform

2,75 j 0,075 0 0−⎛ ⎞
⎜ ⎟

d o 0 2 0 .
0 0 2

⎜ ⎟ε = ε ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )L 3.59
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