Martin Werner

Ubungsteil zum Buch

Signale und Systeme

Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-
Ubungen und Losungen

3. Auflage

© Martin Werner, Fulda 2008






Vorwort

Die zahlreichen, sehr positiven Reaktionen der Leser auf das Online verfugbare Ubungs-
angebot gaben Anlass, das Ubungsangebot weiter auszubauen und noch enger mit dem Buch
Signale und Systeme® zu verbinden.

Mit der 3. Auflage wird das Ziel eines kompakten, tbersichtlichen Lehrbuches mit einem um-
fangreichen Ubungsangebot und der Mdglichkeit des selbstbestimmten explorativen Lernens
konsequent umgesetzt. Mit der 3. Auflage des Buches konnte erreicht werden:

— eine engere Verzahnung der Lehrinhalte des Buches mit den Ubungen
— mehr Ubungsaufgaben unterschiedlichen Niveaus

— eine kurze Einfilhrung in MATLAB®?

— mehr MATLAB®-Ubungen und Simulationsbeispiele

Der Ubungsteil ist wie das Buch Signale und Systeme gegliedert, so dass die Ubungen zu
Kapitel 2.1 im Buch auch in Kapitel 2.1 des Ubungsteils zu finden sind.

Zunachst werden jeweils die Aufgaben () vorgestellt. Daran schlieen sich die Losungen (i)
an. Obwohl einige Aufgaben mehr als gefilhrte, den Lehrstoff ergdnzende Beispiele gedacht
sind, wurde diese Aufteilung im gesamten Ubungsteil gewahlt, um in einem zweiten Durch-
gang eine Selbstkontrolle zu ermdglichen. Entscheiden Sie deshalb von Aufgabe zu Aufgabe
selbst, ob ein schneller Blick in die Lésung fiir Sie angebracht ist.

Es werden MATLAB-Ubungen (£) angeboten, deren Bearbeitung einen Rechner mit ent-
sprechender Software voraussetzt, siehe Hinweis in Abschnitt 1 ,,Erste Schritte in MATLAB*.
Die Losungen sind jedoch so gehalten, dass auch ohne eigenes Arbeiten am Rechner die wich-
tigsten Ergebnisse nachvollzogen werden kénnen.

Alle Programmbeispiele sind in Englisch kommentiert, damit Sie gleich mit den internationa-
len Fachbegriffen vertraut werden. Das wird Ihnen auch helfen, die hervorragende Online-
Dokumentation von MATLAB besser zu nutzen. Die Programmbeispiele sind online (iber den
Vieweg Verlag www.vierweg-+teubner.de verfugbar.

Fulda, Juli 2008 Martin Werner

1 [Wer08] M. Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und
Ldsungen. 3. Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008

2 MATLAB® ist ein eingetragenes Warenzeichen der Firma The MathWorks, Inc., U.S.A. MATLAB
ist als Studentenversion verfligbar und wird mit einer ausfiihrlichen Online-Hilfe sowie Online-
Einfuhrungskursen ausgeliefert. Fir mehr Informationen siehe www.mathworks.com oder
www.mathworks.de .
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1 Erste Schritte in MATLAB

1.1 Einfihrung

Es liegt in der Natur der Sache, dass ein machtiges Werkzeug wie MATLAB® weder auf weni-
gen Seiten beschrieben noch in den wichtigsten Funktionen schnell beherrscht werden kann.
Dieser Abschnitt soll Sie deshalb bei den ersten Schritten in MATLAB unterstitzen. Anhand
einfacher Beispiele wird gezeigt, wie Sie arithmetische Ausdriicke verarbeiten, einfache Gra-
fiken erzeugen, eigene Programme mit Unterprogrammen und Funktionen erstellen und bendit-
zen kénnen. Die Méglichkeiten von MATLAB werden sich Thnen mit zunehmender Ubung er-
schlieRen. Die kommentierten Programmbeispiele zu den einzelnen Versuchen und die aus-
fuhrliche Dokumentation von MATLAB werden lhnen dabei helfen.

Anmerkungen: (i) MATLAB® ist ein eingetragenes Warenzeichen der Firma The MathWorks, Inc.,
U.S.A. MATLAB ist als Studentenversion verfiigbar und wird mit einer ausfiihrlichen Online-Hilfe sowie
Online-Einfihrungskursen ausgeliefert. Fir mehr Informationen siehe www.mathworks.com oder
www.mathworks.de (ii) Uber Blicher zur Signalverarbeitung mit MATLAB informiert die Webseite von
The MathWorks mathworks.com/support/books/index.html. Eine Aufstellung mit ca. 50 deutschspra-
chigen Bichern kann ausgewahlt werden. (iii) Fur die Beispiele wurde MATLAB 7.3 (R2006b) unter
Windows XP® verwendet.

1.2 Programmstart und einfache Befehle

121 MATLAB-Entwicklungsumgebung

Nach dem Start von MATLAB erscheint wie in Bild 1-1 die voreingestellte MATLAB-Bedien-
oberflache MATLAB Desktop mit Menuleiste, Schaltknépfen und drei gedffneten Fenstern:
Current Directory ©, Command History @ und Command Window ®&. Das
Fenster Workspace @ verbirgt sich unter dem Fenster Current Directory.

Abhéngig von lhrer Installation (Versionsnummer, Studentenversion und Zusatzpakete wie
SIMULINK) kénnen lhre Bildschirmanzeigen von den Beispielen abweichen. Vom MATLAB
Desktop aus haben sie Zugriff auf die Entwicklungsumgebung von MATLAB.

Anmerkungen: (i) Die Voreinstellung des MATLAB Desktop erreichen sie Gber die Meniileiste mit
Desktop « Desktop Layout # Default. (ii) Das Arbeiten mit den Fenstern, den Meniileisten
und Schaltelementen, geschieht in der PC-liblichen Art.

1.2.2 Einfache arithmetische Operationen

Wir beginnen mit der Voreinstellung in Bild 1-1. Fir die ersten Schritte benétigen wir nur das
Command Window. Der Ubersichtlichkeit halber schlieRen Sie die anderen Fenster links
durch Klicken mit der Maus auf das Symbol x am jeweiligen oberen Fensterrahmen rechts.

Im Command Window erscheint der MATLAB Prompt >>. Dort kénnen Befehle direkt ein-
gegeben werden. Im interaktiven Modus fasst MATLAB alle Eingaben als Befehle auf und
fiihrt sie nach Mdglichkeit direkt aus.
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2 1 Erste Schritte in MATLAB

=5 MATLAB 7.3.0 (R2006b)
File Edit Debug Desktop Window Help
O & BB v o | B ﬁ &) @ Current Direcmrz:|C:1PrngrammelMATLﬂB\,RZDDﬁh\wnrk Jl E]

Shortcuts [2] How to Add  [2] What's Mew

Current Directory - C:\Programmei... 2 x | [GTRETT
ot & B - |
£ 1| _ _ : E
|n||Fi|es Size File Type  Last Madified |! This is a Classroom License for instructional use only.
Regearch and commercial use is prohibited.
® To get started, select MATLAE Help or Demos from the Help menu.
< | s[>
Current Diractory | Workspace | ©)
C d History @ 2 X
e R v SR B e R BT

4 Start

Bild 1-1 MATLAB-Bedienoberflache (MATLAB Desktop)

Tippen Sie einfach 2+3 ein und driicken Sie dann die Eingabetaste ! zur Ubernahme des Be-
fehls durch den Rechner.

>> 243 J
Sie erhalten als Ergebnis die Antwort (answer)
ans = 5

MATLAB verfligt Gber die Ublichen arithmetischen Operatoren und dartiber hinaus tUber weite-
re arithmetische und logische Operatoren, Vergleichsoperatoren und spezielle Zeichen, die den
Umgang mit Vektoren und Matrizen erleichtern.

Ein Beispiel ist der Potenzoperator © . Geben Sie ein

>> 373 J
und Sie erhalten
ans = 27

Arithmetische Ausdriicke kdnnen mit Klammern definiert werden. Auf die Eingabe
>> 4*(4-3+2/4) 4

antwortet MATLAB mit
ans = 6

Zum Bearbeiten einer Eingabe stehen Ihnen die Cursor-Tasten zur Verfigung. Mit T kénnen
Sie frihere Eingaben wieder in die Kommandozeile laden und bearbeiten.

SchlieRlen Sie eine Kommandozeile mit dem Semikolon ; ab, so wird die Anzeige des Ergeb-
nisses unterdriickt. MATLAB antwortet nur mit dem Prompt.

Als Beispiel betrachten wir die letzte Eingabe. Mit der Pfeiltaste T holen Sie sie wieder hervor.
Nun schlielen Sie das Kommando mit einem Semikolon ab.

>> 4*(4-3+2/4);
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1.2 Programmstart und einfache Befehle 3

1.2.3 Konstanten und Variablen

Namen von Konstanten und Variablen beginnen in MATLAB stets mit einem Buchstaben. Sie
kdnnen bis zu 63 Zeichen (Buchstaben, Ziffern, Unterstrich) enthalten. MATLAB unterschei-
det zwischen GroR3- und Kleinschreibung.

Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht die Anwendung von Variablen
>> A = 2; J
>> a = 4; J
>> B = A/a;
Der Wert einer Variablen wird durch Eingabe des Namens am Bildschirm angezeigt.
>> B
B =0.5

MATLAB verfligt Uber einige vordefinierte Konstanten. VVon besonderer Bedeutung ist die
(Kreis-)Zahl 7z und die imaginare Einheit i bzw. j. So lassen sich komplexe Zahlen einfach ein-
geben.

>> z = 142 J
z = 1.0000 + 2.0000i
und
>> z = 2+3i1
z = 2.0000 + 3.0000i
Die Zahl =, genauer die in MATLAB verwendete Naherung, erhalt man mit
>> pi J
ans = 3.1416

Die Anzeige am Bildschirm hangt von der Einstellung des Ausgabeformates ab. Der tatsach-
lich intern verwendete Wert ist davon unabhéngig.

Das jeweils letzte Ergebnis wird in der Variablen ans gespeichert. Beachten Sie auch, dass die
vordefinierten Konstanten durch Befehlseingabe tberschrieben werden kénnen.

Anmerkung: MATLAB benutzt das Zahlenformat des IEEE-Standards fiir Gleitkomma-Arithmetik (IEEE
standard for floating point arithmetic, ANSI/IEEE 754-1985) mit der Genauigkeit von ca. 16 Dezimal-
stellen und einem Wertebereich von etwa 1073% bis 10*%%,

124 MATLAB help-Kommando

Tippen Sie einfach help pi ein und driicken Sie dann die Eingabetaste .1 zur Ubernahme des
Befehls durch den Rechner.

>> help pi J
Sie erhalten die kurze Erklarung
Pl 3.1415926535897. . . .
Pl = 4*atan(1) = imag(log(-1)) = 3.1415926535897. ...
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4 1 Erste Schritte in MATLAB

In der zweiten Zeile ist der Zusammenhang zwischen der Zahl 7 und der Arkustangens-
Funktion atan und dem Imaginérteil imag der natirrlichen Logarithmus-Funktion 1og ange-
geben. Funktionen in MATLAB werden spéter bei Bedarf noch genauer vorgestellt.

Wenn Sie mehr tber die Formateinstellung wissen wollen, so kénnen Sie sich die Optionen des
Befehls format durch Eingabe von help format. anzeigen lassen. Dort erhalten Sie in
der Regel auch eine Verknipfung mit dem Hellp Browser, wo Sie weitere Informationen
und Beispiele finden.

1.25 Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen sind als geordnete Abfolgen von Zahlen in natirlicher Weise als zeit-
diskrete Signale aufzufassen und spielen in der digitalen Signalverarbeitung eine herausragen-
de Rolle. MATLAB erleichtert den Umgang mit VVektoren und Matrizen durch spezielle Befeh-
le zu ihrer Erzeugung und Verknipfung.

Vektoren lassen sich mit eckigen Klammern ,,[ 1“ und dem Semikolon ,,;“ durch Angabe der
Zahlenwerte einfach erzeugen. Geben Sie dazu folgendes Beispiel ein

> x = [12 3] 4
Sie erhalten von MATLAB den Zeilenvektor
X =1 2 3
Mit Semikolon zwischen den Zahlen ergibt sich der Spaltenvektor
>y = [1; 2; 3] 4
y=1
2
3

Mit den letzten beiden Befehlen haben Sie in MATLAB Datenfelder erzeugt, sogenannte
Arrays, deren Elemente im MATLAB Arbeitsspeicher, dem Workspace, abgelegt sind.
Uber den Inhalt und die Organisation des Workspace informieren Sie sich im Command
Window durch Eingabe des Befehls whos.

>> whos

Name Size Bytes Class Attributes
A 1x1 8 double

B 1x1 8 double

a 1x1 8 double

X 1x3 24 double

y 3x1 24 double

z 1x1 16 double complex

Der Befehl whos listet alle im Speicher abgelegten Variablen mit ihren Dimensionen (size)
in der Form ,,Zahl der Zeilen x Zahl der Spalten* auf.

Anmerkungen: (i) Die Form der Anzeige kann im Fenster Workspace im Men( View eingestellt wer-
den. (ii) Falls die Variable ans verwendet wurde, taucht sie ebenfalls hier auf.
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1.2 Programmstart und einfache Befehle 5

Alternativ kénnen Sie in der Meniileiste unter Desktop die Option Workspace auswahlen.
Dann erhalten Sie das Fenster Workspace mit der Ubersicht und zusatzliche Bearbeitungs-
maglichkeiten, siehe Bild 1-2. Die Anzeige kénnen Sie beispielsweise mit dem Meni-Punkt
View und dann Choose Columns anpassen.

-!._.'.': Workspace

Eile Edit ‘iew Graphics Debug Deskiop Window  Help w
': Eﬁ % ﬁ + | Stack;
Mame Size Value Tin Max
H - 131 2 2 2
e 1x1 05 05 05
A - 1x1 4 4 4
M = 1%3 [123] 1 3
==l 3x1 [1:2:3] 1 3
A = 1x1 1 +2i 1420 1+32i

Bild 1-2 Fenster Workspace

Mit dem Befehl clear wird der gesamte Workspace geldscht.
>> clear J
Wiederholen Sie die Eingaben zweier Vektoren x und y mit
> x =[12 3]; 4
>>vy = [4; 5; 6]; 4
Die Dimension der Vektoren kann auch mit dem Befehl size bestimmt werden.
>> size(xX) 4
ans = 1 3

Die Angabe ist wieder im Format ,,Zahl der Zeilen x Zahl der Spalten®. Fir eindimensionale
Arrays, ob Zeile oder Spalte, kann auch der Befehl Iength verwendet werden.

Da MATLAB eine aufwendige Speicherverwaltung durchfiihrt, kénnen bei kompatiblen
Dimensionen viele Befehle direkt auf VVektoren oder Matrizen angewandt werden. Wir betrach-
ten einige Beispiele.

Zunéchst beginnen wir mit einem einzelnen Element eines Vektors. Durch
>> x(2) J
ans = 2
erhalten Sie den aktuellen Wert des zweiten Elements des Vektors x.
Mit
>> x(2) =7 J
ans = 1 7 3

wird dem zweiten Element der Wert 7 zugewiesen. Beachten Sie, dass MATLAB die Elemente
eines Vektors mit dem Index 1 beginnend adressiert!
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6 1 Erste Schritte in MATLAB

>> x(0) 4

??? Subscript indices must either be real positive
integers or logicals.

Mit MATLAB konnen auch Vektoren miteinander verknipft werden. Die Addition der beiden
Vektoren

>> Xty
liefert eine Fehlermeldung, da die Dimensionen bzgl. der Addition inkompatibel sind. Der
Zeilenvektor x kann nicht mit dem Spaltenvektor y addiert werden.

??? Error using ==> plus

Matrix dimensions must agree.

Ein haufiger Programmierfehler ist die Verknlpfung von Datenfeldern mit inkompatiblen Di-
mensionen - MATLAB wird Sie durch Fehlermeldungen darauf hinweisen.

Durch den Operator ~ kann eine Transposition (Zeilen- und Spaltenvertauschung) eines Vek-
tors oder einer Matrix vorgenommen werden. Mit

>>z =y J
z =4 5 6
erhalt man einen Zeilenvektor der nun elementweise zu x addiert werden kann.
>> X + z
ans = 5 12 9
Die Addition von zwei Spaltenvektoren ist ebenso moglich.
Anmerkung: Mit ~ werden Vektoren und Matrizen mit komplexen Zahlen zusétzlich konjugiert.

Auch eine elementweise Multiplikation kann durchgefihrt werden. Dazu wird der Multiplika-
tionsoperator mit einem vorangestellten Punkt erweitert . > .

>> X.*z J
ans = 4 35 18

Werden hingegen die beiden Vektoren nur mit dem Multiplikationszeichen * verknipft, so
wird — bei kompatiblen Dimensionen — das Skalarprodukt (1-4 + 7-5 + 3-6 = 57) ausgefiihrt.

>> xX*y
ans = 57

Die explizite Definition von Vektoren und Matrizen durch Eingabe der Elemente kann be-
schwerlich sein. Um dem abzuhelfen, bietet MATLAB spezielle Befehle an. Mit den folgenden
Befehlen werden haufig benétigte Matrizen erzeugt.

>> x = ones(2,3) J
1 1

1
1 1 1

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



1.2 Programmstart und einfache Befehle 7

>> x = zeros(3,2) J

x = 0 0
0] 0]
0] 0]
>> X = repmat(7,2,3) J

X = 7 7 7
7 7 7

Eine weitere wichtige Moglichkeit Datenfelder zu erzeugen, ist die Anwendung des Doppel-
punkt-Operators : . Er erzeugt Datenfelder mit Elementen gleichen Abstandes. Durch

>> t = 0:10 J
wird ein eindimensionales Datenfeld (Zeilenvektor) mit der Bezeichnung t erstellt und ange-
zeigt, das die Werte von 0 bis 10 in Einser-Schritten enthélt.
t =
Columns 1 through 7
0 1 2 3 4 5 6
Columns 8 through 11
7 8 9 10

Die vorgestellten Beispiele geben erste Einblicke in die Moglichkeiten mit MATLAB Vekto-
ren und Matrizen zu erzeugen und zu bearbeiten. Im Laufe der Versuche werden sich weitere
dazugesellen.

1.2.6 Vordefinierte MATLAB-Funktionen und einfache Grafiken

Eine Starke von MATLAB ist die umfangreiche Sammlung von vordefinierten Funktionen.
Dies trifft sowohl auf die MATLAB-Grundausstattung als auch auf die Erweiterungspakete,
Toolboxes genannt, zu. Die in den Versuchen bendétigten Funktionen werden bei Bedarf einge-
fiihrt.

Exemplarisch soll die Sinusfunktion grafisch dargestellt werden. Dazu wéhlen Sie zunéchst
eine Anzahl von dquidistanten Stiitzstellen.

>> t = 0:.1:10; o
Mit
>> y = sin(t); J

erstellen Sie ein Datenfeld, das die Ergebnisse der Sinusfunktion angewandt auf jedes Element
von t enthalt.

Eine grafische Darstellung der Sinusfunktion in einem eigenen Fenster erzeugen Sie durch den
Befehl

>> plot(t,y)
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8 1 Erste Schritte in MATLAB

} Figure 1 g@gl

File Edit Wiew Insert Tools Deskbop ‘indow Help

DedES h RO € 08 80

Sinus function

t—

Bild 1-3 Grafische Darstellung der Sinusfunktion mit MATLAB

Die Darstellung kann mit weiteren Befehlen ergénzt werden, siehe Bild 1-3.
>> grid J
>> xlabel (“t \rightarrow’) .
>> ylabel (“y(t) \rightarrow’) .
>> title(“Sinus function’) .

Mit dem Befehl hellp plot erhalten Sie eine Zusammenfassung von Optionen und eine
Liste von Befehlen, mit denen Sie spater grafische Ausgaben Ihren Bediirfnissen anpassen kon-
nen. Darlber hinaus bietet Thnen MATLAB im Grafikfenster nachtréglich Optionen zur Bear-
beitung von Grafiken an.

Die Darstellung am Bildschirm geschieht in der Regel nach linearer Interpolation der Funk-
tionswerte zwischen den Stitzstellen. Flr die digitale Signalverarbeitung — wenn nur wenige
Funktionswerte dargestellt werden sollen — ist die Interpolation irrefiihrend. Deshalb enthalt
MATLAB den Grafikbefehl stem. Machen Sie sich den Unterschied bewusst, indem Sie die
grafische Darstellung fiir die Sinusfunktion bei einer geringen Stutzstellenzahl pro Periode mit
dem Plotbefehlen plot und stem wiederholen.

>> t = 0:10; J

sin(t); 4

>> plot(t,y), grid o

>> xlabel (“t \rightarrow*), ylabel(“y(t) \rightarrow*) .
>> title(“Sinus function with few samples®) .

>> y

Das resultierende Bild 1-4 lasst deutlich die interpolierten Geradenstiicke zwischen den Stiitz-
werten erkennen.

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



1.2 Programmstart und einfache Befehle 9
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Bild 1-4 Sinusfunktion mit dem Grafikbefehl plot mit wenigen Stltzstellen

Fuhren Sie nun die grafische Darstellung mit dem Befehl stem durch.
>> stem(t,y, full”), grid J
>> xlabel (“t \rightarrow*), ylabel(“y(t) \rightarrow*) .

>> title(“Sampled sinus function in discrete-time
representation®) .

Das jetzt dargestellte Bild 1-5 hebt den diskreten Charakter der Stltzstellen hervor. Die
Formatangabe ful I ist optional und kann zur Hervorhebung eingesetzt werden.

} Figure 1
File Edit Wiew Insert Tools Deskbop ‘window Help ~
DEedE h RAO® € 08 8O0
Sinus function in discrete-time representation
1 T T T T T T T
) S S U N SN I P .
0 ' : : : T
E U‘ i T y I l
= i i i i i i
05F------- Toson-e- SRR R R IRRRRRb pooo-- EESEa o »
- T T R T R R
0 1 2 3 4 5 & [ B 4] 10
n—

Bild 1-5 Sinusfunktion in diskreter Darstellung mit dem Grafikbefehl stem
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10 1 Erste Schritte in MATLAB

1.2.7 MATLAB-Programm im Editor/ Debugger-Window

Nachdem Sie das Command Window kennen gelernt haben, sollen Sie sich nun mit einfachen
MATLAB-Programmen vertraut machen. Da MATLAB als Interpreter-Sprache die Befehls-
zeile sequentiell bearbeitet, liegt es nahe, mehrere Eingaben in einer Text-Datei, dem MAT-
LAB Script File, zusammenzufassen. Damit MATLAB derartige Dateien als solche er-
kennen kann, sind sie mit der Endung -m zu versehen, wie beispielsweise sin.m, oder pi .m.
Sie werden deshalb kurz als M-Fi 1 e bezeichnet.

Um ein M-File zu erstellen, wahlen Sie in der Menlleiste des MATLAB Desktop den
Menlpunkt File = New < M-File an. Danach erscheint das Editor/ Debugger-
Window am Bildschirm. Sie kdnnen nun die in Bild 1-6 angegebenen Programmzeilen ein-
geben:

H D:\werner\VIEWEG\DSY Praktikum - Grundkurs\mtlb\myprogram.m* g@g|
File Edit Text Go Cel Tools Debug Desktop wWindow Help L
Dl ‘i RRo~ G e 88 EREFEA

Z*Bgig| - [0 |+ | +[t1 [x |oEe®|@

1 % plot sinus and cosinus function | |
2 L mMyprograin.

3 - t = 0:pifl00:25;

4 — w1l = gin(t):

5 - w2 = cos(t):

6 — plotit,vl,t,v¥2), grid

7 — Hlabel{'t “rightarrow'), wlabel('wyi(t) ‘rightarrow']

& — title('myprogram')

scripk Ln & Col 19

Bild 1-6 Programmerstellung im Editor/Debugger-Window

Zum Speichern des Programms gehen Sie nun zur Menuleiste, klicken dort File < Save
an und geben im Fi le-Save-Fenster den Namen des Programms myprogram ein, der dann
automatisch mit der Endung - m versehen wird.

Gunstigerweise legen Sie zum Speichern von MATLAB-Programmen, Daten usw. ein eigenes
Verzeichnis an. Stellen Sie das Arbeitsverzeichnis Current Directory von MATLAB im
Command Window auf Ihr Verzeichnis um. Uber den Menii-Punkt Desktop < Current
Directory kann das Arbeitsverzeichnisfenster eingeblendet werden.

Beachten Sie auch, mit dem Prozentzeichen % definieren Sie den Rest der Zeile als Kommen-
tar. Nutzen Sie die Mdglichkeit der Kommentierung ausgiebig, um Ihre Programme verstand-
lich zu machen. Mit dem help-Kommando und dem Namen eines M-Files, z. B. help
myprogram, werden alle dort direkt am Dateianfang stehenden Kommentarzeilen angezeigt.
Damit lassen sich auf einfache Weise Hilfstexte zu Ihren Programmen erstellen.

Das Programm kann nun Uber verschiedene Wege gestartet werden. Im Command Window
missen Sie dazu hinter dem MATLAB-Prompt den Namen des Programms eingeben — aber
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1.2 Programmstart und einfache Befehle 11

ohne die Endung .m. Nun wird das Programm abgearbeitet und die Sinusfunktion grafisch
dargestellt.

Im Editor/Debugger-Window wird das Programm Uber das Menii Debug = Run (bzw.
Save and Run), oder kurz mit der Steuertaste F5, zur Ausfihrung gebracht.

Anmerkung: In MATLAB sind nitzliche Debug-Werkzeuge eingebaut, mit denen Sie sich spéater vertraut
machen kdnnen.

Eine weitere Mdglichkeit, ein M—File zu starten, ist die Auswahl des Programms mit der
rechten Maustaste im Fenster Current Directory und Wahl der Option Run.

Bei der Interpretation der Befehle priift MATLAB zundchst, ob die eingegebene Zeichenkette
eine Grole im Workspace benennt. Ist das nicht der Fall, wird in den im MATLAB Path
angegebenen Verzeichnissen nach einem M-File entsprechenden Namens gesucht. MAT-
LAB beginnt dabei immer im aktuellen Arbeitsverzeichnis. Das erste vom Namen her passende
M-Fi le wird ausgefihrt.

128 Verkettete Programme und Unterprogramme

Das kleine Programmbeispiel in Bild 1-6 ist vom Prinzip her eine Verkettung von MATLAB-
Programmen. Taucht in einem M-F1i le der Name eines weiteren M-Fi le auf, so wird es ge-
offnet und sein Inhalt wie Tastatureingaben im Command Window interpretiert. Alle neu de-
finierte Datenfelder werden im Workspace abgelegt und stehen auch nach der Bearbeitung
des M-Fi le als globale Variablen zur Verfugung.

Dies ist flr kleine Programmbeispiele sehr passend. Bei umfangreichen Projekten wirden sich
jedoch sehr schnell folgende Probleme einstellen:

o Uberlastung des Arbeitsspeichers

e unstrukturierte Programme

e unzumutbare Programmlaufzeiten

o haufige Programmierfehler und unbeabsichtigtes Uberschreiben von Daten

MATLAB unterstiitzt deshalb MATLAB-eigene und anwenderdefinierte Funktionen. Bei den
MATLAB-eigenen Funktionen handelt es sich um M-Files oder in sich geschlossene
speicher- und laufzeitoptimierte Programm-Module.

Anwenderdefinierte Funktionen werden zwar prinzipiell wie Tastatureingaben im Command
Window interpretiert, besitzen aber eine definierte Schnittstelle zum aufrufenden Programm
und verwalten ihre Daten lokal. Das folgende Beispiel soll Ihnen das Arbeiten mit selbstdefi-
nierten Funktionen erldutern.

Wir wéhlen ein etwas anspruchsvolleres Beispiel aus der Signalverarbeitung, die Approxima-
tion eines periodischen Rechteckimpulszuges durch den Gleichanteil und die Harmonischen
der Fourier-Reihe.

Bild 1-7 zeigt einen Ausschnitt aus einem periodischen Rechteckimpulszug in normierter Dar-
stellung. Die Periode betragt 1. Die Amplitude alterniert im Abstand der halben Periode zwi-
schen +1 und 0.
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12 1 Erste Schritte in MATLAB

X(t) 171;
v s s R
0 1/2 1 2 3

Bild 1-7 Periodischer Rechteckimpulszug in normierter Darstellung

Wir erstellen zunéchst eine MATLAB-Funktion fiir die Funktionswerte des periodischen
Rechteckimpulses.

Bevor Sie beginnen, léschen Sie zuerst den Workspace mit dem Kommando clear im
Command Window. Dann &¢ffnen Sie ein neues Editor/Debugger-Window und geben
die folgenden Zeilen ein.

Programmbeispiel 1-1 Rechteckimpulszug

function y = rectangular(t,p,w)

% y = rectangular(t,p,w)

% t : time samples (t>=0)

% p : period

% w : impulse width

% rectangular.m * mw * 03/30/2007

y = zeros(size(t)); % default amplitude = 0
for n=1:length(t)
x = mod(t(n),p); % mapping of t into fundamental period
if x>=0 && x<=w
y(n) = 1; % set amplitude = 1
end
end

Anmerkung: Das Programm enthélt bereits einige MATLAB-eigene Funktionen, Operatoren und Steuer-
elemente. Mit dem help-Kommando zu mod, >= , && und For haben Sie Zugriff auf die jeweilige
MATLAB-Dokumentation.

Die Approximation des periodischen Rechteckimpulszuges geschieht mit der aus der Mathe-
matik bekannten Fourier-Reihe

x(t)=%+£i

T ao2n+1

-sin((2n+1)-27-t)

Dazu erstellen Sie folgendes Programm:

Programmbeispiel 1-2 Fourier-Reihe

function y = fourier(t,N)

y = fourier(t,N)

t : time samples

% N : number of harmonics used (N>=1)
(o]

X

% fourier.m * mw * 03/30/2007
y = 0.5%ones(size(t)); % constant 1/2
for n=0:N-1

y =y + (2/p1)/(2*n+l)) * sin((2*n+1)*2*pi*t);

end
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1.2 Programmstart und einfache Befehle 13

Speichern Sie die Funktion als M-Fi Ie mit dem Namen fourier.mab.

Abschlieend wird das Hauptprogramm mir der Festlegung der Parameter, dem Aufruf der
Funktionen und der grafischen Ausgabe erstellt. Speichern Sie das folgende Hauptprogramm
als M—=Fi le mit dem Namen fouriersyn.m ab.

Programmbeispiel 1-3 Hauptprogramm

% Fourier synthesis
% fouriersyn.m * mw * 03/30/2007

t = 0:.01:3; % time samples
y = rectangular(t,1,.5); % rectangular impulse train
yF = fourier(t,10); % fourier synthesis with 10 harmonics
plot(t,y,t,yF), grid % graphics

axis([0 3 -0.2 1.2])
xlabel ("t \rightarrow™), ylabel("y(t), y_{F}(t) \rightarrow®)
title("Fourier synthesis of rectangular impulse train®)

Nach dem Aufruf des Programms Fouriersyn sollten Sie die Grafik in Bild 1-8 erhalten.
Sie zeigt das aus der Mathematik bekannte Ergebnis mit den Uberschwingern der abgebroche-
nen Fourier-Reihe, dem gibbschen Phdnomen.

3 Epued BE
File Edit Wew Insert Tools Desktop ‘Window Help o
DEEE b RaAM® € 0E =50
Fourier synthesis of rectangular impulse train
5 ! ! : ! :
1 [ W e | nﬂ' _______________ : [ A | j": _______________ H T W | ﬁ" _______________
LT SRR e ) W e W e e A
| prEtrECEEERAT EEETEtLirtieenl ERTER et e R Ry e ey
; | pEeEEEEeE ChEbassedha i Esmie maith: R R B e R e
=
N - - - oo 2o b mr e B R AR A LR A e A A AR AR R A R AR R e SR A AR AR R R AR A e ]
=
- I FRRR S ——  ERRRIEIRIIITS (R (R
O -----mmmme e Aporomaremrd i oo ;M
B i i i i i
0 0.5 1 15 2 =h =
=

Bild 1-8  Periodischer Rechteckimpulszug in normierter Darstellung y(t) und seine Approximation yg(t)
durch den Gleichanteil und die ersten zehn Harmonischen

In der MATLAB-Dokumentation wird zwischen einem Script und einer Function unter-
schieden. Ersteres erzeugt als Folge von MATLAB-Befehlen globale Variablen, wéhrend eine
Funktion mit lokalen Variablen arbeitet und Daten Uber ihre Schnittstelle, dem Funktions-
aufruf, austauscht. Mit dem Befehl whos oder im Fenster Workspace konnen Sie das an
den Programmbeispielen Uberpriifen. Die in den Funktionen verwendeten Variablen x und n
sind als lokale Variable nicht im Arbeitsspeicher enthalten.
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14 1 Erste Schritte in MATLAB

1.29 MATLAB Help und MATLAB Demo

Eine wichtige Mdglichkeit sich zunachst mit MATLAB etwas vertrauter zu machen, bietet das
MATLAB-Fenster Help, siehe Bild 1-9. Dort finden Sie unter dem Link Getting
Started with MATLAB eine Einfiihrung in MATLAB.

Das Fenster ist u. a. Uber das Menii Help, das Fragezeichen ? oder durch Anklicken von
MATLAB help im Command Window erreichbar.

MATLAB bietet mit dem Kommando demo bzw. den Reiter Demos im Help Navigator
eine Auswahl von animierten Einfiihrungen und Beispielen an, siehe Bild 1-10. Als Vorbe-
reitung auf die kommenden Versuche sollten Sie sich mit den einfiihrenden Video-Beispielen
zur Entwicklungsumgebung Desktop Tools and Development Environment ver-
traut machen. Fir die effektive Entwicklung von MATLAB-Programmen ist die Anwendung
des Cell Mode besonders hervorzuheben, siehe Video Rapid Code Iteration
Using Cells.

& Help
File Edit Wiew Go Favorkes Desktop Mindow Help
Help Navigator X [qmed | 3| 04

Search for: | | e | mier | rzoneb: Bean Here v
Example: "plot tooks" OR plot* tools

([
@
. [E

Contents | Index | Search Results | Demos

cachresits|penes | Begin Here - |

[5¥Ccgin Hers 1
&P Release Notes R2006b
-6 Installation
-6 MATLAB
-6 Communications Toolbox
€2 Control System Toolbox  Reldsse. NOWE
2 gFlX?d-PDIN Toalbox Highlights new features, installation notes, bug fixes, and compatibility issues
[ Image Acquisition Toalbox
& Image Processing Toolbox || ¢ yoy Are Using MATLAB for the First Time...
[#-&2 Signal Processing Toolbox
1€ Symbalic Math Toolhox

If You Are Upgrading from a Previous Release...

At the heart of MATLAB is a new language that you must leamn before you can fully exploit its power. This isn't as hard as it might sound: you can leam

2 gWave\et Toolbox the basics of MATLAB very quickly. You will be rewarded with high-productivity, high-creativity computing power that will change the way you work
3 Simulink
- Stateflow If you are a first-time user, the best way to get started is to read the Getting Started with MATLAR tutarial with MATLAB open sa you can
@ Suppon and Web Serices follow along. The tutorial book comes with MATLAB and is available in PDF and for purchase on the MathWorks Web site.

If you don't want to take the time to read it thoroughly, here are links to the most important sections

= What Is MATLAB?
An overview of the main features of MATLAB

= Matrices and Arrays
How to enter matrices, use the colon (:) operator, and invoke functions

= Graphics
How to plot data. annotate graphs, and work with images

= Programming
How to use flow control statements and create scripts and functions

You should also watch the 7-minute Desktop and Command Window video tutorial to learn how to operate the MATLAB desktop interface. This is not a
substitute for reading the above sections about the MATLAB language. but will orient you to the development environment. There are many other demos
and video tutarials you might find helpful as well

Getting Help

= Overview
Runs a short demonstration highlighting the main features of the Help browser

= Getting Help
Provides instructions for using the Help browser and other help methods

= Technical Suppert
Links to solutions and other troubleshooting resources on www mathworks com

= Typographical Conventions
Defines usage of special fonts in the documentation

Give Us Your Feedback

© 1984-2006 The MathWorks, Inc. « Terms of Use « Patents « Ti

Bild 1-9 MATLAB Help Window
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FEX
File Edt View Go Favorites Deskkop ‘Window Help £
Help Navigator Xlashp O S M
Search for: ‘ Vl Titla:| MATLAE Demos V|

Example: "plot tools" OR plot* tools A
Cankents | Index | Search Results | Demos ‘

5---0 Getting Started with Demaos
&k MATLAB Desktop Tools and Development Environment

Rapid Code Iteration Using Cells (7 min. 17 sec) F% Video

Publishing M Code from the Editor (4 min. 36 sec) F3§ Video

-] Mathematics
-] Graphics
-3 3-D ¥isualization % Desktop and Command Window (6 min. 46 sec) F5§ Video
(23 Programming
ecktop Tools and Development Environment
esktop and Command Window (B min, 46 sec)
~Cormmand History (3 min, 9 sec) ﬁ Command History (3 min_ 9 sec) B Video
“Workspace Browser (3 min, 58 sec)
-Array Editor (4 min, 11 sec)
~Current Directory Browser (5 min, 46 sec)
-Directory Reports (2 min, 44 sec) ﬁ Workspace Browser (5 min. 58 sec B Video
-Rapid Code lteration Using Cells (7 min, 17 sec)
+Publishing M Code from the Editor (4 min, 36 sec)
i----Help and Documentation (5 min, 25 sec)
+-(C] Creating Graphical User Interfaces % Array Editor (4 min. 11 sec ﬁ Video
[0 External Interfaces
(20 Gallery
-] Other Demog
([0 Mew Features in Yersion 7 % Current Directory Browser (5 min. 46 sec) F§ Video
#-fh Toolboxes
- Simulink
ﬁ Directory Reports (2 min_ 44 sec) B Video
o
=
r

Help and Documentation (5 min. 25 sec) 5§ Video

Bild 1-10 MATLAB Demo Window mit animierten Einfihrungen zu Desktop Tools and
Development Environment

Falls das fur Sie der erste Kontakt mit MATLAB sein sollte, bedenken Sie, dass ein Pro-
grammsystem und Entwicklungsumgebung wie MATLAB nicht in einem Trockenkurs anhand
einer Bedienungsanleitung erlernt werden kann. Hier ist ,,Lernen durch gezieltes Probieren*
der sinnvollste Weg.
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16 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

2.1 Klassifizierung von Signalen
2.1.1 Aufgaben
Aufgabe A2.1-1 Abtastfolge &= X

Gegeben ist das in Bild 2-1 gezeigte, abschnitts-
weise lineare Signal x(t). Skizzieren Sie die Ab-

tastfolge x[n] fir T,y =1 und Ty, = 2. 3
Beschreiben Sie mit Worten was die Verdopplung +—= # —
des Abtastintervalls bewirkt. -4 ) 4 t
Bild 2-1 Signalverlauf
Aufgabe A2.1-2 Strecken, Stauchen und Spiegeln von Signalen & *

Gehen Sie von der Funktion x(t) in Bild 2-1 aus. Skizzieren Sie jeweils die Funktion flr x(t;)
firi=1,2und 3 mitt; =0,5t, t, = 2t, t; = —t.

Aufgabe A2.1-3 Verschiebung und Spiegelung o *

Skizzieren Sie fur x,[n] = {1, 2, 3, 2, 2} die Folgen
a) x[n]

b) Xe[n] =X, [n+2]

¢) Xs[n] =x; [n-3]

d) Xg[n] =x; [-n]

Aufgabe A2.1-4 Gerader und ungerader Anteil eines Rechteckimpulses & *

Gegeben ist die Folge eines Rechteckimpulses x[n] ={1,1,1,1,1, 1, 1}.
a) Skizzieren Sie x[n].
b) Skizzieren Sie den ungeraden und geraden Anteil des Rechteckimpulses.

Aufgabe A2.1-5 Gerader und ungerader Anteil & *

In Bild 2-2 ist das rechtsseitige Signal x(t) zu sehen. X(t)

a) Geben Sie x(t) analytisch an. A 1

b) Zerlegen Sie das Signal in seinen geraden und ungeraden - t
Anteil x4(t) bzw. x,(t). 0o T

c) Berechnen Sie die Energien des Signals und seiner Anteile.  pijiq 2.2 Rechtsseitiges Signal
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2.1 Klassifizierung von Signalen 17

Aufgabe A2.1-6 Abtastung der Kosinusfunktion & Kk *

Gegeben ist das zeitkontinuierliche Signal x(t) = cos(apt) mit der Frequenz f, = 4/5 Hz. Das
Signal wird viermal je Sekunde abgetastet. Fiihrt die Abtastung auf eine periodische Folge?
Wenn ja, geben Sie die Periode an.

Aufgabe A2.1-7 Sinusférmige Spannung & *

Eine Spannungsquelle erzeuge einen sinusférmigen Spannungsverlauf mit der Amplitude von
2,8 V und der Frequenz von 200 Hz.

a) Stellen Sie den Spannungsverlauf analytisch als Funktion x(t) mit normierten GréRen dar.

Hinweis: Physikalische Grofien werden zu normierten GrofRen indem sie durch geeignete BezugsgroRen
geteilt, und somit dimensionslos werden. Zur Unterscheidung der GréRen sind die Indizes n bzw. b
nitzlich. Oft werden, wie hier in der Aufgabe, die Indizes nach der Normierung weggelassen.

b) Skizzieren Sie die Funktion x(t) entsprechend einem Zeitintervall von —10 bis +10 ms.

c) Der Spannungsverlauf wird alle Millisekunde ideal abgetastet. Geben Sie die resultierende
Folge x[n] analytisch an.

d) Skizzieren Sie die Folge x[n] fiir n von —10 bis 10.
2.1.2 Ldsungen

Losung A2.1-1 Abtastfolge

Tu=1 X[n] o Te=2 X ot
3| 9 X0 |

- | Do
g T o—o» i

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4n -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4n
Bild 2-3 Abtastfolge fiir x[n] = x(nT) mit T, = 1 (links) bzw. T,, = 2 (rechts)

Die Verdopplung des Abtastintervalls bewirkt, wie in Bild 2-3 anschaulich zu sehen ist, dass
bei der Abtastung das Signal x(t) doppelt so schnell ,,durchlaufen* wird. Im Vergleich der
beiden Teilbilder scheint das zugrunde liegende analoge Signal rechts um den Faktor zwei
gestaucht.

Ldsung 2.1-2 Strecken, Stauchen und Spiegeln von Signalen M

Bild 2-4 Signal x(t) gestreckt (links), gestaucht (mittig) und gespiegelt (rechts)
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18 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Ldosung A2.1-3 Verschiebung und Spiegelung
xa[n] %2[n]
1 1
n n
-4 -101 4 8 -4 -101 4 8
! |
x3[n] Xa[n]
1 1
n n
-4 -10 1 4 8 -4  -101 4 8

Bild 2-5 Verschobene und gespiegelte Versionen zu x;[n]

Losung A2.1-4 Gerader und ungerader Anteil eines Rechteckimpulses
x[n]
*—o>
n

[
-1 0 1 6
I
Bild 2-6 Rechteckimpuls x[n]

Xq[N]

e JITTTIT

10 60 10 60 £ R

xu[n]
1

6 -4 -2

s JITTT

Bild 2.7 Gerader Anteil x4[n] und ungerader Anteil x,[n] des Rechteckimpulses x[n]
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2.1 Klassifizierung von Signalen 19

Losung A2.1-5 Gerader und ungerader Anteil M
0 t<O0 2 X
a) X(t)={A 0<t<T A
0 t>T >
0 T t
Anmerkung: Zu den Funktionswerten an den Stellen t = 0 Xq(t)
und t = T stellen wir fest, dass x(t) an diesen Stellen A2 479
unstetig ist. Je nach Anwendung kénnen rechtsseitige oder
linksseitige Stetigkeit definiert werden. Eine Definition 0 T >
mit der halben Sprunghdhe ist im Zusammenhang mit der =T t
harmonischen Analyse sinnvoll. A Xu(t)
. . A2
b) siehe Bild 2-8 R
10 ¢
¢) E, = AT und E, =E, =E, /2 -T T

Bild 2-8  Zerlegung von x(t) in den
geraden und ungeraden Anteil
Xg(t) bzw. x(t)

Losung A2.1-6 Abtastung der Kosinusfunktion
Abtastfolge mit dem Abtastintervall T, = 1/4 s

x[n] = x(t) = cos pnT = COS(ZH%HZ . n%s) = 005(2?”. nj

Die Abtastfolge ist nur dann periodisch, wenn cos(,T,N)=cos(2zm) fir die natiirlichen
Zahlen N und m.

Mit ay = 27/ To muss demzufolge gelten: T,/ To=m/N
gleich gebrochen rational. Setzen wir die gegebenen cos(ept)
Zahlenwerte ein, so erhalten wir zunéchst T, = 5/4 s und £l N
To = 1/4 s. Damit ergibt sich das Verhéltnis zwischen }
Abtastintervall und Periode zu T,/ To = (1-4) / (4-5) = 1
1/5 =m/N.

Die Bedingung filr Periodizitat ist offensichtlich farm= | | | ts
1 und N =5 erfiillt. Dabei ist m = 1 die kleinste mogli- § §
2 13 ‘
[ i | |
1 2

v O

che natiirliche Zahl, so dass sich die Periode Ny =5 er-
gibt. 1
0

In Bild 2-9 ist ein Ausschnitt der Kosinusfunktion zu

sehen. Die Abtastwerte sind als Kreise eingetragen.

Man sieht die Kosinusfunktion besitzt die Periode To =  Bild 2-9 Kosinusfunktion und ihre
(5/4)s. Die Periode entspricht genau fiinf Abtastinter- Abtastwerte (0)

valle, so dass sich die Abtastwerte alle finf Zeitschritte

wiederholen.
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20 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Losung A2.1-7 Sinusfunktion |

x(t) = 2,8 sin(2z- 200 - t)
S, 2.8 F - -
ANVAN ANVANNY

Bild 2.10 Normiertes Signal x(t)

X(t) = 2,8 sin(2z- 200 - t- 10%) = 2,8 sin(27- 0,2 - 1)

x[al

Bild 2.11 Abtastfolge x[n]

2.2 Standardsignale

2.2.1 Aufgaben
Aufgabe A2.2-1 Zeitdiskreter Rechteckimpuls o *

In Aufgabe A2.1-4 ist das rechteckférmige Signal x[n] gegeben.

Geben Sie das Signal und den geraden und ungeraden Anteil analytisch mit der Sprungfunktion
an.

Aufgabe A2.2-2 Energie des zeitdiskreten Rechteckimpulses & *
Berechnen Sie die Energie des zeitdiskreten Rechteckimpulses Iy [n].
Aufgabe A2.2-3 zeitkontinuierlicher Rechteckimpuls & *

In Bild 2-2 ist das rechteckférmige Signal x(t) zu sehen.
a) Geben Sie x(t) unter Verwendung des Rechteckimpulses ([Wer08], 2.21) analytisch an.
b) Zerlegen Sie das Signal in seinen geraden und ungeraden Anteil Xq (t) bzw. x, (t).
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2.2 Standardsignale 21

Aufgabe A2.2-4 Zeitdiskrete Exponentielle & *x
Skizzieren Sie die Folge 2" in Polardarstellung fiir n = -5 bis 5 und fiir die Werte z = 0,8 - el?
(a) und 1,1 -e 3™ (b).

Aufgabe 2.2-5 Energie der rechtsseitigen Exponentialfolge & Kk

Berechnen Sie die Energien der rechtsseitigen Exponentiellen z"-u[n] mit z = 0,5-exp( j7/2) (a)
und 1,1-exp(—j44) (b).

2.2.2 Ldsungen
Losung A2.2-1 Zeitdiskreter Rechteckimpuls

X[n] = u[n] — u[n-7]
Xg[n] = 0,5- (u[n] — u[n-7] + u[-n] — u[-n+7])
xu[n] = 0,5 (u[n] — u[n-71 — u[-n] + u[-n+7])

Losung A2.2-2 Energie des zeitdiskreten Rechteckimpulses M

Der zeitdiskrete Rechteckimpuls Iy [n] besitzt genau 2N + 1 von null verschiedene Werte. Da
alle Wert gleich eins sind, ist die Energie E = 2N + 1.

Losung A2.2-3 Zeitkontinuierlicher Rechteckimpuls M
X@t)=A-TI, (t-T/2)

Xg(t)ngIZT(t) und xu(t):g[—HT(t+T/2)+HT(t—T/2)]

Losung A2.2-4 Zeitdiskrete Exponentielle M

z = 0,8-e7 (links) und 1,1-e 7™ (rechts)

Bild 2-12 Komplexe Exponentialfolgen in Polardarstellung
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22 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Losung A2.2-5 Energie der rechtsseitigen Exponentialfolge M

a) siehe unendliche geometrische Reihe mit Konvergenz fiir |z| < 1

_N eV e (1) 101 11 4
E_HZ::; (0.5-¢ )‘ ;o,s 2(4) 1+4+16+64+ 1-1/4 3

n=0
b) kein Energiesignal, da die unendliche geometrische Reihe fur |z| > 1 nicht konvergiert!

0

-3

n=0

ZI’I

2.3 Klassifizierung von Systemen

2.3.1 Aufgaben

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Systemklassen anhand geldster Aufgaben ver-
anschaulicht.

In den ersten vier Beispielen behandeln wichtige zeitdiskrete Systeme. Wir gehen wie bei einer
Checkliste vor.

Die Aufgabe 2.3-5 stellt den analogen Modulator vor, wie er in der Trégerfrequenztechnik zur
Amplitudenmodulation eingesetzt wird [Wer06]. Stellvertretend fir die RLC-Netzwerke wird
das einfache RC-Glied in Aufgabe 2.3-6 behandelt.

Die Aufgaben 2.3-4 und 2.3-7 bereiten den Abschnitt 3 in [Wer08] vor. Wir zeigen, dass alle
Systeme, die mit linearen Differenzengleichungen oder Differenzialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten beschrieben werden, LTI-Systeme sind.

Aufgabe A2.3-1 Zeitdiskretes System mit Riickkopplung &5 Kk k ok

In Bild 2-13 ist das Blockschalthild eines riickgekoppelten (rekursiven) Systems mit einer
Verzdgerung D angegeben. Die Verzdgerung D bewirkt, dass der Signalwert um genau einen
Zeitschritt (Takt) verzdgert wird, d. h. als Operator geschrieben

D(x[n]) = x[n-1] (2.1)

Charakterisieren Sie das System bzgl.

a) der Eingangs-Ausgangsgleichung, x[n] + ~ Y[n+1] yIn]
b) der Reaktion des Systems auf die Impuls-
funktion S[n] mit der Anfangsbedingung -
y[0] =0,
c) des Gedachtnisses,
d) der Kausalitét,
e) der Linearitét,

f) der Zeitinvarianz und
g) der Stabilitat.

Bild 2-13 Blockdiagramm des zeitdiskreten
Systems mit Riickkopplung
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2.3 Kilassifizierung von Systemen 23

Aufgabe A2.3-2 Gleitender Mittelwert r-.2.8.1

Ein haufig angewendetes zeitdiskretes System ist der gleitende Mittelwert

n+1

=3+ k] @2

k=n-1
a) Skizzieren Sie das Eingangssignal x[n] = {1, 2, 1, -1, -1, 5, 2, 1, -1} fur den Bereich der
normierten Zeitvariablen n = -2, ..., 10.
b) Geben Sie fir das Eingangssignal (a) das Ausgangssignal y[n] an.
c) Skizzieren Sie das Ausgangssignal y[n] in (b) firn=-2, ..., 10.
Charakterisieren Sie das System des gleitenden Mittelwerts bzgl.
d) der Reaktion des Systems auf die Impulsfunktion d[n]
e) des Gedachtnisses,
f) der Kausalitét,
g) der Linearitét,
h) der Zeitinvarianz und
i) der Stabilitat.
k) Wie muss (2.2) abgeadndert werden, damit der gleitende Mittelwert kausal wird?

Aufgabe A2.3-3 Medianfilter & *
Ein in der digitalen Signalverarbeitung wichtiges System ist das Medianfilter. Geben Sie fur

das Eingangssignal x[n] = {1, 2, 1, -1, -1, 5, 2, 1, -1} das Ausgangssignal y[n] an, wenn fir
das Medianfilter in ([Wer08], 2.49) N = 2 gesetzt wird.

Aufgabe A2.3-4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen V- .8

Zeigen Sie, dass Systeme, deren Eingangs-Ausgangsgleichungen durch lineare Differenzen-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden,

K M
> ayn—k]= > bpx[n—m] 2.3)
k=0 m=0

linear und zeitinvariant sind.

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



24 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Aufgabe A2.3-5 AM-Modulator &k k&

Gegeben ist der aus der Tragerfrequenz-
technik bekannte ideale Modulator der Multiplizierer

Amplitudenmodulation (AM) in Bild 2-14. X(t) S y(t) = x(t)-cos(at)
Charakterisieren Sie den Modulator als -

System bzgl. (a) des Gedachtnisses, (b) der cos(at)

Kausalitat, (c) der Linearitét, (d) der Zeitin-

varianz und (e) und der Stabilitét. i

Bild 2-14 AM-Modulator

Aufgabe A2.3-6 RC-Glied & *

Gegeben ist das RC-Glied in Bild 2-15. Bestimmen Sie die
Eingangs-Ausgangsgleichung als Differenzialgleichungen i(t) T——
s R
fur: - ) uq(t) l() c ::l Uc(t)
a) EingangsgroBe x(t) = ug(t) und
Ausgangsgrofie y(t) = uc(t).
b) Eingangsgrofe x(t) = ug(t) und Bild 2-15 RC-Glied
Ausgangsgrofie y(t) = i(t).

Aufgabe A2.3-7 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen & Kk xk

Zeigen Sie, dass Systeme, deren Eingangs-Ausgangsgleichungen durch lineare Differenzial-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden,

N d n M d m
Zan[aj y(t) = Zb’“(&j x(t) (2.4)
n=0 m=0

linear und zeitinvariant sind.
2.3.2 Ldsungen
Losung A2.3-1 Zeitdiskretes System mit Riickkopplung M

a) Bestimmung der Eingangs-Ausgangsgleichung
Aus dem Blockdiagramm folgt zunachst an der Additionsstelle, dem Addierer,

y[n+1]=x[n] - y[n] (2.5)

Nach umstellen erhalten wir eine Differenzengleichung 1. Ordnung

y[n+1]+ y[n] = x[n] (2.6)
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2.3 Kilassifizierung von Systemen 25

oder dquivalent
y[n]+y[n-1] = x[n-1] (2.7)
Durch sukzessives Anwenden der Differenzengleichung
y[n]=x[n-1]-y[n-1]=x[n-1]-x[n-2]+y[n-2]="--- (2.8)

resultiert schlieBlich die gesuchte Eingangs-Ausgangsgleichung.

yIn] =T (n]) = 3" (- xfn—k] 2.9)
k=1

b) Die Reaktion des Systems auf die Impulsfunktion l&sst sich mit der Eingangs-Ausgangs-
gleichung (2.9) berechnen. Alternativ kann sie auch aus Bild 2-13 direkt bestimmt werden.

Wir beschreiten zundchst den anschaulicheren Weg. In Bild 2-16 sind die Signalfolgen in das
Blockdiagramm von rechts nach links fortschreitend eingetragen.

y[n+1]
x[n] _ 11, -11

oin] +; oL i
...,0,0,0,1 ..T—l,l, -1,1,0

Bild 2-16 Systemreaktion bei Erregung mit der Impulsfunktion (Anfangsbedingung y[0] = 0)

Im Zeitschritt n = 0 liegt am Eingang x[0] = 1 und am Ausgang y[0] = 0 an. Da vom Ausgang
,,0% zurlickgekoppelt wird, wird dem Verzdgerungsglied ,,1* zugefiihrt. Im néchsten Zeitschritt,
n =1, erscheint dieser Wert am Ausgang, d. h. y[1] = 1. Mit der Impulsfunktion als Erregung,
liegt am Eingang fir n = 1, 2, 3, ... stets ,,0“ an. Die Ausgangswerte resultieren dann nur aus
der Riickkopplung. Dabei wird der aktuelle Ausgangswert mit ,,—1“ multipliziert, was fiir n =
1, 2, 3, ... zu der alternierenden Ausgangsfolge y[n] = {0,1, 1,1, -1,...} im Bild fihrt.

Die Rechnung mit (2.9) fiihrt nach Einsetzen der Impulsfunktion als Erregung auf die Impuls-
antwort, die [Wer08] Abschnitt 3 noch eingefiihrt wird. Man beachte, dass in der Summe k mit
dem Wert ,,1* beginnt, weshalb der Wert zum Zeitschritt n = 0 ausgeblendet wird. Mit der
Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion erhalten wir aus der Summe jeweils nur den Sum-
manden fiir n = k, so dass wir kompakt schreiben kénnen

T(s[n]) = i(—l)k‘l5[n —k]=(-1)"tu[n-1] (2.10)
k=1

c) Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung (2.9) mit dem Laufindex k folgt unmittelbar, dass
das System ein unendliches Gedachtnis besitzt.

d) Da die Ausgangsfolge in (2.9) nur von vergangenen Werten der Eingangsfolge abhangt, ist
das System kausal.
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26 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

e) Wir prufen die Additivitat mit

X[n] = alxl[n] + 0!2X2[n] (211)

und den zugehdrigen Ausgangsfolgen

yiln] = T(xa[n]) und y.[n] = T(xz[n]) (2.12)
Es gilt

y[n]=T(x[n])= i (! ([N =K1+ ax[n—k]) = oy yi[n]+ @y 5[N] (2.13)
k=1

Das System ist linear.

f) Es sei y;[n] das Ausgangssignal zum zeitlich um k Zeitschritte verschobenen Eingangssignal
x1[n] = x[n—K]. Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung ergibt sich

Y[ =T(n—K) = 3 (<™ x[n—k —m] (2.14)
m=1

Der Vergleich mit der um k Zeitschritte verschobenen Version des urspringlichen Ausgangs-
signals (2.9)

yIn-kl=> ()™ xn-k-m] (2.15)
m=1
weist die Zeitinvarianz nach.

g) Das System ist nicht BIBO-stabil. Dies sieht man schnell am Gegenbeispiel einer kausalen
Eingangsfolge x[n] = (-1)" firn =0, 1, 2, ... . Obwohl | x[n] | beschrankt ist, wéachst die Aus-
gangsfolge y[n] linear mit n tber alle Grenzen.

Anmerkung: Fir absolut summierbare Eingangssignale gilt definitionsgeman

D Xn] <o (2.16)
Es folgt
il =>" ¥ Exin—k] < 3 xIn k]| < oo (2.17)
k=1 k=1

Das System ist flir absolut summierbare Eingangsfolgen stabil.
Losung 2.3-2 Gleitender Mittelwert M

a) Eingangssignal, siehe Bild 2-17 links
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2.3 Kilassifizierung von Systemen 27

x[n] y[n]

;OIT 5IT1,E,” ﬂolOTT‘Tl -

Bild 2-17 Eingangssignal x[n] und Ausgangssignal y[n]
b) Ausgangssignal

y[n]— -{1,3,4,2,-1,3,6,8,2,0,-1} fir n= 1,0, ..., 9 (2.18)

c) Ausgangssignal, siehe Bild 2-17 rechts

Durch den gleitenden Mittelwert wird der ,,Ausreifier* bei n = 5 stark reduziert. Sein Einfluss
ist jedoch in der Umgebung noch deutlich sichtbar, vgl. Medianfilter [Wer08].

d) Reaktion auf die Impulsfunktion (Impulsantwort)

n+l

yIn]=T(s[n]) = Zﬁ[k]_ (s[n+11+ S[n]+S[n—1]) (2.19)

knl

Wir erhalten genau drei von null verschiedene Werte fir y[n], ndmlich fir n = -1, 0 und 1. Wir
kénnen kompakt schreiben

y[n]== (5[n +1]+6[n]+d[n— 1]):%Hl[n] (2.20)

e) Es liegt ein Gedachtnis der Lange 1 vor.

f) Das System ist nicht kausal, da fur die Berechnung des Ausgangswerts y[n] der Eingangs-
wert x[n+1] verwendet wird.

g) Das System ist linear, denn es gilt

n+l

y[n]=T(alx1[n]+a2x2[n])=§ S (a1 + ay%,[k]) =

k=n-1
n+l n+l 2.21
Z alxl[k]+ Z ay%,[K] (221)

knl kn—l

ayi[n] a;Y,[n]

h) Es sei y,[n] das Ausgangssignal zum zeitlich verschobenen Eingangssignal x;[n] = x[n—k].
Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung ergibt sich

n+l n—k+1

yltn]:T(x[n—k]):% 3 X[l—k]:% S xm]=y[n—k] (2.22)

I=n-1 m=n-k-1
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28 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Das System ist zeitinvariant.

i) Das System ist BIBO-stabil, da eine endliche Summe endlicher Zahlen stets wieder endlich

ist.

k) Der gleitende Mittelwert wird durch eine Verzégerung des Ausgangswertes um ein normier-

tes Zeitintervall kausal.

yin] =§ S X[K]

k=n-2

Ldsung 2.3-3 Medianfilter

Eingangssignal und Ausgangssignal y[n] = {1,1,1,1,1,1,1} fir n=0,1, ..., 7

x[n] y[n]

LT T e,

NV z

Bild 2-18 Eingangssignal x[n] und Ausgangssignal y[n]

Losung A2.3-4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

(2.23)

2]

a) Wir zeigen die Linearitat, indem wir die Eingangs-Ausgangsgleichungen fiir zwei beliebige

Losungen addieren.

K K M M
Y. —kKI+ > acy,[n -kl = D byxy[n—m]+ > b.x,[n—m]
k=0 k=0 m=0 m=0

(2.24)

Nach Zusammenfassen erhalten wir die Bestatigung, dass die Reaktion auf die Summe zweier

Eingangssignale die Summe ihrer Einzelreaktionen ist.

K

M
22 (yaln — KT+ y,[n —k1)= by, (x[n — m] + X,[n — m])

k=0 m=0

b) Mit x[n] = x[n-1] und der zugehdrigen Losung y,[n] erhalten wir aus dem Ansatz

iakyl[n—k] = ibmx[n—l —-m]
k=0 m=0

durch Substitution von i =n—1

(2.25)

(2.26)
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2.3 Kilassifizierung von Systemen 29

K M
Zakyl[i +1-Kk]= mex[i -m] (2.27)
k=0 m=0
Aus dem Vergleich mit der Eingangs-Ausgangsgleichung resultiert
yali +1]=yIn] (2.28)
bzw. wie fur die Zeitinvarianz gefordert

yi[n]=y[n-1] (2.29)

Damit ist gezeigt, dass LTI-Systeme vorliegen.
Losung A2.3-5 AM-Modulator
a) Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung

y(t) = T(x(t)) = x(t)-cos(awrt) (2.30)

folgt unmittelbar, dass das System ohne Gedachtnis ist, da nur Momentanwerte verwendet wer-
den.

b) Weil der Wert am Ausgang nicht von zukiinftigen Werten am Eingang abhéngt, ist das
System kausal.

c) Wir priifen die Additivitat mit
X(t) = oy X (t) + X5 (1) (2.31)
und den zugehorigen Ausgangssignalen
y1(t) =X (t) - cos(wrt) und y;(t) = X5 (t) - cos(wrt) (2.32)
und erhalten

y(t) =T (X()=x(t)-cos(art) =[x (t) + X, (t)]-cos(wrt) =

(2.33)
=Y, (1) + Y, (1)

Das System ist linear.

d) Es sei y;(t) das Ausgangssignal zum zeitlich verschobenen Eingangssignal xi(t) = x(t—t).
Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung ergibt sich

yi(£) =T(x(t—ty)) = x(t—t;)-cos(art) (2.34)
Aus der Zeitverschiebung des urspringlichen Ausgangssignals
y(t—to) = X(t —tg) - cos[wr (t—to)] = y(t) (2.35)

folgt nicht y;(t), wie es fur die Zeitinvarianz notwendig wére. Das System ist somit zeitvariant.
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30 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

e) Das System ist BIBO-stabil, weil

lcos(wrt)| <1 (2.36)
und demzufolge
|y ()] = [x(t) - cos(eor t)] = [x(t)| -|cos(eor t)| < [x (1) (2.37)
Loésung 2.3-6 RC-Glied M
a) Aus der kirchhoffschen Maschenregel
Uc (t) =ug(t) —R-i(t) (2.38)

und dem Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an der Kapazitat
. d
i(t)=C-—uc(t) (2.39)
dt
folgt die Differenzialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
d
uc(t)+RC .EUC ) =uq(®) (2.40)
bzw. (mit normierten Grofen)
d 1 1
—y(t) +—=——y(t) = —x(t 241
O|t)/() RCy() C ®) (2.41)
b) Mit dem Zusammenhang zwischen Spannung und Strom an der Kapazitat
1t
ue (t) = E,I i(r)dr (2.42)

erhalt man aus der kirchhoffschen Maschenregel

t

ug(t)=R- i(t)+%_{:(z)dr (2.43)
bzw. (mit normierten Groéfzen)
t
y(t) +%_j® y(r)dr = % X(t) (2.44)

Differenziert man nun nach der Zeit t, so ergibt sich wieder eine Differenzialgleichung 1.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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dix(t) (2.45)

d 1 1
—yt)+— y(t) ==
dty() C y(t) R

Ldsung 2.3-7 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

a) Wir zeigen die Linearitat, indem wir die Eingangs-Ausgangsgleichungen fiir zwei beliebige
Losungen addieren.

Zan(dtj y(t) + Zan( ] y2(t) = Zb [ j Xl(t)+n§obm(;jmxz(t) (2.46)

Da die Differenziation eine lineare Operation ist, erhalten wir nach Zusammenfassen die Besta-
tigung, dass die Reaktion auf die Summe zweier Eingangssignale die Summe ihrer Einzel-
reaktionen ist.

Za( )(yl(t)wz(t)) me[jtj (% () + x, (1)) (2.47)

n=0 m=0

b) Wir prifen die Zeitinvarianz. Mit x,(t)=x(t—7) und der zugehorigen Ldsung vy, (t)
resultiert aus dem Ansatz

ia( jyl() Zb ( j x(t—1) (2.48)

n=0

durch Substitution von s=t—r

ia( jyl(s+r) Zb [ ) x(s) (2.49)

n=0

Man beachte, dass die Substitution hier eine lineare Abbildung ist, weshalb sich bzgl. der Dif-
ferenziation nichts &ndert.

Aus dem Vergleich mit der Eingangs-Ausgangsgleichung folgt

Yi(s+7)=Y(s) (2.50)
bzw. wie fur die Zeitinvarianz gefordert

i) =y(t-7) (2.51)

Damit ist gezeigt, dass LTI-Systeme vorliegen.

2.4 Ubungen mit MATLAB

Dieser Abschnitt stellt ergdnzende Ubungen bereit, die Sie mit Hilfe des Softwarepakets
MATLAB - oder vergleichbarer Software — durchfuhren konnen. Ziel ist dabei, die bisher
theoretischen Uberlegungen durch praktische Anwendungen ,,begreifbar zu machen. Dariber
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32 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

hinaus unterstiitzen die Simulationsbeispiele ein exploratives Lernen, indem Sie selbst die
Parameter vorgeben. Dadurch werden Zusammenhénge aufgezeigt, die Theorie in den nachfol-
genden Abschnitten vorbereitet und wichtige Erfahrungen fiir die praktische Anwendung ge-
sammelt.

Anmerkungen: (i) Sollten Sie bisher keine Erfahrung mit MATLAB haben, so bietet der Abschnitt ,,Erste
Schritte in MATLAB* eine kompakte Einfuhrung an. (ii) Im Weiteren wird der Ausdruck Simulation
auch fur die digitale Signalverarbeitung gebraucht, da in der Systemtheorie hdufig von idealen Systemen
ausgegangen wird, wéhrend in der Realisierung am Rechner oder Signalprozessor numerische Effekte
aufgrund der endlichen Wortléange auftreten. Letztere sind bei den ublichen Anwendungen meist so ge-
ring, dass sie vernachldssigt werden kdnnen — was jedoch bei Unachtsamkeit in manchen Anwendungen
zu unbrauchbaren Lésungen flihren kann.

MATLAB-Ubung M2-1 Gleitender Mittelwert

Durch eine Simulation mit MATLAB, soll die Wirkungsweise des gleitenden Mittelwerts
([wer08], 2.38) aufgezeigt werden. Erzeugen Sie dazu ein geeignetes Nutzsignal und Uber-
lagern Sie es mit einem rauschférmigen Stérsignal. Versuchen Sie das Nutzsignal durch eine
gleitende Mittelwertbildung zu rekonstruieren,

siehe Bild 2-19.

Bevor wir mit der Programmierung beginnen,
geben wir der Aufgabe einen iiberschaubaren v[n] XNl | gleitender | YN
Rahmen und wahlen die Simulationsparameter %J Mittelwert

so, dass sich aussagekréftige, grafische Darstel- r[n]

lungen ergeben. Rauschen

Anmerkungen: Einige der nachfolgenden Festsetzun-

gen erklaren sich aus Zusammenhéngen, die erst spa-

ter aufgezeigt werden. Da die resultierenden Bilder je-  Bild 2-19 Simulation zum gleitenden

doch bereits die wesentlichen Sachverhalte erahnen Mittelwert
lassen, wird hier auf lange Erklarungen verzichtet.

Um die einzelnen Werte der Folgen noch am Bildschirm erkennen zu kénnen, setzen wir den
Bereich der normierten Zeitvariablen von n = 0 bis 50. Fir das Nutzsignal v[n] wéhlen wir die
Sinusfolge v[n] = sin(Q2n) mit der normierten Kreisfrequenz so, dass in der Simulation eine

Periode erfasst wird. Dadurch beginnt und endet die Folge mit dem Wert null und andert sich
relativ langsam. Um die Wirksamkeit des gleitenden Mittelwerts zu demonstrieren, stéren wir
das Nutzsignal mit einem Rauschsignal r[n] mit moderaten Amplituden.

Der erste Teil des Programmbeispiels 2-1 konkretisiert die Uberlegungen. Zum Nutzsignal v[n]
passend, wenden wir den gleitenden Mittelwert mit der Breite des Mittelungsfensters N = M +
1=9an.

Anmerkung: Der gleitende Mittelwert glattet das Signal. Andert sich das Signal im Mittelungsfenster
stark, so werden diese Anderungen ,,weggemittelt und das Signal merklich verzerrt.

Das Programmbeispiel beriicksichtigt zusatzlich die in der digitalen Signalverarbeitung typi-
schen Effekte durch Blockgrenzen und Signalverzégerungen bei der Verarbeitung. Beide Ef-
fekte schlagen sich in den Indizes der for-Schleife und dem Verschiebungsparameter shift
nieder.

Nutzsignal

Eine mit dem Programm erzeugte Grafik ist in Bild 2-20 zu sehen. Oben ist die sinusférmige
Nutzsignalfolge v[n] abgebildet und darunter das gestorte Signal x[n]. Der ideale sinusférmige
Verlauf ist durch die gestrichelte Linie markiert.
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2.4 Ubungen mit MATLAB 33

Programmbeispiel 2-1 Gleitender Mittelwert

% Moving average filter
% s3s2_1.m * mw * 07/17/2007
%% Initialize parameters and generate signals

N = 50; % normalized time span
n = 0:N; % normalized time
Omega = 2*pi/50; % normalized radian frequency
v = sin(Omega*n); % signal
r = 0.2*randn(1,N+1); % noise signal
X =V +r; % noisy signal
%% Moving average filter

M = 9; % window length
shift = fix(M/2); % time shift for causality
y = zeros(1,N+1); % output signal

for k=1:N-M+1
y(k+shift) = (I/M)*sum(x(k:k+M-1));
end
%% Graphics
figure("Name®,["Moving average: M =
" ,num2str(M)], "NumberTitle", "off");
subplot(3,1,1) % signal
stem(n,v, "filled")
axis([0O N -2 2]); ylabel("v[n] \rightarrow®); grid
subplot(3,1,2) % noisy signal
stem(n,x, "filled")
axis(JO N -2 2]); ylabel("x[n] \rightarrow®); grid
hold on; plot(n,v,":k"); hold off
subplot(3,1,3) % restored signal
stem(n,y, "filled")
axis(JO N -2 2]); grid
xlabel("n \rightarrow")
ylabel ("y[n] \rightarrow®)
hold on; plot(n,v,":k"); hold off

v[n] >

x[n] —»

yIn] »

Bild 2-20 Simulationsergebnisse zum gleitenden Mittelwert: Nutzsignal v[n], mit Rauschen gestortes
Signal x[n] und mit dem gleitenden Mittelwert rekonstruiertes Signal y[n]
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34 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

Unten in Bild 2-20 finden wir das Ausgangssignals des gleitenden Mittelwerts y[n]. Die ersten
4 und die letzten 5 Werte sind zu null gesetzt, da dort das Mittelungsfenster nicht vollstandig
gefullt wird. Alternativ kénnten wir zuerst das Signal x[n] mit Nullen verlangern und ein Ein-
schwingen beobachten. Die Unterdriickung des Rauschsignals durch den gleitenden Mittelwert
ist deutlich zu erkennen. Das Ausgangssignal entspricht im Wesentlichen dem Nutzsignal.

Uberpriifen Sie die obigen Aussagen, indem Sie die Simulation mit anderen Werten fiir die
Breite des Mittelungsfensters oder die Starke der Rauschstérung wiederholen. Was passiert,
wenn Sie ein Sinussignal mit héherer Frequenz oder einen Rechteckimpuls als Nutzsignal vor-
geben?

MATLAB-Ubung M2-2 Medianfilter

Durch eine Simulation mit MATLAB soll die Wirkungsweise des Medianfilters aufgezeigt
werden. Erzeugen Sie dazu ein geeignetes Nutzsignal und Uberlagern Sie es mit Impuls-
rauschen. Versuchen Sie das Nutzsignal durch eine gleitende Mittelwertbildung zu rekonstru-
ieren, siehe Bild 2-19.

Wie in der MATLAB-Ubung M2-1 geben wir )
zunachst der Aufgabe einen (berschaubaren ~Nutzsignal
v[n] gleitender

Rahmen und wahlen die Simulationsparameter x[n] _ y[n]
so, dass sich aussagekraftige grafische Darstel- ? Median ’
lungen ergeben. rn]

Fiir das Nutzsignal v[n] wahlen wir den ver- Impulsrauschen

schobenen Rechteckimpuls v[n] =TI;(n-15).

Dadurch besitzt das Nutzsignal deutlich ausge-
pragte Ubergange. Um die Wirksamkeit des
gleitenden Median zu demonstrieren, stéren wir das Nutzsignal mit einem Stérsignal r[n], das
an 5 zufallig gewéhlten Stellen Stérimpulse mit relativ grolen Amplituden aufweist.

Ein Simulationsergebnis wird in Bild 2-22 gezeigt. Oben ist der Rechteckimpuls des Nutzsig-
nals zusehen. Darunter befindet sich das gestorte Signal mit Stérimpulsen der Hohe eins bei n
=0, 22, 23, 37 und 46. Wie das Ausgangssignal des Systems des gleitenden Median im untern
Teilbild zeigt, sind in diesem Fall alle Stérimpulse beseitigt. Das Nutzsignal wird vollstandig
wiederhergestellt.

Uberpriifen Sie die Leistungsfahigkeit des Systems gleitender Median, indem Sie die Simula-
tion mit anderen Werten flr die Breite des Mittelungsfensters oder die Anzahl und Stérke der
Rauschstérung wiederholen. Werden immer alle Stérimpulse entfernt bzw. das Nutzsignal feh-
lerfrei rekonstruiert? Ist das System auch zur Unterdriickung von Rauschsignalen wie in der
MATLAB-Ubung M2-1 geeignet?

Anmerkungen: (i) Der gleitende Median kann beispielsweise erfolgreich zur Signalverbesserung fiir das
Tokogramm in [Wer08] eingesetzt werden. Aufgrund der Aufnahmetechnik entstehen impulsartige Sto-
rungen, wie z. B. der ,Ausreier” nach etwa 50 Sekunden. Derartige Stérungen konnen mit dem
gleitenden Median reduziert werden, ohne das Signal selbst zu stark zu verzerren. (ii) Der gleitende
Median wird hdufig in der Bildverarbeitung eingesetzt, um so genanntes Salz-und-Pfeffer-Rauschen zu
unterdriicken [Wer08]. Dabei handelt es sich um eine Stérung, die zuféllig einzelne Bildpunkte weil} oder
schwarz darstellt. Durch den gleitenden Median, werden diese Storungen erfolgreich bek&mpft. Wichtig
fur diese Anwendung ist, dass die Bildkanten, dhnlich wie die Flanken des Rechteckimpulses im Beispiel,
nicht verschliffen werden und das Bild ,,scharf“ bleibt.

Bild 2-21 Simulation zum gleitenden Median
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v[n] >

x[n] >

y[n] -

Bild 2-22 Simulationsergebnisse zum gleitenden Median: Nutzsignal v[n], mit Impulsrauschen gestortes
Signal x[n] und mit dem gleitenden Median rekonstruiertes Signal y[n]

Programmbeispiel 2-2 Gleitender Median

% Median filter
% s3s2_2.m * mw * 07/17/2007
%% Initialize parameters and generate signals

N = 50; % normalized time span
n = 0:N; % normalized time
v = zeros(1,N+1); % signal
v(11l:21) = ones(1,11); % rectangular impulse
r = zeros(1,N+1); % impulse noise signal
loc = 1 + fix(60*rand(1,5)); % impulse locations
r(loc) = ones(1,5);

X =V + r; % noisy signal
%% Moving median

M = 5; % window length
shift = fix(M/2); % time shift for causality
y = zeros(1,N+1); % output signal

for k=1:N-M+1
y(k+shift) = median(x(k:k+M-1));
end
%% Graphics
figure("Name®,["moving median: M = * ,num2str(M)], "NumberTitle","off");
subplot(3,1,1) % signal
stem(n,v, "filled")
axis([0 N -2 2]); ylabel("v[n] \rightarrow"); grid;
subplot(3,1,2) % noisy signal
stem(n,x, "Filled™)
axis([0 N -2 2]); ylabel("x[n] \rightarrow®); grid;
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36 2 Grundbegriffe der Signal- und Systemtheorie

hold on
plot(n,v,":k")
subplot(3,1,3) % restored signal
stem(n,y, "filled")
axis([0O N -2 2]); grid
xlabel ("n \rightarrow®); ylabel("y[n] \rightarrow");
hold on
plot(n,v,":k")

MATLAB-Ubung M2-3 Schaltvorgang am RC-Glied

In dieser Ubung soll mit MATLAB die Spannung an der Kapazitét fiir das RC-Glied berechnet
werden.

Anmerkungen: (i) MATLAB bietet zur numerischen Lésung von Differenzialgleichungen umfangreiche
Werkzeuge an, deren Behandlung den hier abgesteckten Rahmen bei weitem sprengen wiirde [ABRWO05]
[GrGr06] [HoBro2] [Pra02]. Diese Ubung will daher, nur einen ersten Eindruck vermitteln. (i) Das
Beispiel wird spater aus theoretischer Sicht noch ausfiihrlicher behandelt. Hier wird vorausgesetzt, dass
die prinzipielle Losung, z. B. aus der Physik, bekannt ist, so dass das numerische Ergebnis durch friihere
Erfahrungen verifiziert werden kann.

Wir gehen dazu von der in Aufgabe A2.3-6 bestimmten Eingangs-Ausgangsgleichung (2.41)
aus, der linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

d 1 1
PRACAR T (OhdevadU) (2.52)

Der Einfachheit halber normieren wir alle GréRen entsprechend den SlI-Einheiten, d. h. die Zeit
in Sekunden, die elektrische Spannung in Volt, usf. Weiter wéhlen wir R und C gleich eins und
erhalten so die Ubersichtliche Form der Differenzialgleichung.

dy(t) _

gt X(t) - y(t) (2.53)
Als Eingangssignal (Spannung der Quelle) nehmen wir den Rechteckimpulszug mit der Dauer
T gleich 1 an, siehe Bild 2-23. die Schaltzeitpunkte sind t; = 0,3 und t, = 1,3. Schlief3lich
gehen wir noch davon aus, dass die Kapazitat zum Zeitpunkt t = 0 nicht geladen ist.

Damit liegen alle zur eindeutigen Lésung der Aufgabe bendétigten Angaben vor.

MATLAB stellt zur numerischen Ldsung von Differenzialglei-
chungen so genannte ODE Solver (Ordinary Differential
Equation) bereit. Bei deren Anwendungen wird in zwei Schritten t
vorgegangen. Zuerst wird die Differenzialgleichung in MAT- >
LAB als function definiert, so dass zu den gewinschten 0 & b
Stiitzstellen entsprechende Stltzwerte berechnet werden kénnen,
siehe Programmbeispiel 2-3.

Im Hauptprogramm wird der auf dem Runge-Kutta-Verfahren basierende Lésungsalgorithmus
ode45 aufgerufen. Thm werden die Differenzialgleichung, das Zeitintervall fur die Lésung
und die Anfangsbedingung tibergeben.

Die von MATLAB berechnete Losung ist in Bild 2-24 zu sehen. Zum Zeitpunkt t = 0 ist die
Kapazitat zunachst spannungsfrei. Durch Anlegen der Spannung bei t; = 0,3 wird die Kapazitat
geladen. Es resultiert die aus der Physik bekannte exponentiellen Lade- und Entladekurven.

X(t) T —>
%

Bild 2-23 Eingangssignal
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0 fir 0<t<t
Uc (t) =41-e W fir t, <t<t, (2.54)
[1—e‘(‘2“1)]-e‘(“t2) fir t>t,

Bis zum Abschalten der Quelle bei t, = 1,3 wird die Kapazitit zu ca. 63% geladen. Danach
entl&dt sie sich, siehe Bild 2-24.

0.8

T T T T
| | | | | | |
| | | | | | |
L e e i At et Rttt it il
| | | | | | |
| | | | | | |
06 --4 R T
| | | | | | |
osb - - J-\-L_ o _ o1
| | | | | | |
>T | | | | | | |
S S e e P
= | | | | | | |
© | | | | | |
03 —f4-—--N—"~""—~—~t-—"———ft-—-1——
| | | | | | |
| | | | | | |
L i e e N T e e
| | | | | | |
P S P I N A S I B
| | | | | | |
| | | | | |
0 I I I I L
0 1 2 3 4 5 6 7 8
tins —»

Bild 2-24 Simulationsergebnisse zum Verlauf der Spannung an der Kapazitdt des RC-Gliedes bei
Erregung mit periodischem Rechteckimpulszug

Programmbeispiel 2-3 Schaltvorgang am RC-Glied

function s3s2_3

% Solving differential equation for RC circuit

% s3s2_3.m * mw * 07/17/2007

%% Initialization

tspan = [0 8]; % time span for evaluation
y0 = 0; % initial condition
options = odeset("refine”,10);

[t.y] = ode45(@rc,tspan,y0,options);

%% Graphics

figure("Name®, "RC circuit wit rectangular input

impulse®, "NumberTitle", "off");

plot(t,y, "LineWidth",2), grid

axis([0 8 0 0.8]);

xlabel ("t in s \rightarrow®); ylabel("u_C(t) in V \rightarrow®)

%% Subfunction

% First-order ordinary differential equation (ODE) for RC circuit
function dydt = rc(t,y);

% input signal: rectangular impulse

ift> _3&t<1.3

X = 1;
else
X = 0;
end
dydt = 1*(X - y); % ODE
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3 Lineare zeitinvariante Systeme

Anmerkung: Da das Kapitel 3 in [Wer08] einen einfilhrenden Charakter mit dem Ziel einer ersten Uber-
sicht besitzt, ist der Ubungsteil hier relativ kurz. Im Mittelpunkt stehen die Impulsantwort und die
Faltung. Weitere typische Ubungen zum Themenkreis LTI-Systeme werden in den noch folgenden, ver-
tiefenden Abschnitten angeboten.

3.1 Zeitdiskrete LTI-Systeme

3.11 Aufgaben
Aufgabe A3.1-1 Zeitdiskrete Faltung & *

a) Falten Sie die beiden Folgen x;[n] = {1, 1, 1, 1, 1} und x,[n] = {1, 1, 1} miteinander und
stellen Sie das Ergebnis grafisch dar.

b) Es werden zwei Folgen x;[n] und x,[n] mit den endlichen Langen N; und N, miteinander
gefaltet. Wie lange ist das Faltungsprodukt?

Aufgabe A3.1-2 Faltung zweier Folgen endlicher Lange o *

Gegeben sind die beiden Folgen x;[n] = {1, 2, 1} und x,[n] = {1, 0, -1, 0, 1, 0, -1}.

a) Skizzieren Sie die Folgen.

b) Geben Sie die L&ngen der Folgen an.

c) Falten Sie die Folgen, x;[n] * x5[n] = y[n], und stellen Sie das Ergebnis grafisch dar.

Aufgabe A3.1-3 Barker Code o *

a) Geben Sie die Barker-Codefolge der Lange 7, by[n], analytisch an und skizzieren Sie die
Folge, siehe ([Wer08], Tabelle 3-1).

b) Skizzieren Sie die Impulsantwort des kausalen Matched-Filters zu b,[n] mit h[n] = b;[6-n].
Wie kann die Wirkung von 6-n im Argument anschaulich gedeutet werden?

c) Berechnen Sie das Ausgangssignal des Matched-Filters fiir die gesendete Barker-Codefolge
der Lé&nge 7, y[n] = h[n]*b,[n], und skizzieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe A3.1-4 Gleitender Mittelwert & *

Im Folgenden soll die Rechenvorschrift des gleitenden Mittelwerts, siehe auch [Wer08], als
Eingangs-Ausgangsgleichung eines Systems aufgefasst werden.

a) Geben Sie zum gleitenden Mittelwert die Impulsantwort und die Eingangs-Ausgangsglei-
chung des entsprechenden kausalen LTI-Systems an.
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3.1 Zeitdiskrete LTI-Systeme 39

b) Bestimmen Sie die Energie der Impulsantwort in (a).
c) Skizzieren Sie die Impulsantwort und die Sprungantwort.
d) Berechnen Sie fur das Eingangssignal x[n]={1,2,1,-1,-1,2,2,1,-1} und der Breite des

Mittelungsfensters M + 1 = 3 das Ausgangssignal mit der Faltung. Wie lang ist die Folge
am Ausgang?

Aufgabe A3.1-5 Stabilitét & *

Die Analyse von Systemen mit unendlich langen Impulsantworten, so genannten I1R-Systemen
(Infinite-Impulse Response) kann aufwendig sein, wie spatere Abschnitte noch zeigen werden.
Wir betrachten deshalb hier ein relativ einfaches Beispiel. Als Impulsantwort des Systems neh-
men wir eine rechtsseitige Exponentialfolge an.

h[n] = z" -u[n] (3.1)
Unter welcher Bedingung erhalten wir ein BIBO-stabiles System? Wie groR ist dann die Ener-
gie der Impulsantwort?

Aufgabe A3.1-6 Sprungantwort und Impulsantwort o *

Gegeben ist die Sprungantwort eines zeitdiskreten LTI-Systems
s[n] = u[n] + 2u[n-1] + 2u[n-2] + u[n-3]
a) Skizzieren Sie die Sprungantwort.

b) Geben Sie Impulsantwort an.
Aufgabe A3.1-7 Riickgekoppeltes System mit Differenzengleichung ok *

Das Systems mit Riickkopplung des Ausgangssignals wird durch die Differenzengleichung
y[n] +a-y[n-1] = x[n]

mit einer Konstanten a € R\{0} beschrieben.

Klassifizieren Sie das System indem Sie die folgende GroRen bestimmen bzw. den Eigen-

schaften nachgehen:

a) Eingangs-Ausgangsgleichung y[n] = T(x[n])

b) Impulsantwort (Hinweis: Anfangsbedingung y[n] =0 V n <0),

c) Gedachtnis,

d) Kausalitat,

e) Linearitat,

f) Zeitinvarianz und

g) Stabilitat.
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40 3 Lineare zeitinvariante Systeme

3.1.2 Ldsungen

Losung A3.1-1 Zeitdiskrete Faltung

xa[n] Xz[n] xy[n]* X, [n] I ‘

oc 2r 4r ec N

a)

Bild 3-1 Faltung zweier Rechteckimpulse

b) Aus anschaulichen Uberlegungen, wie beispielsweise mit Hilfe von Bild 3-1, folgt fiir die
Lange des Faltungsproduktes N;+N,—1. Im Beispiel erhalten wir5+3 -1 =7.

Losung A3.1-2 Faltung zweier Folgen endlicher Lange
xi[n]
5 - 1
Lange N; =3

Lange N, =7

w
~ |—e
(8]

0
|

y[n]={1,2,0, 20,20, -2, -1}

y [n]
I L 4 I L 8

I T T

01234567 l n

|

l {
Bild 3-2 Signale x,[n] und x,[n] und ihr Faltungsprodukt

Lésung A3.1-3 Barker-Code M
a,b) Barker-Codefolge der Lange 7 b,[n]={1,1,1, -1, 1,1, -1}

Impulsantwort des kausalen Matched-Filters  h[n] =b;[6-n]={-1,1, -1, -1,1,1, 1}
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3.1 Zeitdiskrete LTI-Systeme 41

Die Impulsantwort resultiert wegen des negativen Vorzeichens der Variablen n aus der Spiege-
lung der Codefolge. Die Addition von 6 im Argument verschiebt das Zwischenergebnis um
sechs Zeitschritte nach rechts, so dass sich die Impulsantwort als rechtsseitige Folge ergibt.
Das Matched-Filter ist kausal, siehe Bild 3-3.

bz[n] hn]
1 i

0 n 0 6L n

Bild 3-3 Barker-Codefolge der Lange 7 und Impulsantwort des zugehdrigen Matched-Filters

c) Ausgangssignal des Matched-Filters, s. Bild 3-4:
y[n] = h[n]*b;[n] ={-1,0, 1,0, -1,0,7,0, 1,0, -1, 0, -1}

-10 60 n

Bild 3-4 Ausgangssignal des Korrelators fir die Barker-Codefolge der Lénge 7

Man erkennt in Bild 3-4 die Signaltiberhthung im Maximum. Das Matched-Filter blndelt die
gesamte Signalenergie in einen Impuls. Durch die spezielle Form des Barker-Codes ist flr den
Betrag des Ausgangssignals das Verhdltnis der Amplituden des Hauptmaximums und der
Nebenmaxima stets gleich der Codelénge.

Lésung A3.1-4 Gleitender Mittelwert M

a) Die Impulsantwort des gleitenden Mittelwerts ist gleich dem rechtsseitigen Rechteckimpuls
mit der Breite M + 1

1 fir 0<n<M
hin]= M1+1{0 sonst (3.2)
Die Eingangs-Ausgangsgleichung des Systems ist dann
1 n
y[n]=x[n]*h[n] =mk§><[n—k] (3.3)

b) Die Energie der Impulsantwort betragt 1/(M +1) .
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42 3 Lineare zeitinvariante Systeme

c) Impulsantwort und Sprungantwort

Bild 3-5 Impulsantwort h[n] und Sprungantwort s[n]

d) Berechnung des Ausgangssignal mit der Faltung fir M + 1 = 3.

JIO1=3 3 Hln-K] = X01=13
k=0

yi1] = %(x[1]+ X[0]) = %(2+1) -1

y[2] = %(x[2]+ x[1]+ x[0]) = %(1+2+1) =4/3

V131 =5 (X3 X204 H{]) = (141 2) =213

y[8] = %(X[S] +X[7]+ x[6]) = %(—1+1+ 2)=2/3
JI91=2 (81 + X[71) = 5(-1+1) =0

1 1
Y0 = - x[8] = 5(_1) - 13

Die Folge am Ausgang y[n] hat die Ldnge 9 + 3 —1 = 11.

Losung A3.1-5 Stabilitat M

Hinreichend flr die BIBO-Stabilitét ist die Konvergenz der unendlichen geometrischen Reihe,
siehe auch Aufgabe 2.2-5.

n

> & 1 .
>z :Z|z|”:1_—|z| fir |z]<1 (3.4)

n=0 n=0

Fur die Energie der Impulsantwort gilt Entsprechendes.

iz”zzi‘zzn: L

2
n=0 n=0 1—‘2 ‘

flr |Z|<1 (3_5)
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3.1 Zeitdiskrete LTI-Systeme 43

Loésung A3.1-6 Sprungantwort und Impulsantwort M

a) Sprungantwort

= W o
N
i ‘
I S

4 |

01 3

Bild A3.6 Sprungantwort s[n]

-1 4 5

b) Impulsantwort h[n]={1,2,2,1,0,...}
Losung A3.1-7 Riickgekoppeltes System mit Differenzengleichung

a) Die systembeschreibende Differenzengleichung
y[n] =x[n] -a - y[n-1]
liefert durch sukzessives Einsetzen
yIn] =x[n] -a- x[n-1] + (-a)?- Xx[n-2] + (-a) * - x[n-3] + ...
die Eingangs-Ausgangsgleichung

0

yinl=>"(-a)" -x[n—-m]

m=0
b) Impulsantwort
y[n]=0 ¥Yn<0

y[0] = 4[0] —ay[-1] =1
y[1] = d1] —ay[0] = a
y[2] = 2] —ay[1] = (-a)-( =)

y[n] =(-a) " fir n >0, rechtsseitige Exponentielle.
Alternativ: Einsetzen in die Eingangs-Ausgangsgleichung liefert

yInl=>" (-a)" -6[n—-m]=(-a)" firn> 0 und null sonst
m=0

c) Das Gedachtnis des Systems ist unbegrenzt, siehe auch exponentielles Vergessen.

d) Das System ist kausal, da zum Zeitpunkt n der Ausgangswert y[n] nur vom gleichzeitig
anliegenden Eingangswert x[n] und dem vorhergehenden Eingangswerten abh&ngt,
siehe Eingangs-Ausgangsgleichung.

)] Die Linearitat wird anhand der Additivitat geprift.
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44 3 Lineare zeitinvariante Systeme

Mit

ya[n] = T(xa[n]) und y2[n] = T(x2[n])

folgt fur die Linearkombination der Eingangssignale
T(axnl+a%[nl) =Y. (egx[n—ml+ayx,[n—m]) =
m=0

> apx[n-ml+ > ayX[n-m]=
m=0 m=0

;- T(x[n])+a, - T(%[n]) = ey y1[n]+ @, y,[n]

Anmerkung: Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung folgt die Linearitdt unmittelbar aus der Dar-
stellung als Summe, solange die Summe konvergiert.

f) Zeitinvarianz
Mit x;[n] = x[n—K] folgt

y;[n] = i (-a)" - x[n-m]= i (-a)" -x[n-k-m]
m=0 m=0

Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung folgt fiir die verschobene Ausgangsfolge

00

yIn-Kkl= > (-a)" -x[n—k—m] = y;[n]

m=0
Das System ist zeitinvariant.
g) BIBO-Stabilitat
Mit |x[n]| < M < o folgt aus der Eingangs-Ausgangsgleichung
1

l+a

o0

> (-a)"

m=0

0

> (-a)" - x[n-m]

m=0

fiir |a| < 1, siehe unendliche geometrische Reihe. Dann ist das System BIBO-stabil.

y[n]| = <M =M -

3.2 Zeitkontinuierliche LTI-Systeme

3.21 Aufgaben
Aufgabe A3.2-1 Barker-Code o *

Das Codewort fiir einen Barker-Code der Lange 4 ist in Bild 3-7 gezeigt.

a) Geben Sie das Signal x(t) in Bild 3-7 analytisch an.

b) Skizzieren Sie die Impulsantwort des kausalen Matched-Filters h(t) = x(4T-t).

c) Bestimmen Sie grafisch das Ausgangssignal des Matched-Filters bei Erregung mit x(t).

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008
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2 X
A

- ]
A1 4

T

v

Bild 3-7 Rechteckimpulsfolge zum Barker-Codewort der Lange 4
Aufgabe A3.2-2 Matched-Filterempfang fiir PAM-Signal & *

Das 4-stufige Signal einer Pulsamplitudenmodulation

(PAM) x(t) in Bild 3-8 wird im Empfanger durch ein  x(t) 3}
kausales System mit rechteckférmiger Impulsantwort A
h(t) der Dauer T und Amplitude 1 gefiltert [Wer06]. 1
a) Beschreiben Sie das Signal analytisch. 1[0 1 4 f/T
b) Geben Sie die Impulsantwort des kausalen Emp-
fangsfilters an. -3
c) Skizzieren Sie das gefilterte Signal y(t) und be- Bild 3-8 4-PAM-Basisbandsignal

schriften Sie dabei die Achsen sorgféltig.

3.2.2 Ldsungen

Losung A3.2-1 Barker-Code M
a) x(t) = All; t—I + AIl; t—3—T — Ally t—i + Al t—E (3.6)
2 2 2 2
b,C) X(T) 1
A
—! >/ T
00 L1 4 8
h(-7)
md
> 7/ T
-4 J IO
t=0—*—>
x(t)*h(t
ap7T 4 (©*h(t)
Bild 3-9  Impulsantwort des kausalen [\
Matched-Filters, h(t) = x(4T-t), AT / \\ t/T
(oben) und Ausgangssignal des >
Matched-Filter zum Barker- 0
Code in Bild 3-7 (unten)
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46 3 Lineare zeitinvariante Systeme

Losung A3.2-2 Matched-Filterempfang fur PAM-Signal M

’ il oT 3.7)
+3A-I1y (t——)— A-Tl; (t—_j
2 2
T

’ o=t (t _EJ (3.9)
c) Zusétzlich eingetragen im Bild sind die dreieckformigen Beitrage der einzelnen Impulse.

w 3 A

AT I\

/ \\
' >~ // \\\ y T
-3

Bild 3-10 Signal am (Matched-) Filterausgang

3.3 Ubungen mit MATLAB zur Faltung
MATLAB-Ubung M3-1 Faltung

MATLAB stellt fur die Faltung von Folgen den Befehl conv (convolution) zur Verfiigung.
Machen Sie sich durch (berschaubare Beispiele im Command Window mit seiner Anwen-
dung vertraut. Geben Sie dazu folgende Kommandozeilen ein und verifizieren Sie die Ergeb-
nisse.

a) >> conv([1,1],[1.1D])
b) >> conv([1],[1,2,3])
¢) >> conv([0,0,1,0],[1,2,3D
d) >> conv([1,1,-1,1],[1,-1,1,1]) und
>> conv([1,-1,1,1]7,[1,1,-1,1])
e) Verifizieren Sie auch Ihre Ergebnisse aus den Aufgaben A3.1-1 und -2.

Die Beispiele bestéatigen:
a) Der Befehl conv realisiert die Faltung zweier rechtsseitiger Folgen.
b) Die Faltung einer Folge x[n] mit der Impulsfolge 3[n] liefert wieder die Folge x[n].
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3.3 Ubungen mit MATLAB zur Faltung 47

c) Die Faltung einer Folge x[n] mit der um m Positionen nach rechts verschobenen Impuls-
folge 8[n—-m] liefert die Folge x[n—-m], also die urspriingliche Folge ebenfalls um m Positio-
nen nach rechts verschoben.

d) Die Faltung ist kommutativ.

o

MATLAB-Ubung M3-2 gleitender Mittelwert

In dieser Ubung kniipfen wir an die friiheren Ubungen zum gleitenden Mittelwert an.

Erstellen Sie ein MATLAB-Programm, welches das System gleitender Mittelwert durch die
Faltung realisiert. Modifizieren Sie dazu das Programmbeispiel 2-1 so, dass die Impulsantwort
des Systems gleitender Mittelwert verwendet wird, siehe auch Aufgabe M3-1.

Vergleichen Sie Ihr Resultat mit dem in der MATLAB-Ubung M2-1. Welche Unterschiede
stellen sich inshesondere an den Signalrandern des restaurierten Signals y[n] ein? Warum ist
beim Vergleich des Nutzsignals v[n] und des restaurierten Signals y[n] in einem Bild, das
Nutzsignal zeitlich zu verschieben und wie grof? ist die Verschiebung zu wahlen?

Programmbeispiel 3-1 FIR-System gleitender Mittelwert
% Moving average with FIR system using convolution

% s3s3_1.m * mw * 07/23/2007
%% Initialize parameters and generate signals

N = 50; % normalized time span
n = 0:N; % normalized time
Omega = 2*pi/50; % normalized radian frequency of signal
v = sin(Omega*n); % signal
r = 0.2*randn(1,N+1); % noise signal
X =V + r; % noisy signal
%% Moving average

M= 9; % window length
h = (1/M)*ones(1,M); % finite-length impulse response (FIR)
y = conv(h,x); % output signal
%% Graphics

figure("Name®",["FIR system : Moving average with M =
" ,num2str(M)], "NumberTitle", "off");

subplot(3,1,1); stem(n,v,"filled") % signal
axis([0 N -2 2]); ylabel("v[n] \rightarrow®); grid
subplot(3,1,2); stem(n,x, "Filled") % noisy signal

axis(JO N -2 2]); ylabel("x[n] \rightarrow®); grid
hold on; plot(n,v,":k"); hold off
subplot(3,1,3); stem(0:length(y)-1,y, "filled") % restored signal
axis([0 N+M-1 -2 2]); grid
xlabel("n \rightarrow"); ylabel("y[n] \rightarrow®)
shift = Fix(M/2); % time shift for signal alignment
hold on; plot(n+shift,v,":k"); hold off
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v[n] >

Y
¥
3
I ;
?
S

y[n] —
‘
§ ]

Bild 3-11 Simulationsergebnisse zum gleitenden Mittelwert mit FIR-System (Nutzsignal v[n], mit
Rauschen gestortes Signal x[n] und rekonstruiertes Signal y[n])

MATLAB-Ubung M3-3 Barker-Code

a) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm zur Simulation der Rahmensynchronisation mit
Barker-Codefolgen. Verwenden Sie den Barker-Code der Lange 11 und stellen Sie die
Barker-Codefolge, die Impulsantwort des Empfangssystems (Matched-Filter) und das Sig-
nal am Systemausgang grafisch dar.

Welche fiir die Anwendung von Barker-Codefolgen in der Datenlibertragung typischen
Merkmale zeigt das Signal am Systemausgang?

b) Wiederholen Sie die Simulation in a) fir den Fall einer Rauschstérung. Variieren Sie den
Amplitudenfaktor des Rauschsignals bis der Empfang der Barker-Codefolge am System-
ausgang stark gestort ist.

Programmbeispiel 3-2 Barker-Code

% Barker code and matched filter receiver

% s3s3_2.m * mw * 07/23/2007

%% Barker code length 11 and matched filter impulse response b[11-n]

b=1p,1,1,-1,-1,-1,1,-1,-1,1,-1];

h = fliplr(b);

%% Matched Ffiltering

y = conv(h,b); % output signal

%% Graphics

figure("Name*, ["Barker code with length N =

" ,num2str(length(b))], "NumberTitle","off");

subplot(1,3,1); stem(O:length(b)-1,b,*filled"); grid % Barker code
axis([0, length(b)-1,-2,2]); xlabel("n \rightarrow®); ylabel("b[n]

\rightarrow®)
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3.3 Ubungen mit MATLAB zur Faltung 49

% matched-filter impulse response
subplot(l,3,2); stem(0:length(b)-1,h,*filled"); grid
axis([O0, length(b)-1,-2,2]); xlabel("n \rightarrow®); ylabel("h[n]
\rightarrow")
% matched filter output signal
subplot(l,3,3); stem(0:length(y)-1,y, "filled"); grid
axis([0, length(y)-1,-2,12])
xlabel ("n \rightarrow®); ylabel("y[n] \rightarrow®)

Programmbeispiel 3-3 Barker-Code mit Rauschstérung

% Barker code and matched filter receiver
% s3s3_3.m * mw * 07/23/2007
%% Barker code length 11 and matched filter impulse response b[11-n]

b=1p1,1,1,-1,-1,-1,1,-1,-1,1,-1];

h = fliplr(b);

X = b + 1*randn(l, length(b)); % noisy signal
%% Matched filter

y = conv(h,x); % output signal

%% Graphics
figure("Name*®, ["Barker code with length N =
*,num2str(length(b))], “NumberTitle","off");
% matched-filter impulse response
subplot(1,2,1); stem(O:length(x)-1,x, *filled"); grid
axis([0, length(x)-1,-5,5]1); xlabel("n \rightarrow®);
ylabel ("x[n],b[n] \rightarrow®)
hold on; stem(0:length(b)-1,b); hold off
% matched filter output signal
subplot(1,2,2); stem(0:length(y)-1,y, " filled"); grid
axis([0, length(y)-1,-5,20])
xlabel ("n \rightarrow"); ylabel("y[n] /7 max|y[n]l \rightarrow®)

5 ‘ 20 ‘
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4 - —— - — = (TR — |
| |
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Bild 3-12 Simulationsergebnisse zur Rahmensynchronisation mit Barker-Codefolge und gestdrter
Ubertragung (Barker-Code b[n] (0), mit Rauschen gestortes Empfangssignal x[n] (¢) und
normiertes Signal am Systemausgang y[n])
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50 3 Lineare zeitinvariante Systeme

MATLAB-Ubung M3-4 Riickgekoppeltes System 1. Ordnung, Differenzengleichung

Betrachten Sie das Systems mit Ruckkopplung in Aufgabe A3.1-7.

a) Programmieren Sie das System in MATLAB und bestimmen Sie die Impulsantwort und
Sprungantwort durch Simulation, wenn a = -0,8 ist. Stellen Sie beide Systemfunktionen
grafisch dar.

Welches prinzipielles Verhalten stellt sich jeweils ein?
b) Simulieren Sie die Reaktion des Systems auf die Erregung mit einer geschalteten Kosinus-
folge
X[n] = cos(Qqn) - u[n] mit Q,=7x/8
Stellen Sie die Erregung und die Reaktion grafisch dar. Das System wird zunachst als
energiefrei angenommen.
Welches prinzipielle Verhalten stellt sich ein?
Anmerkung: Die Reaktionen der Systeme auf geschaltete Signale werden im néchsten Abschnitt vertieft.

Programmbeispiel 3-4 System mit Riickkopplung

% System with 1st order DEQ
% s3s3_4.m * mw * 07/23/2007
%% Initialize system and generate input signals

a = -0.8;

N = 20;

delta = [1 zeros(1,N)]; % unit impulse function
u = ones(1,N+1); % unit step function

%% Simulation
h = length(delta); h(1) = delta(l);
for n = 2:N+1
h(n) = delta(n) - a*h(n-1); % impulse response
end
s = length(u); s(1) = u(l);
for n = 2:N+1
s(n) = u(n) - a*s(n-1); % step response
end
%% Graphics
figure("Name®",["1st order system with a =
" ,num2str(a)], "NumberTitle","off");
subplot(1,2,1); stem(0:length(h)-1,h,"filled"); grid % impulse
response
axis([0, length(h)-1,0,5]); xlabel("n \rightarrow™); ylabel("h[n]
\rightarrow®)
subplot(1,2,2); stem(0:length(s)-1,s, "filled"); grid % step response
axis([0, length(s)-1,0,5])
xlabel ("n \rightarrow"); ylabel("s[n] \rightarrow™)
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Bild 3-13 Impulsantwort h[n] und Sprungantwort s[n] des riickgekoppelten Systems 1. Ordnung mit a =
—0,8 (Simulationsergebnisse)

Programmbeispiel 3-5 System mit Riickkopplung und geschalteter, sinusférmiger Erregung

% System with 1st order DEQ with sinusoidal input
% s3s3_5.m * mw * 07/23/2007
%% Initialize system and generate input signal

a = -0.8;
n = 0:40;
w = pi/8; % normalized radian frequency
X = cos(w*n); % cosine function

%% Simulation
y = length(x); y(1) = x(1);
for n = 2:N+1
y(n) = x(n) - a*y(n-1); % DEQ
end
%% Graphics
figure("Name®,["1st order system with a =
" ,num2str(a)], "NumberTitle", "off");

subplot(2,1,1); stem(O:length(x)-1,x, *filled"); grid % input signal
axis([0, length(x)-1,-3,3]1); xlabel("n \rightarrow®); ylabel("x[n]
\rightarrow®)

subplot(2,1,2); stem(O:length(y)-1,y, "filled"); grid % output signal
axis([0, length(y)-1,-3,3])
xlabel ("n \rightarrow"); ylabel("y[n] \rightarrow™)
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Bild 3-14 Systemreaktion y[n] des riickgekoppelten Systems 1. Ordnung mit a = —0,8 auf die Erregung
mit einer geschalteten Kosinusfolge x[n] mit Q, = = / 8 (Simulationsergebnisse)
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4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

4.1 Aufgaben
Aufgabe A4.1-1 Nichtrekursives System & *

Gegeben ist die Impulsantwort eines zeitdiskreten LTI-Systems
h[n] = sin (%(n +1)j -[uln]-u[n-8]]

a) Skizzieren Sie die Impulsantwort.

b) Geben Sie die Sprungantwort an.

c) Skizzieren Sie den Signalflussgraphen des Systems.
d) Geben Sie die DGL an.

Aufgabe A4.1-2 homogene DGL 2. Ordnung o *

Berechnen Sie die Losung der homogenen DGL 2. Ordnung

1
y[n]—y[n—l]+zy[n—2] =0 (4.1)
mit den Anfangsbedingungen
yI-11=y[-2]=1 (4.2)
Aufgabe A4.1-3 System 2. Ordnung o *

Gegeben ist das in Bild 4-1 gezeigte Blockdiagramm eines Systems 2. Ordnung.

X[n] & T 1

sa[n] s1[n]
D —o—{+[2 D —0——0 y[n]

Bild 4-1 Blockdiagramm des Systems 2. Ordnung in transponierter Direktform 11 mit Zustandsgréfien
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54 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

a) Skizzieren Sie den zugehdrigen Signalflussgraphen in der Direktform I1.
b) Stellen Sie die Differenzengleichung auf.
¢) Geben Sie die Ubertragungsfunktion an.

d) Geben Sie die Impulsantwort analytisch an. Berechnen Sie zur spateren Kontrolle des
Ergebnisses h[0] und h[1].

Ubung mit MATLAB =

Anmerkung: Die Komplexitat dieser und der folgenden Aufgaben macht es sinnvoll, die analytischen L6-
sungen mit den Ubungen mit MATLAB zu verbinden. Analytische Lésungen und Simulationsergebnisse
lassen sich direkt vergleichen und so die Lésungen schnell Uberpriifen. Darliber hinaus ermdglichen die
Simulationen durch Variation der Parameter den Einfluss der Parameter auf die Ldsungen zu ver-
deutlichen.

e) Programmieren Sie das System und bestimmen Sie die Impulsantwort und die Sprungant-
wort durch Simulation. Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis aus (d) anhand der Simulation.

Hinweise: (i) Simulieren Sie das System entsprechend dem Blockdiagramm in der trans-
ponierten Direktform Il mit den zwei Zustandsvariablen s;[n] und s,[n]. (ii) Verifizieren Sie Ihr
Simulationsprogramm durch den MATLAB-Befehl fil ter.

Aufgabe A4.1-4 Digitaler Sinusgenerator V-8,

Anmerkung: Bei der Anwendung der digitalen Signalverarbeitung mit einfachen Mikrocontrollern werden
effizienten Algorithmen zur Signalerzeugung bendtigt. Das Beispiel zeigt, wie mit elementaren Rechen-
operationen, der Addition und der Multiplikation, eine Sinusfolge generiert werden kann.

Ein System 2. Ordnung kann dazu benutzt werden, eine Sinusfolge zu erzeugen. Gehen Sie im
Weiteren von der allgemeinen DGL 2. Ordnung aus

y[nl+a, y[n—1]+a, y[n—2] = by x[n]+b, x[n-1]+b, X[n—2] (4.3)
a) Spezialisieren sie die DGL 2. Ordnung so, dass mit den Startwerten y[0] = O eine rechts-
seitige Sinusfolge mit der normierten Kreisfrequenz Q erzeugt wird.

Hinweis: Hier kommt es auf einen geschickten Ansatz an. Beginnen Sie mit Ausdriicken fir
y[n], y[n+1] und y[n+2]. Stellen Sie dann mit trigonometrischen Umformungen y[n+2] als
Funktion von y[n+1] und y[n] dar.

b) Skizzieren Sie die Folgen mit den normierten Kreisfrequenzen Q = /5, /2 und 97/5 fiir n
=0,1,2,..,10.

c) Welche Beschrankung muss bzgl. der normierten Kreisfrequenz beachtet werden?
Aufgabe A4.1-5 Rekursives System mit DGL 1. Ordnung &k xk
Ein System 1. Ordnung mit Riickkopplung des Ausgangssignals wird durch die Differenzen-
gleichung

y[n] +ay - y[n-1] = x[n]
mit einer Konstanten a; € R\{0} beschrieben. Die Anfangsbedingungen sind y[n]=0 ¥V n<0
und y[0] = yo.
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a) Bestimmen Sie die Lésung der homogenen DGL.

b) Unter welcher Bedingung ergibt sich ein stabiles System?
c) Geben Sie den Signalflussgraphen an.

d) Geben Sie die Impulsantwort an.

e) Geben Sie die Sprungantwort an. Gegen welchen Grenzwert konvertiert die Sprungantwort
firn — o

f) Das energiefreie System wird ab dem Zeitpunkt null mit einer Exponentiellen erregt, x[n] =
q" - u[n] mit |g| < 1. Bestimmen Sie das Ausgangssignal des Systems fir n > 0.

Ubung mit MATLAB =

g) Programmieren Sie das System und bestimmen Sie die Impulsantwort und die Sprungant-
wort durch Simulation, wenn a; = 0,8 ist

h) Bestimmen Sie die Lésung der inhomogenen DGL durch Simulation fiir die exponentielle
Erregung mitq =0,5.

Aufgabe A4.1-6 Rekursives System mit DGL 1. Ordnung - Einschwingen & *

Das System 1. Ordnung in A4.1-5 sei zundchst energiefrei. Ab dem Zeitpunkt null wird es
durch eine Kosinusfolge erregt.

x[n] = cos(Q2 n) - u[n]
a) Berechnen Sie die Systemreaktion.

Hinweis: Wie kann das Ergebnis aus A4.1-5 (f) hier verwendet werden? Vgl. komplexe
Wechselstromrechnung.

b) Zerlegen Sie die Systemreaktion in den Einschwinganteil und den stationédren Anteil.

Ubung mit MATLAB =2

c) Simulieren Sie die Reaktion des Systems fiir a; = —0,8 und Q = 7/ 8. Stellen Sie zusatzlich
auch den Einschwinganteil und den stationdren Anteil grafisch dar.

Aufgabe A4.1-7  Zur Berechnung der Impulsantwort eines rekursiven Systems 2. Ordnung
mit verschiedenen Polen & *k

Zeigen Sie, dass mit der Definition ([Wer08], (4.68)) gilt

Aufgabe A4.1-8 Zur Berechnung der Impulsantwort eines rekursiven Systems 2. Ordnung
mit doppeltem Pol & *

Zeigen Sie, dass mit der Definition ([Wer08], (4.74)) gilt

D, =D, =1 (4.5)
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56 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

Aufgabe A4.1-9 Rekursives System mit DGL 2. Ordnung — Homogene DGL &5 Kk Kk

Das reellwertige System 2. Ordnung wird durch die homogene Differenzengleichung
yln] +a; - y[n-1] + &, - y[n-2] = 0
mit den Konstanten a;, a, € R\{0} beschrieben.
a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der homogenen DGL. Fihren Sie eine Fallunter-

scheidung durch.

b) Welche Bedingungen missen an die Koeffizienten a; und a, gestellt werden, damit sich ein
stabiles System ergibt?

Hinweis: Grenzen Sie die Wertebereiche ohne lange Rechnung ein.

c) Es kann gezeigt werden, dass flr die Stabilitat der Systeme 2. Ordnung zusétzlich zu den
Bedingungen in (b) noch gelten muss

lagf <1+a,
Anmerkung: Beweis mit Shiir-Cohn-Stabilittstest (siehe Reflexionskoeffizienten)

Somit resultiert das sogenannte Stabilitatsdreieck in der (a;, a,)-Ebene. Skizzieren Sie das
Stabilitatsdreieck und kennzeichnen Sie die Gebiete entsprechend der Fallunterscheidung in

).

Aufgabe A4.1-10 Rekursives System mit DGL 2. Ordnung — Erregung mit einer
Exponentiellen & Kk kK

Ein reellwertiges System 2. Ordnung wird durch die Differenzengleichung
y[n] +a; - y[n-1] + &, - y[n-2] = x[n]
mit den Konstanten a;, a, € R\{0} beschrieben. Das System sei stabil und zunéchst energie-
frei.
a) Zum Zeitpunkt n = 0 wird das System mit einer abklingenden Exponentiellen erregt.
x[n] =z4"u[n] mit 0 <z <1
Berechnen Sie die Systemreaktionen. Berticksichtigen Sie die Fallunterscheidung.

b) Uberlegen Sie, wie mit der Losung in (a) auch auf die Impulsantwort und die Sprungant-
wort geschlossen werden kénnte?

Hinweis: Keine lange Rechnung.

Ubung mit MATLAB =

c) Loésen Sie die Gleichungssysteme zu (a) numerisch mit MATLAB. Verwenden Sie dazu die
Koeffizienten in der folgenden Tabelle 4-1 und fir die erregende Exponentielle z, = 0,75.
Stellen Sie die Lésungen grafisch dar.

Hinweis: MATLAB-Befehl zur Ldsung von Gleichungssystemen ,, \ ,,. Bedenken Sie auch,
dass beim Lésen von Gleichungssystemen mdglicherweise numerische Probleme auftreten
kdnnen.
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d) Verifizieren Sie die Ldsung in (c) durch eine MATLAB-Simulation. Stellen Sie die

Systemreaktionen grafisch dar und vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit (c).

Tabelle 4-1 Koeffizienten der DGL

Fall a az
0] -1 0,2
@ -1,4 0,49
©) -1,6 0,8

Aufgabe A4.1-11 Rekursives System mit DGL 2. Ordnung — Impulsantwort und

Sprungantwort &
Betrachtet wird das System 2. Ordnung mit der DGL in Aufgabe A4.1-10.
| Ubung mit MATLAB =

a) Benutzen Sie die Uberlegungen aus der Aufgabe A4.1-10, um die Impulsantwort und die
Sprungantwort fiir die drei Félle in Tabelle 4-1 mit MATLAB zu berechnen. Stellen Sie das
mit MATLAB Ergebnis grafisch dar.

b) Bestimmen Sie die Impulsantworten und Sprungantworten durch MATLAB-Simulationen
fiir die drei Félle und vergleichen Sie die Ergebnisse der Simulation und der Rechnung.

Aufgabe A4.1-12 Zinsformel

a) Skizzieren Sie den Signalflussgraphen zur Zinsformel in ([Wer08], (4.91)).

| Ubung mit MATLAB

]

=

b) Flhren Sie eine MATLAB-Simulation fur den Fall durch, dass eine vorschiissige jéhrliche
Einzahlung mit der (normierten) Einzahlung E = 1 uber 20 Jahre vereinbart wird und der

Zinssatz pro Jahr 4% betragt.

c) Wegen eines unvorhergesehenen Ereignisses kénnen in den Jahren 6 und 7 keine Einzah-
lung getétigt werden. Fur die Jahre 8 bis einschlieRlich 12 wird jeweils nur die Halfte der
vereinbarten Summe eingezahlt. Bestimmen Sie den Kontostand nach 20 Jahren durch

Simulation.
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58 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

4.2 L6sungen
Losung A4.1-1 Nichtrekursives System M
a) Impulsantwort

L 4 nin]

,CIQIH»n
2 3 4 5 6 7 8
$ .

Bild 4-2 Impulsantwort h[n]

01
I

b) Sprungantwort s[n]={1,1,0,0,1,1,0,0, ...}
c) Signalflussgraph

D D D D D D
x[n] O>e—>——> >—o—> >—o—p
1Y 1Y 1Y 1Y
>—o—> p—o—> >—e—>—p-0 y[n]

Bild 4-3 Signalflussgraph

d) DGL y[n] = x[n] — x[n-2] + x[n—4] — X[n—6]

Losung A4.1-2 homogene DGL 2. Ordnung M

Zundchst bestimmen wir die allgemeine Lésung der homogenen DGL (4.1). Dazu suchen wir
die Pole (Wurzeln) der charakteristischen Gleichung.

22—z+%=0 (4.6)

Die Ldsung der quadratischen Gleichung liefert einen doppelten Pol.

1
Zal =202 =3 (4.7)
Fur den Losungsansatz ergibt sich hier
1 n
ya[nl= (Ej (€1 +nCy)uln] (4.8)
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4.2 Losungen 59

Die zwei Parameter C; und C, werden (ber die Anfangswerte bestimmt. Setzten wir die
Anfangswerte in die homogene DGL (4.1) ein, so erhalten wir

1.3 3 1.1
yl0]=1-7 =7 und yy[=7-7=2 (4.9)

Diesen beiden Werten muss auch die Losung der homogenen DGL gentigen. Wir erhalten zwei
Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten

0
Yh[0]=(%j -(C,+0-C,)-u[0]=C, :%

(4.10)
1
1 3 31 1
== | =+C, |'Ul]==+=C, ==
Ynl1] (2} (4 zj [ 8 272775
Es resultiert die Losung der homogenen DGL (4.1) mit den Randbedingungen (4.2)
1" 1
ylnl=| = | -=-(3+n)uln] (4.11)
2) 4
Losung A4.1-3 System 2. Ordnung M
a)
x[n] o—+—— ——o0 Y[n]
A YyD \
14| 02
3 vy D 3
049 04

Bild 4-4 Signalflussgraph in Direktform Il zum System 2. Ordnung in Bild 4-1

b) Aus dem Blockschaltbild lassen sich durch Vergleich mit dem Signalflussgraphen die
Koeffizienten der DGL direkt ablesen, siehe ([Wer08], Bild 4-2).

y[n]+L,4y[n-1]+0,49y[n-2]=0,2x[n—-1]+ 0,4x[n—2] (4.12)

¢) Mit den Koeffizienten der DGL ergibt sich die Ubertragungsfunktion, siehe ([Wer08],
(4.9)).

0,2z271+0,4772

H(z) =
(@) 1+1,4771+0,49772

(4.13)
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60 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

d) Impulsantwort fir doppelten Pol
z,=-0,7 (4.14)

Losungsansatz, siehe ([Wer08], Tabelle 4.4) und Anwenden des Superpositionsprinzips

hn] =b, - D((1+ n)zgu[n])+ b, - D? ((1+ n)z;u[n]) -

(4.15)
=bz" ~((1+ n —l)z;l)u[n ~1]+b,2" -((1+ n—2)z;2)u[n—2]
Die Ldsung kann noch etwas kompakter dargestellt werden.
h[n] =&~n-z;‘j -u[n—1]+b—§-(n—1).zi -u[ln-2]=
z, 2
b b.
=z;‘)-Li-n+—§-(n—1)]u[n]+z—§~5[0]: (4.16)
n-(bz,+b,)-b
_ Bz, +2 2)02 o uln]+22-570]
ZOO ZCL
Es ergeben sich die Werte flir die Impulsantwort an den Stellen null und eins
bz,
h[0] =0 und h[l]=—"*-z, =D (4.17)
Z:)O
e) Impulsantwort und Sprungantwort
| Losung mit MATLAB =

% Simulation of 2nd order System
% S3S4_1.m * mw * 07/30/2007
%% Initialization

a=1]11.4 .49]; b = [0 .2 .4]; % numerator/denominator coefficients
N = 40; n = O:N; % normalized time
%% Filtering
X = [1 zeros(1,N)]; % impulse function
y = zeros(size(X)); % allocate memory for output signal
s = zeros(1,2); % initialize state variables
for k=1:length(x)

y(k) = b(1)*x(k) + s(1);

s(1) = b(2)*x(k) -a(2)*y(k) + s(2);

s(2) = bB)*x(k) -a(3)*y(Kk);
end
%y = Ffilter(b,a,x); % Matlab built-in function
h =vy; % impulse response
x = ones(1,N+1); % step function
y = zeros(size(X)); % allocate memory for output signal
s = zeros(1,2); % initialize state variables
for k=1:length(x)

y(k) = b(1)*x(k) + s(1);

s() - b(2)*x(k) -a(2)*y(k) + s(2);
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s(2) = b3)*x(k) -a(3)*y(K);
end

s = y;
%% Graphics
FIG1 = figure("Name®,"S3S4_1 : 1st order DGL with harmonic input
signal®, "NumberTitle", "off");
subplot(2,1,1),stem(n,h,*filled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("h[n] \rightarrow®)
title("Impulse response®)
subplot(2,1,2),stem(n,s, "filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("s[n] \rightarrow")
title("Step response”)

Impulse response

04 T T T T T T T
I I I I I I I
I I I I I I I
OZTII et - - [ [ - ==
SRR TR
= 0@ e T Wﬂomm“m
s l J l Jg ¢ & 9700700000000000000: i
I I I I I I
02+--F-F - -+ - = - == - == — = - == — = I— — — — — === — - |- — = — -
I I I I I I
I I I I I I
_04 1 1 1 1 1 1 1
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n—
Step response
0-4 T T T T T T T
I I I I I I I
I I I I I I I
0.3F -+ - - i ----- ----- - = === 1——— -7
4 : : I I I I
= 02 e e e Y
£ I
sl L TH ,,,,,,,,,
0 5 10 15 20 25 30 35 40

n—
Bild 4-5 Impulsantwort und Sprungantwort des rekursiven Systems 2. Ordnung in Bild 4-1
Losung A4.1-4 Digitaler Sinusgenerator M

a) Eine kurze Uberlegung stellt den Zusammenhang zwischen der DGL und der Sinusfolge her.
Dabei ist die Sinusfolge

y[n]=sin(Qn) (4.18)

durch drei aufeinander folgende Elemente auszudriicken. In den néchsten beiden Zeitschritten
erhdlt man

y[n+1]=sin(Q(n+1)) =sin(Qn)cos(Q2) + cos(Qn)sin(Q) (4.19)

und

y[n+ 2] =sin(Q(n + 2)) = sin(Qn)cos(2€2) + cos(Qn )sin(202) (4.20)
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62 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

Setzt man (4.18) in die beiden letzten Gleichungen ein, ergibt sich
y[n+1] = y[n]cos(©2) +cos(Qn)sin(Q) (4.21)
und
y[n+2] = y[n]cos(2€2) + cos (Qn)sin(2Q2) (4.22)
Die Gleichung (4.21) nach cos(Qn)aufgeIdst und in (4.22) eingesetzt liefert die DGL 2. Ord-
nung fir die Sinusfolge

y[n+1]- y[n]cos(Q2) (4.23)

y[n+ 2] = y[n]cos(2Q2) + Sn(Q) -sin(2Q2)

Mit trigonometrischen Umformungen vereinfacht sich die DGL
y[n+2]=y[n+1]-2cos(Q2) — y[n] (4.24)
oder dquivalent
y[n]—2cos(Q)y[n-1]+y[n-2]=0 (4.25)
Berlicksichtigt man noch die Startwerte
y[0]=0 und y[1]=sinQ (4.26)

so lassen sich alle Werte y[n] fiirn =2, 3, 4, 5, ... aus der Rekursionsformel (4.24) berechnen.
b) siehe Bild 4-6

c) Wegen der Periodizitaten der Sinus- und Kosinusfunktionen lassen sich keine normierten
Kreisfrequenzen groRer oder gleich z/ 2 darstellen, vgl. Abtasttheorem.

. (97 . (7 V4 V4
sm(?jzsm(gj und cos(?]=—cos(€j (4.27)

Q=7xl5 Q=7xl2 -
1 0 1 4 1 Q=r7z9/5
4 A A [ 1) [ L ]
yInl o] |e olle y[n] y[n] olle CIAL
0 Y o' o oleoeleole AT’] 0 A?]
o[|e N0 o[ e CINE)
1 -1 -1
od 10 20 0 10 20 0 10 20

Bild 4-6 Mit der DGL (4.25) erzeugte Sinusfolgen
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Losung A4.1-5 Rekursives System mit DGL 1. Ordnung M

a)

b)
c)

d)

€)

f)

Homogene DGL y[n] + a; - y[n-1] =0 firn >0 und y[-1] = 0, y[0O] = yo
Losung ya[n] = Yo - (=a1)" - uln]

Fur |ay| < 1 ergibt sich ein stabiles System, siehe auch (d)

Signalflussgraph

x[n] O»>+—> >0 y[n]
A Y D

Bild 4-7 Signalflussgraph des Systems 1. Ordnung

Impulsantwort

Aus dem Signalflussgraphen Bild 4-7 folgt bei einer Impulserregung zum Zeitpunkt null,
d[n], im energiefreien Zustand
h[n] = {1, —ay, (a1)? (-ay) ...} = (a1) "u[n]
Sprungantwort — Akkumulation der Impulsantwort
s[n] = {1, 1-a;, 1-a;+(-a1) %, ...}
endliche geometrische Reihe
_( n+l
1+

Grenzwert flir [ay] < 1

n+1
lim sfn] = tim —C&) —_ 1
n—o n—o0 1+a1 1+al

Losung der inhomogene DGL firn>0
y[n] = ya[n] + yp[n] mit ya[n] = C: - (~a1) "und y,[n] =C; - q"

Einsetzen in die DGL

fur n = 0, Schaltungszwang, siehe Signalflussgraph in Bild 4-7  y[0] =x[0]=q¢°=1
Ci+C=1 (%

furn=1 C;-(-a)+C,-gq+a;=9q

mit(*) -a;-(1-C))+q-C, +a=q
C.=q/(a+a)

Somit Ci=a;/(q+ay)

Losung der DGL mit Randbedingungen fir n > 0

a
yin] = —1—(-a)" +——q"
q+a q+a
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64 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

Losung mit MATLAB =2
% 1st order DGL

% S3S4 1.m * mw * 07/26/2007

%% Initialization

al = -0.8; q = 0.5; % simulation parameters

n = 0:20;
%% Impulse response
d = zeros(size(n)); d(1) = 1;
h = zeros(size(d));
h(1) = d(1);
for k=2:1length(n)
h(k) = d(k) - al*h(k-1);
end
%% Step response
u = ones(size(n));
s = zeros(size(u));
s(1) = u(1);
for k=2:length(n)
s(k) = u(k) - al*s(k-1);
end
%% Exponential input signal
X = q-n;
y = zeros(size(X));
y(1) = x(1);
for k=2:length(n)
y(k) = x(k) - al*y(k-1);
end

%% Graphics

% normalized time

FIG1 = figure("Name","S3S4_1 : 1st order DGL","NumberTitle", "off");

subplot(3,2,1), stem(n,d,"filled"), grid

xlabel("n \rightarrow"), ylabel("\delta[n] \rightarrow")

title("Impulse function®)

subplot(3,2,2), stem(n,h,"filled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("h[n] \rightarrow®)
title("Impulse response®)

subplot(3,2,3), stem(n,u,"Ffilled"), grid
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("u[n] \rightarrow")
title("Step function®)

subplot(3,2,4), stem(n,s,"filled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("s[n] \rightarrow®)
title("Step response®)

subplot(3,2,5), stem(n,x,"filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("x[n] \rightarrow™)
title("Exponential input signal®)

subplot(3,2,6), stem(n,y, "filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("y[n] \rightarrow®)
title("Output signal™)
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Impulse function Impulse response
1 | | | 1 | | |
T | | | T [ [ ! !
ol R - W fffff
% Lessspesaspessoqeoses oL L T esannsae
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n— n—
Step function Step response
I 5 ‘ >
S ) # el
> = o
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n— n—
Exponential input signal Output signal
T
Bild 4-8 Eingangs- und Ausgangssignale am Systems 1. Ordnung (A4.1-5, a; = -0,8, q = 0,5)
Losung A4.1-6 Rekursives System mit DGL 1. Ordnung - Einschwingen M
a) Mit
cos(Qn) = Re(ejgn)
kann die Ldsung der DGL aus A4.1-5 (f) mit
q= ean
und Realteilbildung verwendet werden, vgl. komplexe Wechselstromrechnung.
a n ejQ jQn
y[n]=Re| —1t—(-a,)" |+Re| ——-¢!
el 1a (=) el +a
Einschwinganteil stationarer Anteil
b) Einschwinganteil und stationérer Anteil siehe oben
| Losung mit MATLAB =

% 1st order DGL with harmonic input
% S3S4_ 2.m * mw * 07/26/2007
%% Initialization and Filtering
al = -0.8; w = pi/8;
n 0:40;
X cos(w*n);
y = zeros(size(xX));
y(@) = x(1);
for k=2:length(n)
y(kK) = x(k) - al*y(k-1);
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66 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

end

%% Graphics

FIG1 = figure("Name®,"S3S4 2 : 1st order DGL with harmonic input

signal®, "NumberTitle", "off");

stem(n,y, "filled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow®)
title("Output signal™)

% transient and stationary part

yt = real(@l/(1-exp(G*w)))*(-al)-"n;

ys = real((exp(*w)/(exp(@*w)+al))*exp(G*w*n));

hold on

plot(n,yt,":r","LineWidth",2)

plot(n,ys,"--k*,"LineWidth*,2)

hold off

Output signal

y[n] —»

Bild 4-9 Reaktion des Systems 1. Ordnung auf ein harmonisches Eingangssignal mit Einschwinganteil (.
. .), stationarem Anteil (- - -) und Gesamtlésung (A4.1-6, a; = -0,8, Q = 7/8)

Losung A4.1-7 Zur Berechnung der Impulsantwort %}

Aus ([Wer08], (4.68)) folgt mit der cramerschen Regel

2 2
_ T Z 0 — 2y T 397,

a7’ +a’z,, —a,2,, (4.28)

2 2
D= ZoolzooZ - ZchZZool
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Da die Pole Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind, siehe (4.46), ist es vorteilhaft die
Zahler durch ergédnzen umzuformen

2
! '(Zooz T8 755 +8 ) TaA + AT taa, +8,2,,

Pu= D D
) (4.29)
D. - a ‘(Zm +t8Z+ 8 ) ~4% Bl —ga, 8,7,
2 D - D
Nun wird die Behauptung (4.4) gepruft.
D, +D, = T8 + 82, |, ~B ~ Bl _ Blup + 2 _ B (2,5 — zwl); (4.30)
D D D D
Also ist zu zeigen, dass
!
a (2002 - Zool): D= ZochOZCZ - ZooZZozol (431)

Dazu benutzen wir fur die rechte Seite wieder die Wurzeleigenschaft.

2 2
212002 T Zo2Zoo) = Loy '(_alzooz ) ) —Zy '(_alzool - az) =
=02y — 8Ly T Nl H ATy = (4.32)
=82, + 82,1 =8y (22— 2q)

Der Vergleich der letzten beiden Gleichungen zeigt die Ubereinstimmung, Richtigkeit der
Behauptung.

Losung A4.1-8 Zur Berechnung der Impulsantwort %}

1 1)(p) 1 &
[zm 22J'(D2j_2(af—a2j (433)

Aus der charakteristischen Gleichung folgt fir einen doppelten reellen Pol

Aus ([Wer08], 4.74)) folgt

a=-2z, und a,=122 (4.34)

Ersetzen der Koeffizienten in (4.33) fihrt auf

G ;ng :@ (4.35)

und bestatigt somit die Behauptung.
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68 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

Losung A4.1-9 Rekursives System mit DGL 2. Ordnung — Homogene DGL %}

a) Charakteristisches Polynom z* + a,z + a, = 0 mit den Nullstelle, den Polen der Ubertra-
gungsfunktion,

Da das reellwertige System 2. Ordnung ist, sind drei Mdéglichkeiten zu unterscheiden:

@ Zwei verschiedene reelle Pole, wenn a,° > 4-a,
Zo1 # Zoop UNA Z1, Zo2 € R

@ Ein reeller Pol der Vielfachheit 2 (doppelter Pol) , wenn a,* = 4-a,
Z, € R

® Ein konjugiert komplexes Polpaar, wenn a;? < 4-a,

2.1=2, und 7,2, € C

Die homogene Losung der DGL 2. Ordnung kann entsprechend den drei Mdglichkeiten auf die
folgenden drei Losungen spezialisiert werden:

® Zwei verschiedene reelle Pole
ya[n] = C1:(Ze1)" + Co(22) "
@ Ein reeller Pol der Vielfachheit 2 (doppelter Pol)
ya[n] = [C1 + Con] - (2,))"
® Ein konjugiert komplexes Polpaar
ya[n] = 2-Re[ C-(z.,)" ] mit z,, =z, und C=C,

b) Das System ist stabil, wenn die homogene L&sung mit wachsendem n schlieRlich abklingt.
|Zooa| , |22 < 1

Da die Pole die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, existiert die Faktorisierung
22 tarzt+a;= (Z - Zool) ’ (Z - ZooZ) = 22 - (Zool + 2002)'2 + 20122

Also gilt der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der DGL und den Polen fiir Systeme
2. Ordnung

A1 == (Zot + Z2) § 82 = Lot Z
Insbesondere ergibt sich fur
@ den doppelten reellen Pol a, =-27,; a,=2,2
® das konjugiert komplexes Polpaar a,=—-2-Re[z,]; a =z,
Aus der Stabilitatsbedingung, dass der Betrag der Pole kleiner 1 sein muss, folgt

lagl <25 oz <1
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c) Mit der zuséatzlichen Bedingung |a;| < 1 + a, folgt das Stabilitatsdreieck in Bild 4-10.

4 & @ doppelter reeller Pol
1
S I \
N @ konjugiert komplexes Polpaar 77
\\\ ///
A 7
AN 4 > a;
2 ~1°._ O@zweireellePole .~ 1 . 2
\\ //
A 7
N 7
AN 7
N\ /7
N 7

\Y\/
1Y

Bild 4-10 Stabilitatsdreieck fiir die Koeffizienten eines kausalen Systems 2. Ordnung

Anmerkung: Da bei konjugiert komplexem Polpaar gilt a; = —2-Re[z,,], kénnen die Lagen der Pole fiir
Tiefpdsse und Hochpésse im Stabilitatsdreieck schnell zugeordnet werden. Fir a; < 0 ergeben sich
Polwinkel (Argumente) Q,, < /2 und fiir a; > 0 gilt Q,, > =/ 2.

Losung A4.1-10 Rekursives System mit DGL 2. Ordnung — Erregung mit einer
Exponentiellen ]
a) Erregung des zunachst energiefreien Systems mit einer Exponentiellen
y[n] +a; - y[n-1] + a, - y[n-2] =z4" firn>0mit y[-1] =y[-2] =0
Losung der homogenen DGL siehe auch A4.1-2
Partikuldre Losung (Ansatz, Eigenfunktion)

yoln]=c -z’
Gesamtldsung

® Zwei verschiedene reelle Pole
yIN] = Crr(z01)" + Cor(22) "+ C:(25) "
@ Ein reeller Pol der Vielfachheit 2 (doppelter Pol)
yIn] = [Cy + Con] - ()" + C:(2g)
® Ein konjugiert komplexes Polpaar
y[n] = 2:Re[ C-(z.)" ] + c:(zg) " mit z,, =z, und C=C,
Die Bestimmung der Konstanten fiir den Fall ® anhand der ersten drei Ausgangswerte

y[0]=Ci+Cy+c=1
y[l] = Cl'zool + CZ'Zoc2+ C3'Zq = Zq - al
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4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

y[2] = C1(21)’ + Cor(2.2) 2+ Cs(z) 2= (zq) Z-ay (zg—a1)-a,
fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

1 1 1]

1
Zo Zea Zq || G2 |= g~ &
2 2 2c 2
22, 12, 2 25— (292 )-a

Losung mit der cramerschen Regel allgemein oder numerisch mit MATLAB.

Wegen der einfachen ersten Zeile reduziert sich das Gleichungssystem mit

c=1-C,-GC,

Zp— zq Zypp — Zq [Clj -
25, -7, 22,-15 \C, —ay (24— ) -2,
Bestimmung der Konstanten fiir den Fall @, des doppelten Pols. Aus den Gleichungen

y0]=Ci+c=1

Zu

Y[11=C1z0+Cpz+ CZg= 29— &

Y[2] = C1:(z.)* + 2Co(2.)  + ¢:(29) * = (29)* — @y (2g— @) — @
entsteht das lineare Gleichungssystem

1 0 1|

1
Z, 1, Z3||C|= Zg—&
25 225 Z\NC) | Zd-a(zy-a)-a
Mit
C=1—C1
wird daraus

2,-1, 1, |(C ~ -3
22 -75 212 \C; —ay (24 -2 )-a,
Losung wieder mit der cramerschen Regel, allgemein oder numerisch mit MATLAB
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4.2 Losungen 71

b) Fur das exponentielle Eingangssignal
x[n] =z4" - u[n]
ergeben sich die beiden Grenzwerte

ZIim0 X[n] = 4[n] ZIim1 X[n] =u[n]

Fuhrt man die Grenzwerte in die obigen Gleichungssysteme ein, resultieren entsprechende
Gleichungssysteme fiir die Impuls- und Sprungantwort. Im Beispiel der Impulsantwort gilt

fir die Falle ® und ®

Zy1 Zo2 |(C —&
25, 22, \C af -2,
Anmerkungen: (i) Fur den Fall ® mit konjugiert komplexem Polpaar kann noch weiter zusammengefasst

werden. (ii) Man beachte auch dass die Koeffizienten a; und a, und die Pole z,,; und z,, voneinander
abhéngig sind, d. h. ineinander umgerechnet werden kénnen.

fiir den Fall @ folgt

1 1 C 1 -y
z, 2z, )\C, _ZOO alz—a2

Lésung mit MATLAB

% 2nd order DGL with exponential input

% analytical solution and simulation

% S3S4_3.m * mw * 07/26/2007

%% system coefficients, characteristic polynomial
CASE = input("Case 1,2 or 3 : ");

switch CASE

case 1
a=1[1-10.2]; % two distinct real poles
case 2
a=1[1-1.4 .49]; % repeated pole
case 3
a=1]1-1.6 0.8]; % conjugate complex pair of poles
otherwise
error("incorrect case selection®)
end
b=1[100]; % zeroes
zq = .75; % base of exponential input signal
n = 0:40; % normalized time
p = roots(a); % pair of poles
d = [-a(2); -a(2)*(zg-a(2))-a(3)]1;
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72 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

if CASE~ 2 % distinct poles
= [P(1)-zq p(2)-zq; p(1)"2-z9"2 p(2)"2-zq"2];
C = A\d; % solve system of linear equations
yh = C(D)*p(1)-*n + C(2)*p(2)-"n; % homogeneous response
c=1-CA) -C@D;
yp = c*zg-"n; % particular response
else % repeated pole
A = [p(1)-zq p(2); p(1)"2-zg"2 2*p(2)"2 ];
C = A\d; % solve system of linear equations
vyh = C(QD)*p() - + C(2)*n-*p(2)-"n; % homogeneous response
c =1-C);
yp = c*zqg-n; % particular response
end
fprintf("Cl = %g %+gj \n",real(C(1)),imag(C(1)))

fprintf("C2 = %g %+gj \n",real(C(2)),imag(C(2)))
fprintf("c = %g %+gj \n\n",real(c),imag(c))
%% Graphics
FIG1 = figure("Name","S3S4_3 : Zero-pole plot®, "NumberTitle", "off");
zplane(b,a), grid
FIG2 = Tfigure("Name","S3S4 3 : 2nd order DGL with exponential
input®, "NumberTitle","off");
subplot(3,1,1), stem(n,yh,*filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("y_h[n] \rightarrow")
title("Homogeneous response®)
subplot(3,1,2), stem(n,yp, "filled"), grid
xlabel("n \rightarrow"), ylabel("y_p[n] \rightarrow®)
title("Particular response®)
subplot(3,1,3), stem(n,yh+yp,“filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow")
title("System response®)
%% Simulation

X = zq.-"n; % input signal
y = Ffilter(b,a,x); % Filtering
%% Graphics

FIG3 = figure("Name®,"S3S4_.3 : 2nd order DGL with exponential

input”®, "NumberTitle", "off");

subplot(2,1,1), stem(n,x,"Ffilled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("xX[n] \rightarrow®)
title(" Input signal™)

subplot(2,1,2), stem(n,y,"filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("y[n] \rightarrow™)
title("System response®)
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Homogeneous response

ypnl —

n—
Particular response

,,,,, Lo -

EW T?Q.. -

|
1
0 5 10

y[n] —»

-5

Bild 4-11 Reaktion des Systems 2. Ordnung auf eine Erregung mit einer Exponentiellen (Fall ®, zq =
0,75, analytische Lésung)

Input signal

Bild 4-12 Reaktion des Systems 2. Ordnung auf eine Erregung mit einer Exponentiellen (Fall @, z, =
0,75, Simulation)
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74 4 Systeme mit linearen Differenzengleichungen

Losung A4.1-11 Rekursives System mit DGL 2. Ord. — Impulsantwort und Sprungantwort &

Losung mit MATLAB =2

% 2nd order DGL - impulse or step response

% analytical solution and simulation

% S3S4_3.m * mw * 07/26/2007

%% system coefficients, characteristic polynomial
CASE_Sys = input("Case 1,2 or 3 : ");

switch CASE_Sys

case 1
a=1[1-10.2]; % two distinct real poles
case 2
a=1[1-1.4 .49]; % repeated pole
case 3
a=1]1-1.6 0.8]; % conjugate complex pair of poles
otherwise
error("incorrect case selection®)
end
b=1[100]; % zeroes

CASE_zq = input("Impulse or step response O or 1 : ");
switch CASE_zq

case 0
zq = 0; % for impulse response
case 1
zq = 1; % for step response
otherwise
error("incorrect signal selection®)
end
n = 0:40; % normalized time
p = roots(a); % pair of poles
d = [-a(2); -a(2)*(zg-a(2))-a(3)];
if CASE_Sys~=2 % distinct poles
A = [p(1)-zq p(2)-zq; p(1)"2-zq"2 p(2)"2-zq"2];
C = A\d; % solve system of linear equations
yh = C(D*p(1)-n + C(2)*p(2)-"n; % homogeneous response
c=1-C() - C(2);
yp = c*zqg."n; % particular response
else % repeated pole
A = [p(1)-zq p(2); p(1)"2-zg"2 2*p(2)"2 1;
C = A\d; % solve system of linear equations
yh = C(D)*p(1)-*n + C(2)*n.*p(2).-"n; % homogeneous response
c =1-C);
yp = c*zqg."n; % particular response
end
fprintf("C1 = %g %+gj \n",real(C(1)),imag(C(1)))
fprintf("C2 = %g %+gj \n",real(C(2)),imag(C(2)))
fprintf("c = %g %+gj \n\n",real(c),imag(c))

%% Graphics

FIG1 = figure("Name","S3S4_3 : Zero-pole plot®,"NumberTitle","off");
zplane(b,a), grid

FI1G2 = figure("Name","S3S4_3 : 2nd order DGL", "*NumberTitle", "off");
subplot(3,1,1), stem(n,yh,*filled"), grid
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xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("y_h[n] \rightarrow®)
title("Homogeneous response™)
subplot(3,1,2), stem(n,yp, "filled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("y_p[n] \rightarrow®)
title("Particular response®)
subplot(3,1,3), stem(n,yh+yp,“filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow")
title("System response™)
%% Simulation
X = zq.-"n; % input signal
y = Ffilter(b,a,x); % Filtering
%% Graphics
FIG3 = figure("Name®,"S3S4_3 : 2nd order DGL","NumberTitle", "off");
subplot(2,1,1), stem(n,x,"filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("x[n] \rightarrow™)
title(C" Input signal™)
subplot(2,1,2), stem(n,y, "filled"), grid
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("y[n] \rightarrow®)
title("System response®)

Homogeneous response

2
P e
| | | | |
= 0 $t;x£;‘ot’$91009....’oooogosoogooo
>_,C | | | | | | |
_2 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
n—
Particular response
1 T T T T T T T
1 ST ST ST ST ST Sy
= O0.0WO,..WO.,OWOO..W,.O.
>,D- | | | | | | |
_1 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
n-—»
System response
ZrT T T
| |
1, ! T?Q. |
> | [
2 ! |
0 5 10

Bild 4-13 Reaktion des Systems 2. Ordnung auf eine Impulserregung (Fall ®, analytische Lésung)
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Homogeneous response

System response
10

il

n—

y[n] —»

Bild 4-14 Reaktion des Systems 2. Ordnung auf eine Sprungerregung (Fall ®, analytische L6sung)
Losung A4.1-12 Zinsformel M
a) Signalflussgraph mita; = —(1+p) und b; =1 +p.

x[n] O
by Y D

»O y[n]
- A A\ 4

<
<

Bild 4-15 Signalflussgraph des Systems 1. Ordnung zur Zinsformel

b) Simulation
| Losung mit MATLAB =
% 1st order DGL - compound interest formula

% S3S4_7.m * mw * 07/30/2007

%% Initialization

p =0.04 % interest
A = 20; % term
n = 0:A; % normalized time (years)
b =1[0 (1+p)]; a = [1 -A+p)]:; % numerator; denominator

%% Simulation - regular deposit
x1 [ones(1,A) 0];
yl filter(b,a,x1);
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fprintf("Capital = %g \n\n*",yl(end));
%% Simulation - irregular deposit
x2 = [ones(1,A) 0]; x2(6:7) = zeros(1,2); x2(8:12) = _.5%ones(1,5);
y2 = filter(b,a,x2);
fprintf("Capital = %g \n\n*",y2(end))
%% Graphics
FIG1 = figure("Name®,"S3S4_7 : Compound interest formula - statement
of account”, "NumberTitle","off");
stem(n,yl,"Ffilled"), grid
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("C_n \rightarrow®)
title("Balance”®)
hold on, stem(n,y2, "MarkerSize®,8), hold off

Balance
35 \ \ \ \ \
I I I I I
I I I I I A
O A
30 I | | | | X=20
I I I I I Y=30.9692
I I I I I
3
I I I I I .
I I I I I _
| | | | | s
I R e e T R —{| Y=23.582
I I I I I
T: I I I I I
§) I I I I I
55 ---r -7 - =TT~~~
I I I I |
I I I I
| | | |
107777\7777\77777777 D
I I |
I I
Lo__t___ L @ _ Y ¥ 1 _1_|_
5 ‘ T T I
% 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Bild 4-16 Kapitalentwicklung mit gleichférmiger () und ungleichférmiger (o) Einzahlung
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5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

51 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben stellen die theoretischen Zusammenhange in einen praktischen Bezug.
Aufgabe 5.1-1 behandelt ein System 1. Ordnung, wie das RC-Glied. Dementsprechend &hnlich
sind die Ldsungen, so dass das allgemeine Losungsverfahren deutlich wird.

Ein in der Physik und den Grundlagen der Elektrotechnik h&ufig ausfihrlich behandeltes Bei-
spiel ist der Reihenschwingkreis. Trotzdem der Reihenschwingkreis nur ein System 2. Ord-
nung ist, wird die Analyse bereits aufwendig. Der Ubersichtlichkeit halber verteilen wir die
Ubung auf drei, in sich abgeschlossene Aufgaben. Die Aufgaben sind mit ausfiihrlichen
Losungen versehen.

Anmerkung: Der Reihenschwingkreis liefert ein umfangreiches Beispiel, das die bekannten Ergebnisse
aus der Elektrotechnik bzw. Physik in der Sprache der Systemtheorie darstellt. Eine ausfiihrliche Behand-
lung des Reihenschwingkreises findet sich z. B. auch in [Schii88].

Aufgabe A5.1-1 Zeitkontinuierliches System 1. Ordnung & *

Anmerkung: Die Aufgabe befasst sich mit einem einfachen RLC-Netzwerk, einem System 1. Ordnung.
Zunachst ist der Ubergang von der physikalischen Schaltung auf die abstrakte Systembeschreibung, im
Beispiel die Ubertragungsfunktion, zu leisten. Danach kann die Analyse Schritt fur Schritt ablaufen.

Gegeben ist der in Bild 5-1 gezeigte elektrischer |mm e .
Vierpol.

a) Geben Sie die Ubertragungsfunktion fiir x(t)
als Eingangs- und y(t) als Ausgangssignal des
Systems an. x(t)

b) Bestimmen Sie die Pole und Nulistellen der
Ubertragungsfunktion. Skizzieren Sie ihre La-
gen in der komplexen s-Ebene, im so genann-
ten Pol-Nullstellendiagramm.

c) Ist das System stabil? Begriinden Sie lhre Ant- Bild 5-1 Elektrischer Vierpol
wort.

d) Zeichnen Sie den Signalflussgraphen in der transponierten Direktform II.
e) Bestimmen Sie die DGL des Systems.

9
|

Aufgabe A5.1-2 Reihenschwingkreis — Ubertragungsfunktion und Signalflussgraph & * %

In Bild 5-2 wird das Schaltbild des Reihenschwingkreises gezeigt.

a) Berechnen Sie, entsprechend der komplexen Wechselstromrechnung fiir s = jo, die Uber-
tragungsfunktion des Reihenschwingkreises mit der Spannung der Quelle uy(t) als Ein-
gangssignal und dem Strom im Kreis i(t) als Ausgangssignal.

b) Geben Sie die Lage der Pole und Nullstellen des Systems im Pol-Nullstellendiagramm an.
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5.1 Aufgaben 79

c) Skizzieren Sie den Signalflussgraphen.

_ Ur(t) u (t)
Y = A
R L
Ug(t) l o — lUc(t)

Bild 5-2 Reihenschwingkreis

Aufgabe A5.1-3 Reihenschwingkreis — homogene DGL & Kk xk

a) Stellen Sie die DGL des Reihenschwingkreises in Bild 5-2 mit der Eingangsgrofie ug(t) und
der AusgangsgrolRe i(t) fur die Zeit t > 0 auf.

b) Berechnen Sie die Lésung der homogenen DGL.

c) Diskutieren Sie die Losung der homogenen DGL indem Sie eine Fallunterscheidung vor-
nehmen.

Aufgabe A5.1-4 Reihenschwingkreis — DGL mit geschalteter Erregung &5 Kk k ok

Wir knipfen an die Aufgaben 5.1-2 und

5.1-3 an und erweitern die Uberlegungen t=0 it uR(t); uL(t);

um eine im Zeitpunkt t = 0 zugeschaltete W_

Spannungsquelle, siehe Bild 5-3. R L

a) Welche physikalischen Randbedingun- uq(t)l c ::l uc(t)
gen gelten im Einschaltzeitpunkt?

b) Berechnen Sie den Strom i(t) furt > 0
als Reaktion auf eine geschaltete expo-  Bild 5-3  Geschaltete Spannungsquelle am Reihen-
nentielle Spannungsquelle mit schwingkreis

Syt
Ug(t)=Uge™,

wenn der Reihenschwingkreis zum Einschaltzeitpunkt t = 0 energiefrei ist.

c) Berechnen Sie die Lésung der DGL in (b) flr eine geschaltete Gleichspannungsquelle
Uq (t) =U,, wenn der Reihenschwingkreis zum Einschaltzeitpunkt, t = 0, energiefrei ist.
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80 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

5.2 L6sungen
Losung A5.1-1 Zeitkontinuierliches System 1. Ordnung M

a) Aus der Spannungsteilerregel fiir komplexe Amplituden folgt die Ubertragungsfunktion

1
R+sC 1 1 1
IR+ 1 3+s2CR 2CR s+3/2CR
1/R+sC
b) Das System 1. Ordnung weist einen Pol und keine (endliche) Nullstelle auf.
3

S, =——— 5.2
» = "5cR (5.2)

Es resultiert das Pol-Nullstellendiagramm in Bild 5-4.

n [5)

s, =-3/2CR Re

7% | »

Bild 5-4 Pol-Nullstellendiagramm zum Vierpol in Bild 5-1

c) Das System ist stabil, weil der einzige Pol, wie in ([Wer08], (5.13)) gefordert, einen Realteil
kleiner als null besitzt, im Pol-Nullstellendiagramm also in der linken s-Halbebene liegt.

d) Der Koeffizientenvergleich der Ubertragungsfunktion mit der allgemeinen Polynomdarstel-
lung in (JWer08], (5.16)) liefert die Entsprechungen

a,=3/2CR, a =1 by=1und b =0 (5.3)

Damit kann der Signalflussgraph in transponierter Direktform Il nach ([Wer08], Bild 5-4),
angegeben werden.

X(t) O
1 4
o Y(t)

Y
Y

—3/2CR1

Bild 5-5 Signalflussgraph in transponierter Direktform Il zum Vierpol in Bild 5-1
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5.2 Ldsungen 81

e) Mit den Koeffizienten der Ubertragungsfunktion (5.1) folgt aus ([Wer08], (5.3)) die
gesuchte DGL des Systems.

' 3 _
YO +oog YO =x®) (5.4)

Losung A5.1-2 Reihenschwingkreis — Ubertragungsfunktion und Signalflussgraph M

a) Wir wenden die Rechenregeln fiir komplexen Amplituden an und bestimmen die Ubertra-
gungsfunktion als Admittanz des Kreises

1 sC s/L
H(s) = == == (5.5)
R+sL+1/sC s°LC+sRC+1 s°+SsR/L+1/LC
Mit den Koeffizienten
1 R 1

aO:E’alzt’azzl’bo:O’blzt'bzzo (56)

resultiert die Ubertragungsfunktion in der normierten Form, siehe ([Wer08], (5.16)),

s

H(s) S LR (5.7)

s +as+a,

b) Die Ubertragungsfunktion besitzt eine Nullstelle s, = 0.
Anmerkung: Fur lim H(s) = 0geht die Ubertragungsfunktion ebenfalls gegen null. Man spricht deshalb

‘S‘—)oo
auch von ,,Nullstellen im Unendlichen* bzw. von ,,endlichen Nullstellen“, wie hier bei s.
Im Nenner liegt ein quadratisches Polynom vor, so dass sich ein doppelter oder zwei Pole

ergeben kénnen
. /a_lz_ (5.8)
01,2 2 - 4 aO

Die Pole fiihren auf die aus der Physik bekannten Eigenfrequenzen des Schwingkreises. Je
nachdem, welche Werte die Bauelemente R, L und C haben, resultiert einer der drei Félle:

Fall ® (R/L)?>4/LC bzw. a? > 4a,

Das Argument unter der Wurzel ist stets positiv. Wir erhalten zwei reelle Pole

81,2 =O0u12 <0 (5.9)

Das zugehdrige Pol-Nullstellendiagramm ist in Bild 5-6 links zu sehen.

Wie in der Aufgabe 5.1-3 noch gezeigt wird, liegt ein stark gedéampfter Schwingkreis, auch
Uberaperiodisch gedampfter Schwingkreis genannt, vor.
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82 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

Fall @ (R/L)* =4/LC bzw. a? = 4a,
Es verschwindet die Wurzel und es ergibt sich ein doppelter reeller Pol.

sool = Soo2 =0y (510)

Der Fall @ wird aperiodischer Grenzfall genannt und wird in der Aufgabe 5.1-3 noch genauer
vorgestellt. Das Pol-Nullstellendiagramm findet sich in Bild 5-6 rechts.

Fall ® (R/L)® <4/LC bzw. af <4a,

Das Argument unter der Wurzel ist stets negativ. Wir erhalten zwei zueinander konjugiert
komplexe Pole

Se1,2 = O T j0, (5.11)

mit dem Pol-Nullstellendigramm in Bild 5-6 mittig. Es liegt ein schwach gedampfter
Schwingkreis vor, siehe Aufgabe 5.1-3.

A r N 4
m o
S .=0 S =c Sool:o-oo+ja}cxu
1 1 "2 »2 So = 0 (2) So = 0 So = 0
Y AVAY:. Y > AV4 FarY 5 P S
/\ NY v 7\ A4 » A4 L
Re S, =0, Re Re
Soo2 =04~ jwoc
X
Schwingkreis: stark gedampft @ aperiodisch @ schwach gedampft @

Bild 5-6  Pol-Nullstellendiagramme (normiert) in der komplexen s-Ebene fir die drei Félle stark ge-
dampft (links, @), aperiodischer Grenzfall (mittig, @) und schwach gedampft (rechts, ®) fir
den Reihenschwingkreis in Bild 5-3. Die Pole sind durch ,x“ markiert. Der Zusatz (2)
kennzeichnet den doppelten Pol im aperiodischen Grenzfall. Die Ubertragungsfunktion besitzt
eine Nullstelle im Ursprung, gekennzeichnet durch ,,0*. Die Zahlenwerte sind aus Bild 5-8

entnommen
¢) Signalflussgraph Uy O——— L
Die Ubertragungsfunktion des Reihenschwingkreises | Y | .
(5.7) besitzt ein Nennerpolynom 2. Grades, ist somit o o 0'

von 2. Ordnung. Der Signalflussgraph bestimmt sich
in transponierter Direktform entsprechend ([Wer08], L t -r/L?
Bild 5-4).

Anmerkung: Der Einfachheit halber wurden die Pfeile fir

die Pfadgewichte 1 weggelassen. Die Flussrichtung der Sig-
nale versteht sich aus dem Zusammenhang.

Bild 5-7  Signalflussgraph in
transponierter Direktform 11 des
Reihenschwingkreises
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5.2 Ldsungen 83

Losung A5.1-3 Reihenschwingkreis — homogene DGL M

a) Differenzialgleichung furt>0
Mit der kirchhoffschen Maschenregel bestimmen wir den Zusammenhang fiir die Teilspannun-
gen im Kreis.

Ug (1) = Uug (t) +u (t) +uc (t) (5.12)

Da alle Bauelemente vom selben Strom i(t) durchflossen werden, kdnnen die drei unbekannten
Spannungen an den Bauelementen durch den Strom ausgedriickt werden.

t
Uy (t) = R-i(t) + L~%i(t)+é‘£i(r)dr+uc(0) (5.13)

Einen mdglichen Anfangswert der Spannung an der Kapazitat fur t = 0 beruicksichtigen wir
durch die Konstante uc(0).

Durch Differenzieren resultiert die gesuchte DGL des Reihenschwingkreises

. R . 1 . 1
")+ —-i'(t)+—-i(t) ==u/ (t 5.14
()L()LC()Lq() (5.14)
Anmerkung: Bei einer Betrachtung der Ladung an der Kapazitat anstelle des Stromes, eriibrigt sich dieser
Schritt und die Analyse vereinfacht sich etwas [Sch(i88].
b) L&sung der homogenen DGL

Ausgehend von der homogenen Form der DGL finden wir die Lésung durch Einsetzen des Ex-
ponentialansatzes mit der Konstanten I, und der komplexen Eigenkreisfrequenz s

in@® =1, (5.15)
in (5.14) und Ausfuhren der Differenziationen

5.16
SzthSt+B~S|hESt+i~|heSt — SZ+B'S+L 'IheSt :O ( )
L LC L LC

Die homogene DGL ist fur alle t erfullt, wenn die charakteristische Gleichung null ergibt.

2Rty (5.17)
L LC
Es liegt eine quadratische Gleichung vor mit den Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
den Polen des Systems,

2
R R 1
R _ 5.18
#2791 (2Lj LC (.18)

Die Losung der homogenen DGL beschreibt das Ein- und Ausschwingen des Systems, die
Eigenschwingungen. Die flr die Eigenschwingungen charakteristischen Pole bestimmen sich
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84 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

aus der quadratischen Gleichung. Dementsprechend sind drei grundséatzliche Félle mdglich. Je
nach GroRe der Bauelemente R, L und C tritt einer der Falle auf. Wir diskutieren nachfolgend
alle drei Félle, siehe auch Aufgabe 5.1-2.

c) Diskussion der L6sung der homogenen DGL ([Schii88], Kap. 6.2.4.2)
Fall ®

(R/L)* >4/LC (5.19)
Damit ist das Argument unter der Wurzel stets positiv und wir erhalten zwei reelle Pole.

Sp12 =g <0 (5.20)

Wichtig ist auch, dass die Pole stets negativ sind, da die Werte der Bauelemente R, L und C
positiv sind. Die Ldsung der homogenen DGL ist

ih (t) = Ihleo—DClt + Ihzeo—Dgzt (5.21)
Der Schwingkreis ist stark gedampft (Uberaperiodisch gedampft), da die beiden Komponenten
des Ausschwinganteils des Stroms ohne Nulldurchgang exponentiell abklingen.
Fall @

(R/L)* =4/LC (5.22)

Bei dieser Parameterwahl verschwindet der Wurzelausdruck. Es ergibt sich nur eine reelle Ei-
genfrequenz

R (5.23)

und man spricht vom aperiodischen Grenzfall.

Fur die Losung der homogenen DGL resultiert aus dem Exponentialansatz (5.15) nur noch ein
Term. Da im Netzwerk jedoch zwei energiespeichernde Bauelemente enthalten sind, muss
physikalisch gesehen, die homogene Lésung zwei Randbedingungen befriedigen.

Anmerkung: Die Induktivitat L mit der im magnetischen Feld gespeicherten Energie wy, = 0.5-L-i%(t) und
die Kapazitat C mit der im elektrischen Feld gespeicherten Energie w, = 0.5-C-u(t).

Das ist nicht Uberraschend, haben wir doch die Situation schon bei der allgemeinen mathema-
tischen Losung diskutiert, siehe ([wer08], (5.8)). Es liegt ein Pol mit der Vielfachheit V = 2
vor. Der Exponentialansatz ist fur diesen Fall zu erweitern.

iy (1) = 67" (g + 15t) (5.24)

Wir zeigen durch Einsetzen, dass dadurch die homogene DGL bei Wahl der Parameter nach
(5.22) gelost wird.

Zunéchst berechnen wir die erste und danach die zweite Ableitung des erweiterten Ansatzes

i, (1) = 0,87 (1 + Ipot) +€7 (5.25)
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||.']'(t) :O-ieamt (Ih1+ |h2t)+20'wea"t|h2 (5.26)
Nach Einsetzen in die homogene Form der DGL (5.14) erhalten wir zunachst
2 o,t ot R ot ot
o267 (I + I,t) + 20,7 Ih2+t[0'we A (g + Ipat) + €7 Iy [+

. (5.27)

Wir kiirzen die Exponentialfunktion und sortieren in Terme mit und ohne den linearen Faktor t

R 1 R 1
Ui|h1+2°"oo|h2 +E(O-oo|h1+ |h2)+E|hl+(‘7§alh2 +to-oo|h2 +E|h2]'t =0 (5.28)

Damit der Losungsansatz die homogene DGL erfillt, muss (5.28) fiir alle t > 0 null ergeben.
Dies ist der Fall, wenn jeweils die Teile der Gleichung mit und ohne den linearen Faktor t flr
sich null werden, siehe lineare Unabhéngigkeit der Potenzfunktionen. Setzt man die speziellen
Werte fur R, L und C aus (5.22) und o, aus (5.23) ein, ergibt sich nach kurzer Zwischenrech-
nung, dass der erweiterte Losungsansatz (5.24) fiir diese spezielle Wahl der Bauelemente die
homogene Form der DGL (5.14) erfillt.

Fall ®

(R/L)* <4/LC (5.29)

Der Ausdruck unter der Wurzel wird hier negativ. Es resultieren zwei zueinander konjugiert
komplexe Pole.

2
Se12 =0, T ja, = —ii J i—(ij (5.30)

Die Ldsung der homogenen DGL ist dann

i (£) = 1,85 + 1,52 = g% ~(Ihle’j“’°°t + Ihze””@‘) (5.31)

Da das physikalische System des Reihenschwingkreises reellwertig ist, muss die Lésung reell
sein. Also 1, = I, , und somit

i () =e’! .(lhle'*'waI + Ihze—met): ot '(Ihleﬂ%t +[|me+1wx1 ):

=e7" 2| lyy| - cos(@, t +arg I )

(5.32)

In diesem Fall ist der Reihenschwingkreis nur schwach gedampft und es treten Eigenschwin-
gungen mit der Eigenkreisfrequenz w,, auf. Im Sonderfall des ungeddampften Reihenschwing-
kreises, d. h. R = 0 und der exponentielle Vorfaktor verschwindet, sind die Eigenkreisfrequenz

., und die aus der Physik bekannte Resonanzkreisfrequenz w, =1/+/LC identisch.

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



86 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

Losung A5.1-4 Reihenschwingkreis — DGL mit geschalteter Erregung M

a) Die physikalischen Randbedingungen aus der Energiebetrachtung sind

— an den Induktivitaten: Der Strom ,,springt nicht“, d. h., i (t) ist stetig

— an den Kapazitdten: Die Spannung ,,springt nicht“, d. h., uc(t) ist stetig

Anmerkung: Mit diesen physikalischen Uberlegungen kénnen wir unser Ergebnis verifizieren.

b) Lésung der DGL fiir eine geschaltete exponentielle Spannungsquelle

Zunachst erinnern wir uns an die Uberlegungen zum Ein- und Ausschwingen von LTI-Syste-
men und insbesondere an das Beispiel des RC-Glieds. Durch das Anschalten der Exponentiel-
len ergeben sich ein Einschwinganteil, ein Ausschwinganteil und ein stationérer Anteil. Dem-
entsprechend machen wir einen Ansatz fur die partikuldre Lésung, der den stationdren Anteil
widerspiegelt.

ip(0)=1,e%" firt>0 (5.33)

Eingesetzt in die DGL (5.14) folgt
t R 1 S t
l,-e” -[s§+t3q+ﬁjzuq%-esq (5.34)
Damit die DGL erfillt ist, muss offensichtlich gelten

sq/L (5.35)
) =UqH(sq)
Sq +5q-(R/L)+1/LC

Ip=Uq

mit der Ubertragungsfunktion (5.5) aus Aufgabe 5.1-2. Firr die partikuldre L6sung ergibt sich
demzufolge

i () =Ug-H(sy) € (5.36)

Die gesuchte Funktion des Stroms erhélt man aus der partikuldren Losung iy(t) und der Lsung
der homogenen DGL iy(t). Je nach Fall, sind die Ergebnisse aus Aufgabe 5.1-3 einzusetzen.
i) =ip () +in () (5.37)

Im Weiteren bestimmen wir die Lésung fiir die Anfangsbedingung ,.energiefrei” und unter-
scheiden dabei die drei Falle fiir die Lage der Pole.
Fall @, iiberaperiodisch gedampft 1/LC < (R/2L)?

Aus der Bedingung der Energiefreiheit folgt unmittelbar, dass im Schaltzeitpunkt i(0) = 0 gel-
ten muss. Demzufolge resultiert aus (5.37) und Einsetzen der gefundenen Lésungen

i(04) = Iy + Iz +UgH (55) =0 (5.38)
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Weiter folgt aus der Energiefreiheit, dass uc(0) = 0 gilt. Obwohl der Zusammenhang mit i(t)
auf den ersten Blick nicht erkennbar ist, folgt aus dem Maschenumlauf (5.12)

Uq (0+) =up (0+) = L-"(0)] (5.39)

da uc(0) = 0 und ur(0+) = R-i(0+) = 0 vorgegeben sind. Damit resultiert die zweite Bedingung
an den Strom zum Einschaltzeitpunkt

U
T“ = 110y + 12002 +U gSqH (5q) (5.40)
Es liegen mit (5.38) und (5.40) zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten I,; und Iy, vor,
so dass die Losung der DGL eindeutig bestimmt ist.

Lost man (5.40) nach Iy, auf und setzt in (5.38) ein, so resultiert nach kurzer Zwischen-
rechnung

S, —0,0) H(sg)—-1/L
|h1=uq-(q 2) H(s) (5.41)

02 “O0w1

und aus Symmetriegriinden (mit vertauschten Indizes) entsprechend

Sq —0.1) H(s,)-1/L
|hz=uq-(q 1) H(s) (5.42)

01 ~ 02

Die gesuchte Losung fiir den Strom nach dem Einschalten (t > 0) nimmt dann die Form an

Sy —0.,,) H(sy)—-1/L
I(t) =Uq ( q 002) ( q) .eo_wlt n
02 ~O0wl

(Sq =) H(sq)-1/L (543)

Ol ~O0w2

+U, -

t o,t
q e%% +U,-H(sq)-e™°

Fall @, aperiodischer Grenzfall 1/LC = (R/2L)?

Da sich in diesem Fall die Lésung der homogenen DGL (5.24) von den beiden anderen Fallen
unterscheidet, missen wir die homogene Ldsung in die Anfangsbedingungen entsprechend
(5.38) und (5.40) nochmals einsetzen.

i(0+) =1y +Uq-H(sq) =0 (5.44)
Uq
m

Aus (5.44) folgt unmittelbar I;,;, und damit in (5.45) I,,. Der gesuchte Strom ergibt sich dem-
zufolge furt>0zu

:Ihlo'oo+lh2 +UquH(Sq) (545)
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88 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

i(t)=-Ug H(sy)e™ +U, [(aw —sq)H(sq)+H-te%t +UgH(s)e™  (5.46)

Fall ®, schwach gedampft 1/LC > (R/2L)°

Die Beziehungen (5.38) bis (5.43) gelten auch fur diesen Fall, wenn man o, durch s, ersetzt.

c) Lésung der DGL fiir die geschaltete Gleichspannungsquelle

Die geschaltete Gleichspannungsquelle kann als Exponentielle mit der komplexen Frequenz s,
= 0 aufgefasst werden. Spezialisiert man die Ergebnisse in Abschnitt (b) fir diesen Fall, so
erhalt man wegen der Nullstelle der Ubertragungsfunktion fiir s, = 0

H(0)=0 (5.47)

Damit vereinfachen sich die in (b) gefundenen Lésungen fur den Strom deutlich.

Wir erhalten fur den Fall @ (liberaperiodisch geddmpft) mit zwei reellen Polen zun&chst als
Zwischenschritt

2
R 1
Oy — Oy = -2 (Z] —E (548)
und damit in (5.43) eingesetzt
U
it) = : (7 —e) furt>0 (5.49)

2L-yJ(R/2L)? -1/LC
Der Strom im Fall @ (aperiodischer Grenzfall) resultiert unmittelbar aus (5.46)

H Uq ot "
|(t)=T«t-e = furt>0 (5.50)

Im Fall ® (schwach gedampft) liegt ein konjugiert komplexes Polpaar vor mit

2
. 1 R .
o2 =St = — 24— —| —| =-j2m,, (5.51)
2 1="1 LC (ZLJ Jew

und entsprechend in (5.43) eingesetzt erhalten wir nach kurzer Zwischenrechnung

U
i(t) =—‘*L.ef’act sine,t firt>0 (5.52)

o0

Die grafische Auswertung der drei Gleichungen erfolgt in Bild 5-8 und erlaubt einen Vergleich
mit den aus der Physik oder den Grundlagen der Elektrotechnik bekannten Ergebnissen.

Im oberen linken Teilbild ist der Strom fiir den Fall des tiberaperiodisch geddmpften Schwing-
kreises (Fall @) dargestellt. Der Strom beginnt im Zeitpunkt t = 0 bei Null, wachst dann sehr
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5.3 Ubungen mit MATLAB 89

schnell an, um schlieBlich in den exponentiellen Abfall entsprechend dem schwécher ddmpfen-
den Pol (iber zu gehen.

Der aperiodische Grenzfall (Fall @) im rechten oberen Teilbild zeichnet sich durch den héchs-
ten Anstieg und das schnellste Abklingen des Stromes aus, bei dem noch keine Schwingung
auftritt.

Beim schwach geddmpften Reihenschwingkreis (Fall ®) beobachten wir das typische Ein-
schwingverhalten mit der Eigenschwingung. Aus dem Abstand der Nulldurchgénge schlieflen
wir auf eine Periode von 2z Sekunden, was mit den fir das Bild verwendeten normierten Wert
@, = 0,9682 ~ 1 fiir den Imaginarteil der Pole harmoniert.

A

. A A

1(t . -

Q © stark @ @ aperiodischer
A gedampft A Grenzfall

0,2 r\\ N \\
TN N

0 10 t/s 20 0 10 t/s 20
- A
i(t
% ® schwach

edampft )

05 /\ ¢ P Pole (normiert)

( \ Fall Sepl See2

0 FAN — R ® -0,2679 -3,7321

0 \/ 10 t/s 20 @ -1 -1

® -0,25+j0,9682 -0,25 — j0,9682

Bild 5-8  Einschwingverhalten des Reihenschwingkreises in Bild 5-3 bei Erregung mit einer geschal-
teten Gleichspannung und zunéchst energiefreiem Zustand

5.3 Ubungen mit MATLAB
MATLAB-Ubung M5-1 Geschaltete Spannungsquelle am RC-Glied

Die Aufgabe knipft an das Beispiel der geschalteten Spannungsquelle am RC-Glied in
([Wer08], Abschnitt 5.5.1) und die MATLAB-Ubung M2-3 zur DGL des RC-Gliedes an. Wir
erweitern das dortige Programmbeispiel 2-3 so, dass die gleichen Vorgaben wie fiir das theore-
tisch berechnete Beispiel in [Wer08] erfiillt werden.

— Anfangsbedingung uc(t) =1V
— Kosinusférmig Spannungsquelle mit der Frequenz 1 Hz und der Amplitude 8 V.
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90 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

Programmbeispiel 5-1 RC-Glied mit Anfangsbedingung und geschalteter Erregung

function s3s5_1

% differential equation for RC circuit

% s3s5_1.m * mw * 9/02/2007

tspan = [0 6]; % time span for evaluation
yo = 1; % initial condition
options = odeset("refine”,10);

[t.x] = ode45(@rc,tspan,y0,options);

% graphics

figure("Name®,"RC circuit”, "NumberTitle","off");

plot(t,real(x)), grid

axis([0 6 -2 2]);

xlabel ("{\itt} in s \rightarrow®); ylabel("{\itu_C}({\itt}) in V
\rightarrow®)

% subfunction

function dydt = rc(t,y);

X = 8*exp(J*2*pi*t); % input signal = cosine sequence
dydt = x - y; % 1st order ODE

uc(t) invV

Bild 5-9 Spannung an der Kapazitit des RC-Glieds nach dem Schalten
MATLAB-Ubung M5-2 Reihenschwingkreis

Anmerkungen: Zum tieferen Verstandnis der Lésung mit MATLAB sind Kenntnisse tber die Zustands-
raumdarstellung der Systeme notwendig. Eine einfiihrende Darstellung wird in [Wer08] in Abschnitt 13
gegeben. Die Ubung soll deshalb eher als Ausblick verstanden werden. Eine weitergehende Einfiihrung in
die Zustandsraumdarstellung findet sich beispielsweise in [GRS03], [Hsu95], [Schii91], [Unb02].

In dieser Ubung sollen die Ergebnisse aus der Aufgabe 5.1-4 fiir den Reihenschwingkreis mit

dem Strom als AusgangsgroRe durch die Lésung der DGL 2. Ordnung (5.14) mit MATLAB
verifiziert werden. Dazu gehen wir in drei Schritten vor:
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5.3 Ubungen mit MATLAB 91

a) Zuerst bringen wir die Aufgabenstellung in die fur MATLAB geeignete Form.
b) Dann erstellen wir das MATLAB-Programm, wobei wir uns auch um die Wahl der Parame-
ter kimmern.

c) SchlieBlich vergleichen wir das Ergebnis mit dem theoretischen Ergebnis in Bild 5-8.
Losung
a) Gegeben ist die DGL des Reihenschwingkreises (5.14)

1"(t) + 291" (t) + a,i (t) = by ug (t) (5.53)

mit den konstanten Koeffizienten a; = R/L, a, = 1/LC und b; = 1/L.

Die numerische Ldsung der DGL mit MATLAB gelingt, wenn wir die DGL 2. Ordnung in
zwei Stufen, d. h. in zwei DGL der 1. Ordnung, zerlegen. Hierzu fiihren wir die Hilfsvariablen

i) =x(t), I'(t)=x()=x@0), i"t)=x() (5.54)

ein. Damit erhalten wir formal zwei homogene DGL 1. Ordnung. Die erste durch die
Definition der Hilfsvariablen und die zweite durch Einsetzen in die DGL 2. Ordnung.

(1) =X, (1)

X5 (1) + 3y - X, (1) + 35 - % (1) =0 (5.55)

In der Systemtheorie spricht man von der Zustandsraumdarstellung und schreibt kompakt in

Matrixform (mit ag = 1)
X 0 1 X
i =)
X2 -8 &) \X

Damit liegt die fiir die numerische Lésung mit MATLAB benétigte Darstellung vor.

Anmerkung: Die Mathematik zeigt, dass eine lineare DGL n-ter Ordnung in ein System von n DGL 1.
Ordnung umgeformt werden kann [BSMM99]. Die Systemtheorie macht bei der Zustandsraumdarstellung
ausfihrlich davon Gebrauch.

b) Bei der Programmierung orientieren wir uns am Beispiel der DGL 1. Ordnung fiir das RC-
Glied in Programmbeispiel 3-8. Neu hinzu kommt jetzt, dass wir fur die Lésung sowie die An-
fangsbedingungen Vektorgrofien verwenden missen, siehe Programmbeispiel 5-2 mit dem
Spaltenvektor fiir die Anfangsbedingungen ,,x0=[0;1];“.

Das erste Element von ,,x0" entspricht dem Strom und die zweite seiner Ableitung. Gehen wir,
wie in Aufgabe 5.1-4, von einer geschalteten Gleichspannung bei ansonsten energiefreien Bau-
elementen aus, so muss aufgrund der physikalischen Randbedingungen der Strom im Schalt-
zeitpunkt stetig sein. Also bei anfangs energiefreiem Kreis, das erste Element von ,,x0* zu null
vorgegeben werden. Die Wahl des zweiten Elements ist zunachst weitgehend frei. Es bestimmt
die Amplitude des Stromes nach dem Schalten, nicht aber das prinzipielle Zeitverhalten.

Die Erregung in (5.14) resultiert aus der Vorgabe einer zum Zeitpunkt t = 0 eingeschalteten
Gleichspannung. Wir erhalten die Ableitung der Sprungfunktion, also die Impulsfunktion.
Demzufolge ist die Erregung mit Ausnahme des Schaltzeitpunktes null. Es stellt sich die Frage:
Wie modellieren wir den Einfluss der Impulsfunktion auf den Strom in unserem Gleichungs-

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



92 5 Systeme mit linearen Differenzialgleichungen

system? Der einzig verflighare Parameter ist die Ableitung des Stromes in den Anfangs-
bedingungen. In Anlehnung an Bild 5-8 wéhlen wir 1.

Da wir das Resultat der theoretischen Rechnung in Bild 5-8 verifizieren wollen, bestimmen wir
die Koeffizienten a; und a, entsprechend dem komplexen Polpaar fiir den Fall 2 mit dem
MATLAB-Befehl ,,poly([--25+.9682j,-.25-.9682j])"“. Wir erhalten die Werte 0,5
und 1.

c) Der Vergleich der Bilder Bild 5-8 und Bild 5-10 zeigt die prinzipielle Ubereinstimmung der
theoretischen und der numerischen L&sung.

d) Variieren Sie das Beispiel fur den stark gedampften und aperiodischen Fall.

Programmbeispiel 5-2 Reihenschwingkreis mit Anfangsbedingung und geschalteter Erregung

function s3s5 2

% differential equation for RLC circuit

% s3s5_2.m * mw * 09/02/2007

tspan = [0,20]; % time span for evaluation
x0 = [0;1]; % pair of initial condition (x1,x2)
options = odeset("refine”,10);

[t.x] = oded45(@rlc,tspan,x0,options);

% graphics

figure("Name®, "RLC circuit”, "NumberTitle", "off");

plot(t,x(:,1)), grid % plot x1
axis([0 20 -.4 .8]);

xlabel ("t in [s] \rightarrow"); ylabel("i(t) in [A] \rightarrow®)

% subfunction

function dxdt = rlc(t,x);

dxdt = [x(2); -.5*x(2)-x(1D)]; % 2nd order ODE

it)in A -

Bild 5-10 Strom im schwach gedampften Reihenschwingkreis nach dem Hinzuschalten einer
Gleichspannungsquelle
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6 z-Transformation und LTI-Systeme

6.1 Aufgaben

Aufgabe A6.1-1 z-Transformierte des Rechteckimpulses &k

a) Berechnen Sie die z-Transformierte des Rechteckimpulses ITy[n] durch anwenden der
Transformationsvorschrift.

b) Geben Sie den Rechteckimpuls als rechtsseitiges Signal an und bestimmen Sie seine z-
Transformierte.

c) Verifizieren Sie die Ergebnisse, indem Sie eine andere Darstellungsform fiir den Rechteck-
impuls wahlen.

Aufgabe A6.1-2 z-Transformierte des Dreieckimpulses &k

a) Berechnen Sie die z-Transformierte des rechtsseitigen Dreieckimpulses der Lange 2:N + 1
mitN=1,2,3, ...

b) Geben Sie die z-Transformierte zu einem zweiseitigen Dreieckimpuls an.

Aufgabe A6.1-3 Korrespondenz fiir konjugiert komplexes Polpaar &k

Bei reellwertigen Systemen ist bei reellem Eingangssignal auch das Ausgangssignal reell.
Hierzu ist notwendig, dass die Pole der Ubertragungsfunktion rein reell sind oder konjugiert
komplexe Paare bilden mit z,,=r e /. Im letzteren Fall sind die zugehdrigen

Koeffizienten der Partialbruchzerlegung ebenfalls konjugiert komplexe Paare, B = B, £ jB;.

Zeigen Sie, dass fiir einfache konjugiert komplexe Polpaare die Korrespondenz gilt

Bz B Z* r,"-2|B|-cos(Q,n+arg B)u[n] =

-2, 1-7, (6.1)
=1,"-[ 2B, cos(nQ,,)—2B;sin(nQ,, ) |u[n]

Aufgabe A6.1-4 Riicktransformation durch Potenzreihenentwicklung &5k

Prifen Sie die Korrespondenz

a"uln] < =— 6.2)

indem Sie die Polynomdivision durchfiihren.
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94 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Aufgabe A6.1-5 z-Transformation & *

Zeigen Sie, dass

n-a"uln] <

z ..
? fiir || > a] 6.3)

n n-1

Hinweis: ia =n-a
da

Aufgabe A6.1-6 Digitaler Sinusgenerator &
Gegeben ist das System mit der DGL 2. Ordnung

y[n]—2cos(Qy ) yin—1]+ y[n—2]=0 (6.4)

a) Bestimmen Sie den Signalflussgraphen des Systems.

b) Da eine homogene DGL vorliegt, besitzt das System keinen Eingang. In einem solchen Fall
spricht man von einem autonomen System. Das Signal am Systemausgang ist hur dann von
null verschieden, wenn die Zustandsgréfien des autonomen Systems mit Werten ungleich
null vorbesetzt werden, die Energiespeicher vorgeladen, werden.

Ergédnzen Sie den Signalflussgraphen so, dass bei Beginn im energiefreien Zustand bei
einer Impulserregung, Xx[n]=&[n], fir die ersten beiden Werte des Ausgangssignals im

Beobachtungszeitraum gilt y[0] = 0 und y[1] = sin ().
¢) Geben Sie die Ubertragungsfunktion des resultierenden Systems in (b) an.

d) Skizzieren Sie das Pol-Nullstellendiagramm zu (b) fiir Qo = 7/ 4.
e) Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems in (b) analytisch.

Ubung mit MATLAB =

f) Simulieren Sie das System mit MATLAB in dem Sie die DGL programmieren. Bestimmen
Sie die Impulsantwort fiir Qy = 7/ 8.

g) Simulieren Sie das System in MATLAB mit dem Befehl Filter. Bestimmen Sie die
Impulsantwort fir Qy = 7/ 8.

h) Bestimmen Sie die Impulsantwort in MATLAB mit dem Befehl impz (Signal Processing
Toolbox) ir Qy = 7/ 8.

Aufgabe A6.1-7 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm & *

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems

z

H(Z)=—5————
@) 72 +0,52+0,75
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6.1 Aufgaben 95

a) Bestimmen Sie die Pole und Nullstellen des Systems. Skizzieren Sie das Pol-
Nullstellendiagramm. Welche Ordnung hat das System?

b) Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems analytisch.

o

Ubung mit MATLAB

c) Stellen Sie das Pol-Nullstellendiagramm mit MATLAB dar.
Hinweis: MATLAB-Befehl zplane (Signal Processing Toolbox)

d) Stellen Sie die Impulsantwort in (b) mit MATLAB grafisch dar.

e) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis in (b) durch eine MATLAB-Simulation.
Hinweis: MATLAB-Befehle i l'ter und impz (Signal Processing Toolbox)

Aufgabe A6.1-8 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm & %

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems

z
22-0,5

H(z) =

a) Bestimmen Sie die Pole und Nullstellen des Systems. Skizzieren Sie das Pol-
Nullstellendiagramm.

b) Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems analytisch.

o

Ubung mit MATLAB

c) Stellen Sie das Pol-Nullstellendiagramm mit MATLAB dar.
d) Stellen Sie die analytische Impulsantwort in (b) mit MATLAB grafisch dar.
e) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis in (b) durch eine MATLAB-Simulation.

Aufgabe A6.1-9 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm & *

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems

z

H(z)=—5——7—
@) 722-7+0,25

a) Bestimmen Sie die Pole und Nullstellen des Systems. Skizzieren Sie das Pol-
Nullstellendiagramm.

b) Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems analytisch.
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96 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Ubung mit MATLAB =

c) Stellen Sie die Impulsantwort in (b) mit MATLAB grafisch dar.
d) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis in (b) durch eine MATLAB-Simulation.

Aufgabe A6.1-10 Ubertragungsfunktion, Sprungantwort und Pole und Nullstellen & *

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems

z

H(z)=—5———
(2) 2°-7+0,5

a) Bestimmen Sie die Pole und Nullstellen des Systems.

b) Berechnen Sie die Sprungantwort des Systems analytisch.

Ubung mit MATLAB =

c) Wie kdnnen die Pole und Nullstellen mit MATLAB berechnet werden? Bestimmen Sie die
Pole und Nullstellen mit MATLAB. Berechnen Sie mit MATLAB auch aus den Polen das
Nennerpolynom.

Hinweis: MATLAB-Befehle roots und poly
d) Stellen Sie die analytische Sprungantwort in (b) mit MATLAB grafisch dar.
e) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis in (b) durch eine MATLAB-Simulation.

Aufgabe A6.1-11 Partialbruchzerlegung mit MATLAB fir ein System 3. Ordnung & * %

In dieser Ubung soll das Beispiel in [Wer08], Abschnitt 6.4.6, mit MATLAB nachvollzogen
werden.

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion 3. Ordnung

8.83z% +6,33z

H(z) =0,01
7% -2,022% +1,462 - 0,368

Ubung mit MATLAB =

a) Fuhren Sie als Vorbereitung fiir die Riicktransformation der Ubertragungsfunktion die Par-
tialbruchzerlegung in geeigneter Form mit MATLAB durch.

Hinweis: Flr die Rucktransformation ist es wegen der Korrespondenz der Exponentialfolge in
([Wer08], Tabelle 6-2) oft glnstiger die Ubertragungsfunktion vorab durch z zu dividieren.

b) Berechnen Sie die Impulsantwort mit MATLAB analytisch und stellen Sie die Impulsant-
wort grafisch dar.

Hinweis: Verwenden Sie den MATLAB-Befehl residue und programmieren Sie in
MATLAB die allgemeine Ldsung fur Systeme N-ter Ordnung mit nur einfachen Polen.
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c) Simulieren Sie die Impulsantwort und vergleichen Sie das Ergebnis mit der Lésung in (b).
d) Wiederholen Sie (a), (b) und (c) fir die Sprungantwort.

Aufgabe A6.1-12  3D-Darstellung und Hohenlinien-Darstellung des Betrags der
Ubertragungsfunktion o %Kk

Ubung mit MATLAB 2 |

Mit MATLAB lassen sich 3D- und Hohenlinien-Darstellungen erzeugen.

Im Programmbeispiel 6-1 finden Sie das Programm mit der auch die Diagramme in [Wer08],
Abschnitt 6.4, generiert wurden. Geben Sie die Pole und Nullstellen bzw. Nenner- und Zahler-
koeffizienten vor, und lassen Sie sich entsprechende Grafiken am Bildschirm anzeigen. Uber-
legen Sie, wie die Lagen der Pole und Nullstellen die Betragsfrequenzgange beeinflussen.

Programmbeispiel 6-1

% Show magnitude of the transfer function of
% an 1IR system in the complex z plane
% s3s6_10.m * mw * 09/12/2007
%% Inizialize system
= [0 .0833 .0633 0]; a = [1 -2.02 1.46 -.38]; % numerator and
denominator
%% Polar coordinates (supporting grid in z plane)
rho = 0:.025:1.5;
phi = 0:.025:2; phi=pi*phi;
Nrho = length(rho); Nphi = length(phi); z = zeros(Nrho,Nphi);
for k=1:Nrho
for I=1:Nphi
z(k, D) = rho(k)*cos(phi(l)) + j*rho(k)*sin(phi(l));
end
end
%% Compute transfer function (sinle poles only)
M length(b)-1; % order of numerator polynomial
N length(a)-1; % order of denominator polynomial
ZP = zeros(size(2));
for k=1:M+1 % numerator polynomial
ZP = ZP + b(k)*z.~(M+1-Kk);
end
NP = zeros(size(z));
for k=1:N+1 % denominator polynomial
NP = NP + a(k)*z.~ (N+1-Kk);
end
= (ZP./NP) .*z _~(N-M); % transfer function
%% Contour plot
NAME = "s3s6_10 : Contour Plot";
FIG1 = figure("Name" ,NAME, "NumberTitle", "off", "Units", "normal ",
"Position®,[.5 .4 .45 _55]);
= [-001 .002 .005 .01 .02 .05 .1 .2 .51 2 5 10];
[CS,CH] = contour(real(z),imag(z),abs(H),V);
axis square

hold on
Cphi = 0:.005:2; Cphi=pi*Cphi;
Cz = cos(Cphi) + j*sin(Cphi);

for Cr = .5:.5:1.5
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98 6 z-Transformation und LTI-Systeme

plot(Cr*real (Cz),Cr*imag(Cz),"k:")

end

hold off

clabel (CS,CH,V);

grid

xlabel ("real part \rightarrow"), ylabel("imaginary part \rightarrow")

title("contour lines of [H(2)|")

%% Magnitude plot

NAME = "s3s6_10 : z plane”;

F1G2 = figure("Name® ,NAME, "NumberTitle", "off","Units”", "normal ",
"Position®,[.5 .4 .45 _.55]);

HdB = 20*logl0(abs(H)); HdB = max(HdB,-60); HdB = min(HdB,20);

grid, mesh(real(z),imag(z),HdB)

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5 -60 20])

xlabel("real part \rightarrow®™), ylabel("imaginary part \leftarrow®)

zlabel (" |H(2)] in dB \rightarrow®)

6.2 L6sungen

Loésung A6.1-1 z-Transformierte des Rechteckimpulses 4

a) Die z-Transformierte des Rechteckimpulses ([Wer08], (2.21)) erhélt man aus

N N —1“ N

z{myn] =Z Z( ) +3z (6.5)
n=- n=0 n=1

Setzt man die Werte fur die endlichen geometrischen Reihen ein, ergibt sich nach Zwischen-

rechnung

(Z—l)N+l_1 ZN+1_1 N Z—(2N+l)_l (66)
Z{HN[n]}Z Z_l_l + 21 —1=1z ﬁ '

b) Die z-Transformation des rechtsseitigen Rechteckimpulses erhalt man aus (6.6) unmittelbar
mit dem Verschiebungssatz der z-Transformation.

IMy[n-N] « (6.7)

c) Der Rechteckimpuls kann als Uberlagerung zweier verschobener Sprungfolgen dargestellt
werden. Somit ergibt sich die z-Transformierte

Z{y[n]} =Z{u[n+N]-uln—(N +1)]} =
N 1 3 Z_(N+1) ) 1 _ N, z_(2N+1) -1 (6.8)
1-z71 1-z71 A |
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Ldésung A6.1-2 z-Transformierte des Dreieckimpulses

a) In [Wer08], Abschnitt 3.1.1, wird gezeigt, wie sich der rechtsseitige Dreieckimpuls aus der
Faltung zweier rechtsseitiger Rechteckimpulse ergibt.

1
X[N]=—— - II\ [n—=N J*IT [n—N
a[n] N 11 n, [N=N T [n=N, ] (6.9)

Mit dem Faltungssatz der z-Transformation erh&lt man

2
1 ;2N g
X - . 6.10

1(2) 2N, +1 [ 11 (6.10)

Man beachte, dass der Dreieckimpuls hier die Breite 2N, besitzt. Ersetzt man noch 2N, durch
den Parameter N gemaR der Aufgabenstellung, ergibt sich schlieBlich

1 S(N+1) g 2
X = . 6.11
2(2) N1 [ ) ] (6.11)

b) Die z-Transformation des zweiseitigen Dreieckimpulses erhélt man durch anwenden des
Verschiebungssatzes.

N (—(N+) 4 )2
z z -1
X)) =— | ——— 6.12
3(2) Nﬂ{ —— J (6.12)
Losung A6.1-3 Korrespondenz fiir konjugiert komplexes Polpaar M

Die inverse z-Transformation liefert

* . (6.13)
Z‘l{ Bz , B z }:[B 2" +B (zw)”]-u[n]
-1, 1-1,
Der Term in der eckigen Klammer kann verschiedentlich zusammengefasst werden.
[B "+ B*(z;)”] = 2Re(B zo’l) =2|B|-r)) -cos(Q,n+argB) = (6.14)
=1 -[ 2B, cos(Q,,n)-2B; sin(Q,,n) ]
Losung A6.1-4 Rucktransformation durch Potenzreihenentwicklung %}
Die Polynomdivision liefert die Potenzreihenentwicklung
z:(z+a)=1+az +a?z2+a%z 3 +a% 274+ (6.15)
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100 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Durch Koeffizientenvergleich in ([Wer08], (6.1)) ergeben sich die Folgenelemente

x[n] = {1, a, az,a3,a4,...} =a"u[n] (6.16)

Ldsung A6.1-5 z-Transformation %}

Die z-Transformation von (6.3)

NgE

Z {n-a“u[n]} =Y n-a"z" (6.17)

n=0

kann mit der Differentiationsformel

d n n
a-—a =n-a 6.18
T (6.18)

in eine bekannte Form umgeschrieben werden, siehe auch ([Wer08], Tabelle 6-2)

d & _ d z z
z n-a”u[n]}zaaéa”z T (6.19)
Ldésung A6.1-6 Digitaler Sinusgenerator %}
a) Die DGL entspricht der allgemeinen homogenen Form 2. Ordnung
ag y[n]+a y[n-1]+a;, y[n-2]=0 (6.20)
mit
ag=1; a=-2c05(Qp); a,=1 (6.21)

so dass sich der Signalflussgraph in Bild 6-1 (links) ergibt.
b) Der Signalflussgraph des erweiterten Systems ist in Bild 6-1 (rechts) zu sehen.

aln]
o
1 1 bl v
z z D
s . — 0 Y > > »—0 Y[n]
—a; 4 —aji 4 ( —adp 4 —A; 4 M

Bild 6-1 Signalflussgraph des Sinusgenerators mit a; = —2cos(Qg),a, =1und by =sin(Qy)
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6.2 Losungen 101

¢) Ubertragungsfunktion

sin(Q,) -z
H(z) = In(€2) S (6.22)
1-2co0s(Qy)-27+12
d) Pol-Nullstellendiagramm
zsin(Q zsin(Q
H(2) = Q) () (6.23)

22 -22008(Q)+1 (- 2,1)(Z~ 2,.)

mit

2,12 ==008(Q ) /005 Q) ~1L = —cos (@ )+ sin (€ (6:24)

Es ergibt sich ein konjugiert komplexes Polpaar auf dem Einheitskreis, siehe Bild 6-2. Das
System ist bedingt stabil.

Einheitskreis

Bild 6-2 Pol-Nullstellendiagramm des Sinusgenerators

e) Impulsantwort

Der Vergleich der Ubertragungsfunktion mit den z-Transformationspaaren in ([Wer08],
Tabelle 6-2) liefert die Korrespondenz

il =sin(Qgn)uln] o H(z)=— ()2
n]=sin njuln] < Z) = 6.25
° 2% —2c0s(Q)-2+1 (6.29)
| Losung mit MATLAB
f) Simulation mit der DGL
% Sinus generator
% S3S6_1.m * mw * 09/12/2007
%% Initialization
w = pi/8; % normalized radian frequency
a0 = 1; al = -2*cos(w); a2 = 1; % denominator coefficients
n = 0:30; % normalized time
%% Simulation
y = size(n);
y(1) = 0; y(2) = sin(w); % initial conditions
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102 6 z-Transformation und LTI-Systeme

for k=3:length(n)

y(k) = -al*y(k-1)-a2*y(k-2); % DEQ
end
%% Graphics
FIG1 = figure("Name®,"S3S6_1 : Sinus generator®, "NumberTitle", "off");
stem(n,y, "filled"), grid

axis([0 length(n) -1.2 1.2]); title(["Sinus signal : \Omega 0 =
\pi /7 " ,num2str(pi/w)])

xlabel("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow®)

Sinus signal : Qo =n/8

i
T
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|
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(&)
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—e
L 1 o

|
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—e
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o |
—®
L o

|
e
e
—e
[ ]

o

|

|

|

|

|
IR

yinl >

05—~ — - -

Bild 6-3 Ausgangssignal des Sinusgenerators (Impulsantwort)

g) Simulation mit dem MATLAB-Befehl filter

% Sinus generator
% S3S6_2.m * mw * 09/12/2007
%% Initialization

w = pi/8; % normalized radian frequency
a0 = 1; al = -2*cos(w); a2 = 1; % denominator coefficients
bO = 0; bl = sin(w); b2 = 0; % numerator coefficients

b = [bO bl b2]; a = [a0 al a2];
%% Simulation

L = 30; % number of simulation cycles - 1
X = [1 zeros(1,L)]; % impulse function
= filter(b,a,x); % Filtering

y
%% Graphics
FIG1 = figure("Name®,"S3S6_2 : Sinus generator®, "NumberTitle", "off");
stem(O:L,y,"Ffilled"), grid
axis(JO L -1.2 1.2]); title(["Sinus signal : \Omega 0 = \pi /
" ,num2str(pi/w)])
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow®)

g) MATLAB-Befehl impz

% Sinus generator
% S3S6_3.m * mw * 09/12/2007
%% Initialization

w = pi/8; % normalized radian frequency
a0 = 1; al = -2*cos(w); a2 = 1; % denominator coefficients
bO = 0; bl = sin(w); b2 = 0; % numerator coefficients
b = [bO bl b2]; a = [a0 al a2];
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6.2 LOsungen 103

%% Simulation
L = 31; % computed length of impulse response
y = impz(b,a,L); % impulse response
%% Graphics
FIG1 = figure("Name","S3S6_3 : Sinus generator®, "NumberTitle", "off");
stem(0:L-1,y,"filled"), grid

axis([O L -1.2 1.2]); title(["Sinus signal : \Omega 0 = \pi /
" ,num2str(pi/w)])

xlabel("n \rightarrow®), ylabel("y[n] \rightarrow®)

Losung A6.1-7 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm 4]
a) Nullstellen (endliche) 20=0
Pole

2

Pol-Nullstellendiagramm

.

Im
A
%
Re
D »
0
®

1

Bild 6-4 Pol-Nullstellendiagramm (A6.1-7)

Es handelt sich um ein System 2. Ordnung.

b) Partialbruchzerlegung

H(2) _ 1 o 2j/in 2j/J11

z 22+0’5Z+0’75_Z+1/4—J-\/ﬁ/4+z+1/4+j\/ﬁ/4 (6.27)
Somit
. —z ,
HU)_OZ/%H).Z+ﬂ4—ijU4+Z+M4+jJEU4 (6.28)
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104 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Die inverse z-Transformation liefert fur ein konjugiert komplexes Polpaar mit ([Wer08],

Tabelle 6-2)
4 (B Vi1
h[n]_ﬁ-(7J -{—sm(n-arctan_—lﬂ-u[n] (6.29)
| Losung mit MATLAB |

c) Pol-Nullstellendiagramm mit MATLAB

% 2nd order System

% S3S6_4.m * mw * 09/12/2007

%% 2nd order System

b=[010]; a=[1 .5 .75]; % numerator and denominator

%% Pol-zero plot

FIG1 = figure("Name","S3S6_4 : Pole-zero Plot", "NumberTitle", "off");
zplane(b,a),grid
title("Pole-zero Plot*")

d) Impulsantwort (analytisch) mit MATLAB grafisch darstellen, siehe

< Programmfortsetzung>

%% Analytical impulse response
L = 40; n = 0O:L;
r = sqrt(3)/72; w = atan2(sqrt(11),-1); % pole
ha = (2/sqrt(11))*(r.Mn).*(2*sin(w*n));
FI1G2 = figure("Name","s3s6_4 : Impulse Response
(analytical)*, "NumberTitle", "off");
stem(n,ha, " filled"), grid
axis([O L -.6 1.2]); title("Impulse Response”)
xlabel("n \rightarrow"), ylabel("h_a[n] \rightarrow®)

e) Impulsantwort (simuliert) mit MATLAB grafisch darstellen

< Programmfortsetzung>

%% Simulation
FIG3 = figure("Name®,"s3s6_4 : Impulse Response
(simulated)”, "NumberTitle", "off");
hs = impz(b,a,L+1);
stem(0:L,hs,"filled"),grid
axis([O L -.6 1.2]); title( Impulse Response”)
xlabel("n \rightarrow"), ylabel("h_s[n] \rightarrow®)
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6.2 LOsungen

Impulse Response

hInl -

Bild 6-5 Impulsantwort (analytisch) (A6.1-7)

Losung A6.1-8 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm 4
a) Nullstellen (endliche) 20=0
Pole
Z = +i (6 30)
o0l,2 - \/E .
Pol-Nullstellendiagramm siehe Bild 6-6
b) Partialbruchzerlegung
H@) =(YV2) | — = (6.31)
112 2+142

und inverse z-Transformation
. } )u[n] =i~[iJ {t=(2)-un) (6.3

"l :(M)H%T 1% 2\

| Losung mit MATLAB
Siehe MATLAB-L6sung zu Aufgabe A6.1-7

c), d) und e) siehe Bild 6-6

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.

Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



106 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Pole-zero Plot

| :::’77\’:\7”’7”' Impulse Response
| Pl | ™ |
Y] R A R S SN R R - A--m e
g 1/ I | I Vi ! ! !
a | | | | Nl : : :
N toOS e R R
AR = TeL
£ \ / =0 a ol ala .l ebedaa
T R R 3 -:-9-‘4‘;----%----
: \\\: : :/ : | | |
ospo---- oo e
1 0.5 0 0.5 1 0 5 10 15 20
Real Part n—
Bild 6-6 Pol-Nullstellendiagramm und Impulsantwort (MATLAB, A6.1-8)
Losung A6.1-9 Ubertragungsfunktion, Impulsantwort und Pol-Nullstellendiagramm 4
a) Nullstellen (endliche) 20=0
Pole Zo12 = 1/2  doppelter Pol!

Pol-Nullstellendiagramm siehe Bild 6-7
b) Korrespondenztafel ([Wer08], Tabelle 6-2)

H(z) =

2 ] = = - (EJ
7 2r025 (2 127 < hn] 1/2n 5 un] (6.33)

| Losung mit MATLAB

m

Siehe MATLAB-L6sung zu Aufgabe A6.1-7
c), d) und e) siehe Bild 6-7

Pole-zero Plot

1T ______T____—_| Impulse Response
I L7 TT =T I
| 4l | TN |
o, | N
- 05F — —l/m b e k= S
a 1 | | I N
o v | | | i
= | | |2
L
=) ) I | | I
g N I | | /1
= 05 -1 ——+—— o=+ ——/H——
[ | L
| NI | I |
-1 -0.5 0 0.5 1 0 5 10 15 20
Real Part n—

Bild 6-7 Pol-Nullstellendiagramm und Impulsantwort (MATLAB, A6.1-9)
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6.2 LOsungen 107

Losung A6.1-10 Ubertragungsfunktion, Sprungantwort und Pole und Nullstellen 4
a) Sprungantwort
Pole und Nullstellen (endliche)
1 .1
Za,=—%j= und z=0 6.34
275 12 0 ( )
Die Partialbruchzerlegung nach Erganzung mit z / (z-1)
H(z) z _ z 3
z z-1 (z—l)-(zz—z+0,5)
p— Z p—
- 1 .1 1 .1}
-1 z—=—-j=-||z2—-=+]= (6.35)
-0 {313 -3+13)
2 N -1 . -1
z-1 Z_l_jl Z_E JE
2 72 2 "2
fuhrt auf
z 2z -z -z
H(z)- = + +
z-1 z-1 z—l—jl z—1+j1 (6.36)
2 72 2 "2
Die inverse z-Transformation ergibt die Sprungfunktion
1 .17 1 a7
sin] =2-u[n]+(-1)-|=+j=| -u[n]+(-1):-|=—j=| -u[n]=
[n] []()[2 12} []()[2 12} [n]
(6.37)

oo (3] o]

| Losung mit MATLAB
c), d) und e) siehe Programmbeispiel und Bild 6-8
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108 6 z-Transformation und LTI-Systeme

Unit Step Response

Pole-zero Plot 3 ‘ ‘ ‘
A N S B
| //\ | \\\ | Vi N | |
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g \\ | | | /H "
Eosl 0.54
CNe T b :
) B S U S | | |
| 1 1 1 I 0.5 I 1 L
1 0.5 0 0.5 1 0 5 10 15 20
Real Part n—
Bild 6-8 Pol-Nullstellendiagramm und Sprungantwort (MATLAB, A6.1-10)
% 2nd order System
% S3S6_8.m * mw * 09/12/2007
%% 2nd order System
b=[010]; a=[1-1 .5]; % numerator and denominator
%% Poles and zeros
p = roots(a); % poles
disp("Poles®), disp(p)
z = roots(b); % zeros

disp(“Zeros®), disp(2)
FIG1 = figure("Name","s3s6_8 : Pole-zero Plot", "NumberTitle","off");
zplane(b,a),grid
title("Pole-zero Plot*")
%% Impulse response
L = 20;
h = impz(b,a,L+1);
FI1G2 = figure("Name","s3s6_8 : Impulse Response”, "NumberTitle", "off");
stem(O:L,h,"filled"),grid
axis([O L -.4 1.2]); title("Impulse Response”)
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel("h[n] \rightarrow®")
%% Unit step response
O:L;
2*(1-(1/sqrt(2)) -*n.*cos((2*pi/8)*n)); % analytical
filter(b,a,ones(1,L+1)); % simulated
FIG3 = figure("Name","s3s6_8 : Unit Step
Response®, "NumberTitle®, "off");
stem(n,s_s,"filled"),grid
axis([O L -.5 3]); title("Unit Step Response”)
xlabel ("n \rightarrow®), ylabel("s[n] \rightarrow")
hold on
plot(n,s_a,"--","LineWidth",2")
hold off
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Loésung A6.1-11 Partialbruchzerlegung mit MATLAB fir ein System 3. Ordnung

Losung mit MATLAB

o

=

% s3s6_9 * mw * 09/12/2007
% numerator and denominator

b = [0,.0883,.0633,0]; a = [1,-2.02,1.46,-.368];
%% Partial-fraction expansion for impulse response

[r.p.k] = residue(b,[a 0]);

fprintf(“residues and poles (h)\n");

"Lk, real (r(k)), imag(r(k)))
fprintf(” p%g = %7.4F + %7.4Fj\n" ,k,real (p(k)), imag(p(k)))

for k=1:length(r)
fprintf("rivg = %7.4F + %7.4Fj

end

%% Impulse response (singular poles only)

L = 30; n = 0:L;
ha = zeros(size(n));
for k=1:length(r)

if p(k) ==
ha(1) = ha(1)+ rk);
else
ha = ha + r(k)*p(k)-"n;
end
end

hs = impz(b,a,L+1);

fprintf("Maximum deviation max]ha-hs| = %g\n*",max(abs(ha-hs")))
%% Partial-fraction expansion for step response

[r,p,.k] = residue(b,[a 0]-[0 a]);

fprintf("residues and poles (s)\n")

for k=1:length(r)

fprintfF("rig = %7.4F + %7.4fTj
fprintf("  pYhg = %7.4F + %7.4Fj\n" ,k,real (p(k)),imag(p(k)))

end

%% Step response (singular poles only)

sa = zeros(size(n));
for k=1:length(r)

if p(k) ==
sa(l) = sa()+ rk);
else
sa = sa + r(k)*p(k)."n;
end
end

ss = filter(b,a,ones(1,L+1));

fprintf("Maximum deviation max|sa-ss|

%% Graphics

4 Partial-fraction expansion, and impulse and
% step response for 3rd order system

"k, real(r(k)), imag(r(k)))

%g\n" ,max(abs(sa-ss)))

FIG1 = figure("Name", "Impulse and step response”,"NumberTitle", "off");

subplot(1,2,1), stem(n,ha, "filled"); grid
axis([0O L -.1 .5]); title("Impulse Response™)
xlabel ("n \rightarrow"), ylabel(*h[n] \rightarrow")
subplot(1,2,2), stem(n,ss,"filled"); grid
axis([O L -.1 2.5]); title("Step Response~)
xlabel("n \rightarrow®), ylabel("s[n] \rightarrow®)
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Impulse Response Step Response
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Bild 6-9 Impulsantwort und Sprungantwort des Systems 3. Ordnung (MATLAB, A6.1-11)

Losung A6.1-12  3D-Darstellung und Hoéhenlinien-Darstellung des Betrags der
Ubertragungsfunktion |

o

Losung mit MATLAB

z. B. mit den Zahler- und Nennerkoeffizienten
b =101,1,1]
a=[1,-.4,.6]

siehe Bild 6-10
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Bild 6-10 Darstellung des Betrages der Ubertragungsfunktion (oben) und der zugehérigen Héhenlinien
(unten) in der komplexen Ebene des Systems 2. Ordnung mit den Z&hler und Nennerkoeffi-
zientenb = [1,1,1] bzw.a = [1,--4,.6]

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



112

7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

7.1 Aufgaben

Aufgabe A7.1-1 Laplace-Transformierte des Rechteckimpulses &k

Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte des

a) rechtsseitigen Rechteckimpulses mit dem Integral der Laplace-Transformation

b) rechtsseitigen Rechteckimpulses mit der Laplace-Transformierten der Sprungfunktion
c) zweiseitigen Rechteckimpulses

Hinweis: Siehe [Wer08], Tabelle 7-1.

Aufgabe A7.1-2 Laplace-Transformierte des Dreieckimpulses &k

Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte eines rechtsseitigen Dreieckimpulses der Dauer T
und Hohe 1 mit der Faltung.

Hinweis: Siehe [Wer08], Tabelle 7-1.

Aufgabe A7.1-3 Korrespondenz fiir konjugiert komplexes Polpaar &

Bei reellwertigen Systemen ist bei reellem Eingangssignal auch das Ausgangssignal reell.
Hierzu ist notwendig, dass nur reelle Pole oder konjugiert komplexe Polpaare, Se12 = 0, £ ja,,
in der Ubertragungsfunktion auftreten. In letzterem Fall bilden die Koeffizienten der Partial-
bruchzerlegung ebenfalls konjugiert komplexe Paare, B, = By

Zeigen Sie, dass fir ein einfaches konjugiert komplexes Polpaar und angenommener Kausa-
litat des Systems die Korrespondenz gilt mit B = B, + jB;

*

B , B < e%".2|B|cos(w,t+argB)u(t) =

S-S, s-—s, (7.1)
= gt '|:ZBr cos(w,t)—2B; sin(a)mt)}u(t)

Aufgabe A7.1-4 Impulsantwort und Sprungantwort des RC-Gliedes &k

Berechnen Sie zum RC-Glied in Bild 7-1
a) die Ubertragungsfunktion und daraus
b) die Impulsantwort und
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c) die Sprungantwort.

d) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse anhand der Resultate in e :
[Wer08]. | R ’ I
X001 o=l |y
Bild 7-1 RC-Glied O Ti 3
Aufgabe A7.1-5 Anfangs- und Endwerttheorem &k k

In manchen Anwendungen in der Informationstechnik, z. B. bei der Untersuchung von Phasen-
regelkreisen, erweist sich das Anfangswerttheorem

x(0+) = limsX,(s
(0+) Jim 1(s) (7.2)
und das Endwerttheorem
limx(t) = limsX, (s
t—oo ® s—0 1) (7.3)
der einseitigen Laplace-Transformation als niitzlich. Uberpriifen Sie deshalb die Giiltigkeit der

beiden Theoreme mit dem Differenziationssatz.

Anmerkung: Als VVoraussetzungen fur das Anfangswerttheorem wird gefordert, dass die Laplace-Trans-
formierte von x(t) existiert und x(t) keinen impulsférmigen Anteil im Nullpunkt aufweist. Fiir das End-
werttheorem wird verlangt, dass die Ableitung von x(t) und ihre Laplace-Transformierte existieren und
die Laplace-Transformierte von x(t) abgesehen von einem Pol bei s = 0 fiir Re(s) > 0 analytisch (differen-
zierbar) ist [Unb02].

Aufgabe A7.1-6 Impulsantwort und Sprungantwort eines Systems 1. Ordnung &k k

Berechnen Sie zum System in Bild 7-2
a) die Ubertragungsfunktion und daraus
b) die Impulsantwort und

c) die Sprungantwort. x(t)

Wenden Sie das Anfangswerttheorem an und
diskutieren Sie die Ergebnisse fur

d) die Impulsantwort und
e) die Sprungantwort.
Hinweis: Siehe auch Beispiel in [Wer08], Abschnitt 5.8.

Bild 7-2 System 1. Ordnung
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114 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

Aufgabe A7.1-7 Impulsantwort und Sprungantwort des Reihenschwingkreises &5k k ok

Berechnen Sie zum Reihenschwingkreis mit der
Spannung x(t) als Eingangssignal und der Spannung
an der Kapazitat y(t) als Ausgangssignal in Bild 7-3

a) die Ubertragungsfunktion und daraus
b) die Impulsantwort und
c) die Sprungantwort.

Kontrollieren Sie die Ergebnisse mit dem Anfangs-
(7.2) und Endwerttheorem (7.3) und physikalischer
Uberlegungen fiir

d) die Impulsantwort
e) und die Sprungantwort.

L |
x| | , Jy(t)
o

Bild 7-3 Reihenschwingkreis

Anmerkung: Beachten Sie beim Vergleich mit Aufgabe A5.1-2, dass dort als AusgangsgréRe der Strom
verwendet wird, was in einem anderen Z&hlerpolynom resultiert.

Aufgabe A7.1-8 System 2. Ordnung

Gegeben ist das RLC-Netzwerk in Bild 7-4.
Charakterisieren Sie das System, indem Sie die
folgenden Aufgaben bearbeiten:

a) Geben Sie die Ubertragungsfunktion in der
in der Systemtheorie tiblichen Form an.

b) Spezialisieren Sie fir die weitere Rechnung
das Ergebnis auf folgende Angaben.

L=1H,RL=1Q,Rc=1QundC=1F

Hinweis: Rechnen Sie im Weiteren mit nor-
mierten (dimensionslosen) GrofRen.

c) Zeichnen Sie den Signalflussgraphen.

d) Skizzieren Sie das Pol-Nullstellendiagramm.

e) Ist das System stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort.
f) Berechnen Sie die Impulsantwort.

g) Berechnen Sie die Sprungantwort.

Bild 7-4 RLC-Netzwerk

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.

Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



7.1 Aufgaben 115

Aufgabe A7.1-9 System 2. Ordnung &

Gegeben ist das RLC-Netzwerk in Bild
7-5. Charakterisieren Sie das System,
indem Sie die folgenden Aufgaben be-

arbeiten: O—'—:l—|

a) Geben Sie die Ubertragungsfunk-
tion in der in der Systemtheorie tib-  Ue(t)
lichen Form an.
O

b) Spezialisieren Sie fiir die weitere
Rechnung das Ergebnis auf folgen-

de Angaben. Bild 7-5 RC-Netzwerk
RiI=1Q,R,=1Q,C;=1Fund
C,=1F

Hinweis: Rechnen Sie im Weiteren dimensionslos mit normierten GroRen.
c) Zeichnen Sie den Signalflussgraphen.
d) Skizzieren Sie das Pol-Nullstellendiagramm.
e) Ist das System stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort.
f) Berechnen Sie die Impulsantwort.
g) Berechnen Sie die Sprungantwort.

Aufgabe A7.1-10 Geschaltetes Netzwerk &

In Bild 7-6 ist ein elektrisches Netzwerk mit einer Gleichspannungsquelle U, einem Wider-
stand R, zwei Kapazitaten C, und C, und zwei Schaltern S; und S, zu sehen [Hsu95]. Zum
Zeitpunkt t = 0 werden beide Schalter geschlossen. Berechnen Sie die Zweigstrome i;(t) und
i>(t), wenn die Kapazititen C, und C, zum Schaltzeitpunkt mit 1 V bzw. 2 V vorgeladen sind.

Bild 7-6 Geschaltetes Netzwerk
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116 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

1.2 L6sungen

Loésung A7.1-1 Laplace-Transfomierte des Rechteckimpulses 4

a) Laplace-Transformierte des rechtsseitigen Rechteckimpulses

.
L{IT; (t-T/2)} = [e~dt =
0

1_ e*ST

(7.4)
b) Mit der Darstellung des rechtsseitigen Rechteckimpulses durch die Sprungfunktion und der
Verschiebungseigenschaft resultiert das zu (7.4) identische Ergebnis.

—sT —sT

L{HT(I—T/Z)}:L{u(t)—u(t—T)}=§—es :1“; (7.5)
c) Mit der Verschiebungseigenschaft gilt auch
sT/2 _ -sT/2
LYy o &% (7.6)
S
Losung A7.1-2 Laplace-Transfomierte des Dreieckimpulses M

In [Wer08], Abschnitt 3.2.1, wird gezeigt, dass der rechtsseitige Dreieckimpuls durch die
Faltung zweier rechtsseitiger Rechteckimpulse halber Dauer entsteht. Aus (7.6) und der Fal-
tungseigenschaft resultiert demzufolge

2
1 T(1-eT/2
Ldsung A7.1-3 Korrespondenz fiir konjugiert komplexes Polpaar %}

Far x(t), der inversen Laplace-Transformierten zu (7.1), ergibt sich mit der Korrespondenz fir
einfache Pole in [Wer08], Tabelle 7-2

X(t) = Be™' + B'e*! =g ~[Bej“’°ct + B*e‘j“’wt] =

. (7.8)
—e?'.2 Re{Be’“’wt} =e”" -2|B|cos(w,t +arg B)
Oder mit den Real- und Imaginarteilen von B ausgedrtickt
x(t) =e=".2 Re{Bej“’*t} ==e"""2[B, cosm,t—B;sinw,t] (7.9)
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Lésung A7.1-4 Impulsantwort und Sprungantwort des RC-Gliedes 4

a) Die Ubertragungsfunktion des RC-Gliedes mit der Spannung als EingangsgréRe und der
Spannung an der Kapazitét als Ausgangsgrole lautet entsprechend der erweiterten Spannungs-
teilerregel

H(s) __YRC

SURC (7.10)

b) Die Impulsantwort ergibt sich daraus durch inverse Laplace-Transformation, siehe [Wer08],
Tabelle 7-2.

1/RC
s+1/RC

h(t) =%e*/“u(t) & H()= (7.41)

c) Die Sprungantwort ergibt sich durch inverse Laplace-Transformation von H(s) / s. Wir fiih-
ren eine Partialbruchzerlegung durch

S(t) PN H(S)— 1/RC —i. E_ RC —1_ 7.12
s s(s+lRC) RC | s s+lRC) s s+I/RC (7.12)
und erhalten
s(t) = (1) -u() (7.13)
d) Die Ergebnisse stimmten mit den Resultaten in [Wer08] uiberein.
Losung A7.1-5 Anfangs- und Endwerttheorem M

a) Anfangswerttheorem: Aus ([Wer08], 7.58), ergibt sich durch Grenziibergang
lim sX,(s) = lim x(0+)+j@e-5tdt =x(0+)+jﬂ(|ime-5‘)dt=x(0+) (7.14)
S0 s 5 dt 0 dt \sow

b) Endwerttheorem: Es existiere die Ableitung der Funktion und die Laplace-Transformierte.
Dann gilt mit dem Differentiationssatz der einseitigen Laplace-Transformation, siehe
([Wer08], 7.58),

lim I%e‘“dt = lim (sX; (5)-x(0)) = lim sX *(5) - x(0) (7.15)

Auf der linken Seite nimmt die Exponentialfunktion fur s — 0 den Wert eins an. Die Integra-
tion liefert x(t) an der oberen, minus x(t) an der unteren Integrationsgrenze. Auf der rechten
Seite kann die Konstante x(0) aus dem Grenziibergang herausgenommen werden, so dass aus
(7.15) das Endwerttheorem (7.3) resultiert.

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



118 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

Ldésung A7.1-6 Impulsantwort und Sprungantwort eines Systems 1. Ordnung 4

a) Aus der erweiterten Spannungsteilerregel ergibt sich die Ubertragungsfunktion mit der
Hilfsgrole « , siehe auch [Wer08],

1
H(s) = YR+YsL = /3 :5 S mitozzz—R (7.16)
IR+ 1 s+2R/3L 3 s+a 3L
1/R+1/sL

b) Impulsantwort mit Hilfe der Differenziationseigenschaft

—at —at

.%(e—mu(t)):%.(e_a u(t)+e‘“t5(t)J=%'[e u(t)+5(t)J (7.17)

—a

h(t) =

Wl

Anmerkung: Durch den Impuls wird die Kapazitt sofort geladen. Fiir t > O beobachtet man dann den
Spannungsverlauf des Entladevorgangs.

¢) Sprungantwort

s(t) = %-e“’“ u(t) (7.18)

d) Anfangswerttheorem fiir die Impulsantwort

2

h(0+) = SIi_)rgosH (9) :1 lim

— 0 (7.19)
3550 S+

Die Impulsantwort ist zum Einschaltzeitpunkt ,,nicht endlich”, da sie einen Impulsanteil auf-
weist.

e) Anfangswerttheorem fir die Sprungantwort

. 1. S 1
s(0+) = limH(s)== lim ——== 7.20

(0+) S0 ) 3s50S+a 3 ( )
Die Sprungantwort ist zum Einschaltzeitpunkt gleich einem Drittel des Spannungssprunges der
Quelle, da die Induktivitat im Schaltzeitpunkt wie ein Leerlauf wirkt.

Ldésung A7.1-7 Impulsantwort und Sprungantwort des Reihenschwingkreises %}

a) Die Ubertragungsfunktion des Reihenschwingkreises mit der Spannung als EingangsgroRe
und der Spannung an der Kapazitat als Ausgangsgrofle lautet geméaR der erweiterten Span-
nungsteilerregel

___Ysc YLC _ 1LC
H(S)_R+SL+1/SC s +SR/IL+1LC  (5=S.1) (5—S.2) (7.21)
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mit den beiden Polen

2
R R 1
R _ 7.22
#2791 (2Lj LC (7.22)

b) Die Impulsantwort ergibt sich aus (7.21) durch inverse Laplace-Transformation.
e Hierzu fuhrt man zunéchst fir den Fall verschiedener Pole, S.; # S.2, €ine Partialbruch-
zerlegung durch.

1 1

1| Sp1—S502  Swy—Se 1 1 1
H(s)=—| —t—=2 4 =2 =L | : - (7.23)
LC| s-s, S—S,, LC(Sup—S02) (5=S,1 S5,

Die inverse Laplace-Transformation liefert nach ([Wer08], Tabelle 7-2) die Impulsantwort

1
LC (Sool - SooZ)

o Im Falle des stark geddmpften Reihenschwingkreises spezialisiert sich die letzte Gleichung
zu

h(t) = (et - Jult) fir s,y s, (7.24)

1 (7.25)

h(t) ) LC (0-001 - 0-002)

~(e"°01t —e“wzt) ut) firs,,=o,, #S,,=0,,
e Und im Falle des schwach gedampften Reihenschwingkreises mit konjugiert komplexem
Polpaar erhalt man

h(t) = ——

% sin(a,t)u(t) firs,,=o,* jo, (7.26)

o0

e Es fehlt noch der aperiodische Grenzfall, s,.; = .. Die Ubertragungsfunktion

H(s) = %~—(S _lsw)z (7.27)
kann in diesem Fall mit ([Wer08], Tabelle 7-2) direkt transformiert werden.
h(t) = Lot ut) firs, =o, (7.28)
LC
c) Die Sprungantwort ergibt sich durch inverse Laplace-Transformation nach [Wer08]
st) o HO_ yLe (7.29)

S(S_Sool)(s_sooZ)
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120 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

e Man unterscheidet wieder die drei Félle, wie bei der Berechnung der Impulsantwort. Fir
den Fall verschiedener Pole, s.,; # S..2 # 0, ergibt sich zundchst die Partialbruchzerlegung

1 |:Soo1 (81— Sw2 )Tl N [Swz (So2=Su )} N [SwlsooZ]_l

-1
SH(s)= 7.30
®) LC S—S. S—S, S (7.30)
und daraus die Sprungwort fiir den stark gedampften Reihenschwingkreis
1 erlt eaooZt 1
s(t)y=——+- + + u(t) (7.31)
LC Ol (O-ool —O0y2 ) Oy2 (0-002 - O-wl) 001002

e Im Falle des schwach geddampften Reihenschwingkreises liegt ein konjugiert komplexes
Polpaar vor.

Se12 =0, t jo, = p, €% (7.32)

Die Betrége und Phasen der Pole in (7.31) entsprechend eingesetzt liefert zundchst

1 ot glod g-lod 1
s(t) = - | (eWw —e‘j‘/’x)+e‘j‘/’°° (e‘”’x —e*”’w) L= ut)  (7.33)
Die Sprungantwort lasst sich noch etwas vereinfachen.
ot . . (7.34)
s(t) = 1 ] e : |:eJ(a)wt—tﬂw) _e_J(Wmt“/’w):|+1 u(t) =
LCp2 | 2jsing
sin(aw,t—
1 —| et (w°° ¢°°)+1 u(t)
LCpoZ SIN @,

o Im aperiodischen Grenzfall, s,.; = S..», ist die Laplace-Transformierte der Sprungantwort

1 1 1

—H@)=——-—— 7

s LC s(s—s, )2 (7.35)
Die Partialbruchzerlegung fihrt auf

2 2
%-H(s) i.[—l/sij Vs, +]/S°°J (7.36)

" LC s—s, (s—sw)z s

so dass sich nach ([Wer08], Tabelle 7-2) fiir die Sprungantwort ergibt

1 ettt 1 N
S(t):E{__iJr?Jr_i]um furs, =04 (7.37)
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d) Aus dem Anfangswerttheorem (7.2) folgt flr die Impulsantwort zum Einschaltzeitpunkt

h(0+) = IIm sH(s) = lim s/LC

so© g +sR/L+1/LC (7:38)

Einsetzen von t = 0 in die Impulsantworten (7.25), (7.26) und (7.28) bestétigt die Aussage.

Wegen der Reihenschaltung der Kapazitat mit einer Induktivitat springt bei impulsférmiger
Spannungserregung nicht die Spannung an der Kapazitat, sondern der Strom in der Induk-
tivitat.
Aus dem Anfangswerttheorem schlieBen wir, dass h(0+) = 0 fiir alle Systeme gilt, deren Uber-
tragungsfunktionen Nennergrade besitzen, die um mindestens 2 groRer sind als die Z&hler-
grade.

Aus dem Endwerttheorem (7.3) resultiert der Endwert der Impulsantwort fiir t gegen unend-
lich.

I|m h(t) = I|m sH(s) = lim 5/LC

s> g2 +5R/L+1/LC (7:39)

Dies bestétigen auch die berechneten Impulsantworten (7.25), (7.26) und (7.28). Im geddmpf-
ten Reihenschwingkreis wird die durch die Impulserregung zugefiihrte elektrische Energie am
ohmschen Widerstand vollstandig in Warme umgesetzt.

e) Aus dem Anfangswerttheorem (7.2) ergibt sich fur die Sprungantwort zum Einschaltzeit-
punkt

s(0+) = I|m H(s) = lim yLc

§o© g +sR/L+1/LC (7.40)

Einsetzen von t = 0 in die Sprungantworten (7.31), (7.34) und (7.37) bestétigt das Ergebnis.

Da die Impulsantwort fiir t = 0 null ist, muss ihr Integral, die Sprungantwort, fir t = 0 ebenfalls
null sein.

Aus dem Anfangswerttheorem schlieBen wir, dass s(0+) = 0 fir alle Systeme gilt, deren Nen-
nergrade grofer sind als die Zahlergrade.

Aus dem Endwerttheorem (7.3) resultiert der Endwert der Sprungantwort fir t gegen unend-
lich.

I|m s(t)—llmH(s)_ lim yLc

> . i~ 7.41
s—m g2 +sR/L+1/LC (7.41)

Dies bestatigen auch die berechneten Sprungantworten.

Die Sprungantwort entspricht dem Verlauf der Spannung an der Induktivitat bei Erregung mit
einer geschalteten Gleichspannungsquelle. Fir t genligend groR wird der stationdre Zustand
angenommen.
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122 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

Losung A7.1-8 System 2. Ordnung 4

a) Ubertragungsfunktion mit erweiterter Spannungsteilerregel

2, LTRRC R
B Ro+sL R.LC  RoLC

HE) =— =, L+R.RC R.+R, (7.42)
——+R_ +sL s“+s- +
YR. +5C ReLC | RoLC

b) mit den gegebenen normierten GréRen

2
H(g=>to2+l (7.43)
S°+5-2+2

c) Signalflussgraph

Bild 7-7 Signalflussgraph im Bildbereich des )\ A L
Systems 2. Ordnung mit normierten GroRen -2 -1 )

d) Pol-Nullstellendiagramm
— Nullstellen s, =-1 (doppelte)

— Pole S,.12 =—1% j (konjugiert komplex)

e) Das System ist stabil, da Re(S,,1,) <0
- alle Pole in der linken s-Halbebene
f) Impulsantwort, siehe auch [Wer08]

Da der Zéhlergrad gleich dem Nennergrad ist, zerlegen Bild 7-8 Pol-Nullstellendiagramm des
wir zuerst die Ubertragungsfunktion so dass wir einen Systems 2. Ordnung
ganzzahligen und einen echt gebrochenen Anteil erhalten.

Fur Letzteren fiihren wir eine Partialbruchzerlegung

durch.

52+25+1+1—1_1_ 1, 1 ~
$24+25+2 s2+25+2 (s+1—j)-(s+1+ )
i/2 N -jj2

(s+1-j) (s+1+]))

H(s)=
(7.44)

Die inverse Laplace-Transformation ergibt

h(t) = 5(t) — 2e7~ %sin (@ t)u)=5() —%e‘t sin(t)u(t) (7.45)
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g) Sprungantwort, siehe auch [Wer08]

H(s) 1 1 1 Y2 @-j)4_ @+i)4 746
s s s(s+l-j)(s+1+j) s s (s+1-j) (s+1+)) '
Die inverse Laplace-Transformation ergibt
s(t) = ~|1+¢ cos[t—fj u(t)=3[1+e—tsin(t)]u(t) (7.47)
2 2 2 '
impulse response
777777777 step response
L R R EEE T T
1‘0 15
t—>

Bild 7-9 Impulsantwort ohne Impulsanteil &t) und Sprungantwort des Systems 2. Ordnung

Ldésung A7.1-9 System 2. Ordnung %}

a) Ubertragungsfunktion mit erweiterter Spannungsteilerregel

1
L +sC S !
= ) .
H(s) = i = RC, (7.48)
R1+i+; sz+s-( t .1 j+ L
G, R +sC, RC  RC, RC,) RR,CC,

2

b) mit den gegebenen normierten GréRen

H(s) = —— (7.49)

s2+s-3+1
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c) Signalflussgraph

Bild 7-10 Signalflussgraph im Bildbereich des
Systems 2. Ordnung mit normierten GréRen

d) Pol-Nullstellendiagramm
— Nullstellen s =0

—Pole Sy1 =—0,3820, s., =-2,6180

e) Das System ist stabil, da Re(S,1,) <0
— alle Pole in der linken s-Halbebene

f) Impulsantwort, siehe auch [Wer08]
— Partialbruchzerlegung (gerundet)

Ue(S) O——
1y
st st
> »> —O Ua(s)
-1 -3 A 4
Im
S
Sw2 Sl So

Bild 7-11 Pol-Nullstellendiagramm des

Systems 2. Ordnung

g) Sprungantwort, siehe auch [Wer08]

Die inverse Laplace-Transformation ergibt

S S 1,171 -0,171
H(s)=— = = + (7.50)

ST+3s+1 (S=S5) (S—Sx2) S—S. S—S

Die inverse Laplace-Transformation ergibt mit ([Wer08], Tabelle 7-2)

h(t) = (L172-e%% ~0,171.67 25" ) u(t) (7.51)

H (s) 1 1 0,447 0,447

S S°+3s+1 (S_Sool)'(s_sooZ) S_Sool S_Soo2
5(t) = 0,447 (7% —e 281 ).y (1) (7.53)
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1.2

I
| ——— impulse response
! step response

ht) . st) >

10 15

Bild 7-12 Impulsantwort und Sprungantwort des Systems 2. Ordnung

Losung A7.1-10 Geschaltetes Netzwerk 4

Schritt 1: Ersatzschaltbild fur die Laplace-Transformierten nach dem Schlieen der Schalter.

1(s) I2(s)

2/s 1/s

Masche 2

Bild 7-13 Ersatzschaltbild fir die Laplace-Transformierten (normierte GréRen) des geschalteten Netz-
werks in Bild 7-6

Aus dem Schaltbild Bild 7-6 folgt mit den normierten Ersatzelementen aus [Wer08], Tabelle 7-
4, das in Bild 7-13 rechts angegebene Ersatzschaltbild.

Schritt 2: Berechnung der Laplace-Transformierten der Stréme mit der Maschenregel

Masche 1 (2+1j Il(s)—2I2(s)+l—§:O (7.54)
s s s

Masche 2 —2ll(s)+[2+1]|2(s)+z=0 (7.55)
s s
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126 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

Auflésen der Gleichungen nach 1;(s) bzw. I5(s) liefert

st 1031 ind I(s)—s_l/z— R 7.56
s+1/4 4 s+1/4 2 s+1/4 4 s+1/4 (7.56)

I,(s) =
Schritt 3: Inverse Laplace-Transformation ([Wer08], Tabelle 7-2)

A —§(t)+4e u(t) und A o(t) 4e u(t) (7.57)

7.3 Ubungen mit MATLAB

Fir gebrochen rationale Ubertragungsfunktionen héherer Ordnung steht mit der inversen
Laplace-Transformation mit der Partialbruchzerlegung ein Rechenverfahren fiir die Impuls-
antworten und die Sprungantworten zur Verfigung. Die praktische Durchfiihrung kann jedoch
zeitaufwéandig sein. Hier kann der Einsatz von Programmen wie MATLAB die Arbeit erleich-
tern.

MATLAB-Ubung M7-1 Partialbruchzerlegung

Die Partialbruchzerlegung von echt rationalen Funktionen unterstiitzt MATLAB durch den Be-
fehl ,,residue”. Wie der Befehl anzuwenden ist, machen wir uns an einem Beispiel klar,
siehe Programmbeispiel 7-1. Als rationale Funktion wahlen wir die normierte Ubertragungs-
funktion fiir das T-Glied in [Wer08], Abschnitt 7.4.4.

Wir erhalten die Residuen r zu den jeweiligen Polen p. Der Vektor k ist leer, da der Zah-
lergrad Kleiner als der Nennergrad ist, siche MATLAB-Help-Kommando help residue.

Programmbeispiel 7-1 Partialbruchzerlegung

% Partial-fraction expansion

% s3s7_1.m * mw * 09/14/2007

b =1[1]; a =1[1,2,2,1]; % numerator and denominator
[r,p.k]= residue(b,a)

[c,d] = residue(r,p,k)

Bildschirmausgaben

>>
r = 1.0000
-0.5000 - 0.2887i
~0.5000 + 0.2887i
p = -1.0000
~0.5000 + 0.8660i
-0.5000 - 0.8660i
k=11
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7.3 Ubungen mit MATLAB 127

c = 0 0.0000 1.0000

o
I}

1.0000 2.0000 2.0000 1.0000

MATLAB-Ubung M7-2 Impulsantwort

a) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, dass fiir eine gegebene rationale Ubertragungs-
funktion eines reellwertigen Systems mit nur einfachen Polen die Impulsantwort grafisch
darstellt.

b) Erweitern Sie das Programm so, dass auch die Sprungantworten dargestellt werden.

Programmbeispiel 7-2 Impulsantwort und Sprungantwort fir Systeme mit einfachen Polen

% Partial-fraction expansion and impulse and step response
% for rational transfer function of real-valued system

% with single poles

% s3s7_2.m * mw * 09/14/2007

b=1[1]; a =1[1,2,2,1]; % numerator and denominator (3rd order)
t = 0:.1:15;

%% Impulse response

[r.p.k] = residue(b,a) % partial fraction expansion

h = zeros(size(t));
for k=1:length(r)
h =h + r(k)*exp(p(k)*t);
end
%% Step response
[r.p.k]=residue(b,[a 0]) % multiply a with s
s = zeros(size(t));
for k=1:length(r)
s = s + r(k)*exp(p(k)*t);
end
%% Graphics
figure("Name®,["Impulse response : # of poles~,...
num2str(length(r))], "NumberTitle", "off");
plot(t,h,t,s),grid
xlabel ("t \rightarrow™), ylabel("h(t) , s(t) \rightarrow®)
legend("impulse response®, "step response-)

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



128 7 Laplace-Transformation und LTI-Systeme

1.2

impulse response |
step response

i 06F----f- - i
% |
- |

= 04r---~N b J‘* ************
= |
|

02-f/----N\-b+t--"""""-"-"-~- e
l

0 - - N __
| |
| |
| |
-0.2 | |
0 5 10 15

t—>

Bild 7-14 Impulsantwort und Sprungantwort des Systems 3. Ordnung ([Wer08], Abschnitt 7.4.4)
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8 Fourier-Transformation fir zeitkontinuierliche
Signale

8.1 Aufgaben

Aufgabe A8.1-1 Frequenzgang und Dampfung eines Systems 1. Ordnung &5 K

Berechnen Sie zum System in Bild 8-1
a) den Frequenzgang

b) und den Frequenzgang der Dampfung in dB.
X(0)

¢) Charakterisieren Sie den Frequenzgang bzgl.
des Ubertragungsverhaltens des Systems.

d) Bestimmen Sie die 3dB-Grenzfrequenz. © o ] ©
e) Welche Rolle spielt das Verhéltnis 2R / 3L fiir _
die Dimensionierung des Systems? Bild 8-1 System 1. Ordnung

f) Dimensionieren Sie die Induktivitéit so, dass mit R = 100 Q die 3dB-Grenzfrequenz f;35 =
10 kHz betragt.

Hinweis: Siehe Beispiel in [Wer08], Abschnitt 5.8.1 und Aufgabe A7.1-6

Ubung mit MATLAB =

g) Stellen Sie den Betrag des Frequenzgangs, den Frequenzgang der Dampfung und der Phase
mit MATLAB grafisch dar.

Hinweis: Fiihren Sie eine geeignete Betrags- , Frequenz- und Phasennormierung durch.

h) In der Nachrichtentechnik ist es iiblich, nicht nur den Betrag der Frequenzganges sondern
auch die Frequenz in logarithmischer Einteilung darzustellen. Wiederholen Sie die Auf-
gabe in (f), wobei Sie die MATLAB-Grafikbefehle semi logx und loglog verwenden.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Achsenskalierung beim Befehl loglog zu
den Angaben der Dampfung in dB?

Hinweis: Vergleiche [Wer08], Bild 8-19.

Aufgabe A8.1-2 Frequenzgang des Reihenschwingkreises &5

Gegeben ist der Reihenschwingkreis mit Spannung X(t) als Eingangssignal und der Spannung
an der Kapazitit y(t) als Ausgangssignal in Bild 8-2.

a) Berechnen Sie den Frequenzgang.
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130 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

Hinweis: Siehe Aufgabe A7.1-7

b) Es stehen folgende (ideale) Bauelemente zur
Verfiigung: R=10 Q, L =470 yH und C =10 R —— 1

|
nF. Welcher Fall liegt vor? Berechnen Sie die : ,
Resonanzfrequenz @, und die Ddmpfungs- ¢ roL R ! ¢
konstante a. X(®) : C i y(®)
|
¢) Berechnen Sie die Pole des Systems. S | T: o

Bild 8-2 Reihenschwingkreis

| Ubung mit MATLAB

o

d) Stellen Sie den Betrag des Frequenzganges mit MATLAB grafisch dar.
Hinweis: Wihlen Sie den Bereich der Kreisfrequenzen von 100 kHz bis 1 MHz.

e) Um den Einfluss des Widerstands R sichtbar zu machen, stellen Sie den Betrag des Fre-
quenzgangs als Kurvenschar mit R als Parameter dar. Wahlen Sie R =5, 10 und 20 Q

Aufgabe A8.1-3 Frequenzgang und Dampfung eines Systems 2. Ordnung & *

Gegeben ist das RLC-Netzwerk in Bild 8-3.

a) Schitzen Sie das Verhalten des Frequenz-
gangs fiir niedrige und hohe Frequenzen ab.

b) In welchem Zusammenhang kdnnte das
System im Vergleich mit dem Serien-
schwingkreis stehen?

Hinweis: Parasitire Effekte.

¢) Geben Sie den Frequenzgang allgemein an.
Hinweis: Siehe Aufgabe A7.1-8

Bild 8-3 RLC-Netzwerk

| Ubung mit MATLAB

d) Stellen Sie den Betrag des Frequenzgangs und den Frequenzgang der Dampfung mit
MATLAB grafisch dar.

Hinweis: R, =1 MQ, R, =100 Q, L =470 uH und C = 10 nF

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



8.1 Aufgaben 131

Aufgabe A8.1-4 Frequenzgang und Dampfung eines Systems 2. Ordnung &

Gegeben ist das RC-Netzwerk in Bild
8-4.
a) Schitzen Sie das Verhalten des Fre- o—  H
quenzgangs fiir niedrige und hohe
Frequenzen ab. Um welche Art von Ue(t)
Frequenzgang handelt es sich? ¢
O

Bild 8-4 RC-Netzwerk
b) Berechnen Sie den Frequenzgang allgemein.
Hinweis: Siche Aufgabe A7.1-9

c¢) Vereinfachen Sie den Frequenzgang fiir den Fall einer symmetrischen Beschaltung R =R, =
R2 und C = C1 = Cz.

d) Schitzen Sie fiir eine symmetrische Beschaltung die Kreisfrequenz, bei der der Betrags-
frequenzgang maximal wird. Geben Sie den zugehorigen Maximalwert an.

Hinweis: Keine lange Rechnung; Uberpriifung erfolgt anhand einer MATLAB-Grafik.

Ubung mit MATLAB =

e) Stellen Sie den Betrag des Frequenzgangs mit MATLAB grafisch dar. Uberpriifen Sie Ihre
Ergebnisse aus (d).

Hinweis: Symmetrische Schaltung R; =100 Q, R, =100Q,C;=1puFund C,=1 puF

Aufgabe A8.1-5 Universalfilter &5k k

In Bild 8-5 ist das Blockdiagramm eines sogenannten Universalfilters gegeben. Das Filter
besitzt 3 Ausgidnge. Die Parametrisierung geschieht durch die beiden (Zeit-)Konstanten T; und
Ts.

Eingang 1/(sTy) 1/(sT,), > O
Ausgénge
>
> 0

Bild 8-5 Blockdiagramm des Universalfilters nach ([KSW95], Abb. 7.139)

a) Um welche Art von System handelt es sich prinzipiell?
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132 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

b) Zeichen Sie zum System den Signalflussgraphen im Bildbereich der Laplace-Transforma-
tion.

c) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion zum Ausgang ©.

d) Bestimmen Sie den Frequenzgang der Dampfung zu (c). Welche Art von Frequenzgang
liegt vor?

e) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion zum Ausgang @.

f) Bestimmen Sie den Frequenzgang der Diampfung zu (e). Welche Art von Frequenzgang
liegt vor?

g) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion zum Ausgang G.

h) Bestimmen Sie den Frequenzgang der Dampfung zu (g). Welche Art von Frequenzgang
liegt vor?

Ubung mit MATLAB =

i) Stellen Sie mit MATLAB die Frequenzgéinge des Betrages und der Dampfungen fiir die
drei Ausginge dar. Wihlen Sie dazu die Parameter T, = 10~ und T, = 10°°.

k) Wiederholen Sie (i) mit den Parametern T, = 10~ und T, = 107 Diskutieren Sie die
Ergebnisse

8.2 L6sungen

Losung A8.1-1 Frequenzgang und Dampfung eines Systems 1. Ordnung ™

a) Mit der Ubertragungsfunktion aus A7.1-6

I s 2R
HS)=——— mita=—o 8.1
® 3 s+a 3L @1
folgt der Frequenzgang
. 1 jo . 2R
H(jo)=—- mit o =—
(Je) 3 jo+a 3L (8.2)

b) Der Frequenzgang der Dampfung in dB ist

agg (@) 1 jo o’
=-20-1g|-- =-10-1 +20-1g3
dB g‘S jo+a & 0* +a? & (8.3)
Also
>
agg (@) =9,54dB-10-1g P dB (8.4)
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8.2 Losungen 133

¢) Betrachtung der Grenzen

a4 (a)) —w . lim a4 (a))

o—>0 dB w—0

=9,54 (8.5)

Das System zeigt die Eigenschafen eines Hochpasses: Die Signalkomponenten mit niedrigen
Frequenzen werden stark geddmpft.

d) Der Betragsfrequenzgang ist monoton steigend. Die 3dB-Grenzkreisfrequenz ist wsgg = a.
e) Der Parameter « legt die 3dB-Grenzfrequenz fest.
f) Ist R = 100 Q und soll die 3dB-Grenzfrequenz f;gg = 10 kHz sein, so ist die Induktivitit zu

wihlen

2R 2-100 Q

3¢ 3-27-10kHz (8.6)
| Losung mit MATLAB =
g) Normierte Darstellung
. jo, . @ 2R
H,(Jo,) = mit @, =— und @ = —
n(Jen) jo, +1 " a 3L .7

Siehe Programmbeispiel 8-1 und Bild 8-6

Programmbeispiel 8-1 Grafische Darstellung des Frequenzganges

% Plot frequency response
% s3s8_1.m * mw * 09/16/2007
w = 0.01:.01:10; % normlized radian frequency
H=j*w.Z/g*w+1); % frequency response
% Graphics
FIG1 = figure("Name","S3S8_1 : 1st order system”,"NumberTitle", "off");
subplot(3,1,1), plot(w,abs(H), "LineWidth*",2), grid
axis([0 10 0 1]); title("Magniude of frequency response®)
xlabel ("\omega_n \rightarrow"), ylabel ("] H_n(d\omega_n) |
\rightarrow®)
subplot(3,1,2), plot(w,-20*1og10(abs(H)), "LineWidth",2), grid
axis([0 10 0 60]); title("Attenuation in dB~)
xlabel("\omega_n \rightarrow"), ylabel("a_n(j\omega n) in dB
\rightarrow")
subplot(3,1,3), plot(w,angle(H)/pi, "LineWidth*®,2), grid
axis([0 10 0 1]); title("Phase of frequency response-®)
xlabel("\omega_n \rightarrow®), ylabel("\langle (
H_n(j\omega_n)/\pi ) \rightarrow®)
F1G2 = figure("Name","S3S8_1 : 1st order system®,“NumberTitle", "off");
subplot(3,1,1), semilogx(w,abs(H), "LineWidth*,2), grid
axis([0 10 0 1]); title("Magniude of frequency response®)
xlabel("\omega_n \rightarrow"), ylabel("] H_n(\omega_n) |
\rightarrow®)
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134 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

subplot(3,1,3), loglog(w,abs(H), "LineWidth",2), grid
axis([0 10 0 1]); title("Magniude of frequency response in
logarithmic scale®)
xlabel("\omega_n \rightarrow®), ylabel("] H_n(\omega_n) |
\rightarrow®)
subplot(3,1,2), semilogx(w,angle(H)/pi, LineWidth*®,2), grid
axis([0 10 0 1]); title("Phase of frequency response-®)
xlabel("\omega_n \rightarrow®), ylabel(*\langle (
H_n(j\omega_n)/\pi ) \rightarrow®)

Magniude of frequency response

| H, G, | -
o
(6]
T
|

((H (o)) —>
o
(9}

0 L L
mn—)

1 Attenuation in dB

T T T T T T T T T
% 50”"T’”T""F"’F"’T”’T”’T””F’”T””
c | | | | | | | | |
: | | | | | | | | |
SC & | | | | | | | |
g o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 8-6 Normierter Frequenzgang des Systems 1. Ordnung (A8.1-1)

h) Siehe Bild 8-7. Die Ordinateneinteilung y im unteren Bild entspricht der Dampfung mit ayp
= —20-1g(y) dB; also 10°, 10™" und 10~ entspricht 0 dB, 20 dB bzw. 40 dB.
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Magniude of frequency response

I H, (o) | >

((H (o)) -

=

IH, (o) | -
1]
Ll
il
jut

10"

Bild 8-7 Normierter Frequenzgang des Systems 1 Ordnung (A8.1-1, semi logx, loglog)

Losung A8.1-2 Frequenzgang des Reihenschwingkreises ]

a) Die Ubertragungsfunktion des Reihenschwingkreises A7.1-7 liefert den Frequenzgang

. 1/LC
H =
(Jw) (ja)_sool).(jw_sooZ) (88)
mit den beiden Polen
2
R R 1
s L4 | ) o 8.9
#2701 (ZL) LC (8.9)

b) Die Resonanzfrequenz ist gleich der Eigen-Kreisfrequenz im ungedédmpften Fall, d. h. fiir R
=0.

1 1
~JLC /470 uH 10 nF

N ~ 461 kHz (8.10)

Die Dampfungskonstante (siche o, in Aufgabe 7.1-7, (7.26)) ist

R 10Q  10,6-10°

a=—= ~
2L 2-470 uH s

=10,6 kHz (8.11)
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136 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

a<a (8.12)
liegt der Fall ®, des schwach geddmpft Reihenschwingkreises, vor.

Die Resonanzfrequenz des schwach geddmpften Reihenschwingkreises ist gleich dem (posi-
tiven) Imaginérteil des Pols (siche @, in Aufgabe 7.1-7, (7.26))

o, =\ —a® ~ 461 kHz (8.13)

Anmerkung: Die Dampfungskonstante ist bzgl. der Resonanzfrequenz vernachlédssigbar gering.

¢) Pole

S, =—at jo, = 10,6-10° 1+ j461-1031 =(10,6+ j461) kHz (8.14)
’ S S

Losung mit MATLAB

b) Fiir Fall @ siehe Bild 8-8.

Man erkennt deutlich die Resonanziiberhdhung bei der Resonanzkreisfrequenz @, ~ 461 kHz.
Die Resonanziiberhohung nimmt mit fallendem Widerstandswert R zu.

Magnitude of frequency response
50

451 -

40 -

B/f

0 -

2Bf N

| Hiow) | —

200 -

15 -]

0F -

L

05
10

oin Hz—

Bild 8-8 Betragsfrequenzgang zum schwach geddmpften Reihenschwingkreises (A8.1-2)
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Losung A8.1-3 System 2. Ordnung 4

a) Fiir @ — 0 verhdlt sich die Kapazitit wie ein Leerlauf und die Induktivitdt wie ein Kurz-

schluss. Dann liegt ein einfacher ohmscher Spannungsteiler vor.
R, |

R+R, 1+R/R,

ign})H(jw)= (8.15)

Fiir @ — oo verhilt sich die Kapazitit wie ein Kurzschluss und die Induktivitat wie Leerlauf.
Dann fillt die gesamte Eingangsspannung am Ausgang ab.

W—>0

b) Das System konnte das Ersatzschaltbild des Reihenschwingkreises sein, wobei parasitére
Effekte in erster Ndaherung berticksichtigt werden:

— der Isolationswiderstand R¢c mit R; = R¢
— der ohmsche Widerstand der Spule R, mit R, =R + R,

c) Ubertragungsfunktion aus A7.1-8 mit den gegebenen normierten GroBen

o LtRRC R,
. R, + joL RLC RLC
H(jo)=——— = [TRRC R IR ®8.17)
b Rtjel o et RiFR
IR, + jaoC RLC  RLC

d)

Magnitude of frequency response

[ Ho) | >

oinHz —»

Bild 8-9 Betragsfrequenzgang der Ersatzschaltung zum schwach geddmpften Reihenschwingkreises
(A8.1-3)

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wiesbaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



138 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

Losung A8.1-4 Frequenzgang und Dampfung eines Systems 2. Ordnung 4
a) Fiir @ — 0 verhalten sich die Kapazititen wie ein Leerlauf. Der Kreis ist offen.

lim H(jw)=0

lim H(j) (8.18)

Fiir @ — oo verhalten sich die Kapazititen wie ein Kurzschluss.

lim H(jw)=0
Jlim H(jo) (8.19)
Es liegt ein Bandpass vor.
b) Frequenzgang
Jogc
H(jw) = — (8.20)
2 1 1 1 1
o - jo- + + -
RC  RC, RGC,) RR,CGC,
c) Frequenzgang bei symmetrischer Beschaltung
. 1
. 1o e jo-a
A(le)= 1 1 1 jo-3a-a’
2 - —_— . —_
—_ . 7+7+7 f—
@ -l [RC RC ch RRCC (8.21)
. 1
mt o=——
RC

d) Betragsfrequenzgang (siche (b))

. w-a
IH(jo)| =
2 8.22

\/(a)z—az) +o’ 9a® (8.22)
Der Betragsfrequenzgang nimmt mit kleiner werdendem Nenner zu.
Vermutung: Realteilterme im Nenner kompensieren sich

Wy =a= L (8.23)

¢ RC ’
mit
. 1
|H(on)|=§ (8.24)
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8.2 Ldsungen

0

‘ Losung mit MATLAB

d) Siehe Bild 8-10, Resonanzkreisfrequenz

(8.25)

! =10* Hz
100 Q-1 pF

a)o =

Magnitude of frequency response

e e e e g 3

I X: 1e+004
Y:0.3333

|

|

ey
+1= s

=T

< | (@DH |

10°

oinHz —»

Bild 8-10 Betragsfrequenzgang (A8.1-4)

Losung A8.1-5 Universalfilter

a) Es handelt sich um ein rekursives System 2. Ordnung, wobei s~ auf ein zeitkontinuierliches

System mit Integrieren hindeutet.

b) Signalflussgraph

Ausginge

~~ —~ ~~
w 2] w
N N N
<4 B =
> > >
© @0 o)
A A
d
o
—_
w
<7 &
Al W2
1]
=
—
»
Ll
—~
2]
N’
~Y &
T
w
= p—
=

Bild 8-11 Signalflussgraph zum Universalfilter im Bildbereich
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140 8 Fourier-Transformation fiir zeitkontinuierliche Signale

¢) Ubertragungsfunktion zum Ausgang @
Aus dem Signalflussgraphen folgt von rechts nach links
Yi(s)=S,(s)

1
51(5)—5'52(5) (8.26)

Sz(s>=§-[X<s)—sl(s)—sz(s)]
1

Mit den inneren GroBen, den ZustandsgroBen, Si(S) = Yi(s) und S,(S) = sT,-Y1(S) folgt mit dem
Zwischenschritt

1

Y,(8) = 5[ X(8) = Y,(5) =T, -Y,(s)] (8.27)
s TT,
schlief3lich
Y, (s 1 1 1
1O _h,5)- —— = (8.28)
X(s) 1+sT, +s"T,T, TT, s°+s/T, +1/T|T,

Es liegt ein rekursives System 2. Ordnung mit den Nennerkoeffizienten a, = 1, a; = 1/T, und a,
= 1/(TTy).

d) Frequenzgang der Ddmpfung zum Ausgang @

Mit dem Frequenzgang
H, (jo) = ——- ! 8.29
! TT, ITT, -’ + jo/T, (8:29)
gilt fiir die Ddmpfung
8,45 () =10-1g(T7T; ) dB+10-Ig(@* + & /T7 +1/TT] ) dB (8.30)

Es ergeben sich fiir die Grenzfille: a,45(0) =0 und a;4p(o0) = 0.

Da die Ddmpfung mit der Kreisfrequenz @ monoton steigt, liegt ein Tiefpass vor.

e) Ubertragungsfunktion zum Ausgang @

Aus dem Signalflussgraphen folgt mit Y,(S) = S,(S) der direkte Zusammenhang Y,(s) = ST, -
Y,(s). Damit in die Ubertragungsfunktion (8.28) eingesetzt liefert

Y208 _ Hy(s) = sT, 1 S

X (s) STT,+sT,+1 T, s2+s/T,+ 1T,

(8.31)

Mit den Koeffizienten a, = 1, a, = 1/T;, a, = 1/(T,T,) und b, = 1/T,.
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8.2 Losungen 141

f) Frequenzgang der Ddmpfung zum Ausgang @
Mit dem Frequenzgang

. 1 jo
Ha(jo)=— .
2 T, YT, -6 + jo/T,

(8.32)
gilt fiir die Dampfung
8, 5 () =10-1g(T? ) dB+10-1g( 0" + &” /T +1/T7T} ) dB-10-1g(0’ ) B (8.33)

Es ergeben sich fiir die Grenzfille: a,p(0) =c0 und a,4p(0) = .

Es liegt ein Bandpass vor. Die beiden ersten Summanden in (8.33) werden durch den Nenner
der Ubertragungsfunktion bestimmt und entsprechen dem Tiefpass zum Ausgang @, siehe (d).
Der neu hinzugekommen Summand besitzt eine Hochpasscharakteristik. In der Dampfung
addieren sich die Anteile zum Bandpassverhalten.

g) Ubertragungsfunktion zum Ausgang @

Aus dem Signalflussgraphen folgt mit Y5(S) = ST, - Yx(S). Damit in die Ubertragungsfunktion
(8.31) eingesetzt liefert

Y,(s) ST,T s?
X(s) STT,+sT, +1 s~ +s/T, +1/T|T,
Mit den Koeffizienten a, =1, a; = 1/T;, 8= 1/(T;Ty) und b, = 1.
d) Frequenzgang der Ddmpfung zum Ausgang @
Mit dem Frequenzgang
2
. -0
Hi(jo) = - 8.35
3 YT T, -0 + jo/T, (8.35)
gilt fiir die Ddmpfung
8 g (@) =10-1g(0* + @[T} +1/T7T} ) dB-10-1g(* ) dB (8.36)

Es ergeben sich fiir die Grenzfille: a;45(0) =c0 und a;4p(o0) = 0.

Es handelt sich um einen Hochpass.
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‘ Losung mit MATLAB

i) Siehe Bild 8-12, Bild 8-13 und Bild 8-14
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Anmerkung: Die Mittenfrequenz f, und die 3dB-Bandbreite B;gz des Bandpasses lassen sich einstellen

mit [KSW95]

(8.37)

(27,

und T,T,

B3dB

2
c

27 f
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9 Fourier-Transformation fUr zeitdiskrete Signale

9.1 Aufgaben

Aufgabe A9.1-1 Fourier-Transformation &k

Verifizieren Sie die Fourier-Paare, indem Sie die Riicktransformation explizit durchfiihren.
a) o[nj<1

b) cos[Qon] > 7-[S(Q—Q) + S(Q+y)]
c) sin[Qyn] & jz-[-6(Q—Qy)+5(Q+Qy)]

e) Skizzieren Sie die Folgen fiir Qq = /5 fiirn =-10(1)10

Aufgabe A9.1-2 Fourier-Transformation der zeitdiskreten Sprungfunktion &5k

Verifizieren Sie die in [Wer08], Abschnitt 9.4, angegebene Fourier-Transformierte der zeitdis-
kreten Sprungfunktion, indem Sie die Fourier-Transformierte mit der Summationseigenschaft
berechnen.

Aufgabe A9.1-3 Vorwadrtspradiktor 1. Ordnung & K

Als einfaches Beispiel eines zeitdiskreten Sys-
tems soll der Vorwartspradiktor 1. Ordnung x[n]
analysiert werden.

Hinweis: Beachten Sie das Minuszeichen am
Addierer!

Geben Sie

a) die Impulsantwort, Bild 9-1 Vorwartspradiktor 1. Ordnung (a reell)
b) die Sprungantwort,

¢) die Ubertragungsfunktion

d) und den Frequenzgang des Systems an.

e) Skizzieren Sie den Betragsfrequenzgang fur a = 1 und —1 und charakterisieren Sie das
Ubertragungsverhalten.
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9.1 Aufgaben 145

Aufgabe A9.1-4 Rickwartsprédiktor 1. Ordnung & *

Als einfaches Beispiel eines zeitdiskreten Systems soll [n
der Ruckwartspradiktor 1. Ordnung analysiert wer- X[n]i'E y -
den. i

Hinweis: Beachten Sie das Minuszeichen am Addie- - e ﬂ
rer! a

Geben Sie

a

b)
c)
d)
€)

Bild 9-2 Rickwartspréadiktor 1. Ordnung

die Impulsantwort, (areell und [a] < 1)

die Sprungantwort,
die Ubertragungsfunktion
und den Frequenzgang des Systems an.

Skizzieren Sie den Betragsfrequenzgang fir a = 0,9 und —0,9. Charakterisieren Sie das
Ubertragungsverhalten.

Aufgabe A9.1-5 Frequenzgang & K

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems

z

H(z)=—5———
@) 72°-7+0,5

Hinweis: Siehe auch A6.1-10

a) Geben Sie den Frequenzgang des Systems an.

b) Berechnen Sie den Betragsfrequenzgang.

c) Das System wird mit der Signal x;[n] = u[n] erregt. Berechnen Sie das Ausgangssignal im
eingeschwungenen Zustand, d. h. firn>>0

d) Das System wird mit dem alternierenden Signal x,[n] = {+1, -1, +1, —1,...} usw. erregt.
Berechnen Sie das Ausgangssignal im eingeschwungenen Zustand, d. h.n >>0

Aufgabe A9.1-6 Frequenzgang mit Nullstellen &k

a) Ersetzen Sie im System in A9.1-5 die Nullstelle durch das konjugiert komplexe Nullstellen-
paar zy;, = + j. Geben Sie die neue Ubertragungsfunktion an.

b) Skizzieren Sie den Betragsfrequenzgang indem Sie von dem grafischen Ergebnis in A9.1-5
ausgehen und den Einfluss der Nullstellen berticksichtigen.
Hinweis: Einfache Handskizze.

c) Das System sei zundchst energiefrei und wird mit dem Signal x[n] = cos([#/2]n) - u[n]

erregt. Welche Reaktion ist zu erwarten.

Hinweis: Keine Rechnung.
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146 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

Aufgabe A9.1-7 Universalfilter & Kk

In Bild 9-3 ist das Blockdiagramm des Universalfilters aus Aufgabe A8.1-5 in zeitdiskreter
Form gegeben. Das Filter besitzt wieder 3 Ausgéange. Die Parametrisierung geschieht durch die
beiden (Zeit-)Konstanten T, und T.

Eingang 1U(zTy) U@T)—— o

Ausgénge

Bild 9-3 Blockdiagramm des Universalfilters nach ([KSW95], Abb. 7.139)

a) Um welche Art von System handelt es sich prinzipiell?
b) Zeichen Sie zum System den Signalflussgraphen im Bildbereich der z-Transformation.
¢) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion zum Ausgang @.

d) Welche Bedingungen missen fur die Parameter T, und T, eingehalten werden, damit das
System stabil ist.

e) Bestimmen Sie den Frequenzgang zu (c) und geben Sie die Werte fiir Q@ =0 und 7 an.

f) Kann das System mit den 3 Ausgéngen wie das zeitkontinuierliche System seiner Rolle als
Universalfilter gerecht werden? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe A9.1-8 Parameter des Filter-Frequenzgangs &5k k

Um gewisse Frequenzkomponenten eines Signals auszublenden wurde ein digitales FIR-Filter
entworfen. Der Betragsfrequenzgang ist im linearen und logarithmischen MaR in Bild 9-4 bzw.
Bild 9-5 abgebildet.

a) Um welche Art von Frequenzgang (Filter) handelt es sich?
b) Schétzen Sie aus den Bildern die normierten 3dB-Grenzkreisfrequenzen.

c) Schétzen Sie aus den Bildern die Toleranzvorgaben. Geben Sie die Toleranzen in linearem
und logarithmischem MaR an.

Hinweise: (i) Gehen Sie von Toleranzbandern in den Durchlass- und Sperrbereichen aus,
die durch den Systementwurf mdglichst ausgefillt werden. (ii) Beachten Sie die Definition
Magnitude = +20-log,, ‘H (ejQ )‘ dB

d) Schétzen Sie aus den Bildern die normierten Grenzkreisfrequenzen, wenn Toleranzbander
wie in (c) zugrunde gelegt werden.
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9.1 Aufgaben

Magnitude Response

apniube

Normalized Frequency (xx rad/sample)

Bild 9-4 Betragsfrequenzgang

Magnitude Response (dB)

(ap) spniuben

Normalized Frequency (xx rad/sample)

im logarithmischen Mal}

Bild 9-5 Betragsfrequenzgang
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148 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

9.2 L6sungen
Losung A9.1-1 Fourier-Transformation 4|
a)

17 i) . jon 17 jon
x[n] :E_jx(e )-e dQ:Z_J‘e dQ =

_ 1 -_i-ean . =i-_i-[cos(7rn)+ jsin(zn) —cos(—zn) — jsin(-zn)]
27 jn -7 27 jn
_sin(zn)
zn

Die Folge x[n] entspricht bis auf n = 0, der Abtastung der si-Funktion in den Nullstellen.

1 furn=0
x[n] =
0 sonst

b) mit der Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion

+
x[n] _ 1 I 7[5(Q-0p) +5(Q+Q)]e!"d0 =1~[ejg°” +e‘jQ0”} = cos(QNn)
2 7 2
c) entsprechend zu (b)
d)
1 °
T
= 05p A
Begesesese eseecsoroy
n—
19 ; ; |
I T . . T T L4 . T
E, . . . .
1 ® ® ‘ ‘ ® ® ‘

£
& L
&
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o
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o
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Bild 9-6 Signale zu Aufgabe A9.1-1
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9.2 Ldsungen 149

Losung A9.1-2 Fourier-Transformation der zeitdiskreten Sprungfunktion M
Die Sprungfunktion kann als Summe von Impulsfunktionen dargestellt werden.
n
ufnl= . o[m] (9.1)
m=—o0

Aus der Summationseigenschaft ([Wer08], Tabelle 9-1) und der Korrespondenz fiir die Impuls-
funktion ([Wer08], Tabelle 9-2) ergibt sich

un] < 1_%4#;5(0) (9.2)
Losung A9.1-3 Vorwaértspradiktor 1. Ordnung %}
a) Impulsantwort
h[n]={L - a} (9.3)
b) Sprungantwort
sln]={L1-al1-a,.} (9.4)
¢) Ubertragungsfunktion
H(z)=1-az= Z;Z"" (9.5)
d) Frequenzgang
H (ejQ)zl—ae‘jQ (9.6)
e) Frequenzgang fura=1
Hﬂ(eiﬂ) =1-e712 =¢7192.2jsin(Q/2) (9.7)
und fira=-1
Hfl(ejQ) =1+e7 12 =712 . 2c05(0/2) (9.8)

Das Ubertragungsverhalten des Pradiktors 1. Ordnung wird in Bild 9-7 wiedergegeben. Man
erkennt, dass sich fiir a = 1 ein Hochpassverhalten einstellt. Insbesondere werden der Gleichan-
teil im Eingangssignal vollig und die langsam veranderlichen Signalanteile stark unterdriickt.
Das System wirkt in diesem Fall wie ein Préadiktor der das Differenzsignal zwischen aktuellem
Eingangswert und dem aus dem letzten vergangenen Wert (Prédiktor 1. Ordnung) bestimmten
Schéatzwert bildet.

Fur a = —1 wechselt der Systemcharakter zum Tiefpassverhalten mit entsprechenden Eigen-
schaften.
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150 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

HeOt  azle HHE S 1=a
15 AQ T a/ g E: 15 /&\_:6%
1 k\\ égg: 1 //%q:ég
0.5 \/j, 057 -
0 0
- -l2 0 712 Q7 -7 -zl2 0 z/2 9’ i

Bild 9-7 Betragsfrequenzgang des Vorwartsprédiktors in Bild 9-1 flr verschiedene Parameterwerte a
Losung A9.1-4 Rickwartspradiktor 1. Ordnung %}

a) Impulsantwort, siehe auch Aufgabe A2.3-1

h[n]={L,—a,(-a)%,(-a)%,..}=(-a)" -u[n] (9.9)

b) Sprungantwort

n n K 1_ (_a)n
sin]= > hlk]= (-a) ==———" (9.10)
k=0 k=0 1+a
¢) Ubertragungsfunktion
1 z
H(z)= =— 9.11
@ l+azt z+a ©.1D
d) Frequenzgang
. iQ
H(el2) =2 (9.12)
( ) el ia
e) Betragsfrequenzgang
‘H (e )‘ =ler+ a"l (9.13)

Der Betragsfrequenzgang in Bild 9-8 zeigt fur a groBer ungefahr —1 ausgepragtes Tiefpassver-
halten, wahrend fir a kleiner ungeféhr 1 die Spektralkomponenten bei hohen Frequenzen be-
tont werden.
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10 . 10 i

tHE?) t IHE)
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6 6

N

J\ \
2\% 2}5?&
0 i i 0 i i
- - /2 0 2 Q— n -« -n /2 0 nl2 Q—> =

Bild 9-8 Betragsfrequenzgang des Rickwartspradiktors in Bild 9-2 fiir verschiedene Parameterwerte a
Losung A9.1-5 Frequenzgang |

a) Frequenzgang
iQ
i) _ e
H(e )_ejZQ—ejQ+0.5
b) Aus
o2 . ./ el® o0
Q)" _ [OAW Q) _ . =
‘H(e )‘ —H(e )H (e ) e122 el 05 122 g2 405

4
S 9-12 cos(Q) + 4cos(2Q)

folgt der Betragsfrequenzgang

4 2
‘H G )‘ ~ J9-12c0s(Q) + 4c0s(29)

c) Das Signal entspricht
x,[n] = cos(0n)-u[n] = %(e“’” +e7on ) -u[n]

Im eingeschwungenen Zustand gilt, siehe Eigenfunktionen und Eigenwerte fir LTI-Systeme,
y;[n] ~ %(H (1)-e!°"+H (1)e‘j°”) fur n>>0

Mit H(1)=2 gilt y[n]=2 fur n>>0
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152 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

d) Das Signal entspricht
1 jzn —jzn
X,[n] :cos(ﬂn)-u[n]:g(eJ +e! )-u[n]
Im eingeschwungenen Zustand gilt, siehe Eigenfunktionen und Eigenwerte fir LTI-Systeme,

yz[n]z%(H (—1)-ej”“ +H(—1)e‘j””) fir n>>0
. 2 2 )
Mit H (-1)= T gilt y,[n]~ —g-cos(ﬁn) fir n>>0

Losung A9.1-6 Frequenzgang mit Nullstellen %}

a)

(z-)z+]) 22 +1
H(z)= =
@) 722-7+05 7°-z+05

b) siehe d)

c) Nach einem Einschwingen geht das Ausgangssignal gegen null, siehe Nullstellen des
Systems.

d) siehe Bild 9-9

Magnitude Response

Magnitude

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Normalized Frequency (xx rad/sample)

Bild 9-9 Betragsfrequenzgang des Systems mit Nullstellen (fvtool)
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Losung A9.1-7 Universalfilter |

a) Es handelt sich um ein rekursives System 2. Ordnung, wobei z* auf ein zeitdiskretes System
mit VVerzogerungsgliedern hindeutet.

b) Signalflussgraph
Eingang 1y Ausgénge
X@) 1/(zTy) 1(zTy) 0] Y,2)
1A Siz) y S1(2) ®
o0 YA2)
[ .
»—0O Y3(2)

Bild 9-10 Signalflussgraph zum Universalfilter im Bildbereich

¢) Ubertragungsfunktion zum Ausgang @
Aus dem Signalflussgraphen folgt von rechts nach links

Y1(2) = $,(2)

1
S1(2) = T, S,(2) (9.14)

5,(2) = [X (1) -5,(0)-5,)]
1

Mit den inneren GroRen, den ZustandsgroRen, S;(z) = Y1(z) und Sy(z) = 2T, Y4(z) folgt mit dem
Zwischenschritt

1
Y,(2) = 5=—[X(2) -Yi(z) - 2T, -Y;(2)] (9.15)
Z°TT,
schliellich
Y,(2) 1 1 1
= Hl(z) = > = = =

X(z) 1+2T,+z°T T, TT, z°+z/T,+YTT,

1 P (9.16)
z

TTT, Lz T ez 2,

Es liegt ein rekursives System 2. Ordnung mit den Nennerkoeffizienten ag = 1, a; = 1/T,; und a,
= 1/(T,T,), sowie dem Zahlerkoeffizienten b, = 1/(T,T,).
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154 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

d) Stabilitat

Aus dem Stabilitatsdreieck in Bild 4-10 ([Wer08], Bild 4-11) folgt die Stabilitatsbedingung fiir
die Systemkoeffizienten

—<2 L <1 und |= <1+i (9.17)
|T1 | |T1T2 | 1 T,
e) Frequenzgang zum Ausgang ®@
, 1 g 120
Hy () = (9.18)

T, 1+ e_jQ/Tl +e71%0 /T1T2

Fur den Frequenzgang gilt

! und Hl(ejg)‘ =H,(D- (9.19)

H eJQ‘ “H) = -
1( )on o T, (T, +1)+1 - T, (T, -1)+1

g) Ubertragungsfunktion/Frequenzgang zu den Ausgangen @ und @

Wie man dem Signalflussgraphen entnehmen kann, unterscheiden sich die Signale an den drei
Ausgangen nur durch die multiplikative Konstanten und ein oder zwei Verzdgerungen. Die
Signalverzégerung &ndert nur die Phase nicht den Betrag des Frequenzgangs. Zu den 3
Ausgangen ergibt sich, abgesehen von einer Konstanten, der gleiche Dampfungsfrequenzgang.
Von einem Universalfilter wie beim zeitkontinuierlichen System, das gleichzeitig Ausgange
mit TP-, BP- und HP-Charakteristik anbietet, kann hier nicht gesprochen werden.

Losung A9.1-8 Parameter des Filter-Frequenzgangs |

a) Es handelt sich um einen Bandpass.
b) Aus den Bilder kann ndherungsweise abgelesen werden (< 3dB-Grenzfrequenz)
untere Durchlasskreisfrequenz Qu~0,267
obere Durchlasskreisfrequenz Qu~0647
c) Toleranzbénder
Sperrtoleranz A,~58dB =~ 1,3-10°
Durchlasstoleranz Aj=12dB = 0,15 < Max/Min im Durchlassbereich
d) Grenzfrequenzen (< Toleranzband), vgl. Bild A6.4-3 mit den Entwurfsvorschriften
untere Sperrkreisfrequenz Q=012
untere Durchlasskreisfrequenz Qu~=03r
obere Durchlasskreisfrequenz Qu~=06m

obere Sperrkreisfrequenz Qis~0,8n
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) |Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *]
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() Highpass N
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Designing Filter ... Daone
Bild 9-11 Filterentwurf (Fdatool)
9.3 Ubungen mit MATLAB
MATLAB-Ubung M9-1 charakteristische Funktionen eines Systems 2. Ordnung
Das System 2. Grades mit der Ubertragungsfunktion
0,1+0,2z 40,1277
H(z) = (9.20)

1-1,2771+0,6272
soll mit Hilfe der MATLAB-Funktion fvtool (Filter Visualization Tool) aus der Signal
Processing Toolbox analysiert werden.

Stellen Sie die folgenden GroRen grafisch dar

a) das Pol-Nullstellendiagramm

b) den Betragsfrequenzgang und Frequenzgang der Phase

c) den Frequenzgang der Gruppenlaufzeit

d) die Impulsantwort und
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156 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

e) die Sprungantwort

Welche Zusammenhéange existieren zwischen den charakteristischen Funktionen und werden
diese Zusammenhéange in den Bildern richtig wider gegeben? Diskutieren Sie im Einzelnen

- in welchem Zusammenhang stehen die Lagen der Pole und Nullstellen und der Betragsfre-
guenzgang?

- wie kann vom Frequenzgang der Phase auf den Frequenzgang der Gruppenlaufzeit ge-
schlossen werden?

- kann vom Betragsfrequenzgang auf die Impulsantwort und Sprungantwort geschlossen
werden?

- liefert die Impulsantwort einen Hinweis auf die Lage der Pole

- ist der Zusammenhang von Impulsantwort und Sprungantwort in den Bildern zu verifi-
zieren?

Programmbeispiel 9-1 MATLAB-Funktion fvtool

b=1[.1,.2,.1]; % numerator
a=1[1,-1.2,.6]; % denominator
fvtool(b,a) % Filter visualization tool

In Bild 9-12 werden Screenshots des Pol-Nullstellen-Diagramms und der Frequenzgédnge des
Betrages, der Phase und der Gruppenlaufzeit sowie der Impulsantwort und der Sprungantwort
gezeigt.

Die Frequenzgéinge des Betrages und der Phase lassen erkennen, dass sich die beiden Pole
umso starker auf den Frequenzgang auswirken, je kleiner der Abstand zwischen den Polen und
der betrachteten Frequenzstelle auf dem Einheitskreis ist. Man erkennt insbesondere an der
Stelle des normierten Polwinkels, d. h. fir Q = Q, =~ 40° ~ 0,22-7 die charakteristische
Betragsuberhdhung. Fir Q — £ néhert sich der Betragsfrequenzgang der doppelten Nullstelle
20 =-1.

Die Phase fallt monoton. Damit ist die Gruppenlaufzeit stets positiv. In der Nahe des normier-
ten Polwinkels andert sich die Kriimmung der Phase. Dort besitzt die Phase ihr Maximum.

Die Impulsantwort zeigt Tiefpassverhalten. Sie hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der si-
Funktion. Aus dem Abstand zwischen zwei gleichsinnigen Nulldurchgéngen der Impuls-
antwort kann auf den normierten Polwinkel geschlossen werden. Mit 9 Zeitschritten ergibt sich
eine Wert von 27/ 9 = 2,2- z, siehe oben.

Die Sprungantwort ist die Akkumulation der Impulsantwort, was anschaulich nachvollzogen
werden kann. Dariiber hinaus zeigt die Sprungantwort typisches Tiefpassverhalten. Fir n aus-
reichend groR kann der Ubertragungsfaktor H(1) fiir eine konstante Eingangsfolge niherungs-
weise abgelesen werden.
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Bild 9-12 Screenshots des Pol-Nullstellen-
diagramms, des Betragsfrequenz-
gangs und des Frequenzgangs der
Phase, des Frequenzgangs der
Gruppenlaufzeit, der Impulsantwort
und der Sprungantwort des Systems
2. Ordnung (9.20)

MATLAB-Ubung M9-2 Charakteristische Funktionen eines Systems 3. Ordnung mit

Tiefpassverhalten

=

Wiederholen Sie die Systemanalyse wie im vorhergehenden Beispiel fir das System 3.
Ordnung in Aufgabe 5-8 mit der Ubertragungsfunktion (5.101).

Stellen Sie auch den Frequenzgang des Betrages im doppelt logarithmischen MaR grafisch dar.
Hinweis: Normieren Sie die Z&hlerkoeffizienten so, dass H(1) = 1.
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158 9 Fourier-Transformation fiir zeitdiskrete Signale

Programmbeispiel 9-2 MATLAB-Funktion fvtool

b = 0.5*[0,.0883,.0633,0]; % numerator
a = [1,-2.0204,1.4641,-.3679]; % denominator
fvtool(b,a) % Filter visualization tool

Fur das System 3. Ordnung erhalt man mit dem Programmbeispiel 9-2 im Prinzip ahnliche
Darstellungen wie in Bild 9-12, so dass auf ihre explizite Darstellung hier verzichtet wird. Es
lassen sich entsprechende Aussagen zu MATLAB-Ubung 9-1 treffen.

Der Betragsfrequenzgang zeigt das relative schmalbandige Tiefpassverhalten des Systems.
Dies geben auch die Lagen der Pole um z = 1 wieder. Der maximale normierte Polwinkel von
Qo max = 23,4° = 0,13- 7 legt im Wesentlichen die Breite des Durchlassbereiches fest.

Zur Kontrolle kann die Impulsantwort und die

Sprungantwort mit dem Ergebnis in ([Wer08], [ae e ashss raet Dok wndon b

Bild 6-9) verglichen werden. Es zeigt die Uber- |[0&R/ x A2/ 2212 AIK 0 Bk
einstimmung. Betrachtet man die Abstande @ Megne Recporssin &8
zwischen zwei benachbarten Nulldurchgéngen,
so kann mit ca. 8 Folgenelementen wieder der
maximale normierte Polwinkel abgeschatzt e
werden. Es resultiert 7/ 8 ~ 0,13 7.

Der Betragsfrequenzgang in doppelt logarithmi-
schen Darstellung in Bild 9-13 ermdglicht einen /M
direkten Vergleich mit dem zugrunde liegenden
zeitkontinuierlichen  Butterworth-Tiefpass in
([wWer08], Bild 8-29 und Bild 9-8). In beiden =

Fallen zeigen die Betragsfrequenzgénge &hn- L————fomamifenes (ooepe ___
liche Verldufe. Der Betragsfrequenzgang des

Magnitude (dB)

Sa0f-

50 f-

Bild 9-13 Betragsfrequenzgang des Systems 3.

zeitdiskreten Systems kann ebenfalls durch die Ordnung in doppelt logarithmischer
Geraden des Bode-Diagramms angenéhert wer- Darstellung
den.

Legt man eine approximierende Gerade an die

Flanke des Betragsfrequenzgangs in Bild 9-13, so liegt, wie erwartet, der Schnittpunkt mit der
Abszisse bei etwa 0,147 und die Steigung betragt, wie beim analogen Butterworth-Tiefpass 3.
Ordnung, —18 dB pro Oktave.

Allerdings zeigt sich fur die normierte Kreisfrequenz nahe bei 7 eine relativ groe Ab-
weichung. Sie ist typisch fiir den Filterentwurf mit der impulsinvarianten Transformation. lhre
Ursache wird in Abschnitt 11 noch genauer erldutert.

MATLAB-Ubung M9-3 Charakteristische Funktionen eines Systems 3. Ordnung

Wiederholen Sie die Systemanalyse wie in der vorhergehenden Ubung fiir ein weiteres System
3. Ordnung. Diesmal soll jedoch ein System mit Hochpass-Charakteristik untersucht werden.

Wie die vorangehenden Ubungen zeigen, ist hierfir notwendig, dass die Pole in der Néhe von z
= e und die Nullstellen in der Néahe von z = 1 liegen. Wir versuchen uns ein derartiges System
zu konstruieren, indem wir die Pole und die Nullstellen des Systems in der MATLAB-Ubung
9-2 an der imagindren Achse spiegeln und analysieren das Ergebnis. Stellen Sie dazu auch den
Frequenzgang des Betrages im logarithmischen MaR grafisch dar.
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9.3 Ubungen mit MATLAB 159

Hinweis: Normieren Sie fiir die graphische Darstellung die Z&hlerkoeffizienten so, dass der Betragsfre-
quenzgang bei der normierten Kreisfrequenz Q = z gleich eins ist.

Programmbeispiel 9-3 Entwurf eines Hochpasses und Filteranalyse

b = 0.5*[0,.0883,.0633,0]; % numerator
a = [1,-2.0204,1.4641,-.3679]; % denominator
b2 = poly(-roots(b)); % mapping zeros at imaginary axis
a2 = poly(-roots(a)); % mapping poles at imaginary axis
fvtool(b,a,b2/22.65,a2) % start Filter visualization tool

Bild 9-14 zeigt das Pol-Nullstellen-Diagramm nach der Spiegelung der Pole und Nullstellen an
der imagindren Achse und die Betragsfrequenzgénge fiir das urspriingliche System und das
System nach der Abbildung.

Augenscheinlich ergibt sich der Betragsfrequenzgang des neuen Systems durch Spiegelung des
alten um die normierte Kreisfrequenz 7/ 2. Aus dem Tiefpass wird ein Hochpass.

Anmerkung: Die sich hier andeutende Mdglichkeit aus Tiefpdssen Hochpésse, oder sogar Bandpésse und
Bandsperren zu entwerfen, wird in der digitalen Signalverarbeitung unter dem Stichwort Frequenztrans-

formation standardmaRig eingesetzt.
-} Filter Visualization Tool - Magnitude Response g@g‘

-} |Filter Visualization Tool - Pole/Zero Plot =13 Eb B: GEED DEEd D5 ey B
File Edt Analysis Insert Tools MWindow Help DER|(I8A2A, 22 E| RK # [T~ BB bl
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Pule/Zero Plot : . . J :

Hléhpasﬁ'

Imaginary Part
Magrituds (dE)
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Resl Part Hormalizes! Frequency (xx radisampie)

Bild 9-14 Pol-Nullstellendiagramm nach Spiegelung (fiir den Hochpass) und Betragsfrequenzgénge des
Systems 3. Ordnung vor (Tiefpass) und nach der Spiegelung (Hochpass)
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10 Diskrete Fourier-Transformation

10.1  Aufgaben
Aufgabe A10.1-1 Diskrete Fourier-Transformation &

Verifizieren Sie die folgenden DFT-Paare, indem Sie die Ricktransformation explizit durch-
fuhren.

Hinweis: Mit der Tilde iber den Formelzeichen wird auf die Blockstruktur bzw. Periodizitat
der Signale und DFT-Spektren mit der DFT-Léange N erinnert.

a) [n] <> NSIK]

b) cos[QOn]<—> [5(k ko) +S(K—[N — k])]

c) sin[Qn] < j%~[—5(k—ko)+5(k—[N—ko])]

e) Skizzieren Sie die DFT-Spektren und Folgen fir ky=2 und N = 16

10.2  LOsungen

Loésung A10.1-1 Diskrete Fourier-Transformation %}
1 N1 N-1

a) —-ZX[k]-W,L“‘— ZN5[k]W =1 Vvn
N & N

b)

= NZE[é[k—k 1+ 3k = (N —ko)] |- Wy =1[wko“ +w<N*ko>n}:
N 2 0 0 N 2 N N

1[Wk" +W Ny Ko J l[Wk" w’k"”]:i eJZiko +e7j%Zkon = oS 2—”k n
2 N N N 2 N N 2 N 0

c)

1 Nr = = j _
N Y i [0k —kol+ Tk = (N —ko)] |-y =%[—WNK°” AWt | -

lk _i2my
_dj ST =sin(2—ﬂkon]
2 N
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10.3 Ubungen mit MATLAB 161

10.3  Ubungen mit MATLAB
MATLAB-Ubung M10-1 DFT-Transformierte

Uberpriifen Sie die DFT-Beispiele in ([Wer08], S. 212) durch Berechnungen mit MATLAB.
Stellen Sie die drei Signale und ihre DFT-Spektren grafisch dar.

Losung

Programmbeispiel 10-1 DFT-Spektren

% Dft spectra - examples
% s3s10_1.m * mw * 11/17/2007
%% Signals

N = 20; % DFT length
n = 0:N-1; % normalized time
x1 = zeros(1,N); x1(11) = 1; % signal 1
x2 = ones(1,N); % signal 2
x3 = sin((2*pi/5)*n); % signal 3

%% DFT spectra

X1 = Fft(x1); X2 = fft(x2); X3 = FFr(x3);

%% Graphics

figure("Name®, "DFT Spectra®, "NumberTitle", "off");
subplot(3,3,1), stem(n,x1, filled", "MarkerSize*",5);

axis([0 N-1 -1 17); grid;

ylabel ("x_1[n] \rightarrow")

subplot(3,3,2), stem(n,real(X1),"filled", "MarkerSize",5); grid
axis([O N-1 -1 1]D);

ylabel ("Re(X_1[k]) \rightarrow®)

subplot(3,3,3), stem(n,imag(X1),"Ffilled", "MarkerSize*",5); grid
axis([0 N-1 -1 1]);

ylabel (" Im(X_1[k]) \rightarrow®)

subplot(3,3,4), stem(n,x2,"Ffilled","MarkerSize*,5);

axis([O N-1 -1 1]); grid;

ylabel (*x_2[n] \rightarrow®)

subplot(3,3,5), stem(n,real(X2),"filled", "MarkerSize*",5); grid
axis([0 N-1 0 20]);

ylabel ("Re(X_2[k]) \rightarrow®)

subplot(3,3,6), stem(n,imag(X2), "filled", "MarkerSize*,5); grid
axis([O0 N-1 -1 1]D);

ylabel ("Im(X_2[k]) \rightarrow™)

subplot(3,3,7), stem(n,x3, "filled", "MarkerSize~,5);

axis([0 N-1 -1 1]); grid;

ylabel ("x_3[n] \rightarrow®); xlabel("n \rightarrow");
subplot(3,3,8), stem(n,real(X3), "filled", "MarkerSize",5); grid
axis([0 N-1 -1 17);

ylabel ("Re(X_3[k]) \rightarrow®); xlabel("k \rightarrow");
subplot(3,3,9), stem(n,imag(X3), "filled", "MarkerSize",5); grid
axis([0 N-1 -10 10]);

ylabel (" Im(X_3[k]) \rightarrow®); xlabel("k \rightarrow");
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Bild 10-1 Signale und DFT-Spektren (N = 20) zu Programmbeispiel 10-1
MATLAB-Ubung M10-2 ZyKklische Faltung

Uberpriifen Sie die Beispiele zur zyklischen Faltung in ([Wer08], S. 217) durch Berechnungen
mit MATLAB.

Programmbeispiel 10-2 Zyklische Faltung

% Circular convolution
% s3s10_ 2.m * mw * 11/15/2007

N = 8; % period
x1 = [1,-1,1,-1,zeros(1,4)] ; % signal 1
x2 = [1,1,-1,-1,zeros(1,4)]; % signal 2

% Circular convolution
x3 = zeros(1,N);
for n =1:N

for k =1:N

x3(n) = x3(n) + x1(k)*x2(mod(n-k,N)+1);

end
end
% Graphics
figure("Name®, "Cyclic Convolution®, "NumberTitle","off");
subplot(3,1,1), stem(0:N-1,x1,"Ffilled", "MarkerSize",5);
axis([0 N-1 -1 1]); grid;
ylabel ("*x_1[n] \rightarrow®)
subplot(3,1,2), stem(0:N-1,x2,"Ffilled","MarkerSize",5); grid
axis([0 N-1 -1 11);
ylabel ("x_2[n] \rightarrow")
subplot(3,1,3), stem(0:N-1,x3,"Filled", "MarkerSize",5); grid
axis([0 N-1 -1 1]);
ylabel ("*x_3[n] \rightarrow")
xlabel("n \rightarrow")
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10.3 Ubungen mit MATLAB 163

MATLAB-Ubung M10-3 FIR-Filterung mit der DFT

In dieser Ubung kniipfen wir an vorhergehende Ergebnisse an und stellen den Bezug zu den
Anwendungen der digitalen Signalverarbeitung her. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor: Im
ersten benutzen wir die DFT um eine Bandpass-Filterung direkt im Frequenzbereich vorzuneh-
men. Im zweiten stellen wir den Zusammenhang mit dem Zeitbereich her und analysieren das
Ergebnis.

a) Bandpass-Filterung eines Rauschsignals

Ein normiertes, unkorreliertes gaussverteiltes Rauschsignal x[n] der L&nge 128, siehe
MATLAB-Befehl randn, soll geméR dem Wunschfrequenzgang

1 fUrS—”<|Q|<5—”
8 8

HW(eJQ): und |Q<7z (10.1)

0 sonst
mit der DFT gefiltert werden.

Wir skizzieren zundchst den Wunschfrequenzgang fiir Q2 im Bereich von 0 bis 2z in Bild 10-2.
Die normierte Mittenkreisfrequenz Q. und die normierte Bandbreite W sind 7/ 2 bzw. 7/ 4.

HW(eji) le— W —»|

0 348 e 548 L 1148 13748 2

Bild 10-2 Wunschfrequenzgang des Bandpass-Filters

Da das Signal x[n] genau 128 Werte umfasst, erhalten wir nach der DFT die Abtastung des
Spektrums.

X [k] = X (exp[j%kD firk=0,12,...,N—1und N =128 (10.2)

Die Wirkung des Bandpass-Filters im Frequenzbereich (10.1) ist offensichtlich. Durch die
Multiplikation des Spektrums mit dem Wunschfrequenzgang werden alle Spektralanteile
aulerhalb des Durchlassbereichs zu null gesetzt. Konsequenterweise setzen wir alle DFT-
Koeffizienten auBRerhalb des Durchlassbereichs zu null. Die Ricktransformation des so mani-
pulierten Spektrums liefert dann das gewinschte gefilterte Signal y[n].

Das Programmbeispiel 10-3 stellt eine mégliche MATLAB-Realisierung vor.

In Bild 10-3 sind die Simulationsergebnisse zu sehen. Das gefilterte Signal y[n] zeigt den Ein-
fluss des relativ schmalbandigen Bandpass-Filters mit der normierten Mittenkreisfrequenz von
7 12. Die Mittenkreisfrequenz entspricht einer Periode von 4 Zeitschritten. Dies fuhrt im Signal
y[n] zu entsprechenden, deutlich sichtbaren Mustern.
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164 10 Diskrete Fourier-Transformation

Programmbeispiel 10-3 Bandpass-Filterung mit der DFT

% Bandpass Ffiltering with DFT
% s3s10_3.m * mw * 11/17/2007
%% Noise signal

N = 128; % DFT length
X = randn(1,N); % noise signal
X = FFE(x,N); % DFT spectrum of noise signal

%% Bandpass filter
H = zeros(0,N);

for k=1:N
wk = @*pi/N)*(k-1);
if wk > 3*pi/8 & wk < 5*pi/8 % passband
H(k) = 1;
elseif wk > 11*pi/8 & wk< 13*pi/8 % passband
H(k) = 1;
else % stopband
H(kK) = 0;
end
end

Y = X.*H; % Filtering in frequency domain

y = real ifft(Y,N));

%% Graphics

figure("Name*®, "Bandpass Filtering with DFT", *NumberTitle","off");
subplot(4,1,1), stem(0:N-1,x,"Filled", "MarkerSize",5);

axis([0 N-1 -4 4]); grid;

ylabel ("*x[n] \rightarrow®)

subplot(4,1,2), stem(0O:N-1,y,"filled", "MarkerSize*,5); grid
axis([O0 N-1 -2 2]);

ylabel ("y[n] \rightarrow®)

subplot(4,1,3), stem(0:N-1,abs(X),"filled", "MarkerSize",5); grid
axis([0 N-1 0 30]);

ylabel (" | X[k]] \rightarrow®)

subplot(4,1,4), stem(0:N-1,abs(Y), "filled", "MarkerSize®,5); grid
axis([0 N-1 0 20D);

ylabel ("]Y[K]] \rightarrow")

xlabel("n, k \rightarrow®)

b) Impulsantwort und Betragsfrequenzgang des FIR-Filters

Bevor wir mit der Analyse des implizit benutzten FIR-Filters beginnen, blicken wir auf das
Beispiel in (JWer08], Abschnitt 8.6) zurlck, der Berechnung der Impulsantwort des idealen
zeitkontinuierlichen Bandpasses. Die Ergebnisse lassen sich auf den zeitdiskreten Fall (iber-
tragen, so dass wir sowohl das Resultat bereits erahnen wie auch spéter unsere Berechnungen
Uberprifen kénnen.

Wir gehen vom DFT-Spektrum H(k) des Bandpass-Filters in Programmbeispiel 10-3 aus

1 furk=25,25,...39und k =89,90,...103

0 sonst (10.3)

H[k]:{

und fuhren die Rucktransformation der Lange N = 128 durch. Es ergibt sich die Impulsantwort
in Bild 10-4 oben.
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Bild 10-3 Rauschsignal x[n], gefiltertes Signal y[n], Betrag des DFT-Spektrums vor der Filterung X[k]
und nach der Filterung Y[k] (Simulationsergebnisse zu Programmbeispiel 10-3)

Zur Ubersichtlichen graphischen Darstellung werden noch kleinere Anpassungen in Bild 10-4
oben vorgenommen. Zunéchst wird mit dem Befehl ¥Ftshift die Impulsantwort durch (N/2-
mal) 64-mal zyklisches Verschieben in die fiir uns gewohnte Reihenfolge der Koeffizienten
gebracht.

Aus [Wer08], Abschnitt 8.6, wissen wir, dass sich die Impulsantwort des idealen Bandpass-
Filters als Produkt aus einer si-Funktion mit einer Kosinusfunktion darstellt. Dabei ist die
Kreisfrequenz der Kosinusfunktion gleich der Mittenkreisfrequenz des Durchlassbereichs und
die Abstande der Nulldurchgange der si-Funktion gleich 7 dividiert durch die Bandbreite W.
Wir Ubertragen die Zusammenhéange ins Zeitdiskrete.

Die normierte Mittenkreisfrequenz betragt Q. = =z / 2, so dass die Kosinusfolge
cos(z/2-[n—N/2]) resultiert. Mitn =60, 61, ..., 68 erhalten wir fir sie ,,1, 0, -1, 0, 1, 0,

-1, 0, 1%, wie wir auch im Bild in der Mitte oben erkennen kénnen.

Um die theoretischen Zusammenhange aufzuzeigen, ist die si-Funktion als Einhillende zusatz-
lich in Bild 10-4 eingezeichnet. Die Abstande der Nulldurchgénge, d. h. der Faktor B im Argu-
ment der sinc-Funktion betragt (1/8)-(7/8). Der erste Faktor entspricht der nominellen halben
Bandbreite W / 2 = 7/ 8, wobei x in der sinc-Funktion bereits enthalten ist. Der zweite
Faktor berucksichtigt, dass die Bandgrenze tatsachlich eher in der Mitte zwischen den beiden
DFT-Koeffizienten im Ubergang vom Durchlassbereich (Wert 1) und Sperrbereich (Wert 0)
anzunehmen ist. Das Resultat in Bild 10-4 rechtfertigt die Annahme.
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Bild 10-4 Impulsantwort, Realteil und Imaginarteil des Frequenzganges und Frequenzgang der Damp-
fung fur das FIR-Bandpass-Filter ,,DFT*

SchlieRlich sei zur Impulsantwort angemerkt, dass im Programm die Impulsantwort entspre-
chend dem Ergebnis fiir den idealen Bandpass skaliert wurde, so dass sich ein Maximalwert
von annédhernd eins ergibt, siehe Programmvariable hO.

Zur Darstellung des Frequenzganges wird die Zero-padding-Methode angewandt. Es wird die
Impulsantwort durch Anh&ngen von Nullen, hier auf das Achtfache, verlédngert und dann der
DFT unterworfen. Es resultiert die im Rahmen der Bildauflosung quasi-kontinuierliche Dar-
stellung des Spektrums in Bild 10-4. Das Bild zeigt den Realteil und den Imaginarteil, wobei
die Phasenverschiebung aufgrund der zeitlichen Verschiebung der Impulsantwort im Pro-
gramm kompensiert wurde. Wir erkennen im dominierenden Realteil deutlich den Frequenz-
gang des FIR-Bandpass-Filters mit Uber- und Unterschwingern entsprechende dem gibbschen
Phénomen. Das Oszillieren des Frequenzganges ist typisch fur den Filterentwurf auf der Basis
einer abgebrochenen Fourier-Reihe [Wer06a].

Der Imaginarteil des Frequenzganges zeigt einen sinusférmigen Verlauf mit relativ Kleiner
Amplitude. Da die Impulsantwort des idealen Bandpasses eine gerade Funktion ist, erwarten
wir, dass der Imaginérteil verschwindet. Aus dem Zuordnungsschema der Fourier-Transforma-
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10.3 Ubungen mit MATLAB 167

tion und der DFT konnen wir schlieBen, dass die Impulsantwort hier einen ungeraden Anteil
enthélt. Der sinusformige Verlauf des Imaginérteils legt nahe, dass dieser Anteil in der Impuls-
antwort impulsférmig ist. Dartber hinaus kénnen wir aus der Periode die Lage des Impulses
feststellen.

Im interpolierten DFT-Spektrum ergibt sich flr den Imaginérteil eine Periode von 16. Da wir
im Programm die DFT-L&nge um den Faktor 8 verlangert haben, entspricht das bzgl. der Lange
N = 128 einer Periode von 2. In den Zeitbereich transformiert liefert dies einen Impulsanteil an
der Stelle n = N/ 2. Da wir die Impulsantwort zur grafischen Darstellung in Bild 10-4 um N/ 2
verschoben haben, missen wir den ungeraden Anteil dort an der Stelle n = 0 suchen. Tatséch-
lich finden wir am linken Ende der Impulsantwort einen Wert, der keinen Partner fur die
gerade Symmetrie am rechten Ende besitzt.

Anmerkung: Sie kénnen die gerade Symmetrie erzwingen, indem sie diesen Wert zu null setzen, siehe
auskommentierte Befehle im Programmbeispiel 10-4. Dann verschwindet der Imagindrteil im Bild

Abschlieend ist der Verlauf der Dampfung im logarithmischen Maf in Bild 10-4 unten zu se-
hen. Wir erkennen gut die selektive Wirkung des Bandpasses. Jedoch ist die Sperrwirkung mit
einer garantierten Dampfung unter 40 dB bescheiden verglichen mit einem Butterworth-
Tiefpass.

Programmbeispiel 10-4 Realisierung eines Bandpass-Filters mit der DFT

% Bandpass Ffiltering with DFT
% s3s10_4.m * mw * 11/17/2007
%% Bandpass filter

N = 128; % DFT length
H = zeros(O,N);
for k=1:N

wk = (2*pi/N)*(k-1);
if wk > 3*pi/8 & wk< 5*pi/8

H(k) = 1;
elseif wk > 11*pi/8 & wk< 13*pi/8
H(k) = 1;
else
H(k) = 0;
end
end

% Impulse response
h = real (ifft(H,N));
% Frequency response

NN = 8*N;

HH = fFe(Fftshift(h),NN); % interpolate (zero padding)
% hh = fftshift(h); hh(1)=0; % enforce symmetry
% HH = FFt(hh,NN); % interpolate (zero padding)

%% Graphics
figure("Name*®, "Bandpass Filtering with DFT", *NumberTitle","off");
% right sided normalized impulse response (causality)
n = 0:N-1;
hO = (1/74)*(3.5/4) % maximum of impulse response 2*Omega_cut_off_LP/pi
subplot(4,1,1), stem(n,fftshift(h)/h0,"filled", "MarkerSize",5);
axis(JO N-1 -1.1 1.1]); grid;
ylabel ("h[n]/h_0 \rightarrow™)
xlabel ("n \rightarrow")
hold on % sinc envelope depending on bandwidth
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168 10 Diskrete Fourier-Transformation

B = (1/8)*(3.5/74); % relative normalized (one-sided) bandwidth pi/8
plot(n,sinc((n-N/2)*B),":",n,-sinc((n-N/2)*B),": ")

hold off

w = O0:NN-1; w = 2*pi*w/NN; % normalized radian frequency
ww = exp(J*w*N/2); % phase compensation term for time shift
subplot(4,1,2),plot(w/pi,real(HH.*ww)); grid

axis([0 2 -.2 1.2]);

ylabel ("Re(H(e™{j\Omega})) \rightarrow")

xlabel ("\Omega/\pi \rightarrow®)
subplot(4,1,3),plot(w/pi,imag(HH.*ww)); grid

axis([0 2 -.02 .02]);

ylabel (" Im(H(e™{Jj\Omega})) \rightarrow")

xlabel ("\Omega/\pi \rightarrow®)
subplot(4,1,4),plot(w/pi,-20*1ogl0(abs(HH.-*ww))); grid

axis([0 2 0 40]);

ylabel ("a(\Omega) in dB \rightarrow")

xlabel ("\Omega/\pi \rightarrow®)

MATLAB-Ubung M10-4 Schnelle Faltung mit der Overlap-Add-Methode

o

In dieser Ubung soll ein Zufallssignal tiefpassgefiltert werden.

a) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das die Impulsantwort eines FIR-Tiefpasses mit
vorzugebender normierter Grenzkreisfrequenz Qg erzeugt. Der Einfachheit halber gehen Sie
von einem idealen Tiefpass aus und gehen wie im Beispiel in [Wer08], Abschnitt 9.6.2, vor.

b) Erganzen Sie das Programm so, dass das zu filternde Signal mit dem MATLAB-Befehl
randn(1, 1e4) erzeugt wird.

c) Fugen Sie nun die Filterung mit der Overlap-Add-Methode hinzu. Wahlen Sie die DFT-
Lange gleich 1024.

d) Fiihren Sie mit MATLAB die (aperiodische) Faltung durch und ergénzen Sie Ihr Programm
um eine aussagekraftige Grafik.
Ldsung

Siehe Programmbeispiel M10-5.

Programmbeispiel 10-5 Schnelle Faltung mit der Overlap-Add-Methode

% Fast convolution using overlap-add method
% s3s10_ 5.m * mw * 09/26/2007
%% Low-pass design - Fourier method

Omeg_c = 1/5; % cut-off radian frequency / pi
n0 = 4/0meg_c; n = 1:2*n0-1;

Lh = 2*n0-1; % length of impulse response
h = Omeg_c*sinc(Omeg_c*(n-n0)); % impulse response
%% Input signal

Lx = 1le4; % input signal length
randn(“state*,0); % initialize random number generator
X = randn(1,Lx); % input signal - random sequence
yap = conv(h,x); % a periodic convolution - for reference
%% Fast convolution using overlap-add method

Nfft = 1024; % desired fft length
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10.3 Ubungen mit MATLAB 169

LxB = Nfft - Lh + 1; % block length of x for fft
H = fft(h,NFft); % dft spectrum of h of length Nfft
BNr = 1; % initialize block number
y_0S = zeros(size(yap)); % allocate memory for result
while BNr*LxB <= Lx-LxB
nl = (BNr-1)*LxB; % start of block for fft in signal X
n2 = nl + LxB; % end of block for fft in signal X
X = FFt(x(nl+1:n2) ,Nfft); % dft spectrum of block
yB _0S = ifft(H-*X); % output block

y_0S(n1l+1:nl1+Nfft) = y _0S(nl1+l:nl+Nfft) + yB_OS;
BNr = BNr + 1;
end
MAX = max(abs(yap(1:floor(Lx/Nfft))-y_OS(1l:floor(Lx/Nfft))));
fprintf("maximum deviation = %g \n",MAX)
%% Graphics
FI1G1 = figure("“Name*®, "Overlap-add
Method®, "NumberTitle", "off","Units", "normal ™, ...
"Position®,[.5 .4 .45 _.55]);
N = 100; n = 0:N; Offset = 1000;
subplot(4,1,1), stem(n,[h/Omeg_c zeros(1,N+1-
length(h))],"filled", "MarkerSize*,5),grid
axis(JO N -.5 1]); ylabel("h[n] * \pi /7 \Omega_c \rightarrow")
n = Offset:0ffset+N;
subplot(4,1,2), stem(n,x(n+1),"filled", "MarkerSize",5),grid
axis([Offset Offset+N -4 4]);ylabel("x[n] \rightarrow®)
subplot(4,1,3), stem(n,yap(n+l),"filled", "MarkerSize*,5),grid
axis([Offset Offset+N -2 2]); ylabel("y_{conv}[n] \rightarrow®)
subplot(4,1,4), stem(n,y_0S(n+1),"filled", "MarkerSize*",5),grid
axis([Offset Offset+N -2 2]);
xlabel ("n \rightarrow"),ylabel ("y_{os}[n] \rightarrow")

o

MATLAB-Ubung M10-5 Schnelle Faltung mit der Overlap-Save-Methode
Wiederholen Sie die Aufgabe M10-4 mit der Overlap-Save-Methode.
Ldsung

Siehe Programmbeispiele 10-5 und 10-6.

Programmbeispiel 10-6 Schnelle Faltung mit der Overlap-Save-Methode

Programmausschnitt
%% Fast convolution using overlap-save method

Nfft = 1024; % desired fft length
LxB = Nfft - Lh + 1; % block length of x for fft
H = Fft(h,Nfft); % dft spectrum of h of length Nfft
BNr = 1; % initialize block number
m = Nfft - LxB; % auxiliary index
X = [zeros(1,m) X]; % preceding zeros
y_0S = zeros(size(yap)): % allocate memory for result
while BNr*LxB <= Lx-LxB

nl = (BNr-1)*LxB; % start of block for fft in signal x

n2 = nl + NFft; % end of block for fft in signal Xx
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170 10 Diskrete Fourier-Transformation
= FFt(x(n1l+1:n2) ,Nfft); % dft spectrum of block
yB 0S = ifft(H.*X); % output block
y_0S(n1+1:n1+LxB) = yB_OS(Nfft-LxB+1:Nfft);
BNr = BNr + 1;
end
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Bild 10-5 Schnellen Faltung mit der Overlap-Add-Methode (M10-4)
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11  Digitale Verarbeitung analoger Signale

11.1  Ubungen mit MATLAB
MATLAB-Ubung M11-1 Abtasttheorem

Erzeugen Sie mit 8 kHz abgetastete Sinussignale mit den Frequenzen 1, 2, ..., 7 kHz und
geben Sie die Signale mit dem MATLAB-Befehle soundsc als Audiosignale aus.

Ldsung

Programmbeispiel 11-1 Spiegelfrequenzen

% Sampling theorem - mirror frequencies
% s3s11 1.m * mw * 11/17/2007

FS = 8000; % sampling frequency in Hz
t = 0:1/FS:1; % normalized time
x = [1;:

for k = 1:7 % signal 1...7 kHz

X = [x sin(2*pi*k*1le3*t)];

end

soundsc(x,FS) % sound
MATLAB-Ubung M11-2 Spreizen

Erzeugen Sie eine Kosinusfolge der L&nge 16 mit der normierten Kreisfrequenz Q = 24/8 und
spreizen Sie die Folge durch Einschieben von jeweils L = 2, 3 und 4 Nullen. Vergleichen Sie
die DFT-Spektren der Signale vor und nach dem Spreizen.

Hinweis: Bild 11-1 zeigt ein mit dem Programmbeispiel 11-2 erzeugtes Ldsungsbeispiel.
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Bild 11-1 Kaosinusfolge vor und nach dem Spreizen mit L = 2 (links) und zugehérige DFT-Spektren
(rechts), siehe Programmbeispiel 11-2
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172 11 Digitale Verarbeitung analoger Signale

Programmbeispiel 11-2 Spreizen

% Spreading

% s3s1ll 2.m * mw * 11/17/2007

N = 16; % signal length
L =2; % spreading factor
n = 0:N-1;

X = cos((2*pi/8)*n);

xs = zeros(1,N*L);

xs(1,1:L:N*L) = x;

% DFT spectra

X = ffe(x);

Xs = Fft(xs);

% Graphics

k = O0:N*L-1;

figure("Name*®, "Spreading”, "NumberTitle", "off");
subplot(2,2,1), stem(n,x,"Filled", "MarkerSize",5); grid
axis([O N -1 1]);

ylabel ("x[n] \rightarrow™)

subplot(2,2,2), stem(n,abs(X) ,"filled","MarkerSize",5); grid
axis([O N 0 N/2]);

ylabel ("I X[k]1] \rightarrow")

subplot(2,2,3), stem(k,xs, "filled", "MarkerSize*®,5); grid
axis([0 N*L -1 1]);

ylabel ("*x_s[n] \rightarrow®); xlabel("n \rightarrow");
subplot(2,2,4), stem(k,abs(Xs) ,"filled","MarkerSize*,5); grid
axis([0 N*L 0 N/2]);

ylabel ("|X_s[k]] \rightarrow™); xlabel("k \rightarrow®);
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12 Grundbegriffe aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

12.1  Aufgaben
Aufgabe A12.1-1 Histogramm &

Eine Messung der elektrischen Spannung an einem Temperatursensor einer Anlage hat bei
einem Stichprobenumfang von 10 000 die Werte in Tabelle 12-1 ergeben.

Hinweis: Der Sensor erfasst Temperaturen im Bereich von 0 bis 99°C mit der Auflésung von
1°C.

Tabelle 12-1 Haufigkeiten der Temperaturwerte in °C
Messintervall 0..9 10..19 20..29 30..39 40..49 50..59 60..69 70..79 80..89 90...99

Haufigkeit 0 0 301 1680 3110 3229 1350 210 20 0

a) Skizzieren Sie das Histogramm der relativen Haufigkeiten der Temperatur.
b) Bestimmen Sie den linearen Mittelwert und die Varianz der Temperatur.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der approximierenden Normal-
verteilung.

d) Nehmen Sie an, dass im Betrieb der Anlage die Temperatur nicht groRer als 79°C sein darf.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Uberschreitung auftritt?

12.2  LOsungen
Losung A12.1-1 Histogramm 4

a) Histogramm, siehe Bild 12-1
b) Linearer Mittelwert i ~49,4
Varianz o’ ~119,2

c) siehe Bild 12-1

fr(x) = ! ex [X_49'4]2
T J27119,2 Pl = %1102

d) Wahrscheinlichkeit fir die Temperaturiiberschreitung P(T > 79°C) ~ 20/10000 = 0,002
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Bild 12-1 Relative H&ufigkeiten h, mit approximierender WDF fr(x)

12.3  Ubungen mit MATLAB
MATLAB-Ubung M12-1 Zufallszahlen und Histogramm

a) Erzeugen Sie mit MATLAB eine Stichprobe von normierten gaulverteilten Zufallszahlen
und fihren Sie eine Haufigkeitsanalyse durch. Stellen Sie lhr Ergebnis als normiertes
Histogramm dar, d. h. mit einer Flache gleich eins. Tragen Sie auch die WDF der approxi-
mierenden Normalverteilung ein.

Hinweis: siethe MATLAB-Befehle randn, hist und bar.

b) Variieren Sie den linearen Mittelwert und die Varianz der Zufallszahlen durch eine lineare
Abbildung und beobachten Sie die Anderungen im Histogramm.

Erklaren Sie die Ergebnisse.

c) Variieren Sie den Stichprobenumfang und die Intervalleinteilung im Histogramm.
Diskutieren Sie die Ergebnisse.

Programmbeispiel 12-1 Zufallszahlen und Histogramm

% Random numbers and histogram
% s3s12_1.m * mw * 03/20/2008

N = 400; % number of samples
X = randn(1,N); % random numbers
% Histogram

delta = 1;

Hi = -4:delta:4;

hx = hist(X,Hi);
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% Empirical mean and variance
xmue = sum(X)/N;
sx = sum((X-xmue) -*2)/(N-1);

fprintf("\n")
fprintf("linear mean: %8.5F\n",xmue)
fprintf(“variance : %8.5F\n",sx)

% Approximating gaussian bell function

X = -4:.1:4;

T = (I/sgrt(2*pi*sx))*exp(-(1/(2*sx))*(x-xmue) -"2) ;
% Graphics

Ffigure("Name*®, "random numbers and histogram®,*NumberTitle","off");

subplot(2,1,1), plot(1:N,X,"."), grid
axis([1 N -4 4]);

ylabel(C"{\itx}_{\iti} \rightarrow"); xlabel("{\iti} \rightarrow");

hx = hx/(N*delta);
subplot(2,1,2), bar(Hi,hx,"y"), grid

ylabel ("norm. Histogram, {\itf} {\itX}({\itx}) \rightarrow");

xlabel ("{\itx} \rightarrow®);

hold on
plot(x,f, "LineWidth",2)
hold off
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Bild 12-2 Zufallszahlen und normiertes Histogramm mit approximierender WDF
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MATLAB-Ubung M12-2 Korrelation

Durch die Addition Y = a-X + b-Z, mit den normalverteilten SV X und Z, entsteht ein Paar
linear abhéngiger stochastischer Variablen (X)Y). Erzeugen Sie mit MATLAB eine aus-
reichende Stichprobe. Stellen Sie die Wertepaare in einem Streudiagramm dar und tragen Sie
die Regressionsgerade ein.

Variieren sie die Faktoren a und b und diskutieren Sie die entsprechenden Anderungen im
Streudiagramm.

Programmbeispiel 12-2 Korrelation

% Correlation

% s3s12 2.m * mw * 11/18/2007

N = 400; % number of samples
x = randn(1,N); % random numbers
z = randn(1,N); % random numbers
a=-.8;

b = sqrt(l1-a*a);

y = (@*x + b*z)/sqrt(2);

% Empirical correlation coefficient

xmue = sum(x)/N;

sx = sum((xX-xmue) .~2)/(N-1);

ymue = sum(y)/N;

sy = sum((y-ymue)."2)/(N-1);

rxy = (1/(N-1))*sum((x-xmue).*(y-ymue))/sqgrt(sx*sy);

fprintf("\n")
fprintf("nmue: %8.5F sx: %8.5F\n",xmue,sx)
fprintf("ymue: %8.5F sy: %8.5F\n",ymue,sy)

fprintf("rxy : %8.5F\n",rxy)

% Graphics

b = rxy*sqrt(sy/sx);

a = ymue - b*xmue;

sigma = ((N-1)/(N-2))*sy*(1-rxy"2);

fprintf("b : %8.5F a : %8.5F sigma: %8.5f\n",b,a,sigma)
figure("Name", "Scatter plot”, "NumberTitle","off");
scatter(x,y,3,"Ffilled")

axis([-3 3 -3 3]); grid

ylabel ("y \rightarrow™); xlabel("x \rightarrow");
n = -3:3;

hold on

plot(n,b*n+a, "LineWidth~,2)

hold off
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12.3 Ubungen mit MATLAB 177

Bild 12-3 Streudiagramm mit empirischem Korrelationskoeffizient r,, = —0,80

MATLAB-Ubung M12-3 Nichtlineare Abbildungen

Erzeugen Sie mit MATLAB durch die nichtlineare Abbildung normalverteilter Zufallszahlen

r=+/x?+y? eine Stichprobe rayleighverteilter Zufallszahlen stochastischer Variablen. Neh-

men Sie das Histogramm auf und vergleichen Sie das empirische Ergebnis mit der theoretisch
zu erwartenden WDF.

Programmbeispiel 12-3 Rayleigh-Verteilung

% Nonlinear mapping and histogram

% s3s12_ 3.m * mw * 11/18/2007

N = 1000; % number of samples
X = randn(1,N); Y = randn(1,N); % random numbers
R =

sgre(X.N2+Y."2);

% Histogram

delta = .2;

Hi = O:delta:4;

hr = hist(R,Hi);

% Empirical mean and variance

rmue = sum(R)/N;

sr = sum((R-rmue) ."2)/(N-1);
fprintf("\n")

fprintf("linear mean: %8.5f\n",rmue)
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178 12 Grundbegriffe aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung

fprintf(“variance : %8.5F\n",sr)
% Approximating Rayleigh pdf (sigma = 1)
r = 0:.1:4;

f = r.*exp(-.5*r."2);

% Graphics

figure("Name*®, "Pdf of Rayleigh distribution®, "NumberTitle","off");
subplot(2,1,1), plot(1:N,R,"."), grid

axis([1 N 0 5]);

ylabel ("r_i \rightarrow®); xlabel ("1 \rightarrow®);

hr = hr/(N*delta);

subplot(2,1,2), bar(Hi,hr,"y"), grid

ylabel ("norm. Histogram, f R(r) \rightarrow®); xlabel("r
\rightarrow®);

hold on

plot(r,f,"LineWidth",2)

hold off

s’
I K . ‘p-.’
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
i

norm. Histogram, fR(r) -

Bild 12-4 Rayleighverteilte Zufallszahlen und Histogramm (Programmbeispiel 12-3)
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13  Stochastische Signale und LTI-Systeme

13.1  Aufgaben
Aufgabe A13.1-1 Autokorrelationsfunktion &

Welche der 5 Funktionen in Bild 13-1 kdnnen prinzipiell keine Autokorrelationsfunktion eines
reellen stationdren Prozesses sein? Begriinden Sie lhre Antworten.

O) A ‘X‘ ) @ A
fqoo=m g furlst f4(x) =si(zx)
0 sonst
-1 1 X VIV X
@ i 2x41 E<x<0 ® N e
2 1 1-— fir|x-1<1
fo(x)=71-x 0<x<1 ' f5(x) = 1
, | 0 sonst 0 sonst
-1/2 1 X 1 x
©) A
f3(x) =TI, (x)
1 1 X
Bild 13-1 Funktionen fy(x) bis f5(x)
Aufgabe A13.1-2 Zufallsprozess und LTI-System &

Der am Eingang des LTI-Systems mit der Ubertragungsfunktion
1
H(s)=——
®) S+2

auftretende stochastische Prozess X(t) ist normalverteilt und hat den linearen Mittelwert und
die Varianz gleich 1.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion am Systemeingang an.
b) Bestimmen Sie die mittlere Leistung des Eingangsprozesses.
c) Geben Sie den linearen Mittelwert am Systemausgang an.

Im Weiteren wird der Eingangsprozess in einen deterministischen Anteil, entsprechend dem
linearen Mittelwert, und einen stochastischen Anteil Z(t) zerlegt. Dabei sei Z(t) ein weiller
Prozess.
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180 13 Stochastische Signale und LTI-Systeme

d) Geben Sie das Leistungsdichtespektrum ohne deterministischen Anteil am Systemausgang
an.

e) Berechnen Sie die mittlere Leistung am Systemausgang ohne und mit deterministischem
Anteil.

Aufgabe A13.1-3 Zufallsprozess und LTI-System &

Der am Eingang des LTI-Systems mit der Ubertragungsfunktion
1
z+1/2
auftretende stochastische Prozess X[n] ist normalverteilt und hat den linearen Mittelwert 0 und
die Varianz gleich 1.
a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion am Systemeingang an.

H(z) =

b) Bestimmen Sie die mittlere Leistung des Eingangsprozesses.
c) Geben Sie den linearen Mittelwert am Systemausgang an.

e) Geben Sie das Leistungsdichtespektrum ohne deterministischen Anteil (Mittelwert) am
Systemausgang an.

Aufgabe A13.1-4 SNR &

Der Empfang eines durch breitbandiges weilRes Rauschen additiv gestdrten Nachrichtensignals
X(t) in Form einer elektrischen Spannung soll durch ein ideales Tiefpassfilter hyp(t) verbessert
werden. Das Nachrichtensignal besitzt die Grenzfrequenz f; = 200 kHz und die Leistung S =1
V? bezogen auf den Referenzwiderstand 1Q. Die zweiseitige Rauschleistungsdichte der
Stérung ist N / 2 = 107® VV?/ Hz bezogen auf den Referenzwiderstand 1.

a) Bestimmen Sie das Signal-Rauschverhéltnis (SNR) in dB am Ausgang des idealen Tiefpas-
ses. Wéhlen Sie dabei die Grenzfrequenz des Tiefpasses fy1p S0, dass das Nutzsignal durch
die Filterung nicht veréndert wird, aber die Leistung des resultierenden Sttranteils még-
lichst klein wird.

b) Berechnen Sie fur die Nachrichtenilbertragung in (a) die theoretisch maximale fehlerfrei
Uibertragbare Bitrate.

Hinweis: Siehe Shannonsche Kanalkapazitét in der Nachrichtentechnik C = B - 1d(1+SNR)
bit mit der Bandbreite B und dem Zweierlogarithmus Id und der Dimension [C] = bit/s.

Aufgabe A13.1-5 SNR &

Es soll eine bindre Datentbertragung mit Tiefpassfilterung im Empfanger untersucht werden.
Bild 5.1 stellt die grundlegende Situation dar. Es werden fiir die logische ,,1* Rechteckimpulse
mit der Amplitude A =1 mV und der Dauer T = 1 us gesendet. Die logische ,,0“ wird mit der
Amplitude —A dargestellt.

Das Nachrichtensignal wird durch ein breitbandiges weifles Rauschen additiv gestort.
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13.1 Aufgaben 181

a) Geben Sie das Rauschleistungsdichtespektrum der Stérung an, wenn die Ubertragung bei
Zimmertemperatur stattfindet und die Leitung bei Leistungsanpassung mit 1 kQ abge-
schlossen ist.

b) Zur Rauschunterdriickung wird im Empfanger ein idealer Tiefpass mit der Grenzfrequenz
gleich der Nyquist-Frequenz eingesetzt. Bestimmen Sie die Leistung der Stérung am
Ausgang des Tiefpasses.

Hinweis: Die Nyquist-Frequenz ist gleich der halbe (positiven) Frequenz bei der das
Spektrum des Rechteckimpulses die erste Nullstelle hat.

c) Ist unter den gegebenen Randbedingungen eine fehlerfreie Ubertragung prinzipiell mog-
lich? Begriinden Sie lhre Antwort.

Hinweis: Siehe Shannonsche Kanalkapazitat in der Nachrichtentechnik C = B - 1d(1+SNR)
bit mit der Bandbreite B und dem Zweierlogarithmus Id und der Dimension [C] = bit/s.

O

— hret)  —
" ()

T n(t)

No/2

_ )
Bild 13-2 Bindre Datenlbertragung mit Rauschunterdriickung
Aufgabe A13.1-6 Matched-Filter &

Zur Signaldetektion bei additiver weiller Rauschstérung soll ein Matched-Filter eingesetzt
werden. Beantworten Sie die nachfolgenden Fragen.

a) Welche Bedingung muss das zu erkennende Signal x(t) erfiillen?
b) Wie ist das ,,realisierbare* Matched-Filter zu dimensionieren?

c) Welchen Wert erhdlt man im optimalen Detektionszeitpunkt fur das Nutzsignals am Aus-
gang des Matched-Filters.

d) Welche weitere Bedingung muss hier die Rauschstérung erflillen, damit die Detektion mit
dem Matched-Filter die Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert.

Aufgabe A13.1-7 Matched-Filter &

Folgendes Signal soll in weilem Rauschen mit einem Matched-Filter detektiert werden.
x[n] = II3[n—-1] — I1;[n-4] + I1,[n-8]

a) Skizzieren Sie das Signal x[n].

b) skizzieren Sie die Impulsantwort des kausalen Matched-Filters.

c) Geben Sie die Impulsantwort des kausalen Matched-Filters analytisch an.

d) Skizzieren Sie das Ausgangssignal des Matched-Filters, wenn x[n] gesendet wird.
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182 13 Stochastische Signale und LTI-Systeme

e) Wie nennt man ein Signal wie das Ausgangssignal des Matched-Filters in (c)?
f) Welchen Maximalwert erhdlt man am Ausgang des Matched-Filters in (c)?

Aufgabe A13.1-8 Matched-Filter &

Folgendes Signal soll in weilem Rauschen mit einem Matched-Filter detektiert werden.
X(t) =TI, (t-0,5)+ 1T, (t 1)

a) Skizzieren Sie das Signal x(t).

b) Skizzieren Sie die Impulsantwort des kausalen Matched-Filters.

c) Wie nennt man ein Signal wie das Ausgangssignal des Matched-Filters in (b) und welchen
Maximalwert (Zahlenwert) erhélt man?

d) Skizzieren Sie das Ausgangssignal des Matched-Filters, wenn x(t) gesendet wird.
Hinweis: Die Aufgabe kann durch eine maRstabliche Skizze grafisch geldst werden.

13.2  LOsungen
Losung A13.1-1 Autokorrelationsfunktion 4
Die AKF eines reellen Prozesses ist eine gerade Funktion mit Maximum an der Stelle null. Die

Fourier-Transformierte der AKF, das LDS, ist eine nichtnegative Funktion. Die Funktionen 2,3
und 5 kdnnen deshalb keine AKF sein.

Losung A13.1-2 Zufallsprozess und LTI-System %}
a) WDF f, (x)= ! -exp Ul
X N2r 2

b) Mittlere Leistung am Eingang mox = ox’ + 16’ = 2
c) Linearer Mittelwert am Ausgang g = ux - H(0) = 1/2

No 1 1 _No 1
2 jo+2 —jo+2 2 @*+4

d) LDS sY_(a)):%H(ja))-H(—W):

mit S, (w)=Np/2

e) Ohne deterministischen Anteil

N +o0 N +00 N
Py_:_o.i 1 da):_o.larctang :_OZ
2 Zn_wa)2+4 2 2 o 2 2
mit deterministischem Anteil
7N, 1 1

Re=R_+4y :TJF_:Z'(:H”NO)
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Losung A13.1-3 Zufallsprozess und LTI-System M
a) WDF  fy (x) = ——-exp(-x?/2
(0==en(-x/2)

b) Mittlere Leistung am Eingang myx = o’ = 1
c) Linearer Mittelwert am Ausgang s =0

1 Sy (Q)
el +J/2 e 12412 © 5/4+c05Q

d) LDS Sy (Q)=5,(0)-H(e!)-H(e71?) =5, ()

Losung A13.1-4 SNR %}
2
a) SNR:%:NSf - 12V = 1_3:250224dB
o'le 5108V 9005H, 410
Hz
+o,
. N, 1 ¢ N
mit N=—2.— | 1do=—2- ~2a):N-f
2 ﬂj 2 27 900

—®y

b) C =B Id(1+SNR) hit =2 - 10° - 1d(251) bit/s ~ 1,59 Mbit/s
Losung A13.1-5 SNR M

g Ws Ws

a) S (a))— =2.kTR=2-1,381 273K -10°Q ~ 7,5-107 18 V25

b) Nqust-Frequenz fy=1/2T =0,5MHz
Storleistung N = No- fy ~ 7,510 V% - 0,5 - 10° Hz = 3,75-10 *

c) Unter der Annahme, dass die Tiefpassfilterung das Nutzsignal nicht veréndert, wird — ohne
Storung — die Amplitude +1 mV abgetastet, so dass S = A% = 10°° V2 resultiert. Es ergibt
sich das Verhaltnis der Signalleistung zur Stérleistung SNR ~ 267-10°.

Aus der shannonschen Formel fur die Kanalkapazitat folgt
C=0,5-10°Hz - 1d(1+267-10°% bit ~ 346 kbit/s

Dem steht die Bitrate von 1bit / T = 1 Mbit/s gegeniiber, so dass eine fehlerfreie Uber-
tragung nicht maéglich ist.

Losung A13.1-6 Matched-Filter %}

a) Das Signal x(t) muss von endlicher Dauer T sein.

b) Impulsantwort des Matched-Filters hyg(t) = x(T-t)

c) Die Signalenergie E,

d) Die Rauschstérung muss normalverteilt sein, sieche AWGN.
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184 13 Stochastische Signale und LTI-Systeme

Losung A13.1-7 Matched-Filter M

a)

x[n]
1%3

Bild 13-3 Signal x[n] und Impulsantwort des kausalen Matched-Filters h[n]

c) h[n] = x[10-n] = I13[10-n-1] — I1,[10—n-4] + I1,[10-n-8] =
[13[9-n] — T13[6-n] + TT2[2-n] = [14[n—9] — IT1[n-6] + I12[n-2]

Anmerkung: Der Rechteckimpuls ist eine gerade Funktion, weshalb die Argumente mit —1 multipliziert
werden dirfen.

d)
®
h[n] * x[n] T T T T
1
L] o efffr  off]e,,
L0 2 41 8 10 l 20
Bild 13-4 Ausgangssignal des kausalen Matched-Filters
e) Zeit-AKF

f) Energie E,=11
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Losung A13.1-8 Matched-Filter M

a)

Bild 13-5 Signal x(t)

b) h(t) = x(t), siehe Bild 13-5.
c) Zeit-AKF, der Maximalwert ist gleich der Energie des Signals E,.

d)
h(t)* x(t)
1
' t

o 1 2 3 4

Bild 13-6 Ausgangssignal des Matched-Filters h(t)* x(t)

13.3  Ubungen mit MATLAB

MATLAB-Ubung 13-1 Zum zentralen Grenzwertsatz

In dieser Ubung soll durch eine MATLAB-Simulation verifiziert werden, dass die Summe
einer Vielzahl unabhéngiger stochastischer Variablen eine n&herungsweise normalverteilte
stochastische Variable liefert, sofern kein Einzelbeitrag dominiert.

Bevor wir mit dem Programmieren beginnen koénnen, missen wir die Aufgabenstellung
genauer definieren. Dabei sollen Aufwand und Ergebnis in verniinftigem Verhéltnis stehen.

Der Einfachheit halber vereinbaren wir deshalb:
(i) Die zu addierenden SV seien zundchst normiert und gleichverteilt.

(if) Die Summenvariable sei eine normierte SV, wobei alle Summanden gleichgewichtig ein-
gehen.

(iii) Den Nachweis fuhren wir durch den Vergleich des Histogramms mit der theoretisch
berechneten WDF der Normalverteilung.

Aus der (i) und (ii) folgt die Abbildungsvorschrift

Xzii.u mit E(Y,) = 2 und D(Y,) = &2 (13.1)
m:lm pu i i .
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186 13 Stochastische Signale und LTI-Systeme

Anmerkung: Das ist eine vereinfachte Formulierung zum zentralen Grenzwertsatz mit unabhéngigen und
identisch verteilten SV Y;, siehe Grenzwertsatz von Lindeberg-Levy [BSMM99].

Eine entsprechende WDF finden wir im Beispiel zur Quantisierung Abschnitt 12. Mit (13.1)
folgt das MATLAB-Programm in Programmbeispiel 13-1.

In Bild 13-7 werden zwei Histogramme mit der WDF der normierten GauBverteilung ver-
glichen. Fiir M = 3 erhalten wir speziell fur kleine Amplituden, x ~ 0, deutliche Abweichungen
von der Normalverteilung. Fiir M = 10 liegt eine im Rahmen der Messgenauigkeit gute Uber-
einstimmung mit der Normalverteilung vor. Man beachte jedoch, dass auch in diesem Fall der
maximale Betrag der Amplitudenwert beschrankt ist. D. h. in der Simulation kénnen keine
groReren Amplituden auftreten als

max |X|=~/3-M (13.2)

Anmerkungen: (i) Fir M = 2 erhalten wir ein Simulationsergebnis, das wir mit einem relativ einfach zu
gewinnenden theoretischen Resultat vergleichen kénnen. (ii) Die Wahl der Zufallszahlengeneratoren kann
in manchen Anwendungen entscheidenden Einfluss auf die Simulationsergebnisse haben, insbesondere
dann, wenn es auf seltene Ereignisse (hier grofle Betrédge der Amplituden) ankommt oder wenige Zufalls-
zahlen in grofRen Folgenabstanden miteinander verknupft werden.

Programmbeispiel 13-1 Addition stochastischer Variablen - Zentraler Grenzwertsatz

% Central limit theorem
% s3s13 _1.m * mw * 03/25/2008
M = 10; % number of random variables to be add
N = 10000; % number of samples per cycle
K = 100; % number of simulation cycles
delta = .1; % width of histogram bins
Hi = -5:delta:5; % bin centers
hx = zeros(size(Hi));
for k =1:K
X = zeros(1,N);
for m = 1:M
Y = (2*rand(1,N)-1)/sqrt(1/3); % norm. uniformly distributed rv
X = X + Y/sqgrt(M);
end
hx = hx + hist(X,Hi); % histogram
end
hx = hx/K;

% approximating gaussian bell function

X = -5:.1:5; sigma2 = 1; mue = 0;

f = (1/sqrt(2*pi*sigma2))*exp(-(1/(2*sigma2))*(x-mue) . ~2);
% graphics

figure("Name*",["histogram: M = ",num2str(M)], "NumberTitle","off");
hx = hx/(N*delta);

bar(Hi,hx,"y"), grid

axis([-5 5 0 .5])

ylabel ("*norm. Histogram, T _X(x) \rightarrow®); xlabel("x
\rightarrow");

hold on

plot(x,T)

hold off
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13.3 Ubungen mit MATLAB
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Bild 13-7 Normierte Histogramme fir M

WDF der Normalverteilung
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188 13 Stochastische Signale und LTI-Systeme

MATLAB-Ubung 13-2 Zeit-AKF zu einem System 2. Ordnung

In [Wer08] wird als Ubungsbeispiel die AKF fiir ein System 2. Ordnung berechnet. Hier soll
die berechnete Zeit-AKF durch eine MATLAB-Simulation des Systems in verifiziert werden.

Wir schreiben dazu ein MATLAB-Programm, dass das System durch den MATLAB-Befehl
Tilter realisiert. Die AKF bestimmen wir mit dem Schétzer in Tabelle 13-1, siehe auch
Programmbeispiel 13-2. Das Simulationsergebnis in Bild 13-8 bestitigt die theoretischen Uber-
legungen.

Anmerkung: Die MATLAB Signal Processing Toolbox stellt fiir die Schatzung der Korrelation den
Befehl xcorr zur Verfigung.
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Bild 13-8 Geschétzte (o) und berechnete (--, interpoliert) Zeit-AKF des Systems 2. Ordnung

Programmbeispiel 13-2 AKF eines Systems 2. Ordnung

% Time auto-correlation, 2nd order system

% s3s13_2.m * mw * 03/25/2008

K= 21; % length of estimated correlation sequence
N = 100000; % length of random sequence
X = randn(1,N+K); % normally distributed, white input sequence
a =1[1-0.71 +0.25]; % denominator
b =1[010]; % numerator
y = filter(b,a,x); % 2nd order system

% correlation
Ryy = zeros(1,K);

for k =1:K

Ryy(k) = sum(y(1:N).*y(k:N+k-1))/N; % acf estimator
end
fprintf(Tacft : Ryy[0] = %g\n-",Ryy(1)) % mean power
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13.3 Ubungen mit MATLAB 189

% approximating time acf (theory)

p = roots(a);

r = abs(p(1));

Omega = angle(p(1));

B c()%(E(l)—|0(2)))*(1/(1/|0(1)+a(2)+a(3)*|0(1)));

1 =
RYY = 2*r.~l _*(real (B)*cos(Omega*1)-imag(B)*sin(Omega*1));

% Graphics

figure("Name*®, "auto-correlation function®,*NumberTitle","off");
stem(l,Ryy), grid

axis([0 K-1 -.2 1.6])

ylabel ("acf, R_{yy}[1] \rightarrow"); xlabel("l \rightarrow");
hold on

plot(l,RYY,":%)

hold off

MATLAB-Ubung 13-3 AKF und Pradiktion 1. Ordnung

Wir betrachten das Ausgangssignal y[n] des Systems 2. Ordnung in der MATLAB-Ubung 13-2
mit der zugehdrigen Zeit-Autokorrelationsfunktion Ry,[I]. Durch einen linearen Prédiktor 1.
Ordnung entsprechend

Ry [1
Ry[0]

soll das Ausgangssignal y[n] dekorreliert werden.

Das zugehdrige MATLAB-Programm ist im Programmbeispiel 13-3 zu finden. Die resultieren-
den Zeit-AKF vor und nach der Prédiktion zeigt Bild 13-9. Darin ist deutlich zu erkennen, dass
sowohl die mittlere Leistung, siehe Ry,[0], als auch die Korrelation benachbarter Werte, siehe
Ru[1], abnimmt.

Anmerkung: In der Sprachverarbeitung wird die Aufgabe der linearen Pradiktion ausfiihrlich behandelt
und es wird basierend auf der Korrelation des Signals ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Pré-
diktionskoeffizienten eines FIR-Filters abgeleitet, so dass der mittlere quadratische Fehler minimal wird.
Mit dem MATLAB-Befehl Ipc (Linear Prediction Coefficients) konnen Sie das Programm um eine
lineare Prédiktion hoherer Ordnung erweitern. Damit kann im Beispiel die Korrelation nahezu beseitigt
werden [WerQ7].

uln] = y[n]- -y[n-1] (13.3)
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Bild 13-9  Zeit-AKF des Systems 2. Ordnung (--, interpoliert) und geschétzte Zeit-AKF nach

Pradiktion (0)

Programmbeispiel 13-3 AKF und Prédiktion 1. Ordnung

Omega = angle(p(1));
(&/Epﬁl)—p(2)))*(l/(llp(1)+a(2)+a(3)*p(1)));

RYY = 2*r.”abs(l) .-*(real (B)*cos(Omega*abs(l))-
imag(B)*sin(Omega*abs(1)));

% 1st order linear prediction

u = y(2:1ength(y)) - RYY(K+2)/RYY(K+1)*y(1:length(y)-1);
% correlation (two-sided)

Ruu = (1/N)*xcorr(u,K);

fprintf(Tacf : Ruu[0] = %g\n",Ruu(K+1)) % mean power
% Graphics

stem(l,Ruu), grid

axis([-K+1 K-1 -.4 1.6])

-
I

% 1st order prediction, 2nd order system

% s3s13_3.m * mw * 03/25/2008

K= 11; % length of estimated correlation sequence
N = 100000; % length of random sequence
X = randn(1,N+K); % normally distributed, white input sequence
a =[1-0.71 +0.25]; % denominator
b =1[010]; % numerator
y = Ffilter(b,a,x); % 2nd order system
% analytical time acf

p = roots(a);

r = abs(p(1));

ylabel (facf, R_{uu}[1] \rightarrow"); xlabel("l \rightarrow®);

hold on
plot(l,RYY,":%)
hold off
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MATLAB-Ubung 13-4 Chirp-Signal

a) Verifizieren Sie die Aussagen und inshesondere grafischen Darstellungen in [Wer08]
Abschnitt 13.3.3 durch eine MATLAB-Simulation.

b) Andern Sie die Programmeinstellungen und beobachten Sie Veranderungen in den Signalen
und Spektren. Diskutieren Sie die Ergebnisse.

c) Addieren Sie zum Chirp-Signal eine Rauschstérung und beobachten Sie das Signal nach
dem Matched-Filterempfang. Diskutieren Sie die Ergebnisse.

Zu (b)
Bild 13-11, Bild 13-12 und Bild 13-12 illustrieren das Beispiel fur die Mittenfrequenz f, = 4

kHz und den Programmparameter sT = 2. Letzterer bedeutet, dass die Momentanfrequenz von
0 bis 8 kHz variiert. Beide Einstellungen kénnen in den Bildern verifiziert werden.

Von besonderer Bedeutung fur die Anwendung von Chirp-Signalen ist hier die Form der Zeit-
AKF. Im Vergleich zu [Wer08] Abschnitt 13.3.3 ergibt sich nochmals eine Halbierung der
Breite.

c(t) >

N4444
N
ol - 1=
ol - -

10

N — S S E— R I
I I I I I I
I I I I I I
05F - — -4 ————1———— [ e [ F e [ —
,I I I I I I I
=, | | | | | |
3
0
& | | | I I |
£ | | | | | |
T s i e e e
I I I I I I I I I
AF-—-—-4 - l- - -k - - A4 - - — - — — k- - —H - —— —— - —— - — —
1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
t/ms -

Bild 13-10 Chirp-Signal und Zeit-AKF flur fo = 4 kHz und s =2
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192
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Bild 13-11 Spektrum des Chirp-Signals fiir fy =4 kHz und s =2

spectrogram of chirp signal

Sz

t/ms >

Bild 13-12 Spektrogramm fiir f; =4 kHz und s¥ =2
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Programmbeispiel 13-4 Chirp-Signal

% time auto-correlation function of chirp signals

% chirp_gauss.m * mw * 03/25/08
% chirp signal

N = 200;
fs = 20e3;
O = 4e3;
st = 2;

mue = (sF*F0/Ffs)*(1/(2*N));

T = N/sqrt(2);

n = -N:N;

gauss = exp(-(1/T)H)"2*n."2);

phi = 2*pi*(f0/fs)*n + pi*mue*n."2;
chirp = cos(phi).*gauss;
soundsc(chirp,fs);

Rcc = conv(Ffliplr(chirp),chirp);

% Graphics

FIG1 = figure("Name","chirp signal”,
"Units”, "normal ", "Position”,[-4 .3 .55

t = n/fs;

% half length of chirp signal, Tc = 2*N/fs

% sampling frequency, 20 kHz
% center frequency, 2 kHz

% scaling factor

% normalized chip rate

% normalized chirp "duration®
% normalized time

% gaussian envelope

% phase term

% chirp signal

% audio output

% matched filter receiver

“NumberTitle","off", ...
.65]):

subplot(2,1,1), plot(t*1le3,chirp), grid

axis([-1e3*N/fs 1le3*N/fs -1 1]);

xlabel ("{\itt} / ms \rightarrow"), ylabel("{\itc}({\itt})

\rightarrow®)

% title("chirp signal®)
n = -2*N:2*N;

t = n/fs;

subplot(2,1,2),plot(t*1e3,Rcc/max(Rcc)), grid

axis([-1e3*N/fs 1e3*N/fs -1.2 1.2]);

xlabel ("{\itt} / ms \rightarrow®)

ylabel ("norm. {\itR} {{\itcc}}({\itt}) \rightarrow®)
% title("time auto-correlation function®)

F1G2 = figure(“Name","chirp signal

"Units”, "normal ", "Position”,[.-4 .3 .55

: spectrum®, *NumberTitle","off",_ ..

-651);

Chirp = abs(fft(chirp)); Chirp = Chirp/max(Chirp);

w = 0:2*N;
T = fs*w/(2*N+1);

subplot(2,1,1),plot(1e-3*F(1:2:N+1),Chirp(1:2:N+1),"."), grid

axis([0 le-3*fs/2 0 1]);

xlabel ("{\itf} / kHz \rightarrow®)
ylabel ("norm.
% gaussian bell function
alpha
alpha

exp(-((F-F0)_~2)/alphar2);

[{\1tCr({\itf})| \rightarrow")

fs*(2*sqrt(2)/N)*sqrt(l + pin2*(st*f0/Ts)"2*(N/4)"2);
alpha/(2*pi); % corner frequency (theoretical)

plot(le-3*F(1:N+1),gauss(1:N+1)/max(gauss))

hold off
% title("spectrum®)

subplot(2,1,2),plot(1le-3*F(1:2:N+1),20*1ogl0(max(Chirp(1l:2:N+1),1le-

6))."-"), grid

axis([0 le-3*fs/2 -60 1]);
xlabel ("{\itf} / kHz \rightarrow®)
ylabel ("norm. [{\TtC}({\itf})]|

in dB \rightarrow®)
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hold on
plot(1le-3*F(1:N+1),20*1logl0(max(gauss(1l:N+1)/max(gauss),le-6)))
hold off
% spectrogram
FIG3 = figure(“Name”®,"chirp signal
spectrogram”, "NumberTitle®,"off", ...
“Units®, "normal”,"Position”,[-4 .3 .55 .65]);
= 32;
specgram(chirp,M,fs*1e-3,gausswin(M) ,M/2), grid
title("spectrogram of chirp signal™)
ylabel ("{\itf} / kHz \rightarrow®)
xlabel ("{\itt} / ms \rightarrow")

13.4  Anhang zum Matched-Filter

Beispiel RC-Tiefpass als Empfangsfilter

In vielen Féllen gentgt es, das Matched-Filter durch einen einfachen Tiefpass anzunéhern ohne
dass die Empfangsqualitét stark degradiert. Wir zeigen das am Beispiel des Rechteckimpulses
als Sendesignal und einem einfachen RC-Tiefpass mit der Zeitkonstanten 7 =RC als
Empfangsfilter.

Das Ausgangssignal des Matched-Filters wird in Beispiel 3.2-4 berechnet. Mit dem Maximal-
wert des Nutzanteils, siehe (3.50),

y(T)=A-(1-exp(-T/7)) (13.4)

wird im Falle einer weien Rauschstérung ein SNR erreicht von

8 2'<1-eXp<—T/r>>2 -2 (1oof 1))
N Jo,re Jif No/2 v
2 273

(13.5)

+a) T
127

Anmerkung: Das Integral mit dem Betragsquadrat des Frequenzgangs des RC-Tiefpasses (8.99) fihrt nach
der Substitution X = w7 auf die Arcustangens-Funktion.

Das SNR enthélt als freien Parameter die Zeitkonstante des RC-Tiefpasses. Sie gilt es nun so
zu bestimmen, dass das SNR maximal wird.

Als Rechenvereinfachung betrachten wir statt z die Hilfsvariable x = T /z mit T und 7 > 0.
Zusétzlich verwenden wir die Energie des Rechteckimpulses E, = A*T. Damit schreibt sich das
SNR

S E, (1-e7)?
> - 2. 13.6
[N jO,RC No/2 X (136)

Da wir das Maximum suchen, bestimmen wir zunéchst die Nullstelle(n) der Ableitung

Ubungsteil zum Buch [Wer08] — Martin Werner: Signale und Systeme. Lehr- und Arbeitsbuch mit MATLAB-Ubungen und Lésungen. 3.
Aufl. Wieshaden: Vieweg+Teubner Verlag, 2008
© Martin Werner, Fulda 2008



13.4 Anhang zum Matched-Filter 195

d (@-e)? _20-e)e - x-(1-e7)1

13.7
dx X X2 (13.7)
Nach kurzer Zwischenrechnung erhalt man die Bedingung
!
2x+1=g" (13.8)
Jetzt kann beispielsweise wie in Bild 13-13 die Lsung grafisch erfolgen.
T —L—O 7959-T (13.9)
01,2564 '
Dass die Dimensionierung des RC-Gliedes mit .
tatsachlich das maximale SNR liefert, macht die Gegen- 8 & e
Uberstellung von (13.6) mit dem SNR des idealen 6 x4l
Matched-Filters (13.138) in Bild 13-14 deutlich. Man 4
findet das Maximum des SNR an der Stelle 7 = 2 ¥s=1,256
0,7959-T. Im Vergleich zum idealen Mached-Filter- 0 T ‘ =2‘
Empfang mit 0 dB tritt nur eine Degradation von 0,815 X
dB auf. Bild 13-13 Grafische Ldsung
0% ik
(S/N )o RC ’
10-log,, ‘ ~ f
( /N)O,MF 2 //
-4
indB
-6 ,
0 T 2 4 T 6

Bild 13-14 Vergleich des resultierenden SNR des Matched-Filters mit dem des RC-Tiefpasses
Beispiel Rahmensynchronisation mit Barker-Codewort

Wir greifen das Beispiel in Abschnitt 3.1.6 auf und stellen die Anwendung im ISDN-Teilneh-
meranschluss der Ugo-Schnittstelle vor. Dort wird zur Rahmensynchronisation der Barker-
Code der Lange 11 aus Tabelle 3-1 eingesetzt. Bild 13-15 zeigt das vereinfachte Ubertragungs-
modell fir die Synchronisation. Fiir das Rechenbeispiel wird am Empfangereingang weiRes
Rauschen mit der zweiseitigen Rauschleistungsdichte N, / 2 vorausgesetzt. Wie grof3 ist das
maximale SNR am MF-Ausgang?
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X(t
Sender A} ® t/Ty
-A Daten

S o +— >
T‘ R (7)
AWGN n(t) ME vi) A%,
Shn (50)“
No/2 I Synchronisationseinrichtung

E— mit Matched-Filter zu x(t)

-1

T/Tb

Bild 13-15 Rahmensynchronisation mit Barker-Code

Das maximale SNR am MF-Ausgang betragt

11- AT, )2
SNRyr _ALAT) . b)
O
Mit
N N
o5 =—2.R, (0)=—L-11- A%T,
2 2
erhalt man
2
SNRye = - AT
Ny /2

(13.10)

(13.11)

(13.12)
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14  Zustandsraumdarstellung

14.1  Aufgaben mit Losungen

- Zurzeit keine weiteren Ubungsbeispiele —

14.2  Ubungen mit MATLAB

MATLAB-Ubung 14-1 Zustandsvariablen

In dieser Ubung sollen am Beispiel eines Systems 2. Ordnung die in [Wer08] Abschnitt 14.3
gemachten Aussagen zur Zustandsraumdarstellung verifiziert werden. Anhand der Impulsant-
wort wird gezeigt, dass die Ahnlichkeitstransformation die ZustandsgroRen, nicht aber die
Ubertragungseigenschaften andert.

Mit MATLAB wird das System in der Zustandsraumdarstellung in der transponierten Direkt-

form Il mit
16 1 1,6
A =" . b,=| 7|, ¢f=(1 0), d,=1 ,
o~ o) be(ga) G- 0. (141

und in der Normalform, siehe [Wer08],

08 04 1,48
An=| o, ool bu=l o] ch=(0 -25), dy =1 .
" (—0,4 0,8] N (_0,54] N =( ), dy (14.2)

simuliert.

Das Programm ist in Programmbeispiel 14-1 zu finden. Die grafische Darstellung der Ergeb-
nisse in Bild 14-1 zeigt die ersten 30 Werte der Impulsantworten und die ersten 15 Werte der
Zustandsvariablen im Zustandsraum.

Wie erwartet stimmen die Impulsantworten tberein. Die Zustandsvariablen bewegen sich nach
der Impulserregung auf unterschiedlichen Spiralbahnen in den Ursprung. Die Systeme sind
stabil.

Bei der Realisierung der Systeme, z. B. auf einem Festkomma-Signalprozessor mit 16 Bit
Wortlénge, kénnen die Unterschiede in den Zustandsgréfien wegen den auftretenden Wort-
langeneffekten eine wichtige Rolle spielen. So ist die Realisierung in Normalform robuster
gegen Uberlaufe und inneres Gerausch [RoMu87][Wer07].
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Programmbeispiel 14-1 Zustandsraumdarstellung

% State space variable

% ssv.m * mw * 20/02/2005

NSC = 31; % Number of simulation cycles
% Transposed direct form I1

A2 = [1.6 1; -.8 0]; b2 = [1.6; .36]; c2T = [1 0]; d2 = 1;
s2 = zeros(2,NSC); % state space variables
y2 = zeros(1,NSC); % output signal

% Normal form

AN = [.8 .4; -.4 .8]; bN = [1.64; -.64]; cNT = [0 -2.5]; dN = 1;
sN = zeros(2,NSC); % state space variables
yN = zeros(1,NSC); % output signal
% Simulation of impulse response
X = [1 zeros(1, NSC-1)]; % impulse
for n = 1:NSC-1
s2(:,n+l) = A2*s2(:,n) + b2*x(n); % Transposed direct form 11
y2(n) = c2T*s2(:,n) + d2*x(n);
sN(:,n+1) = AN*sN(:,n) + bN*x(n); % Normal form
yN(n) = cNT*sN(:z,n) + dN*x(n);
end

% Graphics

FIG = Ffigure("Name", "Impulse response and state space
variables”, "NumberTitle","off");

% Impulse response

n = 0:NSC-1;

subplot(2,2,1), stem(n,y2)

axis([0 NSC -2 4]); grid;

xlabel("n \rightarrow"), ylabel("h[n] \rightarrow®)
title("Transposed direct form 11°7)

subplot(2,2,3), stem(n,yN)

axis([0 NSC -2 4]); grid;

xlabel("n \rightarrow®), ylabel("h[n] \rightarrow®)
title("Normal form®)

% State space variables

s2 = s2(:,1:15); sN = sN(:,1:15);

subplot(2,2,2), plot(s2(1,:),s2(2,:),":",s2(1,:),s2(2,:),"0")
axis([-4 4 -4 4]); grid

xlabel ("s_1[n] \rightarrow®), ylabel("s_2[n] \rightarrow®)
subplot(2,2,4), plot(sN(1,:),sN(2,:),":",sN(1,:),sN(2,:),"0")
axis([-2 2 -2 2]); grid

xlabel ("s_1[n] \rightarrow®), ylabel("s_2[n] \rightarrow *)
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Transposed direct form Il
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Bild 14-1 Ausschnitte aus den Impulsantworten und Verlaufen der Zustandsvariablen fiir das System 2.
Ordnung in transponierter Direktform Il (oben) und Normalform (unten)
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