
Contents

1 Second Quantisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Identical Particles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 The “Continuous” Fock Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 The “Discrete” Fock Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.5 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 Many-Body Model Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.1 Crystal Electrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.1 Non-interacting Bloch Electrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.2 The Jellium Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.1.3 The Hubbard Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.1.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.2 Lattice Vibrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.2.1 The Harmonic Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.2.2 The Phonon Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.2.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.3 The Electron-Phonon Interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.3.1 The Hamiltonian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.3.2 The Effective Electron-Electron Interaction . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.3.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
2.4 Spin Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.4.1 Classification of Magnetic Solids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.4.2 Model Concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.4.3 Magnons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
2.4.4 The Spin-Wave Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
2.4.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
2.5 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3 Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.1 Preliminary Considerations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.1.1 Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

vii



viii Contents

3.1.2 Linear-Response Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.1.3 The Magnetic Susceptibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
3.1.4 The Electrical Conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.1.5 The Dielectric Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.1.6 Spectroscopies, Spectral Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
3.1.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
3.2 Double-Time Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
3.2.1 Equations of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
3.2.2 Spectral Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
3.2.3 The Spectral Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
3.2.4 Exact Expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3.2.5 The Kramers-Kronig Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
3.2.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
3.3 First Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
3.3.1 Non-Interacting Bloch Electrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
3.3.2 Free Spin Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
3.3.3 The Two-Spin Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
3.3.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
3.4 The Quasi-Particle Concept . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
3.4.1 One-Electron Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
3.4.2 The Electronic Self-Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
3.4.3 Quasi-Particles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
3.4.4 Quasi-Particle Density of States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
3.4.5 Internal Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
3.4.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
3.5 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

4 Systems of Interacting Particles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
4.1 Electrons in Solids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
4.1.1 The Limiting Case of an Infinitely Narrow Band . . . . . . . . . . . . . . 197
4.1.2 The Hartree-Fock Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
4.1.3 Electronic Correlations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
4.1.4 The Interpolation Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
4.1.5 The Method of Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
4.1.6 The Exactly Half-filled Band . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
4.1.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
4.2 Collective Electronic Excitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
4.2.1 Charge Screening (Thomas-Fermi Approximation) . . . . . . . . . . . . 229
4.2.2 Charge Density Waves, Plasmons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
4.2.3 Spin Density Waves, Magnons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
4.2.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
4.3 Elementary Excitations in Disordered Alloys . . . . . . . . . . . . . . . . 250
4.3.1 Formulation of the Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
4.3.2 The Effective-Medium Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
4.3.3 The Coherent Potential Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255



Contents ix

4.3.4 Diagrammatic Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
4.3.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
4.4 Spin Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
4.4.1 The Tyablikow Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
4.4.2 “Renormalised” Spin Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
4.4.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
4.5 The Electron-Magnon Interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
4.5.1 Magnetic 4 f Systems (s- f -Model) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
4.5.2 The Infinitely Narrow Band . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
4.5.3 The Alloy Analogy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
4.5.4 The Magnetic Polaron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
4.5.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
4.6 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308

5 Perturbation Theory (T = 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
5.1 Causal Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
5.1.1 “Conventional” Time-dependent Perturbation Theory . . . . . . . . . . . 313
5.1.2 “Switching on” the Interaction Adiabatically . . . . . . . . . . . . . . . . 317
5.1.3 Causal Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
5.1.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
5.2 Wick’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328
5.2.1 The Normal Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328
5.2.2 Wick’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
5.2.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
5.3 Feynman Diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
5.3.1 Perturbation Expansion for the Vacuum Amplitude . . . . . . . . . . . . 338
5.3.2 The Linked-Cluster Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346
5.3.3 The Principal Theorem of Connected Diagrams . . . . . . . . . . . . . . 351
5.3.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353
5.4 Single-Particle Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
5.4.1 Diagrammatic Perturbation Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
5.4.2 The Dyson Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360
5.4.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363
5.5 The Ground-State Energy of the Electron Gas (Jellium Model) . . . . . . 364
5.5.1 First-Order Perturbation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
5.5.2 Second-Order Perturbation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
5.5.3 The Correlation Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
5.6 Diagrammatic Partial Sums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
5.6.1 The Polarisation Propagator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383
5.6.2 Effective Interactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
5.6.3 Vertex Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394
5.6.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397
5.7 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399



x Contents

6 Perturbation Theory at Finite Temperatures . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403
6.1 The Matsubara Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403
6.1.1 Matsubara Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404
6.1.2 The Grand Canonical Partition Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409
6.1.3 The Single-Particle Matsubara Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412
6.2 Diagrammatic Perturbation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416
6.2.1 Wick’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416
6.2.2 Diagram Analysis of the Grand-Canonical Partition Function . . . . . . . 420
6.2.3 Ring Diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
6.2.4 The Single-Particle Matsubara Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430
6.3 Self-Examination Questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434

Solutions of the Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 591



http://www.springer.com/978-3-540-71930-4


