Kapitel I

Topologische Raume

Wenn eine Menge T mit einer Metrik d versehen wird, haben wir die intui-
tive Idee des Abstands mathematisch prézise gefasst. Wir kénnen quantitativ
bestimmen, wie nahe zwei Punkte einander sind, und wir kénnen qualitativ
feststellen, ob ein Punkt ¢ ,,unendlich nahe“ bei einer Menge M liegt (priizise:
ob t € M); fiir letzteres wird die Maschinerie der offenen und abgeschlossenen
Mengen entwickelt.

Auf R? betrachtet man zum Beispiel die Metriken (s = (s1,...,84), t =

(t1,...,tq))

d

dl(S,t) = Z |S;~C —tk‘7
k=1

d 1/2
da(s,t) = (ZSk —tk|2> :
k=1
ds(s,t) = m]?.X|S]€ — tr|.

Diese sind zwar verschieden, aber insofern qualitativ gleichwertig, als sie die-
selben offenen Mengen auf R? generieren. Anders liegen die Verhiltnisse auf
unendlichdimensionalen Rdumen. Sei

Cl0,1] = {f: [0,1] — R: f ist stetig}.
Die Metriken .
a(1.9)= [ 176 =gl ds

und

da(f,9) = sup |f(s) —g(s)|

s€[0,1]

messen qualitativ unterschiedliche Abstandsbegriffe, da man leicht f,, € C[0,1]
mit dy(f,,0) < 1/n, aber d2(f,,0) > n konstruiert. (Im d;-Sinn ist f,, sehr
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2 1. Topologische Raume

nahe bei 0, im dy-Sinn sehr weit davon entfernt.) In der Tat erzeugen die beiden
Metriken unterschiedliche Systeme offener Mengen.

Konvergenz im Sinn der Metrik d; ist die Konvergenz im Integralmittel;
Konvergenz im Sinn der Metrik ds ist die gleichméfige Konvergenz. Ein weiterer
natiirlicher Konvergenzbegriff auf C[0, 1] ist die punktweise Konvergenz:

fn — [ punktweise <= f,(t) — f(t) Vt €[0,1].

Es zeigt sich, dass es keine Metrik gibt, aus der dieser Konvergenzbegriff ab-
geleitet werden kann. Jedoch kann die punktweise Konvergenz mit Hilfe einer
allgemeineren mathematischen Struktur als der des metrischen Raums, namlich
der des topologischen Raums, studiert werden. Dabei geht man von einem ausge-
zeichneten System von (offen genannten) Mengen aus, das gewissen Eigenschaf-
ten geniigt (siehe Definition 1.2.1). Das Vorgehen ist also hier geometrisch, in
der Tat lassen sich viele topologische Phéinomene an zweidimensionalen Skizzen
veranschaulichen.

Dieses Kapitel fiihrt in die Sprache der mengentheoretischen Topologie ein;
ein Steilkurs iiber metrische Rédume findet sich im ersten Abschnitt.

I.1 Prolog: Metrische Riume

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Tatsachen iiber metrische Riaume
zusammengestellt; Beweise finden sich in fast allen Analysisbiichern?.

Eine Menge T, versehen mit einer Abbildung d: 7' x T" — R mit den Eigen-
schaften (s,¢,u € T beliebig)

(a) d(s,t) >0,
(b) d(s,t) = d(t, s),
(¢) d(s,u) <d(s,t)+d(t,u),
(d) d(s,t) =0 <= s=t,
wird metrischer Raum und d eine Metrik genannt. (¢) heiit die Dreiecksunglei-

chung. Gilt in (d) nur ,,<=*, so spricht man von einem pseudometrischen Raum.
In einem metrischen (oder pseudometrischen) Raum betrachte die Kugeln

Us(t) ={seT:d(s,t) <e}.

Sei M C T. Ein Punkt t € M heifit innerer Punkt von M, und M heifit
Umgebung von t, falls
Je>0 U.(t)C M.

Eine Teilmenge O C T, fiir die jedes t € O innerer Punkt ist, heifit offen.

Satz 1.1.1 Sei (T, d) ein metrischer Raum und 7 die Menge aller offenen Teil-
mengen von T.

1Vgl. etwa O. Forster, Analysis 2, Vieweg.
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(a) ber, Ter.
(b) Sind O1 € 7 und Oz € 7, so gilt O1 N O € T.
(c) Ist I eine beliebige Indexmenge und sind O; € 7 (i € I), so ist auch

UielOi cT.

Allgemeiner nennt man ein System von Teilmengen einer Menge T', welches
die obigen Bedingungen (a)—(c) erfiillt, eine Topologie auf T und spricht von
T als topologischem Raum; siehe Definition 1.2.1. Metrische Rdume wurden
zuerst von Fréchet (1906) und topologische Rdume zuerst von Hausdorff (1914)
betrachtet.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heifit abgeschlossen, wenn ihr
Komplement T\ A offen ist. Analog zu Satz 1.1.1 gelten also:

(a) @ und T sind abgeschlossen.
(b) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(¢) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Bedingung (c¢) impliziert, dass fiir jede Teilmenge M C T eine kleinste abge-
schlossene Menge existiert, die M umfasst. Diese wird mit M bezeichnet und
Abschluss von M genannt:

M = m A

A abgeschlossen

Analog ist das Innere von M

int M := U 0]
ocM
O offen
die grofite offene Menge, die in M liegt. Offenbar besteht int M genau aus den
inneren Punkten von M.
Der Rand von M ist

OM = {t € T: U.(t) " M # 0 und U.(t) NT\M # 0 Ve > 0}.

OM ist stets abgeschlossen, und es gilt M = M U OM sowie OM = M \ int M.
Eine Folge (¢,) in einem metrischen Raum T heifit konvergent gegen t € T,
falls
Ve>03INeNVn>N d(t,,t) <e.

t heiBt Limes von (t,). Es ist leicht zu sehen, dass der Limes einer konver-
genten Folge eindeutig bestimmt ist. (Das gilt nicht mehr in pseudometrischen
Raumen.) Man schreibt ¢, — t oder lim,,_,o t, = t. Besitzt ¢ nur die Eigen-
schaft, dass jede Umgebung von ¢ unendlich viele Folgenglieder enthélt, heif3t ¢
Hiufungspunkt von (ty,).
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Satz 1.1.2 Folgende Bedingungen sind in einem metrischen Raum dquivalent:
(i) te M.
(ii) Es existiert eine Folge (t,,) in M mit t,, — t.

Als Korollar folgt:

Korollar 1.1.3 Folgende Bedingungen sind in einem metrischen Raum dquiva-
lent:

(i) A ist abgeschlossen.
(ii) Fir jede konvergente Folge (t,) in A ist lim, t, € A.

Seien (T1,dy) und (Ts,ds) metrische Rdume. Dann definiert
d((s1,82), (t1,t2)) = di(s1,t1) + da(s2,t2)

eine Metrik auf dem Produktraum 77 x T,. Eine Folge ((mn,yn)) in Ty x Ty
konvergiert genau dann gegen (x,y), wenn x,, — x und y,, — y gelten.

Sei nun f: Ty — T5 eine Abbildung zwischen metrischen Réumen. Dann
heiflt f stetig an der Stelle tg € Ty, falls

Ve>036>0 dl(t,to) <0 = dg(f(t),f(to)) < €.

Man erhilt eine dquivalente Definition, wenn man ,, <“ statt ,, < “ verwendet.
Offenbar ist f genau dann stetig bei ¢y, wenn fiir jede Umgebung V von f(to)
das Urbild f=*(V) eine Umgebung von ty ist.

Satz 1.1.4 Sei f: T1 — Ts eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) f ist stetig bei tg.
(i) t, — to = f(tn) — f(to) fir alle Folgen (t,).

Eine Abbildung f: T} — T5 heifit schlechthin stetig, falls sie an jeder Stelle
to € Ty stetig ist. Nach Definition ist die Stetigkeit also eine lokale Eigenschaft;
denn es geht an jeder Stelle ty nur das Verhalten von f in einer Umgebung von
to ein.

Satz 1.1.5 Fiir eine Abbildung f zwischen metrischen Rdumen Ty und Ts sind
daquivalent:

(i) f ist stetig.
(i) Fir alle offenen O C Ty ist f~1(O) offen in Ty.
(iii) Fir alle abgeschlossenen A C Ty ist f~(A) abgeschlossen in Tj.
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Eine Metrik induziert nicht nur eine topologische Struktur, sondern auch
eine uniforme Struktur, die sich in den Begriffen Cauchyfolge, Vollstindigkeit
und gleichméBige Stetigkeit manifestiert; diese Begriffe haben kein Gegenstiick
in der Theorie der topologischen Rdume. Eine Cauchyfolge in einem metrischen
Raum (T, d) ist durch die Forderung

Ve>03IN eNVn,m>N d(tn,tm) <c

definiert. Ein metrischer Raum heiflt vollstindig, wenn jede Cauchyfolge kon-
vergiert. Mit 77 und T3 ist auch Ty x Ts vollsténdig.

Es ist zu beachten, dass verschiedene Metriken auf einer Menge zwar dieselbe
Topologie, aber unterschiedliche uniforme Strukturen erzeugen kénnen. Wird
z.B. R mit der Metrik da(s,t) = |arctan s — arctant| versehen, so sind die ds-
offenen Mengen genau die iiblichen offenen Mengen; jedoch ist die Folge (n) der
natiirlichen Zahlen eine nicht konvergente Cauchyfolge. Daher ist (R, d2) nicht
vollstandig.

Eine Abbildung f: Th — T heifit gleichmdfig stetig, wenn

Ve>036>0Vs,t €Ty di(s,t) <8 = da(f(s),f(1)) <e.

Bei der Definition der Stetigkeit darf § vom betrachteten Punkt ¢ abhingen;
bei der gleichméfligen Stetigkeit hat man ¢ unabhingig von ¢ zu wihlen. Im
Gegensatz zur Stetigkeit handelt es sich hier also um eine globale Eigenschaft.

Ein zentraler topologischer Begriff ist der der Kompaktheit. Ein metrischer
Raum T heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Mit anderen Worten, wenn (O;) eine Familie offener Mengen
mit 7' = J,c; O; ist, so existieren endlich viele O;,,...,0;, mit T = J;_; O;,.

Ist (T, d) ein metrischer Raum und S C T, so kann (.5, d) als eigenstéindiger
metrischer Raum angesehen werden. Ist 7" kompakt und S C T abgeschlos-
sen, so ist auch S kompakt. Ist T ein beliebiger metrischer Raum und S C T
kompakt, so ist S abgeschlossen. Beachte, dass die Abgeschlossenheit nur mit
Bezug auf einen grofieren Raum formuliert werden kann (S ist abgeschlossen in
T'); hingegen ist die Kompaktheit ein intrinsischer Begriff.

Wenn f: Th — T5 eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen ist
und 77 kompakt ist, so ist auch f(T}) kompakt. Ferner ist unter diesen Voraus-
setzungen f gleichméfig stetig.

Eine reiche Quelle metrischer Rdume bieten die normierten Rdume, das sind
Vektorrdume X iiber R oder C, die mit einer Norm, also einer Abbildung x —
|z|| mit (x,y € X, A € R oder C beliebig)

(@) [lz =0 <= z=0,

(b) [[Az]l = A=),

(©) llz+yll < ll=ll + [lyll,

versehen sind. Wieder nennt man (c) die Dreiecksungleichung. Eine Norm indu-
ziert vermoge

in

d(z,y) = [lz -yl
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eine Metrik auf X. Es ist begrifflich zu beachten, dass ein normierter Raum
immer ein Vektorraum ist, wihrend ein metrischer Raum im allgemeinen keine
algebraische Struktur triagt. Beispiele fiir normierte Rdume sind R™ oder C" mit
der euklidischen Norm (z = (t1,...,tn))

n 1/2
Jall = (zw)
k=1

oder der Raum ¢>°(T') aller beschriinkten Funktionen auf einer Menge T mit
der Supremumsnorm

£l = sup [£(£)]-
teT

FEin normierter Raum, der in der obigen Metrik vollstdndig ist, heiflt nach dem
polnischen Mathematiker Stefan Banach (1892-1945) Banachraum; die beiden
obigen Beispiele sind jeweils Banachraume. Kapitel V beschéftigt sich ausfiihr-
lich mit normierten und Banachrdumen.

I.2 Grundbegriffe

Wir fithren nun nach und nach das Vokabular der topologischen Rdume ein.

Definition 1.2.1 Sei T" eine Menge. Eine Topologie auf T ist ein System 7 von
Teilmengen von 7" mit folgenden Eigenschaften:

(a) Der, Ter.

(b) Sind 01,04 € 7, so ist auch O1 N O4 € 7.

(¢) Ist I eine Indexmenge und sind O; € 7 fiir alle i € I, so ist auch

Ui Oi € 7.

Man nennt (7', 7) (oder auch T selbst, wenn die explizite Angabe von 7 nicht
notwendig erscheint) einen topologischen Raum; die in 7 versammelten Mengen
werden auch offen (genauer T-offen) genannt.

Durch Induktion folgt aus (b), dass der Schnitt endlich vieler offener Mengen
wieder offen ist.

Beispiele. (a) Sei d eine Metrik auf einer Menge T. Wir verwenden die Bezeich-
nungen

Us(t) = {s €T d(s,t) <e},
B.(t) = {s € T: d(s,t) <e}.

Bekanntlich heifit eine Teilmenge O des metrischen Raums (7', d) offen, wenn

Vte O3>0 U(t) CO. (I.1)
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Es ist einfach zu sehen, dass die offenen Mengen eines metrischen Raums ei-
ne Topologie bilden (selbst die leere Menge erfiillt (I.1), da es iiberhaupt kein
t € () gibt). Wir werden sehen, dass viele Begriffe aus der Theorie der metrischen
RéAume ein direktes Analogon in der Theorie der topologischen Rdume haben
(z.B. die Begriffe abgeschlossen, stetig, kompakt, konvergent, ... ). Andererseits
gibt es viele natiirliche Beispiele topologischer Rdume, die nicht auf die soeben
beschriebene Weise von einer Metrik abgeleitet werden konnen; siehe Aufga-
be 1.9.20. Topologien, die gemifl Beispiel (a) entstehen, heiflen metrisierbar.
Metrisierbare Topologien sind in vieler Hinsicht einfacher als andere; vergleiche
etwa Satz 1.5.4 mit den Gegenbeispielen auf Seite 29 oder siehe Aufgabe 1.9.9.
Jedoch ist es oft einfacher, topologische Phdnomene metrischer Rdume direkt
durch die offenen Mengen statt mit Hilfe einer Metrik zu untersuchen; ein Bei-
spiel dafiir ist das Beispiel (e) unten, das wir (einfach) als topologischen Raum
einfithren, das man aber auch (kompliziert, sieche Aufgabe 1.9.19(d)) als metri-
schen Raum beschreiben kann. Um sich die Vorteile metrischer Rdume zunutze
zu machen, geniigt es in der Regel zu wissen, dass es eine erzeugende Metrik
gibt, ohne sie explizit zu kennen.

(b) Auf einer beliebigen Menge T ist {@, T} eine Topologie. Sie heifit indis-
krete (oder chaotische) Topologie.

(c) Ein weiteres einfaches Beispiel einer Topologie ist die Potenzmenge. Sie
wird diskrete Topologie genannt und ist offensichtlich die feinste (= grofite)
Topologie, die eine Menge tragen kann, denn beziiglich der diskreten Topologie
ist jede Menge offen. Formal ist dies ein Spezialfall von Beispiel (a), denn die

Metrik
1 s#Ft
d(s:t) = {O s=t

erzeugt die diskrete Topologie.

(d) Ein Standardbeispiel, das weniger durch seinen praktischen Nutzen be-
sticht, als dass es als Testfall fiir den zu entwickelnden Begriffsapparat dient, ist
der Sierpinski-Raum {0,1}, versehen mit der Topologie 7 = {0, {0},{0,1}}. Es
ist klar, dass es sich in der Tat um eine Topologie handelt.

Bevor wir zu weiteren Beispielen kommen, benétigen wir ein paar Vokabeln.

Definition 1.2.2 Eine Teilmenge A eines topologischen Raums T heifit abge-
schlossen, wenn ihr Komplement 7'\ A offen ist.

Es gelten also:

(a)’ T und 0 sind abgeschlossen.
(b)’ Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(¢)’ Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Durch Induktion wieder folgt aus (b)’, dass die Vereinigung endlich vieler abge-
schlossener Mengen abgeschlossen ist.
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Achtung: Im allgemeinen gibt es Mengen, die weder offen noch abgeschlossen
sind, und es kann vorkommen, dass eine Menge sowohl offen als auch abgeschlos-
sen ist (mehr dazu im Abschnitt 1.6).

Definition I.2.3 Sei T ein topologischer Raum und M C T.
(a) Der Abschluss von M ist

M = N A.

ADM
A abgeschlossen

(b) Das Innere von M ist
intM= [J O

oCcM
O offen

(¢) Ein Element von int M heifit innerer Punkt von M.
(d) Der Rand von M ist
OM = M \ int M.

Es ist klar, dass M als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist, und
offensichtlich ist M die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfasst. Genauso
ist int M die grofite offene Menge, die in M liegt. Der Rand OM ist wegen

OM = M N (T \ int M)

stets abgeschlossen, denn T'\ int M ist als Komplement einer offenen Menge ab-
geschlossen. Genau dann ist M abgeschlossen (bzw. offen), wenn M = M (bzw.
M = int M) ist.

Definition I.2.4 Sei T ein topologischer Raum und ¢ € T. Eine Teilmenge
U C T heiBt Umgebung von t, wenn t € int U ist. Eine Umgebungsbasis L von
t ist ein System von Umgebungen von ¢, so dass jede Umgebung V' von ¢ ein
U € Y; umfasst.

Die Definitionen 1.2.2-1.2.4 sind wortlich wie in der Theorie der metrischen
Ré&ume; in einem metrischen Raum arbeitet man natiirlich mit der Umgebungs-
basis der e-Kugeln oder auch der der Kugeln mit Radius 1/n (n € N). Achtung:
eine Umgebung braucht nicht offen zu sein; daher kann man im metrischen Fall
auch die abgeschlossenen Kugeln B.(t) als Umgebungen nehmen.

Wir wollen diese Begriffe an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel. (e) Eine arithmetische Progression ist eine Teilmenge von Z der Form

Na,b = {a + kb: k € Z},
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wobei a € Z, b € N. Wir betrachten folgende Topologie auf Z: O C Z sei offen,
wenn

YneO3beN N, CO. (1.2)

Es ist klar, dass (a) und (c) aus Definition 1.2.1 erfiillt sind. Um (b) zu zeigen,
seien O1 and O; offen und n € O; N Oy. Wihle by,b2 € N mit N,,;, C Oy,
Npp, C Oz. Dann ist Ny, p,6, C Npp, N Ny, C O1 N Oz, was die Offenheit von
01 N O3 beweist. Daher haben wir wirklich eine Topologie definiert.

Nach Konstruktion ist jede arithmetische Progression IV, ; offen; aber

b—1

Nop =7\ U Natip
=1

zeigt, dass N, , auch abgeschlossen ist, denn Ui’:—ll Ng41p ist eine endliche Ver-
einigung offener Mengen, also offen.

Das Innere von N ist nach (I.2) leer, und da int(Z\ N) ebenfalls leer ist, folgt
N=7Z.

Eine Umgebungsbasis von n € Z wird durch i, = {N,, ;: b € N} gegeben.

Die bisherigen Uberlegungen gestatten einen , topologischen® Beweis, dass
es unendlich viele Primzahlen gibt?. Wire nimlich die Menge P der Primzahlen
endlich, wére Upep N,y eine endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen, also
abgeschlossen. Da jede natiirliche Zahl > 2 einen Primteiler hat (Beweis durch
vollstandige Induktion), ist ,ep Nop = Z\{—1,1}, so dass {—1, 1} offen wire,
was wegen (1.2) natiirlich falsch ist.

Wir bringen jetzt simple Charakterisierungen des Abschlusses und des Ran-
des einer Menge.

Lemma 1.2.5 Sei T' ein topologischer Raum und M C T. Dann ist t € M
genau dann, wenn U N M # O fir jede Umgebung U von t gilt. Es reicht, das
fiir alle Umgebungen einer Umgebungsbasis von t zu fordern.

Beweis. Sei t € M und U eine Umgebung von ¢. Dann ist V' = int U eine offene
Umgebung von . Wiare U N M = (), so wire auch VN M = 0, dh. T\ V
wiire eine abgeschlossene Menge, die M umfasst. Es folgt dann M C T\ V und
insbesondere ¢t € T'\ V: Widerspruch!

Sei umgekehrt $; eine Umgebungsbasis von ¢, so dass U N M # () fiir alle
U € ;. Wire t ¢ M, gibe es eine abgeschlossene Menge A D M mit t ¢ A; es
folgt, dass O = T'\ A offen ist, ¢ enthilt, aber O N M = (. Wihle U € ; mit
t € U C O; dann ist also auch U N M = (): Widerspruch! a

2H. Furstenberg, On the infinitude of primes, Amer. Math. Monthly 62 (1955), 353; siche
auch S.W. Golomb, A connected topology for the integers, Amer. Math. Monthly 66 (1959),
663-665.
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Lemma 1.2.6 Sei T ein topologischer Raum und M C T. Dann ist t € OM
genau dann, wenn fir jede Umgebung U von t sowohl U N M # 0 als auch
UN(T\M) # 0 gelten. Es reicht, das fiir alle Umgebungen einer Umgebungsbasis
von t zu fordern.

Beweis. Seit € M und U eine Umgebung von t. Wire U C M, wire t € int M
also muss U N (T \ M) # () gelten. Wegen t € M ist nach Lemma 1.2.5 auch
UnM #0.

Ist umgekehrt 4, eine Umgebungsbasis von ¢t mit UNM # § und UN(T\M) #
() fiir alle U € 844, so gilt zunichst ¢ € M nach Lemma 1.2.5. Wére ¢ € int M,
giibe es U € 4y mit t € U C M im Widerspruch zu U N (T'\ M) # (. O

Als néichstes geben wir eine systematische Methode an, Topologien zu kon-
struieren, die (I.1) und (I.2), welche ja grofie Ahnlichkeit besitzen, verallgemei-
nert.

Satz 1.2.7 Sei T eine Menge. Jedem t € T sei ein nichtleeres System U, mit
folgenden FEigenschaften zugeordnet:
(1) teU firaleU ey,
(2) VU,Ves, AW ey, WcCUNV,
3) YUel, VseU IVelly, VCU.
Dann ist
r={0cCcT:VteO3IU ey UcCO}

eine Topologie, alle U € iUy sind offen, und Uy ist eine Umgebungsbasis von t.

Beweis. Beim Nachweis, dass 7 eine Topologie ist, sind (a) und (c¢) aus Definiti-
on 1.2.1 klar, und die obige Bedingung (2) zeigt (b) aus Definition 1.2.1. Unsere
Bedingung (3) bedeutet, dass alle U € 4, offen sind, insbesondere sind sie Um-
gebungen von t. Nach Konstruktion von 7 ist ; eine Umgebungsbasis von t.

O

Mit Hilfe von Satz 1.2.7 kénnen wir zwei fiir die Analysis besonders wichtige
Topologien erklédren.

Beispiele. (f) Sei S eine Menge und 7' = R? die Menge aller reellwertigen
Funktionen auf S. Seien F' C S eine endliche Menge, ¢ > 0 und f € T. Wir
setzen

Ure(f) ={g€T:|f(s) —g(s)| <eVs € F}

sowie

Uy ={Up(f): F C S endlich, £ > 0}.
Die Uy erfiillen die Voraussetzung von Satz 1.2.7: (1) ist klar, und

UFlUFQ,miH{El,EQ}(f) - UF17€1 (f) N UF27€2(f)
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(bestétige dies!) zeigt (2). Seien schliellich F' und e gegeben sowie g € Up(f).
Setze ¢/ = e — max{|f(s) — g(s)|: s € F'} > 0. Dann ist Up/(g9) C Up(f), also
gilt auch (3). Die mit Satz 1.2.7 konstruierte Topologie wird Topologie der punkt-
weisen Konvergenz (und spéter Produkttopologie) genannt; wir werden sehen,
dass sie in der Tat die punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen beschreibt.

Analog wird diese Topologie auf M*® erklirt, wenn M ein metrischer Raum
ist.

(g) Wir betrachten T' = C(R), die Menge aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf?® R. Seien K C R kompakt, £ > 0 und f € T. Setze

Uke(f) ={g9€T:|f(s) —g(s)| <e Vs € K},
Uy = {Uk.(f): K C R kompakt, € > 0}.

Wie unter (f) sieht man, dass Satz 1.2.7 Anlass zu einer Topologie gibt, so dass
die 41y Umgebungsbasen von f werden; beachte hierfiir

9 €Uke(f) = suplf(s) —g(s)| <e,
seK

denn f und g sind stetig und K ist kompakt. Diese Topologie heifit Topologie der
gleichmdfigen Konvergenz auf Kompakta, und wieder stellt sich heraus (siche
Aufgabe 1.9.21), dass sie ihren Namen zu Recht triagt. Sie ldsst sich analog
fiir jeden metrischen Raum S auf dem Funktionenraum C(S) der reell- oder
komplexwertigen Funktionen auf S erkliren®.

Die Up, bzw. Uk, in diesen Beispielen iibernehmen die Rolle der Kugeln
im metrischen Fall; beachte jedoch, dass die Sache durch den zweiten Parameter
F bzw. K erheblich komplizierter wird.

Nun zwei weitere Vokabeln.

Definition 1.2.8 Seien T ein topologischer Raum und D, M C T'. D heif3t dicht
in M, falls M C D. Im Fall M =T sagt man auch einfach, D sei dicht. T" heifit
separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge gibt.

Auch diese Begriffe sind wortlich der metrischen Theorie entnommen. Einige
Beispiele hierzu:

e Wird T mit der indiskreten Topologie versehen, liegt jede nichtleere Teil-
menge dicht.

e Im Beispiel (e) liegt N dicht in Z, wie dort bemerkt wurde.

e Wir betrachten auf R® die Topologie der punktweisen Konvergenz (Bei-
spiel (f)) und behaupten, dass C'(R) dicht liegt. Dazu ist zu zeigen, dass jede

3Wenn im folgenden von topologischen Eigenschaften von R oder R? ohne Spezifikation
einer Topologie die Rede ist, ist stets die von der euklidischen Metrik abgeleitete Topologie
(die ,,natiirliche Topologie“) gemeint.

4Wer dieses Kapitel durchgearbeitet hat, wird sogar in der Lage sein, dies fiir topologische
Riume S zu tun.
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nichtleere offene Menge in R® eine stetige Funktion enthilt, d.h. (Bezeichnun-
gen wie unter (f)) dass jedes Ur.(f) eine stetige Funktion enthilt. Das sieht
man so: Schreibt man F = {s1,...,s,}, wihle man einfach eine stiickweise li-
neare stetige Funktion ¢g: R — R mit g(s;) = f(s;) fiir alle j; dann ist natiirlich
g € Up(f). Das Argument zeigt, wie schwach die Forderung an eine Funktion
g ist, beziiglich dieser Topologie in einer Umgebung von f zu liegen.

Nun studieren wir Unterrdume topologischer Raume. Ist T' ein metrischer
Raum und S C T, so wird S durch Einschriankung der Metrik auf S x S selbst
ein metrischer Raum. Offensichtlich ist eine Teilmenge O C S genau dann offen
in S, wenn O von der Form O’ N S fiir eine in T offene Teilmenge O' C T ist.
Diese Uberlegung gibt zu folgender Definition Anlass.

Definition 1.2.9 Sei (T, 7) ein topologischer Raum und S C T'. Dann heift
Tlg={0'NS: 0" e}

die Relativtopologie (oder Spurtopologie) von 7 auf S. Ist O € 7|g, so nennt man
O relativ offen in S, und S\ O heifit relativ abgeschlossen in S.

Es ist klar, dass 7| wirklich eine Topologie auf S ist. Hier noch ein Beispiel:
Sei T'= R mit der von der iiblichen Metrik induzierten Topologie versehen und
S =10,2). Dann ist [0, 1) relativ offen in S, und [1,2) ist relativ abgeschlossen
in S.

Lemma 1.2.10 Sei (T, 7) ein topologischer Raum und S C T.
(a) Sei S offen in T, und sei O C S. Genau dann ist O relativ offen in S,
wenn O offen in T ist.
(b) Sei S abgeschlossen in T, und sei A C S. Genau dann ist A relativ
abgeschlossen in S, wenn A abgeschlossen in T ist.

Beweis. (a) Ist O offen, so ist O wegen O = O N S auch relativ offen. Ist O
relativ offen, so existiert eine offene Menge O’ mit O = O’ N S. Da S offen ist,
ist O auch offen.

(b) wird genauso gezeigt. O

I.3 Stetige Abbildungen

Wir versuchen als erstes, die Definition der Stetigkeit von Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen in eine Sprache ohne € und ¢ zu iibersetzen. Seien (71,d;)
und (7T»,ds) metrische Réume und f: T3 — T5 eine Abbildung. Bekanntlich
heifit f stetig bei t € Ty, wenn

Ve>035>0: di(s,t) <d = da(f(s), (1)) <e. (1.3)
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Bezeichnen wir die Kugeln in 77 bzw. T5 mit

Ur(t) = {S e Ty dl(S,t) < 7’},
‘/T(t) = {S S TQZ dQ(S,t) < 7’},

so heifit (1.3)
Ve>030>0: seUs(t) = f(s)eVo(f(t)

bzw.

Ve>036>0: Us(t)C fH(Ve(f(1))),
und das heif3t schliellich

o Fiir jede Umgebung V von f(t) ist f=2(V) eine Umgebung von t.
Das legt folgende Definition nahe.

Definition 1.3.1 Seien (T3, 7) und (T3, 72) topologische Riume und f: 77 —
T, eine Abbildung. f heifit stetig bei t € T, wenn fiir jede Umgebung V' von
f(t) das Urbild f=1(V) eine Umgebung von ¢ ist. f heifit stetig auf T;, wenn f
an jedem Punkt t € T} stetig ist.

Offensichtlich reicht es fiir die Stetigkeit von f bei ¢, dass f~1(V) eine Um-
gebung von ¢ ist, wenn V' eine Umgebungsbasis von f(t) durchliuft.

Satz 1.3.2 Fir eine Abbildung f zwischen topologischen Rdiumen Th und Tb
sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
(i) f ist stetig.
(i) Fir alle offenen Mengen O C Ty ist f=1(O) offen in T1.
(iii) Fir alle abgeschlossenen Mengen A C Ty ist f~1(A) abgeschlossen in
T).
(iv) Fir alle Mengen M C Ty gilt f(M) C f(M).

Beweis. (i) = (ii): Sei t € f~1(0); dann ist f(t) € O, also O eine offene Um-
gebung von f(t). Da f stetig ist, ist f~1(O) eine Umgebung von ¢, d.h. ¢ ist
innerer Punkt von f~1(O). Weil ¢ beliebig war, ist f~1(O) offen.

(ii) = (iii): Klar durch Komplementbildung.

(ili) = (iv): Sei A C Ty abgeschlossen mit f(M) C A, also M C f~1(A).
Wegen (iii) gilt auch M C f~*(A). Da A eine beliebige abgeschlossene Menge
war, ist nach Definition des Abschlusses f(M) C f(M).

(iv) = (i): Sei ¢t € T1, und sei V eine offene Umgebung von f(t). Betrachte
M=T\f"Y(V)und U = Ty \ M. Wegen (iv) folgt t € U, weil f(M) C f(M) C
To\V =T\ Vist, denn M = {s: f(s) ¢ V} und V ist offen. Da f(U) C V, ist
f~Y(V) eine Umgebung von ¢, so dass f stetig bei ¢ ist. Das war zu zeigen. O

Achtung: (ii) besagt nicht, dass f offene Mengen auf offene Mengen abbil-
det (Abbildungen, die das leisten, heilen offen), und (iii) besagt nicht, dass f
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abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet (Abbildungen, die
das leisten, heiBen abgeschlossen). Zum Beispiel bildet die stetige Abbildung f:
R? — R, f(s,t) = s, die abgeschlossene Menge A = {(s,t): s > 0, st > 1} auf
das Intervall (0, 00) ab.

Beispiele. (a) Trigt Ty die diskrete Topologie und ist T irgendein topologischer
Raum, so ist jede Abbildung f: T} — T stetig. (Das ist klar.)
(b) Triagt T» die indiskrete Topologie und ist T; irgendein topologischer
Raum, so ist ebenfalls jede Abbildung f: Th — T stetig. (Das ist auch klar.)
(c) Wir betrachten R® mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Dann
ist bei festem sp € R die Abbildung ¢: R® — R, o(f) = f(s0), stetig; R triigt
hier die iibliche Topologie. In der Tat gilt mit der Bezeichnung

Ure(f) ={g: R—=R: [f(s) —g(s)| <e Vs e F}
(F C R endlich, € > 0)

PUisoye(f)) Cly e R: Jy — f(s0)| <} = V5,

d.h. Uggy,e(f) € o7 1(Ve), so dass ¢~ 1(Vz) eine Umgebung von f ist. Hin-
gegen ist 1: R® — R, ¢(f) = limsup,_, arctan f(t), an jeder Stelle unste-
tig, denn kein Up(f) erfiillt Y (Up:(f)) C {y € R: |y — ¢(f)| < 1}; wenn
nédmlich ¢ an endlich vielen Stellen ,,e-nahe“ bei f liegt, sagt das nichts iiber
lim sup,_, . arctan g(t) aus.

(d) Bisweilen ist es niitzlich, verschiedene Topologien auf derselben Menge
zu betrachten. Die Aussage

id: (T,71) — (T, 72) ist stetig

heifit dann, dass jede 7o-offene Menge auch 7q-offen ist. Man nennt in diesem
Fall 7y feiner als 7o und 7o gréber als 71. Zum Beispiel ist auf T = C(R) die
Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta feiner als die Topologie
der punktweisen Konvergenz (Beispiele 1.2(f) und 1.2(g)).

In Satz 1.3.2 kann die Implikation (i) = (ii) (bzw. (i) = (iii)) zu eleganten
Beweisen der Offenheit (bzw. Abgeschlossenheit) von Mengen fiithren. Betrach-
ten wir etwa R® mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Mengen der
Form (S C R eine beliebige Teilmenge)

A={geR% [g(s) = f(s)| < e Vs €5}

sind aus folgendem Grund abgeschlossen: In Beispiel 1.3(c) wurde die Stetigkeit
der Auswertungsabbildungen ¢,: R® — R, ,(g) = g(s), gezeigt. Also sind
Mengen der Form

As ={g e R% |g(s) = f(s)| < e} = o' ([f(s) =&, f(s) +e])

abgeschlossen, und A = [, 4 As ist es auch.
Jetzt folgen einige allgemeine Bemerkungen iiber stetige Abbildungen.
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Satz 1.3.3 Seien Ty, Ty und T35 topologische Rdume.

(a) Ist f: Ty — Ty stetig bei t und g: To — Ty stetig bei f(t), so ist die
Komposition g o f: Ty — T3 stetig bei t. Die Komposition stetiger Ab-
bildungen ist also stetig.

(b) Ist f: Ty — Ty stetig und wird S C Ty mit der Relativtopologie versehen,
so ist die Restriktion f|g: S — Ty stetig.

(¢) Sei f: Ty — Ty eine Abbildung und f(T1) C N C Ta; N werde mit der
Relativtopologie versehen. Dann ist f: Ty — Ty genau dann stetig, wenn
f: Ty — N stetig ist.

Beweis. (a) Ist W eine Umgebung von g(f(t)), so ist V := g~ (W) eine Umge-
bung von f(t), da g stetig bei f(t) ist, und U := f~1(V) eine Umgebung von ¢,
da f stetig bei t ist. Aber U = (g o f)~1(W); daher gilt (a).

(b) Sei O C T offen; dann ist (f|g)~'(0) = f~1(O) N S relativ offen.

(¢) Schreiben wir j: N — Th fiir die identische Einbettung, so ist j nach
Definition der Relativtopologie stetig. Also ist f = j o f nach (a) stetig, wenn f
es ist. Ist umgekehrt f stetig und O C N relativ offen, so schreibe O = O’ N N
mit einer offenen Menge O" C T,. Dann ist f~10) = f~1(0") offen und daher
f stetig. a

Satz 1.3.4 Seien f,g: T — R stetige Funktionen auf einem topologischen Raum
T; R trage die bliche Topologie. Dann sind auch die punktweise definierten
Funktionen f+g, f—g, [-g und, falls g nie den Wert 0 annimmt, f/g stetig.
Ferner ist fir A € R die Funktion \f stetig. Dieselben Aussagen gelten, wenn
man R durch C ersetzt.

Zum Beweis benotigen wir zuerst ein einfaches Lemma.

Lemma 1.3.5 Es sei T ein topologischer Raum, und es sei f: T — R™, f(t) =
(f1(t), ..., fn(t)), eine Abbildung. Dann ist f genau dann stetig, wenn alle Funk-
tionen fi,..., fn es sind. Dieselbe Aussage gilt fiir C"-wertige Abbildungen.

Beweis. Da die pi: R® — R, (21,...,2,) — xk, stetig sind, folgt die Stetigkeit
von fr, = pi o f aus der von f. Sei nun ¢ € T und V eine Umgebung von f(t).
Ohne Einschrankung ist V' von der Form

V={zeR" |ay — fu(t)| <e, k=1,...,n}.

Sind die f, stetig, so ist Uy, = f,. '({y € R: [y — f(t)| < £}) eine Umgebung von
t, daher auch U := Uy N ---NU,. Aber es ist U = f~1(V), und das Lemma ist
bewiesen. O

Beweis von Satz I.3.4. Sind f und g stetig, so ist nach Lemma 1.3.5 F: T — R?,
t — (f(t),g(t)), stetig. Da ferner die Abbildung add: R? — R, (z,y) — x + ¥,
stetig ist, ist auch add o F' = f + g stetig. Genauso argumentiert man in den
iibrigen Fillen; bei der Division benutzt man die Stetigkeit von div: Rx (R\{0}),

(z,y) = z/y. O
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Definition I.3.6 Eine bijektive Abbildung f zwischen topologischen Rédumen
heiflt Homdéomorphismus, wenn f und f~! stetig sind. Existiert ein Homdomor-
phismus zwischen T7 und T3, so heiflen T und To homdomorph.

Zum Beispiel ist arctan: R — (—7/2,7/2) ein Homéomorphismus. Damit
ist R zum offenen Intervall (—m/2,7/2) und deshalb (sic!) zu jedem offenen
Intervall (a,b) homdomorph.

Ist f: Ty — T ein Hom6omorphismus, so ist nach Definition eine Teilmenge
O C Ty genau dann offen, wenn f(O) = (f~1)71(0) C Tx offen ist. Vom
topologischen Standpunkt sind die beiden Rd&ume dann nicht zu unterscheiden.

Beispiel. (e) Hier ein weniger offensichtliches Beispiel eines Homdomorphismus.
Wir beschreiben zuerst die Konstruktion der Cantormenge C' C [0,1]: Aus [0, 1]
entferne das offene mittlere Drittel Oy := (1/3,2/3). Aus den beiden Restin-
tervallen entferne wiederum die offenen mittleren Drittel Oy := (1/9,2/9) und
O3 :=(7/9,8/9). Aus den noch verbliebenen Restintervallen werden wieder die
mittleren Drittel Oy, ..., O7 entfernt etc. Was iibrig bleibt, ist die Cantormen-
ge C:

C = [071}\6@.

Scharfes Hinsehen zeigt, dass C' genau aus den Zahlen in [0, 1] besteht, die in
der Entwicklung im Dreiersystem ohne die Ziffer 1 geschrieben werden konnen,
etwa 1/3 = 0.022222. . .; mit anderen Worten ist die Abbildung

f:10, Q}N —C, (ap)+— i a3~ "
n=1

surjektiv. Sie ist auch injektiv. Es seien nédmlich a = (a,) und b = (b,) zwei
verschiedene Elemente von {0,2}", und es sei N der kleinste Index, fiir den
an # by gilt. Dann ist

1f(b) = f@)] = 2-37N = > |by —ay[37
k>N
>2.3N-2) 3F=3" >0 (1.4)
k>N

Wir zeigen, dass f und f~! stetig sind, wenn {0, 2} die Topologie der punktwei-
sen Konvergenz trigt. Seien dazu zunichst @ € {0,2} und € > 0. Ist 37 < ¢
und a, = b, fir n=1,...,m, so folgt

f(0) = fla) < D 2-37F=3""<e.

k>m

Da diese b nach Definition der Topologie von {0, 2} eine offene Umgebung von
a bilden (nédmlich Uyy . ;,,3,1(a) in der Notation von Beispiel 1.2(f)), zeigt das die
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Stetigkeit von f bei a. Schlielich sei U eine offene Umgebung von a der Form
Uq,...ry.1(a); solche Umgebungen bilden eine Umgebungsbasis von a. Erfiillt
x = f(b) die Abschitzung |z — f(a)] < 377, so zeigt die gleiche Rechnung wie
in (I.4) b = f~(z) € U. Das begriindet die Stetigkeit von f~!, und damit ist
bewiesen, dass C' und {0, 2} homomorph sind.

I.4 Konvergenz

Nach den bisherigen Erfahrungen ist es leicht, den Begriff der konvergenten
Folge von metrischen Rdumen auf topologische Rdume auszudehnen.

Definition I.4.1 Eine Folge (t,)nen in einem topologischen Raum T' konver-
giert gegen t € T, wenn fiir jede Umgebung U von ¢t ein ng € N mit ¢, € U fiir
alle n > ng existiert. Man schreibt ¢,, — t¢.

Wieder reicht es, die Umgebungen U eine Umgebungsbasis von ¢ durchlaufen
zu lassen.

Im Unterschied zum metrischen Fall braucht der Limes einer konvergenten
Folge in einem topologischen Raum nicht eindeutig bestimmt zu sein; tragt
namlich zum Beispiel T' die indiskrete Topologie, so konvergiert jede Folge ge-
gen jedes Element von T'. Offenbar wird diese Pathologie durch den evidenten
Mangel an offenen Mengen der indiskreten Topologie hervorgerufen. In der fol-
genden Definition fithren wir eine wichtige Reichhaltigkeitsbedingung ein, die
derlei ausschliefit.

Definition 1.4.2 Ein topologischer Raum heif3t Hausdorffraum, falls zu ver-
schiedenen Punkten disjunkte Umgebungen existieren.

Beispiele. (a) Jeder metrische Raum (7', d) ist ein Hausdorffraum. Zu ¢, # to
betrachte ndmlich U = {¢: d(¢t,t1) < €} und V' = {t: d(t,t2) < e} fiir e =
d(t1,t2)/2 > 0; dann ist nach der Dreiecksungleichung U NV = {).

(b) Weder ein indiskret topologisierter Raum mit mindestens zwei Elementen
noch der Sierpinski-Raum aus Beispiel 1.2(d) sind Hausdorffrdume.

(c) Sei S eine Menge; R® ist dann mit der Topologie der punktweisen Kon-
vergenz ein Hausdorffraum. Seien nédmlich f; # fo Funktionen von S nach R.
Dann existiert eine Stelle s mit f1(s) # f2(s). Setze € = 3| f1(s) — f2(s)|; dann
sind Ugsy c(f1) und Uy o(f2) disjunkte Umgebungen von fi und f.

Lemma 1.4.3 Ist T ein Hausdorffraum, so ist der Grenzwert einer konvergen-
ten Folge eindeutig bestimmit.

Beweis. Gelte t,, — s und t,, — t. Wére s # t, gibe es disjunkte Umgebungen
U von s und V von t. Aber t, — s impliziert die Existenz einer natiirlichen
Zahl ny mit ¢, € U fir n > ny, und wegen t, — t folgt die Existenz einer
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natiirlichen Zahl ny mit ¢, € V fiir n > ny. Fiir n = max{ni,na} ergibt sich
daraus t,, € U NV, also der Widerspruch U NV # (. a

In metrischen Rdumen gelingt es bekanntlich, Begriffe wie Abgeschlossenheit
und Stetigkeit dquivalent durch Folgen auszudriicken. Zum Beispiel gilt:

o Ist T ein metrischer Raum und M C T, so sind fir einen Punkt t
aquivalent:

(i) te M.
(ii) PEs existiert eine Folge (t,) in M mit t,, — t.

In topologischen Réaumen gilt zwar immer noch die Implikation (ii) = (i)
(Beweis?), aber (i) = (ii) ist im allgemeinen falsch. Dazu betrachte folgendes
Gegenbeispiel. Sei T = REF, versehen mit der Topologie Tp der punktweisen
Konvergenz. Wir iiberlegen zuerst, dass eine Folge in dieser Topologie genau
dann gegen f konvergiert, wenn sie punktweise konvergiert, d.h. wenn

Jalt) = £(t)  VEeR (15)

Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist klar, da fiir jedes ¢t € R die Menge {g:
lg(t) — f(t)| < e} eine 7,-Umgebung von f ist. Gilt umgekehrt (I.5) und ist U
eine 7,-Umgebung von f, die ohne Einschrénkung von der Gestalt

U={g:|g(te) — f(tx)| <e, k=1,...,m}

ist, so ist klar, dass (I.5) f, € U fiir alle hinreichend grofien n impliziert. (Die
Topologie der punktweisen Konvergenz triigt also ihren Namen zu Recht.)

Fiir das angekiindigte Gegenbeispiel definiere jetzt M C R¥ als die Menge
aller Indikatorfunktionen von hochstens abzihlbaren Teilmengen von R; mit
anderen Worten gehort f zu M, falls es eine hochstens abzdhlbare Menge B mit

ro=xw0={y iy

gibt. Die konstante Funktion 1 liegt dann im Abschluss von M, denn ist U (1)
eine typische Umgebung von 1, so gilt ja xp € M NUp(1), und Lemma 1.2.5
liefert 1 € M. Ist andererseits (xp, ) eine Folge in M, die punktweise gegen
eine Funktion f konvergiert, so ist {¢: f(¢t) # 0} hochstens abzdhlbar; da R
itberabzéhlbar ist, kann keine Folge in M bzgl. 7, gegen 1 konvergieren.

Analysiert man den Beweis von (i) = (ii) im metrischen Fall, so stellt man
fest, dass die konstruierte Folge (t,) ,eigentlich® nicht mit N, sondern mit ei-
ner Umgebungsbasis von ¢ indiziert ist, denn man wihlt ja t,, € M N Uy, (t).
Das suggeriert, in topologischen Rdumen mit komplizierterer Umgebungsstruk-
tur einen allgemeineren Konvergenzbegriff zu studieren. Die mengentheoretische
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Topologie kennt hier die Filterkonvergenz und die Netzkonvergenz. Beide Kon-
zepte sind dquivalent; da jedoch die Netzkonvergenz einfacher zu erkldren ist
und den Bediirfnissen der Analysis angepasster erscheint, soll nur auf diese ein-
gegangen werden.

Definition 1.4.4

(a) Eine gerichtete Menge ist eine mit einer Relation < versehene Menge

I, welche

1) i<iviel,

(2) i<j,j<k=i<kVijkel,
(3) Viy,ipeI3jel iy <j, ia<j
erfiillt.

(b) Ein Netz in einer Menge T ist eine Abbildung von einer gerichteten
Menge I nach T'; man schreibt (¢;);er oder kiirzer (t;).

(¢) Ein Netz (t;)ier in einem topologischen Raum T konvergiert gegen
t € T, wenn es fiir jede Umgebung U von ¢ (oder auch blof} fiir je-
de Umgebung in einer Umgebungsbasis von t) ein ig € I mit ¢; € U fiir
alle ¢ > 7y existiert. Bezeichnung: t; — t.

Beispiele. (d) Da N mit der natiirlichen Ordnung eine gerichtete Menge ist, ist
jede Folge ein Netz. Definition 1.4.4(c) verallgemeinert offensichtlich Definiti-
on [.4.1.
(e) Seien T ein topologischer Raum, ¢ € T und 4 eine Umgebungsbasis von
t. 4 wird durch
ULV < UDV

eine gerichtete Menge; (3) ist erfiillt, da der Schnitt zweier Umgebungen eine
Umgebung ist und deshalb ein Mitglied von & umfasst. Wahlt man zu jedem
U € U ein Element ¢ty € U (das Auswahlaxiom gewihrleistet dies), so hat man
ein Netz (ty) definiert. Nach Konstruktion gilt ¢y — t¢.

(f) Sei I die Menge aller Paare (Z, B), wobei Z eine Zerlegung des Intervalls
[a,b] mit endlich vielen Teilpunkten a = 29 < 1 < --- < &, = b und B eine
Belegung {&1,...,&,} mit z;_1 < & < x; ist. Setzt man (Z1, B1) < (Z2, Ba),
falls Z1 C Z, so wird I zu einer gerichteten Menge. Sei nun f: [a,b] — R
Riemann-integrierbar. Definiere J(z p) als die Riemann-Summe

Jizp) = Y (&) @) — z-1).
j=1

Das ist ein Netz in R. Nach einem Satz aus der Analysisvorlesung gilt J(z gy —
b
I, f(x)dx.

Mit Netzen kann man (fast) genauso hantieren wie mit Folgen; es sei jedoch
darauf hingewiesen, dass ein konvergentes Netz in R unbeschrinkt sein kann,
etwa (t;) = (1/i) mit ¢ € I = (0,00) und der iiblichen Ordnung <.

Nun beweisen wir das Lemma 1.4.3 fiir Netze.
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Lemma 1.4.5 Ist T ein Hausdorffraum, so ist der Grenzwert eines konvergen-
ten Netzes eindeutig bestimmit.

Beweis. Der Beweis ist fast wortlich derselbe wie bei Lemma 1.4.3. Gelte also
t; — s und t; — t mit s # t; wahle dann disjunkte Umgebungen U von s und
V von t. Wegen t; — s und t; — t gelten

diy Vi > i, t; €U,
dig Vi >1iy t; € V.

Mit Bedingung (3) aus Definition 1.4.4(a) wihle j € I mit j > 41, j > is. Es
folgt t; € UNV im Widerspruch zu U NV = (. O

Mit Hilfe von Netzen kann jetzt der Abschluss einer Menge in einem topo-
logischen Raum adédquat beschrieben werden.

Satz 1.4.6 Ist T ein topologischer Raum und M C T, so sind fir einen Punkt
t dquivalent:

(i) te M.

(ii) PEs existiert ein Netz (t;) in M mit t; — t.

Beweis. (ii) = (i) folgt sofort aus Lemma I1.2.5 und der Definition der Konver-
genz.

(i) = (ii): Sei 4 eine Umgebungsbasis von ¢. Fiir alle U € il existiert ein
Punkt ¢ty € UNM (Lemma 1.2.5). Wie in Beispiel I.4(e) beobachtet, konvergiert
das Netz () gegen t. O

Satz 1.4.7 Ist T ein topologischer Raum und A C T, so sind dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen.
(ii) Ist (t;) ein Netzin A mitt; —t €T, so gilt t € A.

Beweis. (i) = (ii): Nach Satz 1.4.6 gilt t € A = A.
(if) = (i): Wir zeigen A C A. Ist t € A, so existiert nach Satz 1.4.6 ein Netz
(t;) in A mit t; — t. Wegen (ii) ist ¢ € A. O

Als néchstes versuchen wir, die Stetigkeit von Abbildungen durch Konver-
genzphénomene zu beschreiben. Zuerst zum metrischen Fall. Ist f: 77 — T5 eine
Abbildung zwischen metrischen Rdumen, so sind bekanntlich dquivalent:

(i) f ist stetig bei tg.

(ii) Fiir alle Folgen () gilt: t, — to = f(tn) — f(to)-
Im Fall topologischer Rdume braucht die Implikation (ii) = (i) nicht mehr zu
gelten. Als Gegenbeispiel betrachte wieder R® mit der Topologie der punktwei-

sen Konvergenz und die Menge M = {xp: B hiochstens abzihlbar} wie oben.
Wir versehen S = M U {1} C RE mit der Relativtopologie. Wir haben bereits
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1 € M gezeigt, d.h. M liegt dicht in S. Nun sei ¢: S — R durch ¢|;, = 0 und
©(1) = 1 definiert. Wegen ¢~1((0,2)) = {1}, was keine Umgebung von 1 ist, ist
© nicht stetig bei 1. Ist aber (f,,) eine Folge in S mit f,, — 1, so wurde oben
gezeigt, dass nur endlich viele f,, € M sein kénnen. Also ist (ii) erfiillt.

Wieder bekommt man einen allgemein giiltigen Satz, wenn man mit Netzen
arbeitet.

Satz 1.4.8 Ist f: Ty — Ty eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen, so
sind dquivalent:

(i) f ist stetig bei tg.

(ii) Fir alle Netze (t;) gilt: t; — to = f(t;) — f(to)-

Beweis. (i) = (ii): Sei f stetig bei ¢ty und gelte t; — to. Sei V' eine Umgebung
von f(to). Da f~1(V) eine Umgebung von t ist, existiert ein ip mit ¢; € f~1(V)
fiir ¢ > 10, das heifit f(tz) eV fir i > ig. Es fOlgt f(tz) — f(to)

(ii) = (i): Wir nehmen an, f sei unstetig bei ¢¢. Dann existiert eine Um-
gebung V von f(to), so dass f~1(V) keine Umgebung von tq ist. Sei i eine
Umgebungsbasis von ty. Fiir kein U € 4 gilt also f(U) C V; zu jedem U € U
existiert also ein ty € U mit f(ty) ¢ V. Daher konvergiert das Netz (/) gegen
to, aber (f(ty)) konvergiert nicht gegen f(to). O

I.5 Kompakte Riume

Ein fiir die Analysis zentraler topologischer Begriff ist die Kompaktheit, da sich
in kompakten topologischen Rdumen hiufig elegant Existenzaussagen beweisen
lassen.

Definition I.5.1 Ein topologischer Raum 7' heiBit kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Ausfiihrlich bedeutet das:
e Sei I eine Indexmenge, und seien O;, i € I, offene Teilmengen von T' mit

U;er Oi = T Dann existieren endlich viele Oy, , ..., 0, mit [ J;_; O;, =

Achtung: Manche Autoren nennen diese Eigenschaft quasikompakt und for-
dern zur Kompaktheit zusétzlich die Hausdorffeigenschaft.

Definition 1.5.2 Ist T ein topologischer Raum und S C T, so heifit S kompakt,
wenn S in der Relativtopologie kompakt ist. S heifit relativkompakt, wenn S
kompakt ist.

Den ersten Teil dieser Definition kann man &quivalent so umschreiben:
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e Sei I eine Indexmenge, und seien O, ¢ € I, offene Teilmengen von T'
mit S C |J,.; O;. Dann existieren endlich viele O;,,...,0; mit S C

UZ:l O'Lk .

Die O} = 0; N S bilden némlich eine offene Uberdeckung (bzgl. der Relativto-
pologie) von S im Sinn von Definition I.5.1.

Aus der Definition 1.5.2 ergibt sich, dass der Begriff der Kompaktheit eines
Teilraums S C T — anders als bei der Offenheit und der Abgeschlossenheit
— unabhéngig vom Oberraum 7T ist. Auch die Relativkompaktheit hingt vom
Oberraum ab.

iel

Satz 1.5.3

(a) Ist T ein kompakter topologischer Raum und S C T abgeschlossen, so
st S ebenfalls kompakt.

(b) Ist T ein Hausdorffraum und S C T kompakt, so ist S abgeschlossen in
T.

(¢) Ist Th kompakt und f: Ty — Ty stetig, so ist f(T1) kompakt.

(d) Sind Ty und Ty Hausdorffriume, f: Ty — To stetig und bijektiv sowie
T, kompakt, so ist f~1 stetig. Mit anderen Worten sind T, und Ty
homdomorph.

Beweis. (a) Seien Oy, i € I, offene Teilmengen von T' und S C (J;c; O;. Dann
bilden die O; zusammen mit 7'\ S eine offene Uberdeckung von T, die nach
Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Also gilt S C J;_, O,
mit geeigneten O;,,...,0;,.

(b) Wir zeigen, dass T'\ S offen ist. Sei dazu t € T\ S; wir werden eine
Umgebung V' von ¢ mit V' NS = () konstruieren. Zu s € S wiihle disjunkte offene
Umgebungen U von s und V; von t. Insbesondere gilt S C (J,c g Us, also auch
S C Up_, Us, fiir geeignete s1, ..., s, da S kompakt ist. Ware (;_, V5, NS # 0,
gébe es ein s € S mit s € V;, fur alle k. Andererseits wire s € Us, fiir ein j im
Widerspruch zu Uy, N'V;; = ). Also leistet V' = My, Vs, das Gewiinschte.

(c) Sei (V;)ier eine offene Uberdeckung von f(T}). Dann ist (f~*(Vi))ier
eine offene Uberdeckung von 71, die eine endliche Teiliiberdeckung f=*(V;,), ...,
f~Y(V;,) besitzt. Also ist Vi, ,..., Vi eine endliche Teiliitberdeckung von f(7T1),
und f(71) ist kompakt.

(d) Nach Satz 1.3.2(iii) ist zu zeigen, dass fiir alle abgeschlossenen Mengen
A C Ty auch f(A) = (f71)71(A) in Ty abgeschlossen ist. Aber solch ein A ist
nach (a) kompakt, und nach (c) ist f(A) ebenfalls kompakt. Teil (b) impliziert
die Abgeschlossenheit von f(A). O

Da nach dem Satz von Heine-Borel genau die abgeschlossenen und beschrénk-
ten Teilmengen von R? (bzw. C¢) kompakt sind, impliziert Satz 1.5.3(c) insbe-
sondere:
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o Ist T kompakt und f: T — R stetig, so ist f beschrdinkt und nimmt sein
Supremum und Infimum an.

Auflerdem kann man Satz 1.5.3(b) und (c) gelegentlich benutzen, um die
Abgeschlossenheit einer Menge zu zeigen; ein Beispiel findet sich im Beweis von
Lemma I1.3.18 auf Seite 88.

Im Fall metrischer Rdume kann die Kompaktheit dquivalent als Folgenkom-
paktheit beschrieben werden. Im folgenden Satz bleibt im allgemeinen keine der
Implikationen (i) = (ii) bzw. (ii) = (i) fiir topologische Réume richtig; Gegen-
beispiele folgen auf Seite 29.

Satz 1.5.4 Fiir einen metrischen Raum (T, d) sind dquivalent:
(i) T ist kompakt.
(ii) Jede Folge in T hat eine konvergente Teilfolge (,T ist folgenkompakt®).

Beweis. (1) = (ii): Falls (¢,) eine Folge ohne konvergente Teilfolge ist, kann
kein ¢t € T Héufungspunkt von (t,) sein. Fiir jedes t € T existiert also g, > 0
derart, dass Uy, (t) nur endlich viele ¢,, enthélt. Da T = (J,.p Ue, (t) gilt, reichen
nach (i) endlich viele der Uy, (t) aus, um T zu iiberdecken. Also enthielte T nur
endlich viele der t,,: Widerspruch!

(ii) = (i): Dies ist die schwierigere Implikation. Wir zeigen zuerst:

e Fiir alle ¢ > 0 existieren endlich viele t1,...,txy € T mit
N
T = Uets). (L6)
k=1

Wire dies falsch, géibe es € > 0, so dass fiir alle n € N und alle t1,...,t, € T
CRAGESYA
k=1

gilt. Wir werden nun induktiv eine Folge ohne konvergente Teilfolge konstruie-
ren.

Sei t; € T beliebig. Wegen U, (t1) # T existiert to € T mit d(t2,t1) > . Nun
ist auch U (t1) U Us(t2) # T, also existiert t3 € T mit d(¢3,tx) > ¢ fir k =1, 2.
So fortfahrend, erhélt man eine Folge (¢,) in T, fir die d(t,,tr) > € fir alle
k < n gilt. Es ist klar, dass keine Teilfolge von (,,) eine Cauchyfolge sein kann;
daher enthilt (¢,) erst recht keine konvergente Teilfolge.

Damit ist die Hilfsbehauptung gezeigt. Nehmen wir nun an, 7" sei folgenkom-
pakt und (O;) sei eine offene Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung

besitzt. Sei €1 = 1, und wihle tﬁ”,...,tﬁf gemif (1.6). Mindestens eine der
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Kugeln U, (t,(gl)) kann dann nicht endlich iiberdeckbar sein, sagen wir U, (tgl)).

Nun sei e = 1, und es seien £, ... ,tg\i) gemiB (I.6) gewiihlt. Es folgt

2’
N2
1 1 2
U., (1) = | (U, (11") n U, (7)),
k=1

und eine dieser Mengen, sagen wir Uy, (tgl)) NU., (tgz)), kann nicht endlich iiber-
deckbar sein. Nun wenden wir (L.6) mit e5 = ; an, und wir erhalten einen Punkt

t§3)7 so dass

U, (") n U, (1) n U, (1Y)

nicht endlich iiberdeckbar ist. Nach diesem Schema konstruieren wir mit &,, =
2" Punkte s, so dass (\,_; Us, (sx) fiir kein n € N endlich iiberdeckbar ist.
Insbesondere ist stets Uy, (sp) N Ue, ., (Snt1) # 0.

Betrachte die so entstandene Folge (s,). Sie ist wegen d(sp+1,8n) < &, +
ent1 < 227" eine Cauchyfolge. Andererseits enthilt sie nach Voraussetzung (ii)
eine konvergente Teilfolge. Deswegen muss sie selbst konvergent sein, etwa s,, —
s0. Wihle ip mit sg € O;,. Da O;, offen ist, ist

1 :=inf{d(so, s): s ¢ O;,} > 0.
Wiihle n so grof, dass d(s,, so) < n/2 und 2'7" < /2 ausfillt. Dann ist
Ue (s1) N+ N U, (sn) C Us, (sn) C Uy(so) C Oy,

also U, (s1)N---NU;, (syn) endlich iiberdeckbar (ndmlich durch ein einziges O;)
im Widerspruch zur Konstruktion der s,,.
Damit ist die Implikation (ii) = (i) bewiesen. O

Als Anwendung geben wir ein Kompaktheitskriterium fiir Rdume stetiger
Funktionen. Sei S kompakt. Dann ist die Menge C(S) aller reellwertigen Funk-
tionen auf S ein Vektorraum, auf dem

[[flloc = sup [f(s)] (< oo!)
sES

eine Norm definiert. Wir benutzen, dass C'(S) mit der davon abgeleiteten Metrik
d(f,g9) = |If — glls ein vollstindiger metrischer Raum ist (Aufgabe 1.9.18 oder
Beispiel V.1(c)).

Satz 1.5.5 (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum, und sei M C C(S), wobei C(S) wie
oben mit der Metrik der gleichmdj$igen Konvergenz versehen wird. Die Teilmen-
ge M habe die Figenschaften

(a) M ist beschrankt,
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(b) M ist abgeschlossen,
(¢c) M st gleichgradig stetig, d.h.

Ve>030>0VfeMVs,teS ds,t)<é = |f(s)—f(t)<e.
Dann ist M kompakt.

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass S separabel ist. Da S kompakt ist, besitzt —
bei gegebenem € > 0 — die Uberdeckung U,eslt € S: d(s,t) < e} eine endliche
Teiliiberdeckung. Es existieren also zu n € N endlich viele sg"), ceey 55;’3 € S mit
S =Up{t es: d(s,(cn),t) < 1}, Es folgt, dass die abzéhlbare Menge {s,(cn):
1 <k <my, n € N} dicht liegt.

Nun zum eigentlichen Beweis, der ein Diagonalfolgenargument benutzt. Wir
betrachten eine dichte abzihlbare Menge {s1, s2,...} C S und eine Folge (f,,)
in M. Wir zeigen, dass es eine gleichméflig konvergente Teilfolge gibt.

Da M beschrénkt ist, ist die Folge (fn(s1)) in K beschrénkt und besitzt
daher eine konvergente Teilfolge

(fun (51): Fa (51), Fug (51),--2).

Auch die Folge ( [, (32)) ist beschrénkt, und eine geeignete Teilfolge dieser Folge,
etwa

(fml (SQ)a fm2(32)7 fm3 (82)7 .. )

konvergiert. Nochmalige Ausdiinnung beschert uns eine konvergente Teilfolge

(fpl (53)7 fp2(33)a fp3 (53)7 - ')7

etc. Die Diagonalfolge g1 = fn., 92 = fmss 93 = fps, --. hat daher die Eigen-
schaft
(gi(sn))ieN konvergiert fiir alle n € N.

Wir werden nun die gleichgradige Stetigkeit benutzen, um die gleichméfBige
Konvergenz von (g;)ien zu zeigen. Dazu beweisen wir, dass (g;) bzgl. der Metrik
der Supremumsnorm eine Cauchyfolge bildet.

Sei € > 0, und wihle 6 > 0 gemé$ (c¢). Dann existieren endlich viele offene
Kugeln vom Radius 6/2, etwa Uy, ..., Up,, die S iiberdecken (siche oben). Jede
Kugel enthilt dann eines der s, sagen wir s, € Uy. Nun wéhle iy = ig(¢) mit

Jetzt betrachte ein beliebiges s € S; s liegt dann in einer der iiberdeckenden
Kugeln, etwa s € U,,. Es folgt d(s, s, ) < 6 und daher nach (c)

lgi(s) — gi(sn,. )| < e Vi € N. (1.8)
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Also implizieren (1.7) und (I.8) fiir i, 5 > 4o

19i(s) = g5 (s)| < gi(s) = gi(sn )| +19i(sn.) = gi(sn.)| + 195 (sn.) — g5(s)] < 3e.

Das zeigt ||g; — gjlloo < 3e fir 4,5 > dg, und (g;) ist eine Cauchyfolge. Da M ab-
geschlossen ist, liegt ihr Limes in M, und die Kompaktheit von M ist bewiesen.
O

Derselbe Beweis liefert:
e (a) & (c) = M relativkompakt.

Zuriick zur Kompaktheit in allgemeinen topologischen Réumen. Es sollen
verschiedene dquivalente Umformungen des Kompaktheitsbegriffs beschrieben
werden. Wie bereits im Zusammenhang mit Satz 1.5.4 bemerkt wurde, sind
Kompaktheit und Folgenkompaktheit fiir topologische Rdume véllig verschiede-
ne Eigenschaften; Beispiele folgen auf Seite 29. Wieder muss man Netze ins Spiel
bringen. Leider ist der addquate Begriff eines Teilnetzes etwas kompliziert. Sei
(t;)ier ein Netz, J eine weitere gerichtete Menge und ¢: J — I eine Abbildung
mit

Viel JjoeJVi>g0 () >

Dann heifit (t,(;))jes ein Teilnetz von (t;)ics. Jedes Teilnetz eines konvergen-
ten Netzes konvergiert gegen denselben Grenzwert. Ein Teilnetz eines Netzes
(t;) enthélt manche der ¢;, diese jedoch eventuell sehr hiufig, was das Konzept
des Teilnetzes von dem einer Teilfolge unterscheidet. In der Tat werden wir im
Beweis von Lemma 1.5.6 ein Teilnetz angeben, das jedes der ¢; unendlich oft
enthélt.

Fiir den folgenden Satz ist noch ein Begriff wichtig. Ein Netz (;) liegt schliefs-
lich in einer Menge M C T, falls ein ig € I mit t; € M fiir alle i > iy existiert.
Ein Netz heifit universell, wenn es fiir alle M C T entweder schlieflich in M oder
schlieflich in 7'\ M liegt. Universelle Netze sind schwer zu visualisieren, und
tatséichlich ist es noch niemandem gelungen, ein solches (auBer den schlieflich
konstanten Netzen) konkret anzugeben. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas kann
man aber ihre Existenz beweisen.

Lemma 1.5.6 Jedes Netz besitzt ein universelles Teilnetz.

Beweis. Sei (t;) ein Netz in T. Betrachte die ,Schwinze® S; = {t;: ¢/ > i}
sowie & = {S;: i« € I}. Nennt man eine Familie § von Teilmengen von T
eine Filterbasis, falls kein F' € § leer ist und zu F},F; € § ein F € § mit
F C Fy N F;y existiert, so ist & eine Filterbasis. Sei X das System aller &
umfassenden Filterbasen. Beziiglich der Inklusion ist X induktiv geordnet, und
das Zornsche Lemma liefert eine maximale Familie 4 € X; die Maximalitéit von
i impliziert insbesondere T' € il.
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Als néchstes beobachten wir, dass 4 die bizarre Eigenschaft zukommt, fir
jede Teilmenge von T entweder diese selbst oder ihr Komplement zu enthalten.
Ist niamlich M C T, so gilt M NU # ) fiir alle U € 4 oder (T \ M)NU # ()
fiir alle U € 4, denn andernfalls existierten U,V € U mit M NU = () und
(T\M)NV =0, so dass U und V disjunkt sind im Widerspruch zur Definition
von X. Nehmen wir M NU # () fiir alle U € 4 an, so ist WU{UNM: U € U} € X,
und wegen der Maximalitat von U gilt M =T N M € 4. Im verbleibenden Fall
erhéilt man analog T\ M € Al.

Nun versehen wir ® = {(U, i) € UxI:t; € U} mit der Relation (U,7) > (V,j),
falls U € V und i > j. ® ist eine gerichtete Menge, denn zu (Ui, 41), (Us,i2) €
wahle V€ Uy mit V C Uy NU; undj Elmithil,jZiQ. DaSj Gﬂ,ist
S; NV #0; d.h. es existiert k£ > j mit ¢, € V. Also dominiert (V, k) € ® sowohl
(Uy,11) als auch (Us, i2). Mittels p: ® — I, (U, i) +— i, wird ein Teilnetz (t,(v,q))
von (¢;) definiert, das nach Konstruktion schlieflich in allen U € 4 verlduft. Die
im letzten Absatz gemachte Beobachtung liefert, dass es ein universelles Teilnetz
ist. O

Das im vorigen Beweis , konstruierte“ Mengensystem i ist ein Beispiel eines
Ultrafilters.

Satz 1.5.7 Fir einen topologischen Raum T sind dquivalent:
(i) T ist kompakt.

(ii) T hat die endliche Durchschnittseigenschaft, d.h., sind A; (i € I) ab-
geschlossene Teilmengen von T mit (o, Ai = 0, so existieren endliche
viele Indizes i1, ..., 1, mit (\p_, A, = 0.

(iii) Jedes universelle Netz in T konvergiert.

(iv) Jedes Netz in T hat ein konvergentes Teilnetz.

Beweis. (i) < (ii) folgt sofort durch Komplementbildung.

(i) = (iii): Wir nehmen an, es existiere ein nicht konvergentes universelles
Netz (t;). Fiir alle t € T gibt es dann eine offene Umgebung Uy, so dass (;)
nicht schlieBlich in U, liegt; weil das Netz universell ist, muss (¢;) schlieflich
in T\ U, liegen. Wiihlt man eine endliche Teiliiberdeckung U, U --- U Uy, der
offenen Uberdeckung U.er Ut erhilt man den Widerspruch, dass (Z;) schlieflich
in (T\U)N---N(T\Uy,) =0 liegt.

(iii) = (iv) ist klar nach Lemma I1.5.6.

(iv) = (i): Nehmen wir an, (iv) gelte, aber T sei nicht kompakt. Dann
existiert eine offene Uberdeckung Uier Ui, die keine endliche Teiliiberdeckung
zulédsst. Bezeichnet ® die Menge der endlichen Teilmengen von I, so existiert also
zu jedem F' € ® ein tp € T'\|J;c Us. Da @ in natiirlicher Weise eine gerichtete
Menge ist, haben wir so ein Netz definiert. Wire (f,;));jes ein konvergentes
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Teilnetz, so existierte ein Grenzwert ¢ und weiter ein Index 7 mit ¢t € U;. Aber
to) & Ui, falls o(j) > {i}, im Widerspruch zur angenommenen Konvergenz. O

Die wohl wichtigste Stabilitdtsaussage iiber kompakte Raume ist der Satz
von Tikhonov. Um ihn zu formulieren, brauchen wir das Konzept der Produkt-
topologie. Es sei A eine Indexmenge, und T, sei fiir jedes o € A ein topologischer
Raum. Das mengentheoretische Produkt der T, ist

[ To={fA—=UTs: fla) €T, VYaeA}.
acA

Stimmen alle T}, iiberein, sagen wir T,, = T', schreibt man auch TA; TA besteht
also aus allen Funktionen von A nach 7. Das Auswahlaxiom impliziert, dass
[T nicht leer ist. Nun beschreiben wir die Produkttopologie. Eine Teilmenge
O C [I T, heift offen (in der Produkttopologie), wenn es fiir alle ¢ € O endlich
viele Indizes as, ..., und in Ty, offene Mengen O, (j = 1,...,k) mit

te{sellTa: s(aj) €04, Vj=1,....k} CO

gibt. (Mit anderen Worten haben wir so eine Umgebungsbasis von ¢ beschrieben;
siehe Satz 1.2.7.) Fiir A = R und T, = R fiir alle « stimmt die Produkttopologie
von [T, nach Konstruktion mit der Topologie der punktweisen Konvergenz
auf R {iberein.

Die Produkttopologie hat folgende Eigenschaften.

Lemma 1.5.8 Bezeichnet g die kanonische Abbildung [[Ta — Ts, t — t(3),
so ist eine Abbildung f: S — [[Ta (S ein topologischer Raum) genau dann
stetig, wenn es alle mgo f: S — Ty sind, und ein Netz (t;)icr konvergiert genau
dann in [[To gegen t, wenn alle (73(t;))icr in T gegen ma(t) konvergieren.

Beweis. Nach Konstruktion der Produkttopologie sind alle 7z stetig; daher gel-
ten fiir alle 5 nach Satz 1.3.3(a) und Satz 1.4.8

f stetig = mg o f stetig,
t; >t = Wg(ti) — Wg(t).

Sind alle w3 o f stetig und ist V eine Umgebung von f(s), so existieren nach
Definition der Produkttopologie endlich viele aq,...,a, und offene Mengen
Oayy- 304, nTy,,...,T,, mit

f(s) e{t: t(a) €Oy, j=1,...,7} CV,

d.h.
Waj(f(S))EOaj Vi=1,...,r,

also
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Nun ist die Menge U nach Annahme offen, und es gilt U € f=1(V). Daher ist
f stetig bei s.

SchlieBlich gelte m3(t;) — mg(t) fur ein Netz (¢;) und alle . Sei V' eine
Umgebung von ¢; wie oben existieren dann offene Mengen O, C Ty, j =
1,...,r, mit

tef{t:t'(oj) €O0q,, j=1,...,r} CV.

Wegen 7, (ti) — 7o, (t) existieren Indizes i1, ..., i, mit
1> ij = Waj(ti) € Oaj~

Nach Definition einer gerichteten Menge existiert ein Index ¢’ mit ¢/ > ¢; fiir
j=1,...,7 und deshalb
i>i =t eV

Daher gilt ¢; — t. a

Die Produkttopologie ist also stets die Topologie der punktweisen (oder ko-
ordinatenweisen) Konvergenz.

Nun konnen wir den fundamentalen Satz von Tikhonov formulieren und
beweisen.

Theorem 1.5.9 (Satz von Tikhonov)
Das Produkt ] Tw, kompakter Riume ist kompakt.

Beweis. Der Beweis kann schnell mit Hilfe von Satz 1.5.7 gefithrt werden. Sei
(t;)icr ein universelles Netz in [ T,. Fiir jedes o € A ist dann (ﬂ'a (ti))ieI ein
universelles Netz in T, also nach Satz 1.5.7 konvergent. Geméfl Lemma 1.5.8 ist
(t;)ier selbst konvergent. Eine nochmalige Anwendung von Satz 1.5.7 liefert die
Behauptung des Theorems. a

Jetzt sind wir in der Lage, die oben versprochenen Gegenbeispiele zu formu-
lieren.

e Ein folgenkompakter Raum, der nicht kompakt ist:

Sei wie auf Seite 18 M C R® die Menge aller Indikatorfunktionen yp mit
hochstens abzihlbaren Mengen B. Wie auf Seite 18 sieht man, dass M in RF,
versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, also der Produktto-
pologie, nicht abgeschlossen ist, denn 1 € M \ M; insbesondere ist M nicht
kompakt (Satz 1.5.3(b)). Ist (xB,) eine Folge in M, so ist |J,, Bn hochstens
abzéhlbar, und mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments zeigt man die Existenz
einer punktweise konvergenten Teilfolge, etwa mit Grenzwert f. Es ist klar, dass
f selbst eine Indikatorfunktion x g und B hochstens abzéhlbar ist, d.h. yp € M.
Deshalb ist M folgenkompakt.

e Ein kompakter Raum, der nicht folgenkompakt ist:

Sei S = {(sn): 0 < s, < 1 Vn} die Menge aller Folgen in [0, 1]. Dann ist
T := [0,1]° in der Produkttopologie nach dem Satz von Tikhonov kompakt.
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Betrachte nun zu k € N die Funktion f: S — [0,1], (s,) — sk. Dann hat die
Folge (fx) in T keine konvergente Teilfolge. Wire namlich (fx,) eine solche, so
wiire fiir alle s € S die Folge (fx;(s)) = (sx;) konvergent (warum?). Das stimmt
aber nicht, wie man an der Folge s mit s,, = 1 fiir n = kyj;, s, = 0 sonst, sieht.

I.6 Zusammenhingende Riume

Wiéhrend der topologische Raum R ,,aus einem Stiick“ zu bestehen scheint, ist
[0,1] U [2, 3] ,,unzusammenhingend®. Das soll im folgenden prizisiert werden.

Definition I.6.1 Ein topologischer Raum T heifit unzusammenhdngend, wenn
es nichtleere offene disjunkte Teilmengen O1, 0y von T mit T = O1 U O gibt.
Andernfalls heifit 7' zusammenhdngend. Eine Teilmenge von 1" heifit zusammen-
héngend, wenn sie in der Relativtopologie einen zusammenhéngenden topologi-
schen Raum bildet.

Ist T" unzusammenhéngend mit 7' = O; U O wie oben, so ist O; nicht nur
offen, sondern als Komplement der offenen Menge O auch abgeschlossen®. Der
Raum T ist also genau dann zusammenhingend, wenn () und T die einzigen
Teilmengen sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind.

Offensichtlich ist M C T genau dann unzusammenhéngend, wenn es offene
Teilmengen Oy, Oz von T mit O1NM # 0, OoNM # 0, (O1NM)N(O2NM) =0
und M C O1 U Oy gibt.

Beispiele. (a) Jeder indiskret topologisierte Raum ist zusammenhiingend (klar),
auch der Sierpinski-Raum aus Beispiel 1.2(d) ist zusammenhéngend (auch klar).

(b) Das zu Beginn des Abschnitts angedeutete Beispiel M = [0,1]U[2, 3] ist
wirklich unzusammenhéngend im Sinn der obigen Definition. Auch Q ist unzu-
sammenhéngend, da Q = {t € Q: t? < 2} U {t € Q: t* > 2} ist und diese beiden
Mengen relativ offen sind.

(¢) Jedes Teilintervall T von R ist zusammenhiingend. Zum Beweis dieser
Aussage nehme man das Gegenteil an; es existieren dann offene Teilmenge
01,05 € Rmit I € O1 U O», (OlﬂI)ﬂ(OgﬂI) = () und Oo.nNnI # [Z),
O: NI # (. Wihle o € O1 NI, B € Oz NI, wobei ohne Einschrinkung o < 3
seil. Da I ein Intervall ist, ist («, 8) C I. Betrachte nun

v =sup{t € (o, B8): (v, t] C O1}.

(Da Oy offen und « € O ist, gibt es solche ¢.) Weil O1 NI relativ abgeschlossen
ist, gilt (o,y] C O, und es ist v < B, weil O1 N T und Oy N I disjunkt sind.
Wiederum wegen der Offenheit von Oy existiert ein ¢ > 0 mit [y—e,y+¢] C Oq;
also folgt (o, vy + €] C O1 im Widerspruch zur Wahl von +.

5Im Englischen nennt man solche Mengen clopen; die entsprechende Wortschépfung abge-
schloffen ist im Deutschen jedoch nicht gebrauchlich.
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Umgekehrt ist jede zusammenhéngende nichtleere Teilmenge M von R ein
Intervall. Sei dazu a = inf M, b = sup M. Wir werden (a,b) C M zeigen, was
die Behauptung impliziert: Gébe es ein ¢ € (a,b) \ M, wiire ja

M={teM:t<ctU{teM:t>c}

eine nichttriviale Zerlegung von M in disjunkte relativ offene Teilmengen.
(d) Um zu zeigen, dass R? zusammenhingend ist, benotigen wir ein einfaches
Lemma.

Lemma 1.6.2 Sei T' ein topologischer Raum, und seien T;, i € I, zusammen-
hingende Teilriume mit T = J,c; T;, Ts N T; # O fir @ # j. Dann ist T
zusammenhdngend.

Beweis. Seien O; und Os offene disjunkte Teilmenge von T' mit 7' = O; U Os.
Wir zeigen, dass Op oder Os leer ist. Wegen T; = (O1 N'T;) U (O2 N'T;) gilt fiir
jedes 7 entweder T; C Op oder T; C Os. Aber es kann keine zwei Indizes i # j
mit 7; € O und T; C O2 geben, da T; N'T; # (). Also haben wir fiir alle i € T
(ohne Einschrankung) T; C O, d.h. T C O und O3 = 0. a

Nun wenden wir Lemma 1.6.2 mit 7 = R%, [ = {x € R%: ||z| = 1} und
T, = {\z: XA € R} an. Jedes T} ist homomorph zu R (A — Az ist der kano-
nische Homéomorphismus von R auf 7)) und deshalb zusammenhéngend (Bei-
spiel 1.6(c)); beachte noch 0 € T, N T,.

Im Kontext des letzten Arguments ist folgende Bemerkung wichtig und ei-
gentlich {iberfillig: Alle bisher betrachteten topologischen Begriffe sind invariant
unter Homoomorphie; ist also S homdomorph zu T und ist S zusammenhéin-
gend bzw. kompakt bzw. ein Hausdorffraum, so ist auch T' zusammenhéngend
bzw. kompakt bzw. ein Hausdorffraum. Wiren die topologischen Begriffe nicht
homd&omorphieinvariant, wiren es keine sinnvollen Begriffe!

Wegen Beispiel 1.6(c) ist der folgende Satz eine abstrakte Version des Zwi-
schenwertsatzes.

Satz 1.6.3 Ist T1 zusammenhingend und f: Ty — Ty stetig, so ist auch f(T1)
zusammenhdngend.

Beweis. Seien 01,02 C Ty offen mit f(Th) C O1 U Og, O1 N f(Th) # 0, Oz N
f(Ty) # 0. Dann sind U; := f~1(O;) offen und nichtleer sowie Ty = U; UUs. Da
Ty zusammenhingend ist, folgt Uy NUz # (), also (O1Nf(T1))N (02N f(T1)) # 0,
und f(77) ist zusammenhéngend. O

Der folgende Begriff ist mit dem Zusammenhangsbegriff eng verwandt.
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Definition 1.6.4 Sei T ein topologischer Raum.
(a) Ein Weg von a € T nach b € T ist eine stetige Abbildung f: [0,1] — T
mit f(0) =a, f(1) =0b. Ist a = b, heifit der Weg geschlossen.

(b) T heifit wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € T
einen Weg von a nach b gibt.

In der Definition kann das Parameterintervall [0, 1] natiirlich durch jedes
andere kompakte Intervall positiver Liange ersetzt werden.

T

Abb. I.1. Ein Weg von a nach b

Die obigen Begriffe sind fiir die Funktionentheorie besonders wichtig. Hier
beobachten wir:

Satz 1.6.5 Fin wegzusammenhdngender topologischer Raum ist zusammenhdn-
gend.

Beweis. Sei T wegzusammenhéngend, und schreibe T = O; U Oy mit offenen
Mengen O; # (). Wir werden O1 N Oy # () zeigen. Wihle dazu a € Oy, b € O4
und einen Weg f von a nach b. Da ([0, 1]) nach Beispiel 1.6(c) und Satz 1.6.3 zu-
sammenhéngend ist, existiert ein Element ¢ € (f([0,1])NO1)N(f([0,1])NO2) C
01N Os. O

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht; wir skizzieren das iibliche Gegenbei-
spiel. Sei

S = {(z,sin1/x): z > 0} C R?
T = SU{(0,y): Iyl < 1}.

S ist der Graph von x — sin1/z auf (0,00), d.h. das Bild des Intervalls (0, c0)
unter der stetigen Abbildung x — (z,sin 1/x); also ist S nach Satz 1.6.3 zusam-
menhéngend. Ferner ist T = S (Beweis?); daraus folgt der Zusammenhang von
T (Aufgabe 1.9.32(a)).
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Abb. I.2. Der Graph von sin1/z

Es gibt jedoch keinen Weg von (0,0) nach (1/7,0) in T. Sei nédmlich f:
t — (f1(t), f2(t)) solch ein Weg. Beachte, dass f1 und fo stetige Funktionen
sind (Lemma 1.3.5). Setze to = sup{t € [0,1]: f1(t) = 0}. Da f; stetig ist, gilt
auch f1(to) = 0. Wihle jetzt ein ¢ > 0 mit (|| . || bezeichne die euklidische Norm)

m<t<to+d = If(0) - flo)l < . (19)

Nun ist f1([to,to + 0]) zusammenhéngend und kompakt (letzteres wegen Satz
1.5.3(c)), und es ist fi(t) > 0 fiir ¢ > to. Also ist f1([to, %o + ¢]) von der Form
[0,7] fiir ein n > 0. Daher existieren fiir alle hinreichend grofien n Punkte
Ly € [to,to + 0] mit f1(t,) = 1/(n7) < n; dann ist fa(t,) = (—1)" und deshalb
I f(tn) — f(tns1)]] > 2: Widerspruch zu (1.9)!

Fiir offene Teilmengen des R? gilt jedoch:

Satz 1.6.6 Ist T C R? offen und zusammenhingend, so ist T auch wegzusam-
menhdngend.

Beweis. Sei a € T'. Wir setzen
S = {b e T: es existiert ein Weg in T von a nach b}

und zeigen, dass S offen und abgeschlossen in 7' ist. Wegen a € S muss dann
S =T sein, was zu zeigen war.

Dazu eine Vorbemerkung. Ist f ein Weg von a nach b und g ein Weg von b
nach ¢, so definiert

. f(2t) fir 0 <t <1/2
f®g'tH{g(2t—1) fir 1/2<¢< 1

offensichtlich eine stetige Funktion, also einen Weg von a nach c¢. Noch eine
Bezeichnung: Wir setzen fiir die euklidische Norm des R?

U.(b) = {z € R%: ||z — b < €}.
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Nun zum Beweis der Offenheit von S. Sei b € S, und wéhle ¢ > 0 mit
U.(b) C T; das ist moglich, da T offen in R? ist. Ist ¢ € U.(b), f1 ein Weg von
a nach b und fo(t) = b+ t(c —b), so ist fo ein Weg von b nach ¢ in U.(b), also
in T. Daher ist f; @ fs ein Weg in T" von a nach ¢ und deshalb ¢ € S. Das zeigt
Us(b) C S, und S ist offen.

Zum Beweis der (relativen) Abgeschlossenheit von S sei b € SN T; das ist
der relative Abschluss von S in T. Wéhle wieder € > 0 mit U.(b) C T, und
wéhle anschlieend ¢ € SNU.(b). Dann gibt es einen Weg f; von a nach ¢, und
f2(t) = ¢+ t(b — ¢) definiert einen Weg von ¢ nach b in T'. Daher ist f1 @ fo ein
Weg von a nach bin 7', d.h. SNT C S, und S ist abgeschlossen in T a

Eine offensichtliche Beweisvariante zeigt (Aufgabe 1.9.33):

Korollar 1.6.7 Ist T C R? offen und zusammenhingend, so kénnen je zwei
Punkte von T durch einen achsenparallelen Polygonzug in T verbunden werden.

1.7 Existenz stetiger Funktionen,
normale Raume

Wie das Beispiel der indiskreten Topologie zeigt, garantiert die Definition eines
topologischen Raums nicht, dass es auch viele offene Mengen gibt. Die mengen-
theoretische Topologie kennt eine ganze Hierarchie von Trennungsaxiome ge-
nannten Reichhaltigkeitsbedingungen, die von den meisten der fiir die Analysis
wichtigen Topologien allesamt erfiillt werden. Eine solche Bedingung ist uns in
der Hausdorffeigenschaft bereits begegnet. Die Hausdorffeigenschaft impliziert
aber noch nicht, dass es nichttriviale stetige reellwertige Funktionen gibt.

Satz 1.7.1 Es gibt einen Hausdorffraum T, auf dem jede stetige Funktion f:
T — R konstant ist.

Beweis. Es sei T = {(z,y) € Q% y > 0}; um das gewiinschte Beispiel zu erhal-
ten, werden wir 7" auf folgende Weise mit einer Topologie versehen. Betrachte
u (z,y)eT

Ut (z,y) = {(2,0): 2€Q, |z— (x—y/V2)| <&},
U (z,y) = {(2,0): 2 € Q, |2 — (z+y/V2)| <&},
Ud(z,y) = {(z,9)} VU (z,y) YU (2,y).

Die U, erfiillen (1)—(3) aus Satz I.2.7, und wir versehen T mit der in Satz 1.2.7
beschriebenen Topologie, so dass die U.(z,y) eine Umgebungsbasis von (z,y)
bilden.
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'(m’ )

—— —

Abb. 1.3. Die Umgebung U.(z,y)

Es ist nun geometrisch evident, dass T ein Hausdorffraum ist, denn, da die
oben skizzierten Geraden eine irrationale Steigung haben, liegt kein weiterer
Punkt aus Q? auf ihnen.

Nehmen wir nun an, es gidbe eine nichtkonstante stetige Funktion f: 7" — R;
ohne Einschréinkung kénnen wir annehmen, dass f die Werte 0 und 1 annimmt:
f(to) =0, f(t1) = 1. Dann sind Vo = {t € T: f(t) < 1/3} und V; = {t € T"
f(t) > 2/3} disjunkte offene Mengen, deren Abschliisse ebenfalls disjunkt sind,
da ja (Satz 1.3.2(iv)) f(Vo) C (—o00,1/3] und f(V1) C [2/3,00). Das fiihrt zu
einem Widerspruch, wenn wir folgende Behauptung zeigen kénnen:

o Fir (z,y) # (',y) €T und e, >0 ist U.(z,y) N U (2!, y") # 0.

Beweis hierfiir: U.(x,y) hat die Gestalt eines unendlich hohen W’s (bzw. im
Fall y = 0 eines unendlich hohen V’s).

Abb. I.4. Der Abschluss von U.(z,y)

Da Q x Q% beziiglich der euklidischen Topologie dicht in R x R liegt,
schneiden sich je zwei dieser W’s (bzw. je zwei dieser V’s bzw. je ein V und ein
W). Damit ist die Behauptung gezeigt. a

Der im letzten Satz konstruierte Raum wird irrational slope space genannt;
die Konstruktion stammt von R. H. Bing®.

Es zeigt sich, dass folgende Variante der Hausdorffeigenschaft zu Existenz-
aussagen fir stetige Funktionen fiihrt.

SR. H. Bing, A connected countable Hausdorff space, Proc. Amer. Math. Soc. 4 (1953),
474.
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Definition 1.7.2 Ein topologischer Raum heiflt normal, wenn es zu je zwei
nichtleeren abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A, B C T offene disjunkte
Teilmengen U D A und V' D B gibt.

Man sagt dann, A und B konnen durch offene Mengen getrennt werden. Klar,
aber wichtig ist die Bemerkung, dass Normalitéit ein homéomorphieinvarianter
Begriff ist.

Normalitit ist nicht zwingend eine Verschérfung der Hausdorffeigenschaft,
da in Nicht-Hausdorffriumen einpunktige Mengen nicht abgeschlossen zu sein
brauchen. Achtung: Manche Autoren setzen in der Definition eines normalen
Raums die Hausdorffeigenschaft voraus; andere nennen normale Hausdorffraume
Ty-Réiume (Hausdorffriume heiBen auch T-Rdume”).

Beispiele. (a) Der Sierpiriski-Raum ist normal, denn es gibt kein Paar abge-
schlossener nichtleerer disjunkter Teilmengen.

(b) Jeder metrische Raum (7', d) ist normal. Betrachte ndmlich zu A C T
die Funktion

t— dist(t, A) = inf{d(t, s): s € A}. (I.10)

Die umgekehrte Dreiecksungleichung zeigt, dass diese Funktion stetig ist, und
es gilt dist(¢, A) = 0 genau dann, wenn t € A ist. Seien nun A, B C T abge-
schlossen, nicht leer und disjunkt. Dann ist die Funktion

dist(t, A)

fT=001, )= dist(t, A) + dist(t, B)

wohldefiniert und stetig, und sie erfiillt
fit)y=0 VteA, ft)=1 VteB.

Daher sind U = {t: f(t) < 1/2} und V = {t: f(¢t) > 1/2} disjunkte offene
Umgebungen von A und B.

Eine weitere Beispielklasse liefert das folgenden Lemma.
Lemma 1.7.3 Ein kompakter Hausdorffraum ist normal.

Beweis. Sei T kompakt, und seien A, B C T abgeschlossen, nicht leer und dis-
junkt. Sei zunéchst b € B fest. Zu jedem a € A wihle offene Umgebungen
U, von a und V, von b, die disjunkt sind. Da die U, eine offene Uberdeckung
von A bilden und A abgeschlossen, also kompakt ist (Satz 1.5.3(a)), existieren
ai,...,an, mit A C J;_; Ua,. Der endliche Schnitt ();_; Va, ist eine offene
Umgebung von b, die | J;_; U,, nach Konstruktion nicht schneidet. Wir haben
damit gezeigt:

"Wer vermutet, dass es auch T1- und T3-Réume gibt, liegt richtig; mehr noch: man findet
To-, Ty 1-, T3q-Rdume etc.
2
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o [ir alle b € B existieren eine offene Menge Op D A und eine offene
Umgebung Wy, von b mit O, N W, = ().

Ein weiterer Kompaktheitsschluss liefert endlich viele Wy, ,..., W, mit B C
Uiy W, =2 W5 W ound O := ;- Oy, sind dann offen, und es ist A C O,
B C W sowie ONW = (). Das war zu zeigen. O

Nun kommen wir zu dem relevanten Satz iiber normale Raume.

Theorem 1.7.4 (Satz von Tietze-Urysohn)
Fiir einen topologischen Raum sind dquivalent:
(i) T ist normal.
(ii) Sind A und B abgeschlossene disjunkte Teilmengen von T, so existiert
eine stetige Funktion f: T — [0,1] mit f|, =0 und f|p = 1.
(iil) Zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A von T und jeder stetigen Funk-
tion f: A — [a,b] existiert eine stetige Fortsetzung F: T — [a,b].

Hier ist (i) = (ii) das Lemma von Urysohn und (i) = (iii) der Fortsetzungs-
satz von Tietze. Die Implikationen (iii) = (ii) = (i) sind klar; fiir erstere setze
die stetige Funktion f: AUB — [0,1], f(t) =0 fir t € A, f(t) =1 fiir ¢t € B,
fort, und fiir letztere verwende das Argument von Beispiel 1.7(b). Dort wurde
(ii) auf einfache Weise fiir metrische Rdume bewiesen. Auch (iii) kann fiir me-
trische Réume direkt gezeigt werden (siehe Seite 39), jedoch bleibt (iii) im Fall
metrischer Rdume eine nichttriviale Angelegenheit.

Beweis. (1) = (ii): Wir benutzen folgende einfache Charakterisierung der Nor-
malitat, die in Aufgabe 1.9.37 zu zeigen ist.

e [in topologischer Raum T ist genau dann normal, wenn fir alle F' C
G C T, F abgeschlossen, G offen, eine offene Menge O mit F' C O C
O C G existiert.

Dieses Kriterium wird zuerst mit F' = A und G = T'\ B angewandst; es existiert
also eine offene Menge Oy, mit A C Oy/3 C Oy C T\ B. Als néchstes
wenden wir das Kriterium mit ' = A, G = Oy baw. F' = Oy, G =T\ B
an; das liefert offene Mengen O,/4 bzw. O34 mit A C O1/4 C Oyy4 C Oy)a,

O1/2 C Ogy4 C O3,4 C T\ B. So fortfahrend, ordnen wir jedem dyadischen
Bruch 7 = m/2" in (0, 1) eine offene Menge O, zu, so dass fiir dyadische Briiche
0<p<r<l1stets

Ac0O,C0,CO,CO,CT\B (I.11)
gilt. Wir erkldren jetzt eine Funktion f: T'— [0, 1] durch

£(t) = {inf{r: teO,} fallstel, O,

1 sonst.

Offenbar ist f|4 =0 und f|g =1, und es bleibt, die Stetigkeit von f zu zeigen.
Diese folgt sofort aus folgenden Aussagen:
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(a) Firalle 0 <s<1list{f <s}:={t: f(t) <s} offen.

(b) Furalle 0 <s<1list{f>s}:={t: f(t) > s} offen.

Zum Beweis von (a) bemerke nur, dass fiir ein ¢ € T die Ungleichung f(¢) < s
genau dann gilt, wenn es einen dyadischen Bruch r < s mit ¢t € O, gibt; dann
ist also O, C {f < s} und ¢ ein innerer Punkt von {f < s}. Da t beliebig war,
ist {f < s} offen.

Zum Beweis von (b) stellt man als erstes fest, dass fiir ein t € T die Un-
gleichung f(t) > s genau dann gilt, wenn es einen dyadischen Bruch r > s mit
t ¢ O, gibt. Ist p € (s,r) ein weiterer dyadischer Bruch, muss wegen (I.11) auch
t ¢ O, gelten; d.h. t € T\ O, C {f > s}, und wie oben folgt die Offenheit von
{f > s}

Damit ist der Beweis der Implikation (i) = (ii) vollsténdig.

Fiir den Beweis von (ii) = (iii) darf man ohne Einschrinkung a = —1,
b =1 annehmen. Wir dritteln das Intervall [—1,1] und betrachten die Mengen
A_ = {t € A: f(t) < =1/3} und Ay = {t € A: f(t) > 1/3}; dies sind ab-
geschlossene disjunkte Teilmengen von A und deshalb abgeschlossene disjunkte
Teilmengen von T'. Nach (ii) (genauer einer offensichtlichen Folgerung daraus)
existiert eine stetige Funktion Fy: T — [-1/3,1/3] mit Fy|, = —1/3 und
Fi|4, =1/3. Fiir t € A hat man

2
70 - AWl < o
da |f(t)| < 1/3, wenn ¢ weder in A_ noch in A, liegt. Nun wendet man dasselbe
Argument auf die Funktion f; = f— F1|4: A — [~2/3,2/3] an. Man erhélt eine
stetige Funktion Fh: T — [—2/9,2/9] mit
4
[f(t) = Fa(t) = F2(t)] = [f1(t) — Fa(1)] < g VtEA

So fortfahrend, definiert man stetige Funktionen F;, auf T mit

Fo(t)] < ;(;)M VieT (L12)
und
‘f(t)—iFk(t)‘ < (;)" Vi e A, (L13)
k=1

Wegen (I1.12) konvergiert die Reihe Y, | Fj(t) fiir jedes ¢t € T' und definiert so
eine Funktion F: T — [—1, 1], denn
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Andererseits zeigt (I.13) F|, = f. Was jetzt noch fehlt, ist die Beobachtung,
dass wegen (I1.12) die Reihe Y-, F}, sogar gleichm#Big konvergiert und deshalb
eine stetige Funktion darstellt; letzteres zeigt man wie in der Analysisvorlesung
(Aufgabe 1.9.40 oder Beispiel V.1(c)). 0

Wie angedeutet, kann der Fortsetzungssatz von Tietze fiir metrische Rdume
mit einem direkten Argument bewiesen werden, wie folgt. Offensichtlich reicht
es, den Fall a = 1, b = 2 zu behandeln. In diesem Fall setzt man F(t) = f(t) fiir
t € Aund
inf{f(s)d(s,t): s € A}

Ft) = inf{d(s,t): s € A}

fiir ¢t ¢ A. Es ist nicht schwer zu verifizieren, dass F' wirklich stetig ist.

1.8 Der Satz von Baire

In jedem topologischen Raum liegt der Schnitt endlich vieler offener und dichter
Mengen wieder dicht (Beweis?). R. Baire zeigte 1899, dass dies im Fall des R?
auch fiir den Schnitt abzihlbar vieler offener und dichter Mengen gilt. Dieser
unscheinbar anmutende Satz hat {iberraschende und wichtige Konsequenzen,
wie in diesem Abschnitt erldutert werden soll.

Um den Satz von Baire pragnant formulieren zu kénnen, fithren wir eine
Vokabel ein.

Definition 1.8.1 Ein topologischer Raum heifit Baireraum, wenn der Schnitt
von abzéhlbar vielen offenen und dichten Mengen wieder dicht liegt.

Offenbar ist @Q mit der euklidischen Topologie kein Baireraum, denn ist
{r1,72,...} eine Aufzihlung von Q, so ist jede der Mengen Q \ {r,,} offen und
dicht, aber ihr Schnitt ist leer.

Die bedeutendsten positiven Resultate sind im folgenden Satz enthalten.

Theorem 1.8.2 (Satz von Baire)
(a) Vollstindige metrische Riume sind Bairerdume.
(b) Kompakte Hausdorffriume sind Bairerdume.

Beweis. (a) Seien Oy, n € N, offene und dichte Teilmengen eines vollstindigen
metrischen Raums (7', d), und setze D = [, . On. Es ist zu zeigen, dass jede
offene e-Kugel in T ein Element von D enthélt.

Sei Ue(z9) = {x € T: d(z,x0) < e} eine solche Kugel. Da O; offen und dicht
ist, ist O1 N U (o) offen und nicht leer. Es existieren also z1 € O1, €1 > 0 (0.E.
£1 < y€) mit

U€1 (931) c O N Us(iL’o).
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Nach eventueller weiterer Verkleinerung von ¢; erhélt man sogar
Ugl (.%‘1) cO1n Ug(l‘o).

Betrachte nun Oz. Auch Oy ist offen und dicht, daher ist Oy N Uy, (z1) offen und
nicht leer. Wie oben existieren xo € O, €9 < ésl mit

Usz(l’z) C 0N Usl (931) CcO1N0OyN Us(ﬂjo).

Auf diese Weise werden induktiv Folgen (g,,) und (z,) mit folgenden Eigen-
schaften definiert:

(1) en< éan_h folglich &, < 27 "¢.
(2) U, (xn) CO,NUe, (¥p—1)C---CO1N---NO, NU(0).

n

Es folgt insbesondere
Tn € Uey (xn) C Ug-~o(zN) VYn > N, (1.14)

d.h., (z,,) ist eine Cauchyfolge. Da T vollstindig ist, existiert der Grenzwert
2 = lim,, oo . Eine unmittelbare Konsequenz von (I1.14) ist dann

x € Usy(zN) VN e N.

Mit Hilfe von (2) ergibt sich daraus € D N U, (o).

(b) Der Beweis im kompakten Fall ist dhnlich und verwendet statt der
Vollsténdigkeit die endliche Durchschnittseigenschaft (Satz 1.5.7). Wir werden
mehrfach die Normalitit kompakter Hausdorffraume T' (Lemma 1.7.3) benutzen.

Seien O,, wieder offene und dichte Teilmengen und D ihr Schnitt. Sei O C T
eine weitere offene Menge; es ist D N O # () zu zeigen. Da O; offen und dicht
ist, ist O1 N O offen und # (); withle gem#B Aufgabe 1.9.37 eine offene Menge
Up mit ) £ Uy € Uy € O1 N O. Da Oy offen und dicht ist, ist Oy N Uy offen
und # (). Wie oben wihle eine offene Menge Us mit ) £ Uy C Uy C O, NU; C
02N 01 NO. So fortfahrend, erhilt man eine absteigende Folge offener Mengen
04U, CO,N---NO1NO mit U,y 1 C Upy1 C U,. Da je endlich viele
der abgeschlossenen Mengen U, einen nichtleeren Schnitt haben, impliziert die
Kompaktheit, dass (), U, = (), Un # 0. Jedes Element dieser Schnittmenge
liegt in D N O. a

Bairesche Rdume haben schlechte Erblichkeitseigenschaften; obwohl die in
Theorem 1.8.2 genannten Raumklassen stabil gegeniiber Bildung abgeschlos-
sener Teilmengen ist, ist das fiir Baireriume allgemein nicht richtig (Aufga-
be 1.9.45). Hingegen gilt:

Satz 1.8.3 Offene Teilmengen von Bairerdumen sind selbst Bairerdume.
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Beweis. Sei T ein Baireraum und O C T offen; beachte, dass die relativ offenen
Teilmengen von O genau diejenigen offenen Mengen von 7" sind, die in O enthal-
ten sind. Es seien O, O3, ... C O offen und dicht in O. Setze U,, = O,,U(T \ O);
dies sind offene und dichte Teilmengen von T' (letzteres, da nach Aufgabe 1.9.5
00 keine inneren Punkte hat). Also liegt nach Voraussetzung (), U, dicht in T'
und deshalb (), O,, dicht in O. O

Insbesondere folgt, dass offene Intervalle Bairerdume sind. Das hétte man
auch aus Theorem 1.8.2(a) schlieflen konnen, obwohl die euklidische Metrik auf
einem Intervall der Form (a,b) nicht vollstéindig ist. Theorem 1.8.2(a) enthélt
jedoch einen zusétzlichen Freiheitsgrad, den man im ersten Moment iibersehen
konnte; man ist ndmlich in der Wahl der Metrik, welche die Topologie erzeugt,
frei. So erzeugt etwa auf I = (—n/2,7/2) die durch

da(s,t) = [tans — tant|

definierte Metrik dieselbe Topologie wie die iibliche Metrik dy (s, t) = |s —t|, im
Gegensatz zur letzteren ist (I, ds) aber vollstindig (Beweis?).

Es ist trivial, dass zwei dichte Teilmengen eines topologischen Raums einen
leeren Schnitt haben kénnen. Nennt man einen abzéhlbaren Schnitt von offenen
Mengen eine G5-Menge (wobei G an ,Gebiet* und ¢ an ,,Durchschnitt“ erinnern
soll)®, so 148t sich Theorem 1.8.2 so formulieren:

e In einem vollstindigen metrischen Raum oder einem kompakten Haus-
dorffraum ist der abzdhlbare Schnitt von dichten Gs-Mengen eine dichte
Gs-Menge.

Dichte G5-Mengen in Baireschen Rdumen sind also ,,sehr* dicht.

Héiufig ist eine weitere Umformulierung von Nutzen. Dazu wird folgende
Terminologie bendtigt; sie stammt von Baire und ist leider etwas unanschaulich,
hat sich aber in der Literatur fest eingebiirgert.

Definition 1.8.4
(a) Eine Teilmenge M eines topologischen Raums heifit nirgends dicht,
wenn M keinen inneren Punkt besitzt.
(b) M heiit von 1. Kategorie, wenn es eine Folge (M,,) nirgends dichter
Mengen mit M = J,, .y M, gibt.
(¢) M heit von 2. Kategorie, wenn M nicht von 1. Kategorie ist.

Nirgends dichte Mengen liegen in der Tat in keiner offenen Menge (,nir-
gends®) dicht. Einfaches Beispiel: Q ist von 1. Kategorie in R.

Durch Komplementbildung, némlich C({J,, M,,) = ,, CM,, > N, CM,, erhélt
man aus Theorem [.8.2:

8Das Gegenstiick dazu, eine abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen, heifit F -
Menge; F' wie frz. fermé und o wie Summe.
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Korollar I1.8.5 (Bairescher Kategoriensatz)
In einem vollstindigen metrischen Raum oder einem kompakten Hausdorffraum
liegt das Komplement einer Menge 1. Kategorie dicht.

Oft wird nur folgende schwéchere Form benétigt.

Korollar 1.8.6 FEin nicht leerer Baireraum, z.B. ein vollstindiger metrischer
Raum oder ein kompakter Hausdorffraum, ist von 2. Kategorie in sich.

Der Bairesche Kategoriensatz gestattet hiufig relativ einfache (aber nicht-
konstruktive) Beweise fiir Existenzaussagen. Das geschieht nach folgendem Mu-
ster: Gesucht ist ein Objekt mit einer gewissen Eigenschaft (E). Zeige dann,
dass die Gesamtheit der zu untersuchenden Objekte einen Baireschen Raum,
z.B. einen vollstdndigen metrischen Raum, bildet, worin die Objekte ohne Ei-
genschaft (E) eine Teilmenge 1. Kategorie formen. Folglich gibt es Objekte mit
Eigenschaft (E), und diese liegen sogar dicht!

Wir wollen ein paar Anwendungen dieser Idee besprechen.

Sind f,: T — R stetige Funktionen auf einem topologischen Raum und
konvergiert die Folge punktweise, etwa gegen

f() = lim f,(t),
n—oo
so braucht f natiirlich nicht stetig zu sein. (Eine Funktion, die punktweiser
Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen ist, heiSt Funktion der 1. Baireschen
Klasse.) Auf Baireriiumen kann eine Funktion der 1. Baireschen Klasse nicht
vollkommen unstetig sein:

Satz 1.8.7 Sei T ein Baireraum, und sei f: T — R der punktweise Limes der
stetigen Funktionen f,: T — R. Dann bilden die Stetigkeitspunkte von f, also
{t € T: f ist stetig bei t}, eine dichte Gs-Menge. Insbesondere besitzt f einen
Stetigkeitspunkt.

Beweis. Als erstes definieren wir den Stetigkeitsmodul w: T — R von f wie
folgt. Zu t € T und einer offenen Umgebung U von t setze

w(t,U) =sup{|f(s1) — f(s2)|: s1,82 € U}

und dann
w(t) = iILlffw(t, U),

wobei sich das Infimum iiber alle offenen Umgebungen von t erstreckt.

Nach Konstruktion sind alle Mengen der Form O, = {t € T: w(t) < &}
offen, und die Menge der Stetigkeitspunkte von f ist (.., Oz = (\,en O1/% und
deswegen eine Gg-Menge. Um deren Dichtheit zu zeigen, ist also die Dichtheit
jeder Menge O, nachzuweisen.
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Sei dazu O C T offen und nicht leer. Betrachte zu € > 0

E,= () {t€0:|fit) - f5(t)] < e/4};

i,jzn

dies sind beziiglich der Relativtopologie abgeschlossene Teilmengen von O, und
nach Voraussetzung ist |J,, F,, = O. Nach Satz 1.8.3 ist O ein Baireraum und
deshalb (Korollar 1.8.6) von 2. Kategorie in sich; also enthiilt eines der E,, einen
(bzgl. O und deshalb auch bzgl. T') inneren Punkt. Es existieren also ein N € N
und eine offene Menge ) # U C Ex. Indem man zum Grenzwert j — oo
iibergeht, sieht man, dass

Ifn(t) — f(t)| <e/4 VteU.

Indem man U, falls notwendig, verkleinert, darf man wegen der Stetigkeit von
fn auch

‘fN(Sl)_fN(SQ)‘Sé‘/‘l Vs1,80 € U
annehmen. Also ist fiir s1,80 € U
|f(s1) = f(s2)] < |f(s1) = fn(s)l + [fn(s1) — fn(s2)| + [fn(s2) — f(s2)]

<5+5+5
—4 4 4

IN

und daher w(t) < ¢ fiir alle t € U. Das zeigt O, N O # (), und O, ist dicht in T
O

Im néchsten Satz” geben wir eine iiberraschende Charakterisierung von Po-
lynomen. Es bezeichnet (™) die n-te Ableitung einer Funktion f.

Satz 1.8.8 Es sei f: R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit
folgender Eigenschaft: Zu jedem t € R existiert ein Index n = n(t) € Ny mit
f(t) = 0. Dann ist f ein Polynom.

Beweis. Betrachte die Vereinigung O aller offenen Intervalle, auf denen f mit
einem Polynom iibereinstimmt. Wir kénnen noch jedes solche Intervall maximal
nach links und rechts ausdehnen und erhalten so die Familie ¢ der maxima-
len offenen (paarweise disjunkten) Intervalle, auf denen f mit einem Polynom
iibereinstimmt. Nach Konstruktion ist O = Jes J, und es ist klar, dass O als
Vereinigung offener Intervalle selbst offen ist. Weniger klar ist, dass O # (}; das
kann man mit Hilfe des Satzes von Baire zwar begriinden (in der Tat liegt O
dicht), wird aber im weiteren Fortgang a priori nicht benétigt.

9E. Corominas, F. Sunyer Balaguer, Conditions for an infinitely differentiable function
to be a polynomial, Revista Mat. Hisp.-Amer. (4) 14 (1954), 26-43; R. P. Boas, Solution to
Problem 4813: Necessary and sufficient condition for a polynomial, Amer. Math. Monthly 66
(1959), 599.
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Es ist nun zu zeigen, dass O = R gilt, denn dann besteht _# nur aus einem
einzigen Intervall (R ist zusammenhiingend!), und f ist ein Polynom. Nehmen
wir statt dessen an, A := R\ O wire nicht leer. Da O offen ist, ist A abgeschlos-
sen. Wir werden jetzt durch eine Anwendung des Satzes von Baire einen Punkt
to € A produzieren, von dem gezeigt werden wird, dass er in Wirklichkeit in O
liegt. Dieser Widerspruch schliefit den Beweis von Satz 1.8.8 ab.

Betrachten wir dazu die Mengen

E, ={tec A: f™(t) =0},

Dann sind die FE,, in A relativ abgeschlossen, da die f(") stetig sind, und nach
Voraussetzung gilt |J,,~, En = A. Da A als abgeschlossene Teilmenge von R
selbst vollstdndig und deshalb ein Baireraum ist, enthélt nach Korollar 1.8.6
fiir ein geeignetes N > 0 die Menge En einen inneren Punkt relativ zu A; es
existieren also ty € A und ein ¢ > 0 mit

teA [t—ty<eo = fNME)=0. (1.15)
In der Tat gilt sogar
teA [t—ty<ep, n>N = fO@)=o0. (1.16)

Um das einzusehen, iiberlegen wir zuerst, dass kein Punkt von A isoliert sein
kann. Wire némlich ¢ € A ein isolierter Punkt von A, gébe es Intervalle (a, t)
und (¢, 3) in _#, auf denen f eine Polynomfunktion ist. Also ist f(™1) = 0 auf
(o, t) und f0m2) = 0 auf (t,3). Ist mo das Maximum von m; und mq, so folgt
wegen der Stetigkeit von f(™0) auch f(™0) = 0 auf (a, (), und das impliziert
den Widerspruch t € O.

Fiir den Beweis von (I.16) betrachte nun zu t € A mit |t — to] < e¢ eine
Folge (sx) in A mit |s; — to| < ¢, die gegen t konvergiert; dass solche Folgen
existieren, haben wir soeben begriindet. Dann ist

FNHD) = Tim F () = FN(1)

k—o00 S — 1t

und (1.16) folgt per Induktion.

Wir zeigen als niichstes, dass es ein a < tg gibt, so dass f auf (a,ty) mit
einem Polynom iibereinstimmt. Ist ndmlich (to—&g, to)NA = (), stimmt das nach
Konstruktion. Andernfalls existiert t; € (to—eo,%0)NA. Sei J € £ einin (t1,10)
enthaltenes Intervall wie oben beschrieben; da f dort eine Polynomfunktion ist,
ist f(m)|J = 0 fiir ein m > 0. Wir werden argumentieren, dass auch f(N)|J =0
ist. Das ist klar fiir m < N. Im Fall m > N schreibe J = (s1, $2). Wegen der
Maximalitéit von J sind s, s2 € A, und dann liefert (1.16) fiir s € J

FIm(s) = / F™ (o) do + FD(s) = 040 = 0
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so fortfahrend erhilt man f("=1|; = ... = f(M)| = 0. Daraus folgt f™V)(t) = 0
auf (t1,to) (unterscheide dazu, ob t € A oder t ¢ A), und f ist auf (¢1,%o) eine
Polynomfunktion. (Wenn es kein solches Intervall J gibt, ist (¢1,%0) C A, und
(I.15) liefert direkt f(N)|(t1)t0) =0.)

Genauso sieht man, dass fiir ein geeignetes b > ty die Einschriankung von f
auf (¢, b) eine Polynomfunktion ist. Also ist ¢y ein isolierter Punkt von A, was,
wie oben gezeigt, unmoglich ist, weil es die Folgerung ¢y € O impliziert. a

Mit Hilfe des Baireschen Satzes kann man, wenn auch auf nichtkonstruktive
Weise, die Existenz stetiger, nirgends differenzierbarer Funktionen beweisen.

Satz 1.8.9 FEs gibt stetige Funktionen auf [0,1], die an keiner Stelle differen-
zierbar sind.

Beweis. Zu n € N setze

:{feC[O,l]: sup >n Vt€[071]}.

0<|h|<1/n

f(t+h)—f(t)‘
h

(Um Definitionsliicken zu vermeiden, setze f rechts von 1 und links von 0 kon-
stant stetig fort.) Wir versehen C[0, 1] mit der Metrik der gleichmiifiigen Konver-
genz, also der von der Supremumsnorm abgeleiteten Metrik. Der Raum C0, 1]
ist dann vollstidndig, und alle O,, sind offen und dicht (Beweis folgt). Nach dem
Satz von Baire ist D := (1), O, dicht, und jedes f € D ist an keiner Stelle
differenzierbar.

Zeigen wir zunichst die Offenheit der O,,. Sei f € O,,. Wihle zu t € [0,1]
eine Zahl §; > 0 mit

t+h)— f(t
sup f(t+h) f()‘>n+5t.
0<|h|<1/n h
Folglich existiert hy; mit 0 < |hy] < 1/n und
t+hy)— f(t
TR =10,

hy
Da f stetig ist, gilt noch fiir s € Uy, einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢,

f(s+hi) = f(s)

hy > n + 0.

Uberdecke nun das kompakte Intervall [0,1] durch endlich viele Uy, ..., Uy, ;
setze noch 6 = min{dy,,...,0:.}, h = min{|hy |,. .., |he,|}. Es folgt fiir s € Uy,

’fﬁh“ = f(s) >n+96.
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Seien nun 0 < & < jhd und [|g — flloc <. Wir werden g € O,, zeigen. Sei dazu
t €10,1], etwa t € Up,. Dann ist
gt + hy,) —g(t)‘ < ‘f(t+hti) = fO] _HlIF ~glle

>n—|—5—28 > n.

h, he, |he, | h

i i

Dabher ist O,, offen.

Es bleibt zu zeigen, dass O,, dicht ist. Sei dazu O # () eine offene Menge. Nach
dem Weierstrafischen Approximationssatz (Satz IV.9.1) existieren ein Polynom
pund € > 0 mit

If =Pl < = [feO.

Sei gy, eine Siagezahnfunktion, die [0, 1] auf [0, ] abbildet und deren auf- (bzw.
ab-)steigende Zacken die Steigung +m bzw. —m aufweisen.

Dann ist stets f,, :==p+ gm € O. Fiir m > n+ ||p||o erhélt man jedoch fiir
allet € [0,1],0 < |h| <1/n

fm(t+h) = fm(t) ’ > ’gm(t +h) = gm(t) ‘ B ’p(t +h) —p(t) 7

h h h

wo der letzte Term wegen des Mittelwertsatzes < ||p’||o ausfillt. Daher gilt

i+ h) = fi(?)
h

sup
0<|h|<1/n

\ > m— ]l > .

d.h., fin € Oy, und O, N O # P. Daher ist O,, dicht, und der Beweis ist voll-
standig. |

Was Satz [.8.9 angeht, so war es Weierstraf}, der 1872 das erste Beispiel einer

stetigen, nirgends differenzierbaren Funktion konstruiert hat; zur Erinnerung:
die Bairesche Methode ist nicht konstruktiv. Sein Beispiel war die Funktion!©

f(t) = i b" cos(ant)
n=0

10Dass sie nirgends differenzierbar ist, ist gut bei D. M. Bressoud, A Radical Approach to
Real Analysis, The Mathematical Association of America 1994, beschrieben.
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mit 0 < b < 1 und einer ungeraden natiirlichen Zahl a mit ab > 1 + ?2’77. Was
die Bairesche Methode aber zeigt, ist, dass solche , pathologischen* Funktionen
die typischen Funktionen sind und stetige Funktionen mit einer Differenzierbar-
keitsstelle die Ausnahme, denn sie bilden eine Menge 1. Kategorie.

In Baireschen Réumen sind Mengen 1. Kategorie ,, vernachléssigbar®. In Ab-
schnitt IV.6 werden wir mit den Nullmengen eine mafitheoretische Variante ver-
nachlédssigbarer Mengen kennenlernen. Dort werden die beiden Methoden noch
einmal gegeniibergestellt.

1.9 Aufgaben

Aufgabe 1.9.1
(a) In einem metrischen Raum (7,d) gilt fir € > 0: U-(t) = {s: d(s,t) < e} ist
offen, B:(t) = {s: d(s,t) < e} ist abgeschlossen.
(b) Welche der folgenden Aussagen sind in einem beliebigen metrischen Raum

giiltig?
(1) OU:(t) = {s: d(s,t) =€}
(2) 9B:(t) ={s: d(s,t) =}
(3) U:(t) = Be(t)

Aufgabe 1.9.2 Sei T eine Menge. Zeige, dass
7={O0 CT: T\ O ist endlich} U {0}
eine Topologie auf T ist.

Aufgabe 1.9.3
(a) Auf R ist
7={(t,00): —oc0o <t < oo}
eine Topologie.
(b) Bestimme {y/2} in dieser Topologie.

Aufgabe 1.9.4 Z sei mit der Topologie aus Beispiel 1.2(e) versehen. Zeige, dass alle
endlichen Teilmengen abgeschlossen sind.

Aufgabe 1.9.5 Sei M eine offene oder abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raums. Dann enthélt M keinen inneren Punkt.

Aufgabe 1.9.6 Z(T') bezeichne die Potenzmenge einer Menge T'.
(a) Ist T ein topologischer Raum, so erfillt die Abbildung K: Z(T) — 2(T),
K(M) = M, die Bedingungen
(1) K@) =0,
(2) MC K(M) YM € 2(T),
3) K(K(M))=K(M) VM e 2(T),
(4) K(MUN)=K(M)UK(N) VM,N € 2(T).
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(b) Sei umgekehrt auf der Potenzmenge einer Menge T eine Abbildung K mit den
Eigenschaften (1)—(4) vorgelegt (eine solche Abbildung heifit Kuratowskische
Hiillenoperation). Zeige, dass es eine Topologie 7 auf T gibt, fir die M C T
genau dann abgeschlossen ist, wenn M = K (M) ist.

Aufgabe 1.9.7 Sei D eine dichte Teilmenge des topologischen Raums 7.
(a) Dann gilt DN O = O fiir alle offenen Mengen O C T
(b) Fiir offene Mengen O C T ist DN O dicht in O beziiglich der Relativtopologie.

(c) Gilt (b) auch, wenn O nicht als offen vorausgesetzt wird?

Aufgabe 1.9.8 Zeige, dass es eine Topologie auf R gibt, fiir die die Mengen [t,t + ¢),
€ > 0, eine Umgebungsbasis von ¢ bilden, und dieser topologische Raum ist separabel.
(So topologisiert, wird R die Sorgenfrey-Gerade genannt.)

Aufgabe 1.9.9

(a) Zeige, dass es eine Topologie auf R? gibt, fiir die die Mengen [s, s+¢) x [t,t4-¢),
€ > 0, eine Umgebungsbasis von (s,t) bilden, und dieser topologische Raum
ist separabel. (So topologisiert, wird R? die Sorgenfrey-Ebene genannt.)

(b) Die Relativtopologie der Sorgenfrey-Ebene auf A := {(s,—s): s € R} ist die
diskrete Topologie.

(¢) Ein Unterraum eines separablen topologischen Raums braucht nicht separabel
zu sein.

(d) Ein Unterraum eines separablen metrischen Raums ist separabel.

Aufgabe 1.9.10 (Produkttopologie)
(a) Seien (S,0) und (T, 7) topologische Rdume. Dann gibt es eine Topologie 7 auf
SxT,sodassdieUxV,selUe€o,teV er, eine Ungebungsbasis von
(s,t) bilden. 7 heifit die Produkttopologie von o und 7.
(b) In der iiblichen Topologie trigt R™"*™ die Produkttopologie von R”™ und R™.

Aufgabe 1.9.11 Ein topologischer Raum erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn es
eine Folge O1, 02, ... offener Mengen gibt, so dass jede offene Menge O Vereinigung
gewisser dieser O; ist; mit anderen Worten existiert eine Teilmenge N C N mit O =

UjeN OJ' .
(a) R, versehen mit der euklidischen Topologie, erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom.

(b) R?, versehen mit der euklidischen Topologie, erfiillt das 2. Abzihlbarkeitsaxi-
om.

(c) Ein separabler metrischer Raum erfiillt das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom.

Aufgabe 1.9.12 Ist die Abbildung f: {0, 1} — [0,1], (an) — 3, an2", ein Homéo-
morphismus, wenn {0,1}" die Produkttopologie und [0,1] die euklidische Topologie
tragt?

Aufgabe 1.9.13 Sei T ein topologischer Raum und A C T'. Dann ist die Indikator-
funktion x4 genau dann stetig, wenn A offen und abgeschlossen ist.
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Aufgabe 1.9.14 Auf RF betrachte die Topologie der punktweisen Konvergenz. Setze

¥: R = R, (f) = suparctan f(s).
s€R

Dann ist ¢ genau dann bei f stetig, wenn f nach oben unbeschrénkt ist.

Aufgabe 1.9.15
(a) Sei T ein topologischer Raum mit der Eigenschaft, dass fiir jeden topolo-
gischen Raum 75 jede Abbildung f: Th — T» stetig ist. Dann tragt 71 die
diskrete Topologie.
(b) Sei T> ein topologischer Raum mit der Eigenschaft, dass fiir jeden topolo-
gischen Raum Ti jede Abbildung f: Th — T» stetig ist. Dann tragt T die
indiskrete Topologie.

Aufgabe 1.9.16 R sei mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen und
R® x R® mit der Produkttopologie (Aufgabe 1.9.10). Dann ist die Abbildung

add: R* xR* - R*, (f,g9)—~ f+g
stetig.

Aufgabe 1.9.17 Seien R, S und T topologische Ridume, und S x T" werde mit der
Produkttopologie versehen (Aufgabe 1.9.10). Dann sind die Projektionen

p1: SXxT — S, (s,t)— s,
p2: SXT =T, (s,t)—t

stetig, und die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf S x T" mit dieser Eigen-
schaft. Eine Abbildung f: R — S x T ist genau dann stetig, wenn p; o f und p2 o f es
sind.

Aufgabe 1.9.18 Sei S ein topologischer Raum. Der Vektorraum ¢°°(S) aller be-
schrankten reellwertigen Funktionen auf S werde mit der Metrik der gleichméfligen
Konvergenz, also

d(f,9) = sup [f(s) —g(s)]

versehen. Zeige, dass der Unterraum C?(S) = {f € £>°(S): f stetig} abgeschlossen ist
und dass die metrischen Raume £°°(S) und C?(S) vollstandig sind.

Aufgabe 1.9.19 Betrachte Z mit der Topologie 7 aus Beispiel 1.2(e).
(a) (Z,7) ist ein Hausdorffraum.
(b) Gilt 2" — 0 bzgl. 77 Gilt n! — 0 bzgl. 77
(c) Sei m € Z; dann ist die Abbildung fm: (Z,7) — (Z,7), fm(n) = n+ m, ein
Homd&omorphismus.
(d) (Z,7) ist metrisierbar.

Aufgabe 1.9.20 Die Topologie der punktweisen Konvergenz auf R® ist nicht metri-
sierbar.

(Hinweis: Sonst gibe es abzdhlbar viele Umgebungen von 0, der Nullfunktion, mit
N2, U, = {0}. Fiihre das zu einem Widerspruch.)

n=1
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Aufgabe 1.9.21 Betrachte auf C'(R) die Topologie der gleichmiiligen Konvergenz auf
Kompakta (Beispiel 1.2(g)). Zeige, dass eine Folge (f,.) genau dann gegen f konvergiert,
wenn fiir alle kompakten Teilmengen K C R

sup | fn(t) — f(t)] — 0.
teK
Gilt das auch fiir Netze?

Aufgabe 1.9.22 Ein topologischer Raum, in dem Grenzwerte konvergenter Netze ein-
deutig bestimmt sind, ist ein Hausdorffraum.

Aufgabe 1.9.23 In einem Hausdorffraum sind endliche Mengen abgeschlossen, aber
die Umkehrung gilt nicht.
(Tipp: Aufgabe 1.9.2.)

Aufgabe 1.9.24 Sei T das Produkt der topologischen Réume T,,, o € A. Dann bilden
die Projektionen pg: T" — T} offene Mengen auf offene Mengen ab, aber im allgemeinen
nicht abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen.

Aufgabe 1.9.25 In R® mit der Produkttopologie liegt
{f: R—=R: f(t) =0 fiir alle ¢ bis auf endlich viele}

dicht.
Aufgabe 1.9.26 R, versehen mit der Topologie aus Aufgabe 1.9.2, ist kompakt.

Aufgabe 1.9.27 Sei T' C [0, 1][0’1] die Menge der monoton wachsenden Funktionen,
versehen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Dann ist 1" kompakt.

Aufgabe 1.9.28 Beweise den Satz von Arzela-Ascoli mit Hilfe des Satzes von Tikho-
nov geméf folgender Anleitung. Fiir eine Funktion d: (0,00) — (0, 00) mit lim.—o d(¢)
= 0 und fir K > 0 betrachte die Menge M; x derjenigen Funktionen f auf S mit
| fllo < K und sup{|f(s) — f(¢)|: d(s,t) < d(e)} < e fiir alle € > 0. Zeige, dass Ms
beziiglich der Topologie der punktweisen Konvergenz kompakt ist und dass die iden-
tische Abbildung auf Ms i beziiglich der Topologie der punktweisen Konvergenz und
der Topologie der gleichméfBiigen Konvergenz stetig ist.

Aufgabe 1.9.29 Sind alle T, a € A, Hausdorffriume, so ist es auch ihr Produkt

[T

Aufgabe 1.9.30 Ein topologischer Raum 7T ist genau dann zusammenhéngend, wenn
jede stetige Funktion f: T'— {0, 1} konstant ist.

Aufgabe 1.9.31
(a) R, versehen mit der Topologie aus Aufgabe 1.9.2, ist zusammenhéngend.
(b) Die Sorgenfrey-Gerade (Aufgabe 1.9.8) ist nicht zusammenhéngend.

Aufgabe 1.9.32 Sei T ein topologischer Raum.
(a) Ist S C T zusammenhéngend, dann auch S.
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(b) Seit € T. Die Zusammenhangskomponente C(t) ist definiert als Vereinigung
aller zusammenhéngenden Teilmengen von T, die ¢ enthalten. [Warum gibt
es stets solch eine Teilmenge?]| Zeige, dass C(t) zusammenhiingend und abge-
schlossen ist.

(c) TIst T C R? offen, so ist auch C(t) offen.

Aufgabe 1.9.33 Beweise Korollar 1.6.7.

Aufgabe 1.9.34 Der im Beweis von Satz 1.7.1 konstruierte Raum ist zusammenhén-
gend.

Aufgabe 1.9.35 Betrachte R® mit der Produkttopologie. Fiir a € R sei T, = {f €
R®: f (t) # a fiir hochstens endlich viele ¢t}. Dann ist Tp U7 zusammenhingend, aber
nicht wegzusammenhéngend.

Aufgabe 1.9.36

(a) Zeige, dass R zu jedem offenen Teilintervall (a,b), —oc0 < a < b < oo,
homoomorph ist.

(b) Ist R zu [0,1) homdomorph? Zu [0, 1]?

(c) Zeige, dass R und R™ fiir n > 2 nicht homdomorph sind.
(Tipp: R\ {t} ist stets unzusammenhzngend. Ubrigens sind R™ und R™ fiir
m # n nie homdéomorph, der Beweis verlangt aber ganz andere und tieferlie-
gende Hilfsmittel.)

Aufgabe 1.9.37 Ein topologischer Raum 7T ist genau dann normal, wenn fiir alle
F C G C T, F abgeschlossen, G offen, eine offene Menge O mit ' C O C O C G
existiert.

Aufgabe 1.9.38 Ein abgeschlossener Unterraum eines normalen Raums ist normal
(in der Relativtopologie).

Aufgabe 1.9.39 Seien T' ein normaler Raum, A C T abgeschlossen und f: A — R
eine stetige Funktion. Dann existiert eine stetige Fortsetzung F: T — R.
(Tipp: Man kann Aufgabe 1.9.36(a) mit Gewinn benutzen.)

Aufgabe 1.9.40 Seien f,,: T' — M stetige Funktionen auf einem topologischen Raum
mit Werten in einem metrischen Raum (M, d); die Folge (f») konvergiere gleichméfBig
gegen die Funktion f: T'— M, d.h.

sup d(fn(t), f(t)) — 0.

teT

Dann ist f stetig.

Aufgabe 1.9.41 In einem normalen Hausdorffraum besitzt jeder Punkt eine Umge-
bungsbasis aus abgeschlossenen Mengen. Gilt die Aussage auch in beliebigen Haus-
dorffraumen?

Aufgabe 1.9.42 Eine Funktion f: 7" — R auf einem topologischen Raum heift halb-
stetig von unten, wenn {t: f(t) > r} fiir jedes r € R offen ist, und sie heiit halbstetig
von oben, wenn {t: f(t) < r} fiir jedes r € R offen ist.
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(a) Fiir welche Teilmengen A C T ist die charakteristische Funktion y 4 halbstetig
von unten bzw. von oben?

(b) f: T — R ist genau dann halbstetig von unten, wenn fiir jedes konvergente
Netz (t;) aus t; — t und f(t;) < r auch f(t) < r folgt.

(¢) f:T — Rist genau dann halbstetig von unten, wenn f beziiglich der Topologie
von R aus Aufgabe 1.9.3 stetig ist.

(d) Ist T kompakt und f: 7' — R halbstetig von unten, so ist f nach unten
beschrankt und nimmt sein Infimum an.

Aufgabe 1.9.43 Betrachte N mit der Topologie der ko-endlichen Mengen aus Aufga-
be 1.9.2. Zeige, dass dies ein kompakter Raum ist, der nicht Bairesch ist.

Aufgabe 1.9.44 Eine Gs-Teilmenge eines Baireraums ist selbst ein Baireraum.

Aufgabe 1.9.45 Seien T' = R?*\ {(z,0): = ¢ Q} und S = Q x {0}, versehen mit der
euklidischen Topologie. Dann ist 1" ein Baireraum, S C T ist abgeschlossen, aber S ist
kein Baireraum.

Aufgabe 1.9.46 Gib ein Beispiel eines topologischen Raums, der von 2. Kategorie in
sich, aber kein Baireraum ist.

Aufgabe 1.9.47 Sei O C R? offen und dicht. Zu x € R setze O, = {y € R: (z,y) €
O}. Dann ist {z € R: O, ist dicht in R} dicht in R. Gilt die entsprechende Aussage
auch fiir offene und dichte Teilmengen von Q2?

Aufgabe 1.9.48 Gibt es eine differenzierbare Funktion f: R — R, deren Ableitung
an keiner Stelle stetig ist?

Aufgabe 1.9.49 Sei (f») eine punktweise beschrinkte Folge stetiger Funktionen auf
[0,1]. Dann existiert ein offenes Teilintervall von [0, 1], auf dem (f,) gleichmiBig be-
schrénkt ist.

Aufgabe 1.9.50 Es sei f: [0,00) — R eine stetige Funktion, so dass fiir alle ¢ > 0 die
Bedingung lim,—o f(nt) = 0 gilt. Dann gilt auch lim; . f(¢) = 0.

Aufgabe 1.9.51 (Lokalkompakte Réume)
Ein topologischer Raum heifit lokalkompakt, wenn jeder Punkt eine Umgebungsbasis
aus kompakten Mengen besitzt.

(a) R™ ist lokalkompakt.

(b) Der Raum C[0, 1] mit der Metrik der gleichméiBigen Konvergenz, also der Me-
t]gik der Supremumsnorm, ist nicht lokalkompakt.
(Uberlege dazu, dass fn(t) = t” eine Folge in C[0, 1] ohne gleichmiiBig kon-
vergente Teilfolge definiert.)

(¢c) Ein kompakter Hausdorffraum ist lokalkompakt.
(Verwende Aufgabe 1.9.41.)
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(d) Sei T ein lokalkompakter Hausdorffraum; ferner bezeichne oo einen nicht in
T liegenden Punkt. Auf o7 := T U {oco} wird folgende Topologie 7 definiert:
O C oT sei offen, falls (1) co ¢ O und O eine offene Menge im Sinn der
Topologie von T ist oder falls (2) co € O und T'\ O eine kompakte Teilmenge
von T ist. Zeige, dass 7 in der Tat eine Topologie ist und (a7, 7) ein kompakter
Hausdorffraum ist, fiir den die Relativtopologie auf T die Ausgangstopologie
von T ist. T ist offen in o', und genau dann liegt 71" dicht in oT", wenn T nicht
kompakt ist. o wird Alexandrov- oder Ein-Punkt-Kompaktifizierung von T
genannt.

(e) Die Alexandrov-Kompaktifizierung von R ist homéomorph zur Kreislinie st =
{x € R?: ||z|| = 1}, und allgemeiner ist die Alexandrov-Kompaktifizierung von
R™ homéomorph zur n-Sphire S™ = {z € R™': ||z|| = 1}.

(f) Was (wenn iiberhaupt) wére in Teil (d) schiefgegangen, wenn 7' nicht als
Hausdorffraum, und was, wenn 7" nicht als lokalkompakt vorausgesetzt wére?

(g) Ein lokalkompakter Hausdorffraum ist ein Baireraum.
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