
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 General Properties of the Electron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1 Particle Nature of the Electron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1 Equation of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.1.2 Conservation of Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.1.3 Hamilton’s Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1.4 Principle of Maupertuis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.5 Time of Flight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Wave Properties of the Electron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.1 Eikonal and Fermat’s Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.2 Phase, Wavelength, Frequency, Phase and Group

Velocity, and Index of Refraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 Ray Properties Associated with the Eikonal . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Multipole Expansion of the Stationary Electromagnetic
Field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1 Scalar Potentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1 Complex Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.1.2 Laplace Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1.3 Planar Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Systems with Straight Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.1 Multipole Expansion of the Scalar Potential . . . . . . . . . . 34
3.2.2 Electrostatic Cylinder Lenses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 Systems with Curved Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.1 Recurrence Formula for the Coefficients of the Power

Series Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3.2 Power Series Expansion of the Electric Potential . . . . . . 42
3.3.3 Index of Refraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4 Magnetic Vector Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.4.1 Rectilinear Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47



XII Contents

3.4.2 Magnetic Fields with Special Symmetry . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4.3 Systems with Curved Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.5 Integral Representation of the Multipole Components
of the Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6 Potentials of Simple Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6.1 Laplace Equation for Oblate Spheroidal Coordinates . . . 54
3.6.2 Solutions with Rotational Symmetry . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.6.3 Multipoles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4 Gaussian Optics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.1 Paraxial Path Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2 Orthogonal Systems with Midsection Symmetry . . . . . . . . . . . . . 74
4.3 Systems with a Straight Optic Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3.1 Systems with an Axis of Rotational Symmetry . . . . . . . . 77
4.3.2 Wronski Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.3.3 Lagrange–Helmholtz Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.3.4 Theorem of Alternating Images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.3.5 Longitudinal Magnification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.3.6 Characteristic Paraxial Rays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.3.7 Thin-Lens Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.4 Quadrupoles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.4.1 Imaging Properties of a Single Quadrupole . . . . . . . . . . . 96
4.4.2 Quadrupole Multiplets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.4.3 Strong Focusing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.5 Electrostatic Cylinder Lenses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.5.1 Modified Paraxial Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.5.2 Short Cylinder Lenses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.6 General Systems with Straight Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.6.1 Inseparable Systems with Straight Axis . . . . . . . . . . . . . . 118
4.6.2 Generalized Helmholtz–Lagrange Relations . . . . . . . . . . . 120
4.6.3 Imaging Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
4.6.4 Paraxial Pseudorays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.7 Systems with Curved Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
4.7.1 General Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
4.7.2 Systems with Midsection Symmetry . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.8 Quadrupole Anastigmat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.8.1 Focal Lengths of the Constituent Quadrupoles

of the Anastigmat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.8.2 Cardinal Elements of the Anastigmat . . . . . . . . . . . . . . . . 138

4.9 Variable-Axis Lens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.10 Highly Symmetric Telescopic Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146



Contents XIII

5 General Principles of Particle Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
5.1 Hamiltonian Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
5.2 Lagrange Invariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.3 Liouville’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

5.3.1 Paraxial Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
5.3.2 Abbe Sine Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

5.4 Generalized Symplectic Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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