Kapitel 2
Multilineare Algebra

Um die angestrebte begriffliche Klarheit zu férdern, haben wir die algebraischen
— also die rein rechnerischen — Aspekte der Differentialgeometrie von den geome-
trischen abgekoppelt und in diesem Kapitel versammelt. Dieses Kapitel ist damit
eine Fortfiihrung der linearen Algebra. Insbesondere wird der Begriff des Tensors
eingefiihrt, der eine Verallgemeinerung sowohl des Begriffs des Vektors als auch
der linearen Abbildung ist. Im letzten Abschnitt widmen wir zwei speziellen Typen,
ndmlich den symmetrischen und den alternierenden Tensoren, besondere Aufmerk-
samkeit. Die alternierenden Tensoren erdffnen insbesondere die Moglichkeit, die
geometrischen Begriffe von Orientierung und orientiertem Volumen prizis zu defi-
nieren, was wir am Schluss kurz erldutern werden.

Hier sollte vor einem Missverstindnis gewarnt werden: Unter Physikern (teilwei-
se auch unter Mathematikern) ist es tiblich, die Begriffe ,,Tensor* und ,,Tensorfeld*
synonym zu verwenden. Die in diesem Kapitel betrachteten Tensoren sind jedoch
definitiv keine Tensorfelder. Vielmehr ist ein Tensorfeld eine Abbildung, die jedem
Punkt einer Mannigfaltigkeit einen Tensor im Sinne dieses Kapitels zuordnet, und
diese Felder werden uns ab dem nichsten Kapitel noch sehr beschiftigen.

Die Bezeichnungen werden in diesem Kapitel leider etwas aufwendig, weil man
fiir die Komponenten der betrachteten Tensoren beliebig viele obere und untere In-
dizes zulassen muss. Es mag ein Trost sein, dass in der Praxis nur selten mehr als
vier Indizes gebraucht werden. Trotzdem miissen wir die grundlegenden Definitio-
nen fiir den Fall beliebig vieler Indizes formulieren, da nur so ihre begriffliche Klar-
heit gewihrleistet werden kann. In diesem Punkt miissen wir also auf Ihre Geduld
vertrauen.

A Dualitiit bei endlich dimensionalen Vektorriumen
Als Vorbereitung skizzieren wir in diesem Abschnitt die Dualitétstheorie fiir end-

lichdimensionale Vektorrdume. Sie ist eigentlich nur eine Neuformulierung von ge-
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34 2 Multilineare Algebra

wissen einfachen Resultaten iiber lineare Abbildungen in einem Spezialfall, und
moglicherweise ist sie Thnen wohlbekannt (vgl. etwa [36], Kap. 7 und 21).
Stets sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Definitionen 2.1. Eine lineare Abbildung V' — K heiBit ein lineares Funktional
oder eine Linearform. Der Raum aller Linearformen auf V' wird mit V* bezeichnet
und heilt der Dualraum zu V. Die Elemente von V* werden auch als Kovektoren
bezeichnet.

Satz 2.2.

a. Der Raum V* der Linearformen auf V bildet zusammen mit der iiblichen Ad-
dition von Abbildungen und Multiplikation mit Skalaren einen n-dimensionalen

Vektorraum.
b. IstA = (ay,...,ay,) eine Basisvon V, so ist A* := (a',...,a™), wobeia' € V*
durch

o(aj) =8, 1=<i j=n @1
gegeben ist, eine Basis von V*. Diese Basis heifst die zu 2 duale Basis.

Beweis. Wie aus der Linearen Algebra bekannt, ist dim Homg (V, W) = dim V -
dim W, insbesondere dim V* = n. Es bleibt also nur die lineare Unabhingigkeit von
{a!, ..., o™} zu priifen. Dies geschieht durch Einsetzen der Basis 2 in die Gleichung
Aol + -+ A" = 0. O

Ist in V eine Basis 2 gegeben, so kann man bekanntlich V* mit K, identi-
fizieren, indem man jeder Linearform ¢ € V* die Matrix ¢go € K, zuordnet
(vgl. z.B. [36], Kap. 7). Insbesondere ist dann A* = (a',...,a™) durch

ay = (1,0,...,0),

ay =(0,...,1)

gegeben.

Ist A = (ai,...,an) eine fest vorgegebene Basis von V, A* = (a',...,a") die
duale Basis, so kann man den Index 2 auch weglassen, schreibt also fiir v € V,
peV*

n
v=(',..,v") firv :Zviai,

i=1

n
¢ =(p1,...,0p) firp= Z(pioc’ .

i=1

Die Zahlen v’ € K und ¢; € K heiBen die Komponenten von v und ¢ beziiglich 2
und A*.
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Es ist dann

o) =Y @it (v)

i=1

n n
o Ja;
E(ploz Evaj
Jj=1

i=1

n n
Y eividi @)= eiv's

i,j=1 i,j=1

n .
Y e,

i=1

insbesondere also auch ¢(a;) = ¢;.

Satz 2.3. Sind A = (ai,...,an) und B = (by,...,by,) Basen von V und C =

i . . .
(Ck)k,i=1,...,n die Transformationsmatrix, also

n
bk = Zc,iai s

so ist die Transformationsmatrix zwischen den dualen Basen A* = (a',..., o)
und B* = (B, ..., B") durch die transponierte inverse Matrix, also durch

n
j i pk
VS E B
k=1

gegeben.

Der Beweis ist eine leichte Ubungsaufgabe.

Ist (V,(- | -)) ein endlich dimensionaler Préhilbertraum, also (- | -) ein Ska-
larprodukt auf V, so sind V und V* nicht nur isomorph, sondern kénnen sogar
miteinander identifiziert werden, d. h. es existiert ein kanonischer Isomorphismus
zwischen V und V*:

Satz 2.4. Ist (V, (- | -}) ein Prdhilbertraum, so ist durch

V—V*, v ?

mit vb

wir mit

w > (v | w) ein Isomorphismus gegeben. Die Umkehrung bezeichnen
V*—V, ¢ o'

Beweis. Die angegebene Abbildung ist offenbar linear nach Definition eines Ska-
larprodukts. Sie ist injektiv, denn aus (v | w) = O fiir alle w € V, also insbesondere
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fiir w = v, folgt auch v = 0. Damit folgt die Isomorphie aus Dimensionsgriinden.
O

Ist
n
A= (ar,...,an), v= Zviai und (a; | a;) = gij ,

i=1

SO ist
n n
W) =vP(a) = (v a) = <Z v/a; |al~> =Y vig.
j=1 j=1

Die Matrix (g;;) beschreibt also den Isomorphismus aus Satz 2.4 in Bezug auf die
Basen 2l und 2*.

Ist A = (ai, ..., an) speziell eine Orthonormalbasis von (V, (- | -)), so ist offen-
bar A* = (a{’, .. .,aﬁ).

Ist also auf V' ein Skalarprodukt gegeben, so induziert dies einen Isomorphis-
mus V' — V*, der unabhingig von der Wahl einer Basis ist. Im allgemeinen Fall
eines K-Vektorraums ist ein Isomorphismus V' — V* aber erst durch die Wahl
einer Basis festgelegt. Da die Wahl einer Basis willkiirlich ist — zum Beispiel im
physikalischen Raum —, muss oft sorgfiltig zwischen V und V* unterschieden wer-
den. Andererseits kann ein Vektor v € V durch das Einsetzen i, : V* — R,
@ —> @(v) als Linearform auf V* aufgefasst werden. Dies werden wir im weiteren
Verlauf ausnutzen, um Dinge, die man mit Kovektoren (= Linearformen) leicht tun
kann, auch mit Vektoren zu tun.

Definition 2.5. (V*)* = V** heit der Bidualraum von V.

Satz 2.6. Durch

JiV—=V*™, v, (2.2)
ist ein kanonischer Isomorphismus gegeben. Ist 2 = (ay, . . ., a,) eine Basis von V,
so ist A** = (iq,, ..., 1q,) die duale Basis der dualen Basis.

Wieder ist der Beweis eine leichte Ubung.

Bisher wurden Vektorrdumen Dualrdume zugeordnet. Auch Abbildungen A €
Homg (V, W) zwischen Vektorrdumen werden nun duale Abbildungen, jedoch in
umgekehrter Richtung, zugeordnet.

Definition 2.7. Sind V' und W K-Vektorrdume, A € Homg (V, W), so ist die duale
Abbildung A* € Homg(W™*, V*) durch

A*(p):i=¢o A
definiert.

Man rechnet leicht nach, dass (idy)* = idy = giltund (4 o B)* = B* o A* fiir
A € Homg(V, W) und B € Homg (U, V). Ist schlieBlich C = (ci-) die Matrix,
die die lineare Abbildung A in Bezug auf die Basen 2l = {a;,...,a,} von V,B =
{b1,...,bm} von W beschreibt, so wird die duale Abbildung bzgl. der dualen Basen
durch die transponierte Matrix CT = (c;") beschrieben. Auch dies bestitigt man
durch eine leichte Rechnung.
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B Multilineare Abbildungen und Tensoren

In der Physik werden Tensoren meist als Zahlensysteme cl-]l lz],, 7 mit unteren und
oberen Indizes angesehen, die sich jedoch auf ein gegebenes Koordinatensystem be-
ziehen und daher bei Koordinatenwechsel auf eine ganz bestimmte Art transformiert
werden miissen. Diese Beschreibung lisst natiirlich offen, was ein Tensor eigentlich
ist, und auflerdem verbaut sie von vornherein jede Moglichkeit, Rechnungen ohne
den Riickgriff auf Koordinaten durchzufiihren. Die multilineare Algebra, die wir
jetzt erkldren wollen, erdffnet die Moglichkeit, Ausdriicken der Form

VMR QU ¢ PR - ® P (2.3)

(und auch endlichem Summen von solchen Ausdriicken) einen konkreten mathe-
matischen Sinn zu verleihen. Dabei sind vy, ..., v, gegebene Vektoren aus einem
Vektorraum V' und (pl, ...,@P € V* entsprechende Kovektoren, und das Zeichen
»®* (Tensorprodukt) soll sich wie eine Multiplikation verhalten, also insbesonde-
re die iiblichen Klammerregeln erfiillen. Die Festlegung eines Koordinatensystems
entspricht der Wahl einer Basis {ay, ...,a,} von V und der dualen Basis al, ..o
in VV*. Entwickelt man nun die v; und die ¢’ nach diesen Basen, setzt die Entwick-
lungen in (2.3) ein und distribuiert alles aus, so ergibt sich eine Summe von Termen
der Gestalt

Neda g o ; ... ip
Cirip G @ ®aj, Q' @---@a”.

ti 7 tatsichlich den Tensor

(2.3), und es ist prinzipiell auch klar, wie man diese Koeffizienten beim Ubergang
zu einer anderen Basis von V' — und damit auch zu einer neuen dualen Basis von
V* — umzurechnen hat, wenn das im Einzelnen auch kompliziert sein mag. Die
Ausdehnung auf endliche Summen von Ausdriicken der Form (2.3) ist trivial.

Wir werden mit dem Tensorprodukt von Kovektoren beginnen, da dieses am
leichtesten mathematisch exakt eingefiihrt werden kann. Vektoren werden dann mit-
tels (2.2) als Linearformen auf V'* aufgefasst, so dass man das vorher fiir Linear-
formen eingefiihrte Tensorprodukt auch fiir sie nutzbar machen kann. Am Schluss
betrachten wir ,,gemischte Tensoren, bei denen sowohl Vektoren als auch Kovek-
toren vorkommen.

Im Folgenden seien V, V1, .. ., V, R-Vektorrdume der Dimensionenn,ny,...,n,
und W ein k-dimensionaler R-Vektorraum.

Lineare Abbildungen und Linearformen werden nun verallgemeinert:

Definitionen 2.8.

Auf diese Weise beschreibt das Zahlensystem der cljl1

a. Unter einer p-linearen oder multilinearen Abbildung auf V, x- - -xV,, mit Werten
in W versteht man eine Abbildung ¢ : Vi x---xV, —> W, die in jeder Variablen
bei Festhalten der iibrigen linear ist, also

o1, ..., KV +)kv_’/-,...,vp) =KkQ(V1, ..y Vjyeny VUp)

+A<p(v1,...,v},...,vp)
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firvg € Vi, k=1,...,p, v;- € Vj, k, A € R erfiillt.
Ist W = K, so spricht man von einer Multilinearform.

b. Den Raum der p-linearen Abbildungen auf Vi x --- x V, mit Werten in W
bezeichnet man mit Mult? (Vi,...,V,; W). Fir V = V; = --. = V, schreibt
man auch Mult? (V; W) und fiir W = R auch

p
Mult? (V... V) =: Vi ® -+ ® V; bzw. Mult” (V) =: Q) V*.

e VI;‘ heiBt auch das Tensorprodukt von V.*, . . ., VI;‘, und Elemente aus
Vi* ®---® V), heiBen p-fach kovariante Tensoren.
c. Statt von 2-linear spricht man auch von bilinear, statt von 3-linear von trilinear.

Offenbar bildet Mult? (V1, . . ., Vp; W) mit der iiblichen Addition von Abbildun-
gen und der skalaren Multiplikation einen Vektorraum. Ein Beispiel fiir eine n-
Multilinearform auf R” ist die Determinante, fiir eine Bilinearform ein Skalarpro-
dukt und fiir eine bilineare Abbildung auf R® mit Werten in R? das Vektorprodukt
auf R?.

Sind in Vektorrdumen V und W Basen gewihlt, so werden lineare Abbildungen
A € HomgR(V, W) bekanntlich durch Matrizen beschrieben. Ganz dhnlich kann
man auch multilineare Abbildungen durch Systeme von Zahlen beschreiben:

Definition 2.9. Ist ¢ € Mult? (V},..., V,; W)

AU = (afj),...,af,i)) ,j=1,...,pBasenderV; ,
B = (by,....by) eine Basis von W,

so werden die Komponenten

j I1<i;=<n;,1=r=<p,
(pil...ip ’ 1 E ] E k

von ¢ durch

k
| )
o(alna?) =Y 0l b (2.4)

j=1

definiert.

Fiir W = R werden die Komponenten mit (¢;,...i , ) 1<i;<n1,....1<i ,<n , b€Zeichnet.
Beispiele:

(i) Die Komponenten der Determinante im R” sind durch

0 falls i, = i fiireinr # s
sgn(t) sonst

(det);, ..., = §

gegeben, wobei 7 die Permutation ( !

il:::;’n) ist, d. h. die Permutation, die j auf
i abbildet.
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(i) Die Komponenten des Kreuzprodukts auf R? sind

1, falls (ijk) eine zyklische Vertauschung von (1, 2, 3) ist,
go,kj = q—1, falls (ijk) eine zyklische Vertauschung von (2, 1, 3) ist,
0  sonst.

Bemerkung: Das System der Komponenten des Kreuzprodukts wird in der Physik
als der ,,Epsilon-Tensor* bezeichnet und 8{.‘1. geschrieben.

Wir haben gerade einer gegebenen multilinearen Abbildung ein System von
Komponenten zugeordnet. Umgekehrt ist bei gegebenen Basen von V7, ..., V), und
W eine multilineare Abbildung durch n - --n - k reelle Zahlen qoijl iy € Rvermit-
tels (2.4) definiert.

Die Darstellung durch Komponenten gestattet es, die Dimension des Raums der
multilinearen Abbildungen zu berechnen:

Satz 2.10. Mult? (V\, ..., V,, W) ist ein reeller Vektorraum der Dimension ny - - - -
npk.

Beweis. Sind 21) und 9B Basen von V; und W, so ist ein Isomorphismus Mult” -
W,V W) — R”™17rk durch die Abbildung auf die Komponenten gegeben.
ad

Wir definieren nun eine Art Multiplikation, durch die gegebenen Linearformen
ein kovarianter Tensor zugeordnet wird. Ist ndmlich ¢/ € Vj* so ist durch

(@' ® @) (v1.....vp) 1= @' (V1) 9P (vp), vj €V (2.5)

eine multilineare Abbildung definiert, die man als das Tensorprodukt der ¢’ be-
zeichnet. Dabei gilt

Mult?(Vi,....Vp) =LH {¢' ® - ® ¢” | ¢/ € V}'} .
Eine Basis von Mult? (V4, ..., V}) ist durch

Sil...ip = (aéll) ®"' ®aE;)) ) 1 S i/ S n/ ’ j = 17~~~5p

J

gegeben mit (A(;))* = (oc(lj), e a?j)) Basis von Vj*, also

1. ip=Jjr.r=1,...p

eipy
& =
( ity 0  sonst.

Kovariante Tensoren stellen eine Verallgemeinerung der Linearformen dar. Vek-
toren werden jetzt durch kontravariante Tensoren verallgemeinert.

Erinnert man sich daran, dass man mittels des Isomorphismus j aus Satz 2.6 die
Elemente von V als Linearformen auf V* auffassen kann, so liegt nahe, wie das
Tensorprodukt von p Vektorraumen zu definieren ist:
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Definitionen 2.11.
a. Das Tensorprodukt von V; ® --- ® V), ist der Vektorraum der p-Linearformen
auf Vi* x --- x V7. Elemente aus V| ® --- ® V), nennt man kontravariante

Tensoren vom Rang p.

b. Das Tensorproduktvon Vi ® --- @V, @ V" | ® -+- ® V* ist der Vektorraum der
p- Linearformen auf Vi x oo X VEx Vg X oee Vp Elemente aus V| ® - ®
Vy ® V') ® --- ® V; nennt man r-fach kontra- und (p — r)-fach kovariante
Tensoren.

c. Sind v, € V; Vektoren,r = 1,..., p, so ist durch

VI® - ®Up i VX x V) — R
(@D, o) = W) P (vp)

ein p-fach kontravarianter Tensor gegeben. Diesen bezeichnet man als das Ten-

sorprodukt der Vektoren vy, ..., vp.
Insbesondere ist fiir Basen (agr), .. a,(,rr)) =AM von Vi,r =1,..., pdurch
()@ ®a?)
» J1<iy<ny,..., I<ip<np

eine Basis von V| ® --- ® V), gegeben, und durch

(1) (r) Ir41
( ®---®a; ®Ol(r+1) & - ®a(p)) 1<ij=<n;

I<ip<np

ist eine Basis von V; ® -+ ® V, ® V5| ® --- ® V; gegeben, wobei AM* =

1
Qp s ist.
( (r) (r))
Die Komponenten eines r-fach kontra- und (p — r)-fach kovarianten Tensors ¢

sind durch -+ ®
i..0p _ ir r+1 P
€01r+1 ip =@ ( (l)a ey O{(r)’ air+1 . lp )

gegeben. Natiirlich sind auch Tensorprodukte wie Vi ® V,* ® V3 ®- - -® V) definiert,
wobei die Komponenten eines Tensors aus diesem Raum dann als

notiert werden.

Offenbar kann dabei die Reihenfolge der Faktoren im Tensorprodukt nicht belie-
big vertauscht werden, d. h. das Tensorprodukt ist nicht kommutativ.

Es wurde bereits in (2.4) beschrieben wie die Anwendung einer Multilinearform
auf Vektoren in Komponenten berechnet wird. Ahnlich kann man fiir r-fach ko- und
p —r-fach kontravariante Tensoren g € V* ®---Q V,* @V, 41 ®---® V), vorgehen:

Ist

W= () €VE j =l
) eV j=r+lap.
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So ist

1 r
o' ..on” vegr, . vp) =
iy 1 roodrt1 ip
E P iy Miy o Mi Vpgy - Vp (2.6)

I<ij=nj...
I<ip=np
Die Stellung der Indizes oben und unten, wie sie hier benutzt wird, ist Teil des soge-
nannten R1CCI-Kalkiils. Aus der Stellung der Indizes ersieht man das Transforma-
tionsverhalten bei Basiswechsel. Beschreibt eine Verkniipfung von Tensoren einen
Skalar, wie z. B. in (2.6), so treten in der Beschreibung im Ricci-Kalkiil die Indizes
jeweils paarweise oben und unten auf. In der physikalischen Literatur wird oft die
EINSTEINsche Summenkonvention benutzt: Uber gegeniiberstehende gleiche Indi-
zes wird immer summiert, das Summenzeichen wird weggelassen. Wir verwenden
diese Konvention hier jedoch nicht.
Das Verhalten der Komponenten bei Basiswechsel wird in Aufgabe 2.4 behan-
delt.
Istv € V, ¢ € Mult? (V), so wird als Verallgemeinerung von (2.2) das innere
Produkt iye € Mult?”~! (V) von v und ¢ durch

({v) (1, .. vp—1) =@V, V1, ..., 0p—y) firv; eV, j=1,..,p—1 (2.7)
definiert. Ist beziiglich einer Basis 2 von V'

v = (U v---svn)s Y = (@il...ip)ij=l...n B

SO ist
n
P o — E Jop.. .
(lv(p)ll...lp71 = V' @jiyip—y -
Jj=1

Lineare Abbildungen 4; € Hom (V;, W;) und ihre dualen A € Hom (W[, V)
setzen sich in natiirlicher Weise fort zu linearen Abbildungen

AI® @A QAL ® QA V1@V, W, ® - @W, —
W --W, V5, ®--®V).

Diese Abbildung ist durch die Forderung

(A1® R4 R4, QA1 ® Qv YT ® - ®¢?) =
AV @ - @ Av, @ A" T @ - @ A*p? (2.8)

eindeutig festgelegt, da jeder Tensor als Summe von Termen der Form v; ® -+ ®
v, ® "t ® .-+ ® P geschrieben werden kann. Allerdings ist diese Darstellung
nicht eindeutig, so dass man nachrechnen muss, dass (2.8) bei verschiedenen Dar-
stellungen desselben Tensors immer den gleichen Wert liefert. Das ist aber nicht
schwer und wird hier iibergangen.
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Istr =0undV; =V, W; =W, A; = Afiir j = 1,..., p, so schreibt man fiir
diese Abbildung auch

V4
®A* =Mult? A = A*P .

Im néchsten Satz stellen wir die wichtigsten Rechenregeln fiir ko- und kontrava-
riante Tensoren zusammen.

Satz 2.12.

Neneh=Ve(l.®V),
Men)eV:=01eV)e (Ve 1),
Homg (V. W)=V*Q W,

Mult? (V, W) = @ V* @ W,

e =1Vl .

S RO SR

Die Beweise sind jeweils leichte Ubungsaufgaben. Wir geben hier nur die Iden-
tifizierung aus c. exemplarisch an:

Ein A € Homg(V, W) fasst man als bilineare Abbildung a4 auf, indem man
as(v, ) := @(A(v)) setzt. Umgekehrt ist & € Mult? (V, W*) als Homomorphis-
mus A, € Hom (V, W) aufzufassen, indem man setzt:

Ae) :=a,) e W* =W.
Dem Tensor ¢ = ¢ @ w € V* ® W entspricht dabei die lineare Abbildung
Agv = p(v)w, vel.

Bemerkung: Der Identifikation aus c. verdanken die Tensoren ihren Namen, der
sich von dem lateinischen Wort fiir ,,spannen® ableitet. Im 19. Jahrhundert bezeich-
nete man so ndmlich u. a. die lineare Abbildung, die einem Verzerrungsvektor (in
erster Ndherung) den Kraftvektor zuordnet, den ein elastisches Material als Antwort
auf die Verzerrung erzeugt. Erst EINSTEIN erkannte, dass diese Tensorrechnung aus
der Elastizitétslehre zu dem Ricci-Kalkiil dquivalent ist, der kurz zuvor von italie-
nischen Differentialgeometern eingefiihrt worden war.

C Alternierende und symmetrische Abbildungen und Tensoren

Als besonders wichtig erweisen sich zwei spezielle Typen von multilinearen Abbil-
dungen bzw. Tensoren, die sich dadurch auszeichnen, dass sie auf das Vertauschen
von Argumenten entweder gar nicht oder durch Vorzeichenwechsel reagieren:

Definitionen 2.13.

a. Eine multilineare Abbildung ¢ € Mult? (V; W) heiit symmetrisch, falls fiir
1<i,j < pstets

OV, ViV Vp) = @V, Ve Vi, Up)
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gilt. Den Raum der symmetrischen p-linearen Abbildungen mit Werten in W
bezeichnet man mit Sym” (V'; W). Ferner schreibt man

Sym” (V;R) =: Sym? (V) =: SPV*.

b. Eine multilineare Abbildung ¢ € Mult? (V; W) heiBt antisymmetrisch oder
alternierend, falls fir | <i < j < p stets

1, Vi V) Up) = =@V, .. V), Vi, Up)

gilt. Den Raum der p-linearen alternierenden Abbildungen mit Werten in W
bezeichnet man mit Alt? (V; W). Ferner schreibt man

y4
Al?(V:R) =: Al (V) =: [\ V*.

c. Den Vektorraum der p-linearen alternierenden Abbildungen auf V* bezeichnet
man mit

y4
Al (V) = A\ V

und nennt ihn auch die p-te duflere Potenz von V.
d. den Vektorraum der symmetrischen Abbildungen auf V' * bezeichnet man mit

Sym? (V*) = SPV .

Offenbar sind Sym? (V) € Mult? (V') und Alt? (V) € Mult? (V') Untervektor-
raume.

Die Determinante im R” ist ein Element in Alt" (R"), Skalarprodukte auf einem
reellen Vektorraum V' sind Elemente in Sym? (V) und das Vektorprodukt ist ein
Element aus Alt* (R3; R?).

In den néchsten Kapiteln werden fiir uns vor allem alternierende Multilinearfor-
men wichtig werden. Der nun folgende Satz zeigt verschiedene dquivalente Mog-
lichkeiten sie zu charakterisieren. Hier — und auch im weiteren Verlauf — bezeichnen
wir mit S(p) die Menge aller Permutationen der Zahlen (1,2, ..., p).

Satz 2.14. Fiir ¢ € Mult? (V) sind diquivalent:

(i) p € AP (V), dh oWi,...,0j,... 0, ..., 0p) = —@V1,...,0i,...,
Vj,...,Vp), 1 i< j<p

(i)  @1,...,vp) = sgn (1)), - - -, Ve(p)) fiir vi,...,vp € V und jede Per-
mutation T € S(p).

(iii)  @(V1,.. ., Vi,...sVj,...,Vp) =0, falls v; = v; fiireini # j.

(v)  @i,...,vp) =0, falls {vi,...,vp} linear abhiingig sind.

Beweis. Wir fiihren hier nur den Beweis fiir die Folgerung (iii) = (i); die iib-
rigen folgen dem Muster von Rechnungen, die aus der Determinantentheorie wohl-
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bekannt sind, und sie seien dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen:

OV, Vi V) Up) F U, e VY V) =
= QU1 Vi Vs Up) + QU1 Uiy ey Uiy ey Up)

+F o1, VLV Up) F UL LYV, Up) =
=i, ViU F V), V) F O, LV LV VL Up) =

= Q(V1, .y Vi F Vs Vi F Vs, Vp) Do

Aus der Charakterisierung (i v) des Satzes ist auch sofort ersichtlich, dass
Alt? (V) =0 fiir p >dimV

gilt.
Die Komponenten der alternierenden Multilinearformen sind natiirlich alternie-
rend, d. h. fiir Multiindizes

i =(i1....ip) €{l,...n}"

gilt
Piyovipaigeip = “Pitcigenir.ip >

falls ¢ alternierend ist, und Analoges gilt fiir die symmetrischen Multilinearformen.
Damit kann nun auch die Dimension der beiden Rdume bestimmt werden:

Satz 2.15. Ist (ay, ..., a,) eine Basis von V und bezeichnet
Giy.oip = @@y, .. ai,), 1 <ij <n
die Komponenten von ¢ € Mult? (V) beziiglich dieser Basis, so sind durch

@4 Al (V) — RG)
@ > (Piy..ip)i<iy<-<ip<n
Pg : Sym? (V) — RS :

@ > (€0i1...ip)15i15-~-5ip5n

dim Alt? (V) = (") ,
p

.
dim Sym? (V) = (" tp ) .
p

Isomorphismen gegeben.
Insbesondere ist also
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Beweis. Wir fiihren den Beweis hier nur fiir @4, fiir @5 folgt er vollig analog.
Offenbar sind die Abbildungen @4 und Pg linear. @4 ist injektiv, denn aus der
Antisymmetrie von ¢ folgt sofort

Pp(p) =0 <= ¢(ai,,....a;,) =0 firalle (i1,....ip) € {1,....n}.

Dies ist aber aufgrund der Multilinearitét von ¢ gleichbedeutend mit ¢ = 0.
Die Abbildung @4 ist surjektiv, denn ist

n
w € R(P), o = (; ip) iy <w<ip<n »

.....

so definiere fiir (j;,..., jp) € {1,...,n}?

0 falls j, = Js fireinr # s,

SN (D)@, 1y je(py UL Jr() <+ < Jr(p)-

a)jljp -

Dann ist ¢ € Alt” (V) mit @' (w) = ¢ durch

n

L J1 Jp ...
o1, ..., Vp) 1= E vy v ),

Jlseees, fp=1

wohldefiniert. (Hier ist vf’ natiirlich die j,-te Komponente des Vektors v,, nicht
etwa eine Potenz!) O

Eine lineare Abbildung A € Hom (V, W) induziert, wie im letzten Abschnitt
gezeigt, auch eine lineare Abbildung

QP A* : Mult? (W) — Mult? (V).

Einschrinkung dieser Abbildung ergibt lineare Abbildungen

p p p
NAa - A\Nws— AV,
SPA* . SPW* — SPV*,

Ebenso iibertrdgt sich auch das innere Produkt (2.7) auf APV* und SPV*,
d.h. firv € Vund ¢ € APV* istiyp € APTIV* und fir y € SPV* ist
iy € SPT'V* wohldefiniert.

Anders verhilt es sich mit dem Produkt. Durch

Mult? (V) x Mult? (V) — Mult?t4 (V) :
(. V) r— QY =ty
mit
X1y Vptg) = @01 )V (Vpti- - Vptg)

ist ein Produkt multilinearer Abbildungen, das Tensorprodukt der Abbildungen de-
finiert. Das Tensorprodukt zweier alternierender bzw. symmetrischer Abbildungen



46 2 Multilineare Algebra

ist jedoch nicht alternierend bzw. symmetrisch, und daher muss das Produkt zweier
alternierender Abbildungen auf andere Weise definiert werden:

Definition 2.16. Ist ¢ € Alt? (V), ¢ € Alt? (V), soist ¢ A ¥ € Alt’P T4 (V) durch

@ A1 Vpig) =

Z Sgn(f)<ﬂ(vr(1), cees Ur(p))l//(vr(p+1)v cee vr(p+q))
T€S(piq)

1
=l > sgn(0er(ry. - VeV Vet - Ve(pg))
T reS(p+q)

definiert, wobei S(p;q) € S(p + ¢) die Menge aller Permutationen ist, fiir die
(D) <t@)<---<t(pundt(p+1)<t(p+2) <--<1(p+q) gilt. Man
nennt A das duflere Produkt von ¢ und .

Hat also ¢ die Komponenten (¢, ..., )i, <-<i,, und ¥ die Komponenten
(Vji...jg) ji<-<jq» 50 sind die Komponenten von ¢ A v durch
((p 74N W)il...i,,+q = Z sgn (T)(pir(l)"'if(p) . 1//i,<p+1>~~~i,<p+q>
€S(p.q9)

gegeben.
Beispiele:

a. p=q=1,alsop € V* ¢ € V* Dannist
(@ AY)(u,v) = )Y (v) — @)Y (1) .

Sind also (¢;)i=1,...» und (V& )k=1,....,» die Komponenten von ¢ und ¥, so sind
(@ivj — @ ¥i)1<i<j<n die Komponenten von ¢ A .
b. p=2.q=1,¢€Al* (V), ¥ € Alt' (V). Dann ist

(@ AY)(v1,v2,03) = (1, V)V (V3) + @(V2, V3) ¥ (V1) — @(V1, V3) P (V2) .

Sind also (¢;;)i<i<j<n und (¥;)1<i<n die Komponenten von ¢ und v, so sind
die Komponenten von ¢ A ¥ durch

(0ij Vi + @jkVi — @ik V) 1<i<j<k<n
gegeben.

Im folgenden Satz werden die wichtigsten Eigenschaften des duBeren Produkts
zusammengestellt.

Satz 2.17. Seien ¢, € Alt" (V), n € Alt? (V), & € Alt? (V). Dann gilt:

a. A ist schiefsymmetrisch, d. h.

pAn=(=Dnrg.
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b. A ist bilinear, also

@+¥Y)An=pAn+vAn,
Ap)An= A An) firalled eR,

c. A ist assoziativ, d. h.
(eAmMAE=pA(AE),

d. A ist natiirlich, d. h.
A*(@ An) = A*p A A*n e AP (W)
fiir alle linearen Abbildungen A € Hom (W; V).
Beweis. b.und d. sind klar.

a. Seio = 0,, € S(r + p) durch o = 1 ... p p+1...r+p)

r+1...r+p 1 ... r
gegeben. Dann ist sgn (0, ,) = (—1)"?. Also ist

1
rip!

Z sgn (T)w(vr(l)v cee vr(r))

teS(r+p)

((p A n)(vl, ey Ur+p) =

DUz 410 - - > Ve(r4p))
1
- rip! Z sgn (T)U (U(rc:cr,-’p)(l), ceey U(roor!p)(p))
t€S(r+p)

“@(V(zoo, ) (p+1)s - - > (oo, ) (p+1)

1 -
= Y (=D Psgn (H)zry. - - - Vi(p)

!
rp zeS(r+p)
“@Vz(p41)s - - - VE(ptr))
==D"PMA@)(V1, .. Vrgp)

b. Eine dhnliche Rechnung wie in a. zeigt, dass

@AMAE=QAMAD =Y @) Ve(p)
teS(r,p,q)

Nz(pt1)s -+ Ve(ptr)  EWrptr+1)s -+ Ve(ptr+q) »

wobei S(r, p,q) € S(r + p + ¢) die Menge aller Permutationen t mit

(1) <--- < t(r),
tr+1)<---<t(r+p),
tr+p+)<---<t(r+p+gq).

Genauer findet man den Beweis in [17]. O
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Auf Grund der Assoziativitit kann man mehrfache duflere Produkte ¢ A« - A @y
bilden, ohne sich auf eine bestimmte Klammerung festzulegen. Diese mehrfachen
Produkte sind besonders wichtig, wenn es sich bei den ¢; um Linearformen handelt.
Es gilt ndmlich:

Satz 2.18.
a. Sind vy, ...,v, € Vund ¢!, ..., 97 € V*, so gilt
@' (vy) -+ P (v1)
(@' Ao A@P)(v1,...,v,) = det : : . (2.9)
(Pl(vp) (Pp(vp)

b. Ist 2 = (ay,...,ay,) eine Basis von V, A* = (a',...,a") die dazu duale, so ist
(™ A naP)(ay,, ... a,)
0 Sfalls {py, .. pipt #{vi, .. vp}
= oderv; = vj fiireini # j, (2.10)

sgn(t) fallsv; =t(u;) fiiralle j € {1,..., p}.
Beweis.

a. Die zur Behauptung dquivalente Gleichung

p
@' A A1) = Y sen(0) [ [ ¢ (e

teS(p) i=1

folgt sofort durch Induktion nach p, wenn man @' A --- A @? = (' A--- A
©P~1) A @P schreibt und die Definition des duBeren Produkts anwendet.

b. folgt mittels Determinantentheorie aus a., kann aber auch leicht durch Induktion
nach p direkt bewiesen werden: Da a*! A --- A a*? alternierend ist, geniigt es,
die Behauptung fiir i1 < --- < pp und vy < --- < v, nachzuweisen. Es ist

((aul A A aMp) A aMp+1)(avl’ . -»av,,+1) =
= Z sgn (T) (@t A s AP ) @y, gy o) 0P (a0 )
teS(p,1)

0, fallskeinv; mitv; = p, existiert,

sign(t) (@' Ao AatP)(ay,, .. Ay, ay,y ), fallsv = wpy .

Dabei bedeutet dy; , dass der Vektor a, ; in der Aufzihlung ausgelassen ist. Die
Behauptung folgt jetzt aus der Induktionsannahme.
O

Satz 2.19. Sei A = (ay, . ..,ay) eine Basis von V und A* = (a',...,a") die duale
Basis.
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a. Dann ist (a'' A---AO'P);, <<i, eine Basis von Alt? (V'), die durch 2 gegebene
Basis.
b. Fiir ¢ € Alt? (V) gilt dann also

o= > i AAdT @.11)

I<ij<-<ip=<n

wobei ((pilmip )1<ii<-<i,<n die Komponenten von ¢ beziiglich 2l sind.

Beweis. Dass die alternierenden Multilinearformen (o't A +++ A &'7) 1< <c<ipy<n
linear unabhingig sind, folgt sofort aus (2.10). Damit bilden sie nach Satz 2.15
eine Basis von Alt? (V). Die Gl. (2.11) folgt durch Einsetzen der Basisvektoren auf
beiden Seiten. ad

Orientierung und orientiertes Volumen

Die n-te duBere Potenz Alt” (V) ist nach 2.15 ein eindimensionaler Vektorraum. Ist
A = (ay,...,a,) eine Basis von V, A* = (a',...,a") die duale Basis, so ist die
durch 2 gegebene Basis von Alt” (V)

a' Ao at.
In Aufgabe 2.3 wird gezeigt, dass fiir n € Alt” (V) und A € End (V) gilt
A*n=detA-n. (2.12)

Ist also V = R” und 2 die Standardbasis, d.h. a; = e;, so ista! A --- A o™ die
Determinante.

Wir erinnern daran, dass zwei Basen 2 und ®8 eines Vektorraums gleichorientiert
heiBen, falls fiir die Transformationsmatrix C, die 2l = (ay,...,ay) in B =
(b1, ..., by) uberfiihrt, det C > 0 gilt. Aus (2.12) folgt nun, dass zwei Basen ge-
nau dann gleichorientiert sind, wenn fiir eine beliebige alternierende n-Form 7 # 0
auf V

sgn(n(ai,....an)) = sgn(n(by,...,byn))

gilt. Ein Vektorraum V heilit orientiert, wenn eine seiner beiden moglichen Ori-
entierungen ,,ausgezeichnet® ist. Die Basen, die diese ausgezeichnete Orientierung
reprisentieren, heiflen positiv orientiert. Ist V' ein orientierter Vektorraum, so heif3t
n € Alt" (V) positiv orientiert, falls n(ay,...,a,) > 0 fir eine (und dann jede)
positiv orientierte Basis von V.

Bemerkung: Die beiden Orientierungen eines n-dimensionalen reellen Vektor-
raums V sind wieder ein Beispiel fiir Aquivalenzklassen im Sinne der Anmer-
kung 1.24. Hier ist S die Menge aller Basen von V (jede Basis als n-Tupel auf-
gefasst, nicht nur als Menge!), und die Aquivalenzrelation ist gegeben durch

B ~ B, <= die Transformationsmatrix, die B, in B, iiberfiihrt, hat positive Determi-
nante.
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Aber niemand stellt sich eine Orientierung wirklich als eine Menge von Basen
vor, sondern als den ,,Drehsinn® oder ,,Schraubsinn®, den gleichorientierte Basen
gemeinsam haben.

Ist V' schlieBlich ein orientierter euklidischer Vektorraum, so heift die eindeutig
bestimmite alternierende n-Form 1 € Alt” (V') mit

niet,....ep) =1

fiir eine (und dann jede) positiv orientierte Orthonormalbasis (e, . . ., e,) die Volu-
menform auf V. Wie wir noch sehen werden (vgl. 4.10 und die Bemerkung danach),
ist die Zahl n(ay, ..., a,) dann namlich das orientierte Volumen des von den Vek-
toren ay, .. ., a, aufgespannten Parallelepipeds, also das Volumen, versehen mit ei-
nem Vorzeichen, das angibt, ob das Vektorsystem (aj, . .., a,) positiv oder negativ
orientiert ist.

Die Volumenform fiihrt zu wichtigen Isomorphismen:

Satz 2.20. Sei n die Volumenform auf dem n-dimensionalen euklidischen Raum V.

a. Dann sind durch

Al" (V) ~R, c-nr—c

und
VA" (V), vy (2.13)

kanonische Isomorphismen gegeben.
b. Ist A = (ay,...,ay) eine positiv orientierte Orthonormalbasis, so ist der Iso-
morphismus aus (2.13) durch

n n
ZviaiHZ(—l)i_lvialA---Aa"/\---/\(x" (2.14)
i=1 i=1

gegeben. Dabei ist wieder (al, ...,a") die duale Basis, und otA" bedeutet, dass
dieser Faktor weggelassen wird.

Beweis.

a. Nur fiir die Abbildung aus (2.13) ist die Behauptung nicht trivial. Wegen

dim AIt"™' (V) = ( ) =n = dimR"

n
n—1
geniigt es aber, die Injektivitit nachzuweisen. Ist nun v # 0, so kann man den

Einheitsvektor v/||v|| zu einer positiv orientierten Orthonormalbasis erginzen,
etwa durch w,, ..., wy,, und dann ist

(o) (w2, ..o wp) = NV, Wy, ..., wp) = [[v]| #0

nach Definition der Volumenform.
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b. Es geniigt, die Behauptung fiir die Basisvektoren v = a; zu beweisen. Dafiir
folgt sie aber direkt aus (2.10), wenn man beachtet, dass die Volumenform in
der Gestalt

geschrieben werden kann.

Aufgaben zu Kap. 2

2.1. Beweisen Sie Satz 2.3: Die Transformationsmatrix der dualen Basen ist die
Transponierte der Transformationsmatrix.

2.2.Seia € AltF V. Zeigen Sie, dass dann gilt: Sind vy, . . ., v linear abhéngig, so
ista(vy,...,vg) =0.

2.3. Zeigen Sie: Ist A € End (V) und n € Alt"V, so ist A*n = det A - 7.
Hinweis: Beweisen Sie dies zunédchst fiir V¥ = R” und n = det, indem Sie die
Standardbasis auf beiden Seiten einsetzen.

2.4. Seien A) und BY) Basen von V; und (c%;) die zugehorigen Transformati-

. n .
onsmatrizen, also af/) => ¢k by Sei
k=1

WeV®-- RV, RV, @ Vi,.

Wie berechnet man die Komponenten von @ beziiglich der Basen 2( aus denen be-
ziiglich der Basis B? (Hinweis: Benutzen Sie Satz 2.3.)

25.8i V = R3, {e1, ez, e3} eine positiv orientierte Orthonormalbasis und
{81, 82, 83} die duale Basis von V* = Alt' V.

a. Wir setzen
Vii=8A8G, y2i=8A8, yii=8Ab.

Dann ist {y;, y», y3} eine Basis von Alt’> V. Seien nun o, 8 € V* 1-Formen,

3 3
o =Y b, B =) B;§j. Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen
i=1 j=1

o A B und dem Vektorprodukt der Vektoren (o, a2, @3)” und (81, B2, B3)T?

3 3
b. Seiennunw = Y w;6; € V*eine 1-Formund u = Y puxyx € Al? V eine 2-
i=1 k=1
Form. Welcher Zusammenhang besteht zwischen w A i und dem Skalarprodukt
der Vektoren (w;, >, w3)T und (i1, pa, u3)7?
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2.6. Die lineare Abbildung A : R? — R3 sei beziiglich der Standardbasen gegeben
47

durch die Matrix | 2 1 |. Sei (8, 82, 3) die Standardbasis von R3*. Berechnen Sie
78

A*w fiir

(1) w = 81 +82+83;
(1) w:=8 A6+ A8+ A0
(111) w = 81 VAN 82 VAN 83.

2.7. Zeigen Sie: Fiir die kanonische Volumenform vol auf einem orientierten eukli-
dischen Vektorraum (V, (-|-)) der Dimension n gilt:

(viler) -+ (vilen)
vol(vy, ..., v,) = det ) :
(vnler) -+ (vnlen)
wobei det die Determinante in R” bezeichnet, und (ey, ..., e,) eine positiv orien-
tierte Orthonormalbasis von V ist.
2.8. Zeigen Sie, dass k Linearformen oy, ...,0r € V* genau dann linear unabhén-

gig sind, wenn 0| A - -+ A oy # 0 gilt.

2.9. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum.

a. Zeigen Sie, dass es fiir jede 2-Form w € Alt’ V eine Basis {01, ...,0,} von V*
gibt, so dass
W =0 N0+ + 02p—1 N O .

gilt. (Hinweis: Man imitiere das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsver-
fahren.)
b. Zeigen Sie weiterhin, dass die Zahl r von der Wahl der Basis unabhéngig ist und
durch die Bedingung
o 7& 0, a)r-i-l =0

charakterisiert wird.
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