Kapitel 1
Der Zufall in unserer Welt —
Einfiihrende Beispiele und Grundbegriffe

Jeder hat eine Vorstellung davon, was man unter Statistik versteht, und viele denken
dabei sicherlich zunichst an umfangreiche Tabellen oder grafische Darstellungen,
die bestimmte Sachverhalte in komprimierter Weise verdeutlichen. Dies ist jedoch
nur ein Teil der Statistik, die sogenannte beschreibende oder deskriptive Statistik,
die dazu dient, umfangreiche Datensitze mit Hilfe von Abbildungen und Kennzah-
len anschaulich darzustellen.

In den meisten Fillen geht die Statistik jedoch weit iiber die reine Beschreibung
von Datensétzen hinaus. In der Regel sind vorliegende Daten nur eine Stichpro-
be aus einer sogenannten Grundgesamtheit, und man mochte aus der Stichprobe
Schlussfolgerungen fiir die Grundgesamtheit ziehen. Dieser Teil der Statistik wird
schliefende oder induktive Statistik genannt.

Zu Beginn dieses ersten Kapitels werden zunichst einige praktische Anwen-
dungsbeispiele statistischer Methoden vorgestellt, um einen Eindruck von den viel-
faltigen Anwendungsmoglichkeiten der Statistik zu vermitteln. Im hinteren Teil des
Kapitels werden dann einige wichtige Grundbegriffe der Statistik, wie zum Beispiel
Stichprobe und Grundgesamtheit, eingefiihrt.

1.1 Deterministische und stochastische Modelle

Bevor die einfilhrenden Anwendungsbeispiele statistischer Methoden und Model-
le vorgestellt werden, sollen zunichst die Begriffe deterministisches Modell und
stochastisches Modell erldutert werden. Dazu ist zunéchst der Begriff des Modells
zu definieren. Ein Modell ldsst sich etwa als vereinfachte Beschreibung der Realitit
definieren. Ein anschauliches Beispiel ist eine Landkarte, die eine bestimmte, reale
Landschaft vereinfacht auf einem Blatt Papier beschreibt.

Man hat es in der Statistik immer mit Daten zu tun, d.h. mit GroBen, die gemes-
sen, gezahlt oder auf andere Art und Weise quantifiziert werden konnen. Statistische
Modelle werden durch mathematische Formeln, durch Zahlen oder als Grafik gege-
ben. Auf dieser Grundlage ist eine engere Definition des Modells sinnvoll:
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Ein Modell ist die Beschreibung eines quantitativ erfassbaren Phanomens.

Die nachfolgenden Beispiele und Bemerkungen dienen dazu, einen Eindruck von
der Bedeutung stochastischer, d.h. zufallsabhdngiger Sachverhalte in verschiedens-
ten Bereichen des Lebens, sowie der Anwendung statistischer Modelle in diesem
Zusammenhang zu vermitteln. Lediglich das erste Beispiel ist nicht durch zufillige
Einfliisse geprigt. Es stellt eher die Ausnahmesituation als die Regel dar.

Beispiel 1.1. Schwingungsdauer eines Pendels

Zunichst wird ein Beispiel fiir ein deterministisches Modell betrachtet, und zwar
fiir die Schwingungsdauer eines Pendels. Die Physik liefert dazu eine Theorie, aus
der man ableiten kann, dass die Schwingungsdauer 7 von der Linge L des Pendels

abhingt und durch die Gleichung
L
T=2m|—
8

beschrieben wird, wobei 7 die Kreiszahl und g die Erdbeschleunigung bezeichnet.

Um die Schwingungsdauer T eines realen Pendels zu berechnen und somit das
Modell fiir einen bestimmten Zweck zu verwenden, bendtigt man die Linge des
Pendels und die Erdbeschleunigung am Ort des Pendels. In Géttingen z.B. ist g
etwa 9.81m/ s% (die Einheit ist hier Meter dividiert durch Sekunde zum Quadrat);
dann ergibt sich beispielsweise fiir L = 7.5 m die Schwingungsdauer

[ 7.5m
T=2r 981—11’[/5‘2_55S

Dabei wird vorausgesetzt, dass der Pendelausschlag klein gegeniiber der Pendel-
lange ist, d.h. dass das Pendel nur kleine Winkel durchlauft. Man benétigt also nur
die Liange des Pendels L, um die Schwingungsdauer 7' zu bestimmen.

Diese Formel ist ein Beispiel fiir ein Modell, das den quantitativen Zusammen-
hang zwischen zwei GroéBen, der Linge eines Pendels und der Schwingungsdauer,
beschreibt (bei gegebener Erdbeschleunigung). Grafisch ist dieser Zusammenhang
in Abb. 1.1 dargestellt. Sowohl die Grafik als auch die Formel sind als Modell fiir
das Pendel zu verstehen. Lediglich die Darstellungsform ist eine andere. Die An-
wendungsmoglichkeit des Modells ist offensichtlich: wir konnen mit Hilfe dieses
Modells die Schwingungsdauer T fiir verschiedene Werte von L bestimmen.

Falls jetzt die Frage aufkommt, aus welchem Grund man sich fiir die Schwin-
gungsdauer eines Pendels interessieren sollte: bis zur Erfindung der Quarz-Uhren in
den 1930er Jahren waren Pendeluhren iiber Jahrhunderte das genaueste Mittel der
Zeitmessung, und auch heute noch hat sicher der eine oder andere eine Pendeluhr
zu Hause.

Das mathematische Pendel ist ein Beispiel fiir eine deterministische Beziehung
zwischen zwei GroBen. Mit deterministisch ist gemeint, dass es fiir jeden Wert der
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Abb. 1.1 Modell fiir die Schwingungsdauer eines Pendels in Abhingigkeit von der Linge

Linge L genau einen Wert fiir die Schwingungsdauer 7' gibt. Die Schwingungs-
dauer ist durch die Lange des Pendels determiniert. Es gibt hier keine Unsicherheit
oder Unbestimmtheit. Wenn die Léinge des Pendels bekannt ist, kennt man auch die
Schwingungsdauer. Ganz anders ist die Beziehung zwischen zwei GréBen in dem
folgenden Beispiel.

Beispiel 1.2. Blockzeit eines Linienfluges

Wer privat oder geschiftlich mit dem Flugzeug reist, ist sicherlich nicht nur da-
ran interessiert, sicher am Ziel anzukommen, sondern auch moglichst schnell und
plinktlich. Dabei hingt die Dauer eines Linienfluges in erster Linie von der Linge
der Flugstrecke ab.

Tabelle 1.1 enthilt die Strecke d in nautischen Meilen (entspricht 1 852 Metern)
sowie die dazugehorige Dauer ¢ in Minuten fiir 100 zufillig ausgewihlte innera-
merikanische Fliige (mit einer Flugstrecke von maximal 1 500 Meilen) der Flugge-
sellschaft American Airlines im Februar 2006." Die Dauer umfasst dabei die Zeit
vom Losrollen eines Flugzeugs von der Start-Position bis zum Stillstand auf der
Ziel-Position (on blocks) und wird daher auch Blockzeit genannt. Sie beinhaltet ne-
ben der reinen Flugzeit auch die sogenannte Taxi-Out-Zeit (Zeit vom Losrollen bis
zum Abheben) sowie die Taxi-In-Zeit (Zeit vom Aufsetzen bis zum Stillstand). Die
im Flugplan einer Fluggesellschaft angegebene Dauer eines Fluges stellt immer die
geplante Blockzeit dar, und nicht die reine Flugzeit.

Wenn man Tabelle 1.1 betrachtet, stellt man fest, dass es den erwarteten Zusam-
menhang zwischen der Flugstrecke und der Blockzeit gibt; je langer die Flugstrecke,
desto ldanger ist tendenziell die Blockzeit. Die Beziehung zwischen Flugstrecke und
Blockzeit ist jedoch von anderer Art als die oben betrachtete Beziehung zwischen
der Léange und der Schwingungsdauer eines Pendels. Im Falle des Pendels gehort

! Die Original-Daten der American Airlines Fliige im Februar 2006, die im Rahmen die-
ses Beispiels betrachtet werden, stammen aus der Airline On-Time Performance Data Daten-
bank, die das US-amerikanische Bureau of Transportation Statistics auf seiner Internetseite
http://www.transtats.bts.gov zur Verfiigung stellt (Stand 24. April 2008).
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Tabelle 1.1 Flugstrecke d in nautischen Meilen und Blockzeit ¢ in Minuten fiir 100 zufillig ausge-
wihlte inneramerikanische American Airlines Fliige (mit einer maximalen Flugstrecke von 1500
Meilen) im Februar 2006

d 25811891145 258 403 612 175 733 337 761 783 468 7621017 888
t 64 195 178 72 78 146 46 138 70 144 100 79 175 137 150

d 748 733 416 1437 950 888 1121 1235 988 1055 583 1217 868 1235 1171
126 105 98 220 154 143 193 193 168 174 106 207 160 170 182

~

d 11451062 1389 733 10451440 190 1751313 175 950 868 190 1205 551
t 204 203 197 148 158 210 67 50 182 53 147 155 63 199 115
d 1171 1045 236 583 10351471 867 1162 1017 1055 1171 551 1235 641 1068
t 173 142 65 124 179 195 126 185 172 183 196 102 181 118 168
d 569 1431 190 733 1464 1235 177 190 247 786 551 1055 5921182 1213
t 89 243 49 131 199 165 62 59 82 124 96 162 115 189 166
d 55113021372 448 190 867 762 987 678 334 964 6121144 177 551

~

82 182 197 86 58 167 128 164 110 86 140 142 167 59 96

d 762 612 603 1456 1189 861 522 1005 733 1438
t 141 128 95 222 177 149 114 159 149 212

zu jedem Wert der Linge genau ein Wert fiir die Schwingungsdauer. Die Schwin-
gungsdauer ist durch die Ldnge eindeutig bestimmt. Im Beispiel mit der Blockzeit
ist das anders. Es gibt z.B. 5 Fliige mit einer Flugstrecke von 733 Meilen und dazu-
gehorigen Blockzeiten von 138, 105, 148, 131 und 149 Minuten. Die Blockzeit ist
also nicht eindeutig durch die Flugstrecke bestimmt. Vielmehr scheint es zufillige
Schwankungen zu geben. Eine solche Beziehung nennt man stochastisch. Eine gra-
fische Darstellung der Beziehung zwischen Flugstrecke und Blockzeit gibt Abb. 1.2.
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Abb. 1.2 Flugstrecke d in nautischen Meilen und Blockzeit ¢ in Minuten fiir 100 zufillig ausge-

wihlte inneramerikanische American Airlines Fliige (mit einer maximalen Flugstrecke von 1500
Meilen) im Februar 2006 sowie angepasste Gerade
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Neben den Beobachtungen ist in Abb. 1.2 auch eine an die Daten angepasste
Gerade eingezeichnet (wie man eine solche Gerade bestimmt, wird in Kapitel 11
gezeigt). Die eingetragenen Punkte liegen nur anndhernd auf der Geraden. Das ist
der entscheidende Unterschied zum vorigen Beispiel. Hier tritt eine zuféllige Varia-
tion oder Streuung auf. Die Blockzeit ist nicht nur durch die Flugstrecke bestimmt,
sondern es treten noch weitere Einflussfaktoren auf, die fiir die zufillige Variation
verantwortlich sind; beispielsweise spielt die Verkehrsdichte am Start- und Zielflug-
hafen, sowie im durchflogenden Luftraum eine Rolle. Die Beziehung ist damit nicht
deterministisch, sondern stochastisch.

Auch wenn die tatsiachlichen Blockzeiten schwanken, ist es dennoch von Nutzen,
die annihernde Gerade zu kennen, um die Blockzeit fiir eine bestimmte Strecke,
beispielsweise fiir die Flugplanung, zumindest ungefihr abschitzen zu konnen. Die
wichtigste Einflussgroe auf die Blockzeit ist neben der Flugstrecke die Flugrich-
tung; so ist z.B. ein Flug von Los Angeles nach New York auf Grund des Riicken-
windes in der Regel deutlich kiirzer als der entsprechende Flug von New York nach
Los Angeles. Doch auch wenn man die Flugdauer fiir eine ganz bestimmte Flugstre-
cke betrachtet, kann man deutliche zufillige Schwankungen beobachten. Dies ver-
deutlicht Tabelle 1.2, die eine Zusammenfassung der 174 verfiigbaren Blockzeiten
der Fliige von American Airlines von Dallas / Fort Worth (DFW) nach Philadelphia
(PHL) im Februar 2006 darstellt.

Tabelle 1.2 Blockzeiten der American Airlines Fliige auf der Strecke DFW-PHL im Februar 2006
[150;160] (160;170] (170;180] (180;190] (190;200] (200;210] (210;220] (220;230] (230;240]

7 24 42 54 29 11 5 1 1

Laut Tabelle 1.2 schwankte die Blockzeit der American Airlines Fliige von Dal-
las nach Philadelphia im Februar 2006 zwischen 150 und 240 Minuten, wobei die
meisten Blockzeiten zwischen 180 und 190 Minuten lagen. Laut Flugplan betrug
die geplante Blockzeit je nach Verbindung zwischen 180 und 189 Minuten, bei ei-
ner Flugstrecke von 1302 Meilen.

Da man normalerweise Informationen aus einer Grafik wesentlich leichter und
schneller erfassen kann, sind die Daten aus Tabelle 1.2 in Abb. 1.3 noch einmal als
sogenanntes Histogramm dargestellt. Bei der Erstellung eines Histogramms teilt
man in der Regel die Héufigkeiten durch die gesamte Zahl an Beobachtungen und
durch die Klassenbreite (die Breite des Intervalls) und stellt das Ergebnis dann als
Rechteck iiber dem entsprechenden Intervall dar. Eine detaillierte Beschreibung der
Konstruktion von Histogrammen folgt in Kapitel 2.

Das Histogramm vermittelt einen guten Eindruck von der Verteilung der Block-
zeiten. Zusitzlich ist in Abb. 1.3 noch eine Kurve eingezeichnet. Diese Kurve stellt
ein stochastisches Modell zur Beschreibung der Blockzeiten dar und kann als Glit-
tung des Histogramms interpretiert werden. Wie dieses stochastische Modell be-
stimmt worden ist und ob es die Blockzeiten angemessen beschreibt, wird in spi-
teren Kapiteln noch erldutert. An dieser Stelle soll nur festgehalten werden, dass
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Abb. 1.3 Histogramm der Blockzeiten der American Airlines Fliige auf der Strecke DFW-PHL im
Februar 2006 und angepasste Normalverteilung

die Blockzeiten zufilligen Schwankungen unterliegen, wobei sie jedoch gewisse
Muster aufweisen (viele Beobachtungen in der Mitte, wenige am Rand), die durch
ein stochastisches Modell beschrieben werden konnen. Mit Hilfe dieses Modells
ist es dann moglich, bestimmten Beobachtungen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen.
Laut dem Histogramm der Blockzeiten, sowie der eingezeichneten Kurve ist es bei-
spielsweise wahrscheinlicher, dass die tatsdchliche Blockzeit zwischen 180 und 190
Minuten betrigt, als dass sie unter 160 Minuten oder iiber 210 Minuten liegt. Was
genau eine Wahrscheinlichkeit ist und wie man sie mit Hilfe eines stochastischen
Modells bestimmt, wird ebenfalls in den spiteren Kapiteln detailliert erldutert.

Nach Betrachtung der Beispiele der Schwingungsdauer eines Pendels sowie der
Blockzeit eines Linienfluges konnen wir den Unterschied zwischen deterministi-
schen und stochastischen Modellen folgendermaBen beschreiben:

Treten bei den betrachteten Phdnomenen zufdillige Schwankungen auf, so ist
damit der Begriff Wahrscheinlichkeiten verbunden. Ein stochastisches
Modell ist zur Beschreibung erforderlich.

Spielen bei den betrachteten Phianomenen zufillige Schwankungen keine
Rolle, dann kommt man mit einem deterministischen Modell aus.

Hat man es mit Phdnomenen zu tun, die durch ein deterministisches Modell be-
schrieben werden konnen, dann weifl man genau, wie sich dieses Phinomen unter
gegebenen Bedingungen verhilt. Der Zusammenhang zwischen den betrachteten
Grofen ist vollkommen. Keine weiteren Einfliisse als die, die im Modell auftau-
chen, spielen hinein. Dies ist nicht der Fall, wenn es eine stochastische oder zufélli-
ge Variation gibt. Will man ein Phdnomen beschreiben, das eine zufillige Variation
aufweist, so ist notwendigerweise zu beachten, dass der Zusammenhang zwischen
den betrachteten GréBen nicht vollkommen ist. Es kommt jetzt darauf an, Begriffe
und Male zu finden, mit denen das Phdnomen beschrieben werden kann. Nur dann
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kann man, unterstiitzt durch das Modell, fundierte und angemessene Entscheidun-
gen treffen.

Viele interessante bzw. bedeutende Phinomene sind von Natur aus eher stochas-
tischer als deterministischer Art, z.B. Phinomene, die die Umwelt, das Wetter, das
menschliche Verhalten, die Wirtschaft oder Ahnliches betreffen. Man kann z.B.
nicht genau vorhersagen, wie schnell ein Baum in einem Wald wachsen wird, da
sein Wachstum von vielen Faktoren abhingt, wie z.B. der Niederschlagsmenge, die
wiederum selbst auch nicht exakt vorhergesagt werden kann. Genauso sind

e das wirtschaftliche Wachstum,

» die Enwicklung der Arbeitslosigkeit,

 die Zahl der zukiinftigen Auftragseingénge,
* die Inflationsrate oder

* der morgige Wechsel- oder Aktienkurs

nicht genau vorherzusagen. Man kann auch nicht wissen, wie potenzielle Kiufer auf

* eine bestimmte Werbung,

* eine neue Verpackung eines Produkts,

* eine Preisinderung oder

» eine andere Platzierung eines Produkts innerhalb des Geschiftes oder im Regal

reagieren. Man weil} auch nicht im Voraus, wie eine bestimmte Person auf ein ge-
wisses Medikament reagiert.

Solche Phinomene kénnen nur sehr selten durch deterministische Modelle be-
schrieben werden, da diese Phinomene in der Regel zu komplex sind. Sie werden
auf komplizierte Art von vielen unterschiedlichen Faktoren beeinflusst. Haufig kann
man jedoch ein stochastisches Modell aufstellen, um damit Wahrscheinlichkeiten
anzugeben, dass gewisse Ereignisse eintreten.

So wird man sehr selten in der Lage sein, Aussagen der folgenden Art zu ma-
chen: Dieses Individuum wird positiv auf die Behandlung reagieren. Mit geeigneten
Daten wird es jedoch hdufig moglich sein, Aussagen der folgenden Form zu treffen:
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.9 (bzw. 90 %) wird das Individuum positiv auf
die Behandlung reagieren. Dies soll anhand der folgenden Beispiele stochastischer
Probleme und Modelle verdeutlicht werden.

1.2 Beispiele stochastischer Probleme und Modelle

Beispiel 1.3. Aspirin und Herzanfille

Am 27. Januar 1988 lautete eine Schlagzeile auf der ersten Seite der New York
Times Heart Attack Risk Found to be Cut by Taking Aspirin. Der zu der Uberschrift
gehorende Artikel berichtete liber die Ergebnisse einer Untersuchung, in der tiber-
priift wurde, ob geringe Dosen Aspirin Herzanfillen bei gesunden Ménnern mitt-
leren Alters vorbeugen. 22071 Minner waren zufillig in zwei Gruppen aufgeteilt
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Tabelle 1.3 Ergebnisse einer Studie zur Wirkung von Aspirin auf Herzanfélle bei Méannern mitt-
leren Alters

Personen Herzanfille Herzanfille pro 1 000 Personen

Aspirin-Gruppe 11037 104 9.4
Placebo-Gruppe 11034 189 17.1

worden. Eine dieser Gruppen, die Behandlungsgruppe, hatte regelmaig Aspirin er-
halten. Die zweite Gruppe, die Placebogruppe, hatte eine Substanz ohne wirksame
Inhaltsstoffe erhalten (man spricht dann von einem Placebo).

Es war genau aufgezeichnet worden, wer welche Behandlung erhalten hatte und
bei wem im Laufe der Zeit ein Herzanfall aufgetreten war. Dabei wussten weder die
Patienten noch die Arzte, ob es sich bei der verabreichten Substanz um Aspirin oder
um ein Placebo handelte. Diese Art von Versuch heifit Doppelblindstudie. Wenn
jeder gewusst hitte, mit welcher Substanz er behandelt worden war, so hitte das
moglicherweise das Resultat beeinflusst. Tabelle 1.3 enthilt eine Zusammenfassung
der Ergebnisse der Studie, die in dem Zeitungsartikel verdffentlicht wurden.

Es ist klar, dass das Ergebnis dieses Versuchs nicht durch ein deterministisches
Modell beschrieben werden kann. Ob ein Mann mittleren Alters einen Herzanfall
erleiden wird, héngt nicht einzig und allein davon ab, ob er regelmifBig Aspirin
zu sich nimmt oder nicht. Auch andere Faktoren spielen hier eine Rolle. Die Be-
ziehung zwischen der Art der Behandlung und dem Eintreten eines Herzanfalls ist
stochastisch. Die Ergebnisse der Studie miissen daher im Kontext eines stochasti-
schen Modells betrachtet werden, auch wenn sie die Vermutung nahe legen, dass die
Wabhrscheinlichkeit (oder das Risiko), einen Herzanfall zu erleiden, in der Aspirin-
Gruppe niedriger ist.

Die genannte Wirkung von Aspirin wurde natiirlich weiter untersucht. Bevor man
also sofort zur Apotheke lduft, um Aspirin zu kaufen, wiirde es sich lohnen, Berichte
tiber die vielen Ergebnisse von spiteren Untersuchungen zu lesen. Dass man mit der
Interpretation statistischer Analysen und stochastischer Modelle sehr vorsichtig sein
muss, zeigen auch die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 1.4. Weinkonsum und Herzkrankheiten

Abbildung 1.4a zeigt den Zusammenhang zwischen dem jahrlichen Alkoholkon-
sum in Form von Wein (Liter purer Alkohol / Kopf) und der Todesrate durch Herz-
krankheiten (Anzahl Tote / 100 000 Einwohner) fiir 21 Industrienationen im Jahr
1988, wobei ausgewihlten Punkten die entsprechenden Linder zugeordnet sind.”

Die Beobachtungen sowie die an sie angepasste Gerade erwecken den Eindruck,
dass sich das Risiko, an einer Herzkrankheit zu sterben, durch erh6hten Weinkon-
sum deutlich senken lédsst. Dies kann man jedoch nicht so einfach sagen, denn aus

2 Die Original-Daten stammen aus dem Artikel Crigui, M.H. and Ringel, B.L. (1994): Does diet or
alcohol explain the French paradox? The Lancet 344, December 24/31, 1719-1723. Die genauen
Zahlen wurden allerdings aus dem Artikel Wine for the Heart: Over All, Risks May Outweigh
Benefits, der am 28. Dezember 1994 auf Seite C10 der New York Times erschien, iibernommen.
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Abb. 1.4 a Weinkonsum und Herzkrankheiten in 21 Industrienationen mit angepasster Gerade.
b Fettkonsum und Brustkrebsrisiko in 39 Nationen mit angepasster Gerade

dem statistischen Zusammenhang folgt nicht automatisch auch ein kausaler Zu-
sammenhang. So kann es beispielsweise vollig andere Griinde dafiir geben, dass
in Frankreich nur wenige Personen durch Herzkrankheiten sterben, wéihrend das
Todesrisiko durch Herzkrankheiten in Irland und GroBbritannien relativ hoch ist.

AuBerdem besteht die Moglichkeit, dass der Weinkonsum neben einer eventuel-
len positiven Wirkung auf das Risiko von Herzkrankheiten auch deutlich negativen
Einfluss auf andere gesundheitliche Aspekte hat. Insofern muss man gerade bei der
Auswertung und Interpretation aggregierter Daten sehr vorsichtig sein. Man sollte
nicht als Haupterkenntnis der ersten Seiten dieses Buches folgern, dass der abendli-
che Weinkonsum in Verbindung mit der morgendlichen Aspirin-Einnahme nur po-
sitive Effekte auf die Gesundheit hat! Ahnlich problematisch ist die Interpretation
des folgenden Beispiels.

Beispiel 1.5. Fettkonsum und Brustkrebsrisiko

Abbildung 1.4b stellt den Zusammenhang zwischen dem téiglichen Fettkonsum
(in Gramm pro Person) und der jahrlichen Anzahl durch Brustkrebs verursachter
Todesfille (pro 100000 Personen) fiir 39 Nationen Mitte der 1960er Jahre dar.

In diesem Fall scheint mit zunehmendem Fettkonsum das Brustkrebsrisiko zu
steigen. Allerdings muss man auch hier vorsichtig sein. Es konnte sein, dass das

3 Die Original-Daten wurden zuerst als Grafik in dem Artikel Carroll, K.K. (1975): Ex-
perimental Evidence of Dietary Factors and Hormone-Dependent Cancers. Cancer Research
35, 3374-3383, veroffentlicht. Die genauen Zahlen wurden allerdings von der Internetseite
http://qre.depaul.edu/Excel_Files/BreastCancerFatlIntake.xls des Quantitative Reasoning Centers
der DePaul University heruntergeladen (05. Mai 2008).
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Brustkrebsrisiko von vollig anderen Faktoren abhingt oder dass der Fettkonsum
mit anderen Faktoren einhergeht, die ursdchlich fiir ein erhdhtes Brustkrebsrisiko
sind. Wenn man im Internet nach anderen Studien sucht, die den Zusammenhang
zwischen Krebsrisiko und Fettkonsum untersuchen, findet man sehr unterschiedli-
che Ergebnisse, so dass der kausale Zusammenhang mit der obigen Grafik sicher
nicht bewiesen ist.

Nachdem die letzten Beispiele eher in der Medizin angesiedelt waren, moch-
ten wir uns im Folgenden wieder den Wirtschaftswissenschaften zuwenden und
noch einige Anwendungsbeispiele statistischer Methoden und stochastischer Mo-
delle mit wirtschaftswissenschaftlichem Hintergrund vorstellen. Stochastische Mo-
delle spielen, wie in vielen anderen wirtschaftswissenschaftlichen Bereichen, auch
in der betrieblichen Finanzwirtschaft eine wichtige Rolle. Jeder hat sicherlich schon
von Begriffen wie Risikomanagement, Volatilitdt oder Value at Risk gehort oder
gelesen. Ein Aspekt, der diese Begriffe verbindet, ist das stochastische Verhalten
der Wertpapierkurse, die durch entsprechende Modelle abgebildet werden kénnen.
Nicht geeignet sind in diesem Fall deterministische Modelle. Die Kurse an allen
Aktienmérkten der Welt unterliegen einer Vielzahl von Einfliissen. Da eine deter-
ministische Erfassung und Auswertung aller Einfliisse unmoglich ist, miissen die
Kursschwankungen durch ein stochastisches Modell beschrieben werden. Im Fol-
genden werden einige Moglichkeiten der statistischen Analyse von Aktienkursen
vorgestellt.

Beispiel 1.6. Entwicklung von Aktienkursen

In Abb. 1.5 ist die Entwicklung des Deutschen Aktienindex (DAX) sowie des
Aktienkurses der Deutsche Bank Aktie von Anfang 2006 bis Ende 2007 dargestellt.*
Ein Ausschnitt der Kurse ist in Tabelle 1.4 gegeben.

Tabelle 1.4 Schlusskurse des DAX und der Deutsche Bank Aktie in den Jahren 2006 und 2007

Datum DAX  Deutsche Bank Datum DAX  Deutsche Bank
02.Jan 06  5449.98 81.93

03.Jan 06  5460.68 81.74 : . .
04.Jan 06 5523.62 83.47 12. Dez 07 8076.12 91.16
05.Jan 06 5516.53 83.50 13.Dez 07  7928.31 88.75
06.Jan 06  5536.32 84.24 14.Dez 07 7948.36 89.15
09.Jan 06 5537.11 84.55 17.Dez 07  7825.44 87.79
10.Jan 06 5494.71 84.70 18.Dez 07  7850.74 87.73
11.Jan 06  5532.89 86.71 19.Dez 07  7837.32 87.45
12.Jan 06  5542.13 86.78 20. Dez 07  7869.19 87.15
13.Jan 06 5483.09 85.64 21.Dez 07  8002.67 87.87

27.Dez 07  8038.60 89.14
28.Dez 07 8067.32 89.40

4 Historische Kurse findet man auf vielen Seiten im Internet. Die hier verwendeten Daten wurden
am 28. April 2008 auf der Seite http://de.finance.yahoo.com/ abgefragt und beziehen sich auf das
elektronische Handelssystem XETRA.
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Abb. 1.5 Zeitliche Entwicklung des DAX und des Aktienkurses der Deutschen Bank in den Jahren
2006 und 2007

Der DAX ist der wichtigste deutsche Aktienindex. Ein Aktienindex stellt einen
MaBstab dar, der die generelle Entwicklungsrichtung des Aktienmarktes beschreibt
und an dem die Entwicklung einzelner Aktien gemessen werden kann. Der DAX
wird als gewichteter Durchschnitt der Kurse der bedeutendsten deutschen Akti-
en berechnet. Er wurde zum 01.01.1988 mit einem Basiswert von 1000 Punk-
ten eingefiihrt; der aktuelle Wert des DAX beschreibt somit die Entwicklung des
deutschen Aktienmarktes im Vergleich zu diesem Datum. In die Berechnung des
DAX gehen 30 wichtige deutsche Aktienwerte aus den Technologie- und klassi-
schen Branchen ein, wobei als Auswahlkriterien fiir die Aufnahme der Borsenum-
satz und die Marktkapitalisierung (Produkt aus der Anzahl frei verfiigbarer Aktien
und dem Aktienkurs) dienen. Detailliertere Informationen zum DAX folgen in Ab-
schnitt 13.2.3.

Die Aktie der Deutschen Bank gehort zu den 30 Aktien, die aktuell in die Be-
rechnung des DAX eingehen; am 28.12.2007 betrug ihr Gewicht bei der Berechnung
5.63 %. Da der Aktienkurs der Deutschen Bank den Stand des DAX direkt beein-
flusst, ist es nicht tiberraschend, dass sich der Aktienkurs der Deutschen Bank und
der DAX im Betrachtungszeitraum dhnlich entwickelt haben. Man sieht jedoch vor
allem in der rechten Hilfte der jeweiligen Grafiken, dass es auch Phasen gibt, in de-
nen sich die beiden Kurse gegensétzlich entwickeln. Dies ist in diesem Fall vermut-
lich darauf zuriickzufiihren, dass die Deutsche Bank vom Beginn der Finanzkrise
im Jahr 2007 deutlich stdrker betroffen war als der Aktienmarkt allgemein.

Einen weiteren Einblick in ein Detail der Kursentwicklung der Deutsche Bank
Aktie vermittelt Abb. 1.6, in der die (nicht in Tabelle 1.4 angegebenen) Eroffnungs-
kurse der Deutsche Bank Aktie des oben genannten Zeitraums gegen die Schluss-
kurse des jeweiligen Vortags abgetragen sind.
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Abb. 1.6 Eroffnungskurs der Deutsche Bank Aktie und Schlusskurs am Vortag in den Jahren 2006
und 2007

Wie man erkennt, liegen die meisten Punkte sehr dicht an der eingezeichneten
Winkelhalbierenden, d.h. fast immer sind Schlussstand und nachfolgender Eroft-
nungsstand nahezu identisch. In den Formulierungen fast immer und nahezu spie-
gelt sich der Zufall wider. Nahezu bedeutet, dass der Eroffnungskurs mal ein wenig
tiber, mal ein wenig unter dem Schlusskurs des Vortages liegt. Fast immer bedeu-
tet das, dass es auch Fille geben kann, in denen der grundsitzliche Zusammenhang
zwischen Eroffnungskurs und vorherigem Schlusskurs nicht gilt.

In Abb. 1.6 sind zwei Punkte besonders gekennzeichnet, bei denen der Eroff-
nungskurs besonders stark vom Schlusskurs des Vortages abweicht. Am 16. August
2007 lag der Erdffnungskurs der Deutsche Bank Aktie fast 4 % unter dem Schluss-
kurs des Vortages, wihrend er am 19. September 2007 rund 5 % oberhalb des vor-
angegangenen Schlusskurses lag.

Im Nachhinein ist es manchmal moglich, die Ursache solcher ,,Storungen‘ zu be-
stimmen, beispielsweise Ankiindigungen eines Unternehmens, politische Entwick-
lungen oder auch technische Fortschritte (z.B. in der Biotechnologie). So lag die
Ursache fiir den niedrigen Ero6ffnungskurs am 16. August 2007 vermutlich in den
starken Kursverlusten an den Borsen in den USA und Asien wihrend der Nacht
zuvor, und der Ero6ffnungskurs am 19. September 2007 war wohl eine Folge der
Ankiindigung einer Zinssenkung durch die US-Notenbank am Vorabend.>

Das Problem aus Anlegersicht ist, dass derartige Geschehnisse nicht im Voraus
bekannt sind bzw. sich deren Auswirkungen auf die Kursentwicklung nicht exakt
abschitzen lassen. Trigt man den Er6ffnungsstand gegen den Schlussstand des vor-

3 Vergleiche den Artikel DAX kommt unter die Rider auf der Seite http://www.sueddeutsche.de/
finanzen/artikel/494/128284/article.html sowie den Artikel DAX startet nach Zinssenkung mit Kur-
ssprung unter http://www.focus.de/finanzen/boerse/aktien/boerse-am-morgen_aid_133236.html
(Download am 29. April 2008).
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letzten Tages ab (Abb. 1.7a), sind die Punkte sogar noch weiter von der Winkelhal-
bierenden entfernt als in Abb. 1.6. Noch stirker sind die Abweichungen, wenn drei
weitere Tage zwischen Eroffnungs- und Schlussstand liegen (Abb. 1.7b).
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Abb. 1.7 Er6ffnungskurs der Deutsche Bank Aktie in den Jahren 2006 und 2007 und Schlusskurs
a zwei Tage und b fiinf Tage zuvor

Die Abbildungen 1.6 und 1.7 verdeutlichen, dass bei der Verwendung des
Schlusskurses der Aktie an einem bestimmten Tag zur Vorhersage des Eroffnungs-
kurses an einem zukiinftigen Tag die Unsicherheit wichst, je weiter man in die
Zukunft prognostiziert. Wihrend Abb. 1.6 einen nahezu deterministischen Zusam-
menhang zeigt, sind die Zusammenhénge in Abb. 1.7 stochastischer Natur. Je weiter
eine Prognose in die Zukunft weist, desto langer ist der Zeitraum, in dem verschie-
denste Ereignisse die Kurse in eine zum Zeitpunkt der Prognose unvorhersehbare
Richtung lenken. Dieses Verhiltnis zwischen Zukunftszeitraum und Unsicherheit
stellt (neben vielen anderen Phinomenen) ein Phinomen dar, das mit Hilfe statisti-
scher Methoden analysiert werden kann.
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Eine andere Moglichkeit, den Aktienkurs der Deutsche Bank Aktie zu betrach-
ten, stellen die tdglichen Renditen dar, d.h. die tdglichen Verinderungen in Prozent.
Am 03.01.2006 beispielsweise betrug laut Tabelle 1.4 der Schlusskurs der Deutsche
Bank Aktie 81.74 €; fiir den nidchsten Tag wurde er mit 83.47 € angegeben. Fiir die
prozentuale Verdnderung, also die tigliche Rendite, ergibt sich demnach:

(83.47 —81.74)
81.74

Der Kurs der Aktie ist also am 04.01.2006 um 2.12 % gestiegen.

Alternativ zu den soeben betrachteten Renditen werden in der Statistik oft die
sogenannten kontinuierlichen Renditen berechnet. Diese stellen den Logarithmus
des Verhiltnisses aus dem Schlusskurs am betrachteten Tag und dem des Vortages,
multipliziert mit 100, dar:

einfache Rendite = 100 - ~2.12%

83.47

kontinuierliche Rendite = 100 - log <m

) ~2.09%

Dieser Wert liegt sehr nah bei der einfachen Rendite. Es kann gezeigt werden, dass
dies immer gilt, wenn die Renditen hinreichend klein sind.

Abbildung 1.8 zeigt ein Histogramm der (kontinuierlichen) Renditen der Deut-
sche Bank Aktie fiir den betrachteten Zeitraum. Man erkennt, dass die Renditen in
den Jahren 2006 und 2007 im Bereich von —6% bis 6% lagen und eine steigende
Haufigkeit fiir Werte festzustellen ist, die ndher bei Null liegen.

Wie bei der Blockzeit in Abb. 1.3 stellt die in Abb. 1.8 enthaltene Kurve ein
stochastisches Modell dar. Sie kann wiederum als Glittung des Histogramms be-
trachtet werden. Diese Kurve gibt einen Hinweis darauf, wie die Renditen in dem
betrachteten Zeitraum verteilt sind. Wie bereits erwihnt, wird die Konstruktion sol-
cher Modelle und ihre Uberpriifung in spiteren Kapiteln detailliert erliutert. Zu
diesem Zeitpunkt bleibt festzuhalten:

0.3

pa

0.2

0.1

relative Haufigkeit / Klassenbreite

0.0-

I T T T T T 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

Deutsche Bank Tagesrendite (%)

Abb. 1.8 Kontinuierliche Tagesrenditen der Deutsche Bank Aktie in den Jahren 2006 und 2007
mit angepasster Normalverteilung
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* Die Renditen sind nicht deterministisch. Sie variieren zufillig.
* Die Renditen zeigen bestimmte Muster, z.B. sind Werte nahe Null am hédufigsten,
und die Haufigkeit nimmt ab, je weiter die Renditen von Null entfernt sind.

Obwohl die Renditen zufillig variieren, kann man sehen, dass gewisse Aussagen
iiber ihr Verhalten dennoch méglich sind. Wie brauchbare Aussagen aus vorliegen-
den Daten gebildet und interpretiert werden konnen, ist eines der zentralen Themen
dieses Buches.

Auch die Beziehung zwischen der Entwicklung der Deutsche Bank Aktie und der
Entwicklung des DAX kann mit Hilfe statistischer Methoden untersucht werden.
Weiter oben wurde bereits erwihnt, dass ein Aktienindex als Maf3stab dient, an dem
die Kursentwicklung einzelner Aktien gemessen werden kann. Eines der bekann-
testen Modelle der Finanzwirtschaft ist das Capital Asset Pricing Model (CAPM).
Im CAPM werden die Renditen einzelner Aktien mit der sogenannten Marktrendite
verglichen, die zum Beispiel durch die Entwicklung eines Aktienindex gemessen
werden kann. In Abb. 1.9 sind die (kontinuierlichen) tidglichen Renditen der Deut-
sche Bank Aktie gegen die entsprechenden Renditen des DAX abgetragen.

Es ist gut zu erkennen, dass es einen Zusammenhang zwischen den jeweiligen
Renditen gibt, allerdings weicht dieser Zusammenhang tendenziell von der Win-
kelhalbierenden ab. Die Renditen der Deutsche Bank Aktie scheinen deutlicher zu
schwanken als die des DAX; wihrend die Renditen des DAX nur selten auflerhalb
des Intervalls [-2%; 2%] liegen, kommen bei den Renditen der Deutsche Bank Ak-
tie wesentlich hdufiger extremere Werte vor.

Dies wird auch durch die angepasste Gerade verdeutlicht, die fiir eine gegebene
DAX-Rendite eine etwas extremere Rendite fiir die Deutsche Bank Aktie vorher-
sagt. In Kapitel 11 wird im Rahmen der Regressionsanalyse noch einmal auf die
Analyse des Zusammenhangs zwischen Deutsche Bank Rendite und DAX-Rendite,

Deutsche Bank Tagesrendite (%)
o
1

-6 -4 -2 0 2 4 6
DAX Tagesrendite (%)

Abb. 1.9 Kontinuierliche Renditen der Deutsche Bank Aktie und des DAX in den Jahren 2006
und 2007 und angepasste Gerade
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sowie die Berechnung und Interpretation der Geraden zur Beschreibung des Zusam-
menhangs eingegangen.

Die Kurse bzw. Borsenindizes der Aktienmirkte sind nur ein Beispiel fiir sto-
chastische Phinomene in der Finanzwelt. Es gibt viele andere Risiken/Unsicherhei-
ten, beispielsweise Risiken, die sich aus Verdnderungen bei Wihrungspreisen oder
Zinsen ergeben. Banken und andere Kreditinstitute sollten zum Beispiel das Risiko
von Kreditausfillen bei der Durchfiihrung ihrer Geschifte beriicksichtigen.

Ein weiterer Bereich, in dem stochastische Modelle eine bedeutende Rolle spie-
len, ist der Versicherungsbereich. Das Wesentliche an einem Versicherungsgeschift
ist die Kompensation eines Schadens im Schadensfall. Daher miissen Versicherun-
gen mogliche Risiken und damit verbundene Schiden sorgfiltig quantifizieren. Wie
sonst konnte eine Versicherung ihre Versicherungspriamien kalkulieren? Beispiels-
weise miissen Versicherungen abschitzen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Per-
son erkrankt (Krankenversicherung) oder mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Auto-
fahrer einen Unfall verursacht (Kfz-Haftpflichtversicherung). Sogar fiir Weltraum-
fahrzeuge miissen derartige Uberlegungen angestellt werden, wenn sich eine Versi-
cherung in diesem Zweig behaupten will.

Besonders grofie Probleme ergeben sich fiir Versicherungen und Riickversicherer
aus Naturkatastrophen, deren Anzahl in den letzten Jahren zugenommen zu haben
scheint. Daher ist es fiir Versicherungen von grof3em Interesse, das Risiko des Auf-
tretens solcher Katastrophen mit Hilfe statistischer Methoden abzuschitzen.

Beispiel 1.7. Erdbeben und Tsunamis

Abbildung 1.10 zeigt Histogramme der Zeit zwischen den weltweit im Zeitraum
1982-2002 registrierten Tsunamis (oben), sowie der Zeit zwischen den weltweit
im Zeitraum 1973-2007 registrierten Erdbeben der Stirke 7.0 oder gréBer (unten),
jeweils in Tagen.®

Es fillt auf, dass beide Grafiken eine sehr dhnliche Struktur haben. Sowohl zwi-
schen Tsunamis als auch zwischen starken Erdbeben vergehen sehr hdufig nur weni-
ge Tage, wihrend lidngere Zeitrdume zwischen jeweils zwei aufeinander folgenden
Ereignissen nur sehr selten vorkommen.

Wie bei den bereits in den vorherigen Beispielen betrachteten Histogrammen,
wurde auch hier versucht, die Daten jeweils mit Hilfe eines stochastischen Mo-
dells zu ,.glétten”. In Kapitel 6 wird die zu Grunde liegende Modellfamilie néher
vorgestellt. Dabei wird auch aufgezeigt, dass es weitere Phianomene gibt, deren Hi-
stogramme diesen typischen exponentiell fallenden Verlauf aufweisen.

In direktem Zusammenhang mit der Zeit, die zwischen zwei Erdbeben (oder
zwei Tsunamis) vergeht, steht die Anzahl in einem bestimmten Zeitraum auftreten-
der Erdbeben (oder Tsunamis). In Abb. 1.11 ist die Anzahl monatlich beobachteter
Erdbeben der Stirke 7.0 dargestellt. Dieser Abbildung liegen dieselben Daten zu
Grunde wie dem obigen Histogramm der Zeit zwischen zwei Erdbeben.

6 Die Tsunami-Daten wurden aus dem 2003 erschienen Heft 1 des Jahrgangs 21 der Zeit-
schrift Science of Tsunami Hazards entnommen. Die Erdbeben-Daten werden vom Na-
tional Earthquake Information Center des U.S. Geological Survey auf der Internetseite
http://neic.usgs.gov/neis/epic/epic_global.html zur Verfiigung gestellt (Download am 25.04.2008).
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Abb. 1.11 Anzahl monatlicher Erdbeben der Stirke 7.0 oder grofer im Zeitraum 1973-2007 und
angepasste Poissonverteilung

Insgesamt wurden von Anfang 1973 bis Ende 2007 weltweit 532 Erdbeben re-
gistriert, die eine Stdrke von 7.0 oder grofler hatten. Fiir die jeweilige Anzahl an
Erdbeben pro Monat ist die entsprechende beobachtete Hiufigkeit als schwarze Sau-
le eingetragen. Beispielsweise gab es 127 Monate, in denen kein starkes Erdbeben
auftrat. Man nennt diesen Abbildungstyp Sdulen- oder Balkendiagramm.

Die grauen Balken, die jeweils an die schwarzen Balken grenzen, reprisentieren
ein stochastisches Modell (eine Poissonverteilung), das an die Daten angepasst wur-
de und die Anzahl monatlicher Erdbeben beschreiben soll. Wie ein solches Modell
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ermittelt wird und ob es die Daten angemessen beschreibt, wird in spiteren Kapiteln
noch behandelt. Dann wird man auch verstehen, welchen unmittelbaren Zusammen-
hang es zwischen dem Modell fiir die Zeit zwischen zwei Erdbeben und dem Modell
fiir die Anzahl von Erdbeben gibt.

Es gibe noch viele weitere Beispiele aus den Geowissenschaften (oder auch
Ingenieurwissenschaften), die auch wirtschaftswissenschaftliche Relevanz haben.
Will man zum Beispiel Briicken oder Stauddamme bauen, so muss man etwas iiber
das Auftreten extremer Belastungen, d.h. abnormal hoher Wasserstinde wissen.
Man baut so, dass Belastungen bis zu einer bestimmten Grenze ausgehalten werden
konnen. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass hohe Belastungen, also hohe Wasser-
stinde, zufdllig auftreten. Statistische Methoden kénnen daher helfen, das Risiko
und die Hohe extremer Belastungen zu quantifizieren.

Statistische Methoden werden auch eingesetzt, um abzuschitzen, ob ein Gold-
vorkommen (oder auch eine C)lquelle) wirtschaftlich ausbeutbar ist. Man untersucht
beispielsweise den Goldgehalt vorhandener Erzproben und zieht dann Riickschliisse
auf den gesamten Goldgehalt einer potenziellen Mine.

Auch im Marketing spielen statistische Methoden eine grof3e Rolle. Beispiels-
weise wird im Marketing mit Hilfe von Marktforschungsstudien abgeschitzt, auf
welchen Mirkten noch Chancen bestehen, wie sich bestimmte Werbemal3inahmen
auswirken oder auf welche Produkteigenschaften Konsumenten wie reagieren. Ein
Produktmerkmal, dass bei sehr vielen Produkten einen groflen Einfluss auf den Ab-
satz hat, ist der Preis, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 1.8. Preis und Absatz von Traubensaft

In diesem Beispiel wird ein Datensatz betrachtet, der Informationen iiber die wo-
chentlichen Verkaufszahlen einer bestimmten Traubensaft-Sorte in einem bestimm-
ten Supermarkt im GroBraum Chicago im Zeitraum zwischen Juli 1992 und Juni
1996 in Abhingigkeit vom Verkaufspreis enthilt.” Der Zusammenhang zwischen
Verkaufspreis und Verkaufsmenge ist in Abb. 1.12 dargestellt.

Die zusitzlich eingezeichnete Gerade ist die sogenannte Preis-Absatz-Funktion,
die den prinzipiellen Zusammenhang zwischen dem Verkaufspreis und der Absatz-
menge beschreibt. Es ist offensichtlich, dass die tatsdchlichen Verkaufszahlen stark
um die Preis-Absatz-Funktion schwanken, allerdings kann mit Hilfe der Geraden
in etwa die durchschnittliche wochentliche Verkaufsmenge fiir einen vorgegebenen
Preis abgelesen werden. Wie man eine solche Preis-Absatz-Funktion bestimmen
kann, wird im Rahmen der Regressionsanalyse in Kapitel 11 niher erldutert. Die
Regressionsanalyse findet auch im folgenden Beispiel Anwendung, das vielleicht
fiir einige Leser auch von privatem Interesse ist.

7 Der hier verwendete Datensatz stellt einen kleinen Ausschnitt der Scanner-Daten dar, die in
der Dominick’s Database des Kilts Centers for Marketing der Chicago Graduate School of Busi-
ness auf der Internetseite http://research.chicagogsb.edu/marketing/databases/index.aspx zur Ver-
figung gestellt werden (Stand 29.08.2008). Aus diesen Scanner-Daten wurden ein Supermarkt und
ein Produkt ausgewihlt. Auferdem wurden die Daten auf diejenigen Wochen beschrinkt, in denen
es keine besonderen Promotions-Aktivititen fiir die gewihlte Traubensaft-Sorte gab, damit man
einen moglichst unverfilschten Eindruck vom Einfluss des Preises erhilt.
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Abb. 1.12 Preis und Absatz eines Traubensaft-Produktes sowie angepasste Gerade

Beispiel 1.9. Verkaufspreis bei Online-Auktionen

Wir betrachten einen Datensatz, der Beobachtungen aller Auktionen neuer Han-
dys vom Modell Nokia 8310 auf der Online-Plattform www.ricardo.ch von Oktober
2001 bis Januar 2002 enthilt.® Dabei werden nur diejenigen Auktionen beriicksich-
tigt, bei denen genau ein neues Handy angeboten wurde und die erfolgreich, d.h.
mit einem Verkauf, abgeschlossen wurden.

Abbildung 1.13a stellt die Entwicklung des Maximalgebotes (in Schweizer Fran-
ken, CHF) im Lauf der Zeit (beginnend mit dem Tag der ersten beobachteten Aukti-
on) dar. Es wird deutlich, dass das Maximalgebot tendenziell mit der Zeit sinkt. Das
bedeutet, dass die hochsten Preise im Durchschnitt im Oktober 2001 erzielt wurden,
als das Handy-Modell gerade auf den Markt kam; anschlieend gingen die Preise
degressiv zuriick.

Diese Aussage wird durch die eingezeichnete Kurve unterstiitzt, die wie bei vor-
angegangenen dhnlichen Beispielen, wieder ein stochastisches Modell darstellt, das
den Zusammenhang zwischen Zeit und Maximalgebot beschreibt. Diese Kurve wur-
de unter Ausschluss des ,,Ausreillers mit einem Maximalgebot von 800 CHF ermit-
telt; mit Einschluss dieser Beobachtung sihe ihr Verlauf auffallend anders aus.

Abbildung 1.13b verdeutlicht einen anderen Aspekt der Daten. Sie stellt das Ma-
ximalgebot in Abhéngigkeit vom Wochentag mit sogenannten Boxplots dar. 50%
der Maximalgebote fiir einen gegebenen Wochentag liegen innerhalb der jeweiligen
Box; auBlerdem kennzeichnet der Querstrich in der Box den Gebotspreis, der die
Beobachtungen dieses Wochentages so teilt, dass 50% der Maximalgebote kleiner
oder gleich diesem Wert und die anderen 50% dementsprechend groB3er oder gleich
diesem Wert sind. Aulerdem sagt die Breite der Boxplots etwas iiber die Anzahl
der Beobachungen aus, d.h. je breiter die Box, desto mehr Auktionen endeten am

8 Die Daten wurden in dem Artikel Diekmann, A. und Wyder, D. (2002): Vertrauen und Re-
putationseffekte bei Internet-Auktionen. Kolner Zeitschrift fiir Soziologie und Sozialpsychologie
54(4), 674-693 im Hinblick auf Reputationseffekte analysiert und stehen auf der Internetseite
http://www.socio.ethz.ch/research/datafiles/ der Professur fiir Soziologie der ETH Ziirich zur Ver-
fiigung (Download am 25.04.2008).
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Abb. 1.13 Maximalgebot bei Online-Auktionen des Handy-Modells Nokia 8310 auf
www.ricardo.ch von Oktober 2001 bis Januar 2002 in Abhingigkeit von a der Zeit seit dem
ersten Angebot und b vom Wochentag

entsprechenden Wochentag. Die genaue Konstruktion solcher Boxplots wird in Ka-
pitel 2 niher erldutert.

Durch die Darstellung wird beispielsweise deutlich, dass das Maximalgebot
dienstags tendenziell niedriger war als montags, oder dass das Maximalgebot sonn-
tags stirker schwankte als samstags. Es kann jedoch auch sein, dass diese Eindriicke
durch rein zufillige Schwankungen entstanden sind und nicht ,,nachweisbar* auf
den Einfluss des Wochentages zuriickgefiihrt werden konnen. In Kapitel 12 wird ei-
ne Methode vorgestellt, mit der der Einfluss des Wochentages auf das Maximalgebot
tiberpriift werden kann.

Beispiel 1.10. Anrufe in einem Call-Center

Heutzutage sind interne oder externe Call-Center, die Anrufe von Kunden ent-
gegen nehmen und Fragen beantworten oder Auftrige zur Bearbeitung weiterlei-
ten, weit verbreitet. Dabei kann einerseits ein langes oder hiufiges Verbleiben des
Kunden in einer Warteschleife, bis ein freier Call-Center-Mitarbeiter zur Verfii-
gung steht, ein Argernis darstellen, dass die Zufriedenheit des Kunden mit der
Service-Qualitét des entsprechenden Unternehmens stark negativ beeinflusst. An-
dererseits verursacht jedoch jeder weitere Mitarbeiter in einem Call-Center neue
Kosten. Aus diesem Grund miissen die personellen Ressourcen in einem Call-
Center moglichst effizient geplant werden. Zu diesem Zweck konnen als Pla-
nungsgrundlage historische Anrufdaten mit Hilfe statistischer Methoden ausgewer-
tet werden.
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In diesem Beispiel werden Daten untersucht, die Informationen zu den Anru-
fen im Call-Center einer anonymen israelischen Bank im Januar 1999 enthalten.’
Dabei wird zunichst nur die Anzahl eintreffender Anrufe pro 5-Minuten-Intervall
am Mittwoch, 20.01.1999, zwischen 10 und 17 Uhr betrachtet. Dieser Tag wurde
zufillig ausgewihlt, das Zeitintervall dagegen bewusst, da die Anrufe in diesem In-
tervall relativ gleichméBig auf die einzelnen Stunden verteilt waren, wéihrend in den
Stunden vor und nach dem betrachteten Intervall deutlich weniger Anrufe eintrafen.
Insgesamt wurden in dem gegebenen Intervall 711 Anrufe registriert. Die Hiufig-
keiten der beobachteten Anrufzahlen der 5-Minuten-Intervalle sind in Tabelle 1.5
gegeben. In Abb. 1.14a sind diese Hiufigkeiten als Sdulendiagramm dargestellt. Fiir
die jeweilige Anzahl an Anrufen pro 5-Minuten-Intervall ist die entsprechende be-
obachtete Haufigkeit als schwarze Siule eingetragen, wéihrend die grauen Sdulen
ein stochastisches Modell représentieren, das an die Daten angepasst wurde (eine
Poissonverteilung).

Neben der Anzahl eintreffender Anrufe ist auch die Dauer der einzelnen Te-
lefonate entscheidend fiir die Anzahl benétigter Call-Center-Mitarbeiter. Abbil-
dung 1.14b zeigt daher ein Histogramm der Anrufdauer (in Sekunden) derjenigen
590 Anrufe, die tatsdchlich von einem Call-Center-Mitarbeiter bedient wurden (die
anderen Anrufer sind von einem Computer bedient worden oder haben vorher be-
reits aufgelegt; auBerdem wurde ein extrem hoher Wert von der weiteren Analyse
ausgeschlossen). Die Héufigkeiten sind in Tabelle 1.6 enthalten.

Wenn man die Tabelle mit dem Histogramm vergleicht, fillt auf, dass das Histo-
gramm bei 800 Sekunden abgeschnitten ist, obwohl 14 Anrufe zwischen 800 und
1400 Sekunden gedauert haben (der lingste beobachtete Anruf hatte eine Lénge von
1354 Sekunden). Diese extrem langen Anrufe wiren in dem Histogramm kaum zu
erkennen gewesen, so dass das Histogramm so beschrinkt wurde, dass der linke Teil
des Histogramms etwas grofer dargestellt werden kann.

Fiir praktische Anwendungen (sowie fiir die Auswahl eines potenziellen stochas-
tischen Modells) konnen diese extremen Beobachtungen allerdings von grof3er Be-
deutung sein. Eventuell ist es wichtig zu wissen, wie oft extrem lange Anrufe auf-
treten. Dann kann wie folgt vorgegangen werden, um das durchschnittliche Auftre-
ten langer Anrufdauern zu bestimmen. Aus Tabelle 1.6 kann man ablesen, dass 14

Tabelle 1.5 Anzahl der Anrufe pro 5-Minuten-Intervall im Call-Center einer israelischen Bank am
Mittwoch, 20.01.1999, zwischen 10 und 17 Uhr

Anzahl Anrufe 4 5 6 7 8 910111213 141516 Summe

Héufigkeit 6 8111311 3 9 8 6 4 3 1 1 711

9 Die Daten werden (cbenso wie weitere Daten fiir das gesamte Jahr 1999) von Prof.
Avishai Mandelbaum vom Technion — Israel Institute of Technology auf der Internetseite
http://iew3.technion.ac.il/serveng/callcenterdata/index.html zur Verfiigung gestellt (Download am
25.04.2008) und umfassen unter anderem den Zeitpunkt, an dem ein Anruf im Call-Center eintrifft,
sowie den Zeitpunkt, zu dem der Anruf beendet wurde.



22 1 Einfiihrung

B beobachtet
124 O Modell

Haufigkeit

E,,jﬂ nﬂhﬂh;,

o 1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0.006-
0.005 \
0.004{ \

0.003—

(V)

Anzahl der Anrufe

0.002{
0.000- . I

T T T 1
0 200 400 600 800

relative Haufigkeit / Klassenbreite

b Anrufdauer (Sekunden)
Abb. 1.14 Anrufe im Call-Center einer israelischen Bank am Mittwoch, 20.01.1999, zwischen

10 und 17 Uhr. a Anzahl der Anrufe pro 5-Minuten-Intervall und Poissonverteilung. b Dauer der
angenommenen Anrufe und Exponentialverteilung

Tabelle 1.6 Dauer der von einem Mitarbeiter im Call-Center einer israelischen Bank am Mittwoch,
20.01.1999, zwischen 10 und 17 Uhr bedienten Anrufe (Sekunden)

[0;100] (100;200] (200;300] (300;400] (400;500] (500;600] (600;700] (700;800] (800;1 400]

271 160 65 36 18 15 9 2 14

von 590 Anrufen eine Dauer von mehr als 800 Sekunden hatten. Wenn man davon
ausgeht, dass der beobachtete Zeitraum typisch fiir das Call-Center war, kann man
sagen, dass im Durchschnitt 14/590 - 100% ~ 2.4% aller Anrufe extrem lang dau-
ern. Dann wiirde man erwarten, dass im Schnitt ungefihr jeder 42. Anruf extrem
lang ist.

Bei der Interpretation einer solchen Aussage muss man allerdings vorsichtig sein,
denn sie bedeutet nicht, dass regelméBig jeder 42. Anruf extrem lang dauert. Direkt
nach einem langen Anruf kann man nicht sagen: Jetzt haben wir 40 Anrufe lang
Ruhe. Es handelt sich um eine Aussage iiber zufillige Ereignisse. Man kann nicht
sagen, wann gewisse genau bestimmte Ereignisse eintreten werden, sondern nur die
Wahrscheinlichkeiten angeben, mit denen sie auftreten.

Es sollen aber auch noch einmal die nicht so extremen Beobachtungen betrach-
tet werden, die im Histogramm der Anrufdauer in Abb. 1.14 dargestellt sind. Man
erkennt deutlich, dass fast die Hilfte aller Anrufe zwischen O und 100 Sekunden
gedauert hat. Dariiber hinaus nimmt die Anzahl beobachteter Anrufe mit zuneh-
mender Anrufdauer ab. Auch hier wurde versucht, ein stochastisches Modell zu
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finden, das die beobachteten Daten angemessen beschreibt; es wurde wiederum als
Kurve iiber das Histogramm gezeichnet (hier eine Exponentialverteilung). Mit Hil-
fe dieses Modells kdnnte man jetzt noch genauere Aussagen iiber das Auftreten
extrem langer oder auch extrem kurzer Anrufe treffen, als es mit den Hiufigkeiten
der Fall war (Voraussetzung ist allerdings, dass das Modell die Daten angemessen
beschreibt).

An dieser Stelle konnte aber noch auffallen, dass die Grafiken in Abb. 1.14 ei-
ne gewisse Ahnlichkeit mit den Erdbeben-Grafiken in den Abbildungen 1.10 und
1.11 aufweisen. Dies ist kein Zufall, denn wie sich spiter noch zeigen wird, liegt in
beiden Fillen vermutlich ein @hnlicher stochastischer Prozess zu Grunde.

Bisher haben wir Beispiele mit eher betriebswirtschaftlichem Bezug betrachtet.
Es gibt jedoch auch viele volkswirtschaftliche Anwendungsmoglichkeiten statisti-
scher Methoden. Die Disziplin, die sich mit der Anwendung statistischer Metho-
den auf volkswirtschaftliche Fragestellungen beschiftigt, hat sogar einen eigenen
Namen: Okonometrie. Okonometriker untersuchen beispielsweise, ob es einen Zu-
sammenhang zwischen der Inflationsrate und der Arbeitslosenquote gibt (wie er von
der sogenannten Phillips-Kurve unterstellt wird) oder ob sich die Hartz-Gesetze tat-
sdchlich positiv auf den Arbeitsmarkt ausgewirkt haben.

Beispiel 1.11. Entwicklung der Arbeitslosenquote in Deutschland

Es ist sicherlich weithin bekannt, dass die Arbeitslosenquote in Deutschland star-
ken Saison-Schwankungen unterliegt. So ist die Arbeitslosenquote im Winter in
der Regel deutlich hoher als im Sommer, weil beispielsweise viele Arbeitnehmer
im Baugewerbe voriibergehend entlassen werden. Abbildung 1.15 verdeutlicht dies
durch die Darstellung der zeitlichen Entwicklung der monatlichen Arbeitslosenquo-
te in Deutschland (in % aller Erwerbspersonen) von Anfang 2002 bis Ende 2007.°

Arbeitslosenquote (%)
S
1

2002 2003 2004 2005 2006 2007

Abb. 1.15 Zeitliche Entwicklung der monatlichen Arbeitslosenquote in Deutschland von Januar
2002 bis Dezember 2007

10 Die Arbeitslosenquoten wurden am 25. April 2008 auf der Internetseite hztps://www-genesis.
destatis.de/genesis/online/logon des statistischen Informationssystems GENESIS-Online des Sta-
tistischen Bundesamtes abgefragt.
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Wenn man die Entwicklung einer Grole mit der Zeit betrachtet, spricht man
auch von einer Zeitreihe. Die Zeitreihe der Arbeitslosenquote zeigt das erwartete
saisonale Muster. Dariiber hinaus scheint sie aber auch einen Trend aufzuweisen,
der bis 2005 langsam ansteigt und danach wieder relativ stark abnimmt. Im Rahmen
der Zeitreihenanalyse (Kapitel 13) werden einfache Methoden vorgestellt, mit denen
man solche Zeitreihen untersuchen kann.

An dieser Stelle soll abschlieBend noch ein Beispiel aus der Qualititskontrolle
betrachtet werden, das im weiteren Verlauf des Buches mehrfach verwendet wird.

Beispiel 1.12. Brenndauer von Gliihbirnen

Tabelle 1.7 gibt die Brenndauer (in Stunden) von 30 Gliihbirnen (40 Watt) an,
die im Rahmen einer Qualititskontrolle untersucht wurden.!! Eine Einteilung der
Brenndauern in Intervalle ist Tabelle 1.8 zu entnehmen. In Abb. 1.16 sind die Da-
ten grafisch dargestellt. Die Striche am unteren Rand der Grafik kennzeichnen, bei
welchen Werten die beobachteten Brenndauern lagen. Die glatte Kurve stellt wieder
ein stochastisches Modell dar (eine Normalverteilung), das an die Daten angepasst
wurde. Wie bereits mehrfach erwihnt, werden im Laufe dieses Buches Methoden
vorgestellt, mit deren Hilfe man Modelle anpassen und interpretieren kann.

Tabelle 1.7 Brenndauer von 30 Gliihbirnen (Stunden)
699 756 814 827 863 889 924 956 1003 1028
1049 1055 1058 1061 1063 1068 1085 1134 1160 1178
1197 1204 1222 1252 1255 1262 1303 1310 1550 1562

Tabelle 1.8 Brenndauer von 30 Gliihbirnen (Stunden), gruppiert
[600;800] (800;1000] (1000;1200] (1200;1400] (1400;1600]

2 6 13 7 2

Es soll nun die folgende Frage betrachtet werden: Wie grofs ist die Brenndauer
einer Gliihbirne dieser Art? Es gibt keine einfache Antwort auf diese Frage. Diese
Frage ldsst sich ndmlich nicht durch die Nennung einer einzigen Zahl beantwor-
ten. Jede Gliihbirne hat eine andere bzw. zufillige Brenndauer. Man hat es wieder
mit einer stochastischen Situation zu tun. Die Frage kann nur mit Aussagen iiber
Wahrscheinlichkeiten beantwortet werden.

In diesem Buch geht es darum, einen Eindruck von der statistischen Analyse zu
bekommen, die man etwa wie folgt zusammenfassen kann:

Eine statistische Analyse besteht in der Regel aus dem Suchen, Anpassen,
Uberpriifen und Interpretieren stochastischer Modelle.

I Dje Original-Daten stammen aus dem Artikel Davis, D.J. (1952): An Analysis of Some Failure
Data. Journal of the American Statistical Association 47, 113-150. Von den in diesem Artikel
angegebenen Brenndauern von insgesamt 417 Gliihbirnen wurden hier 30 zufillig ausgewihlt.
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Abb. 1.16 Brenndauer von Gliihbirnen und Normalverteilung

In diesem Kernsatz sind die Inhalte dieses Buches zusammengefasst. Das Ziel
dieses Buches ist, zu beschreiben, wie man bei der Durchfiihrung der einzelnen
Schritte vorgeht. Dabei gibt es ein eingefiihrtes Vokabular, um iiber stochastische
Modelle und Begriffe, wie Wahrscheinlichkeit objektiv zu diskutieren. Dieses Buch
wird das Grundvokabular vermitteln, das notig ist, um stochastische Phinomene ob-
jektiv zu beschreiben. Von grofer Bedeutung sind Grundbegriffe wie Zufall, Wahr-
scheinlichkeit, Variation und Schdtzung. Sie sind nicht nur Meilensteine auf dem
Weg, kompliziertere Methoden zu verstehen, sie erdffnen auch die Moglichkeit,
Aspekte unseres Lebens und unserer Umwelt besser zu verstehen. Viele dieser Ideen
werden mit mathematischen Symbolen dargestellt.

Die oben dargestellten Beispiele (mit Ausnahme des Pendels) haben gemeinsam,
dass sie mit dem Begriff Unbestimmtheit oder Unsicherheit zu tun haben. Das eng-
lische Wort uncertainty (oder auch das deutsche Wort Ungewissheit) driickt das
am besten aus. Im tdglichen Leben hat man viel mit Ungewissheit zu tun. Sehr
viele Entscheidungen, die man jeden Tag trifft, enthalten Ungewissheit (oder Un-
bestimmtheit). Dies konnen triviale Entscheidungen sein, wie z.B. die Frage, ob
man einen Regenschirm mitnehmen soll fiir den Fall, dass es regnet, oder die Fra-
ge, ob es sich lohnt, fiir eine bestimmte Vorlesung sehr friih aufzustehen. Aber es
gibt auch wichtigere Entscheidungen, die unter der Bedingung eines ungewissen
Ausgangs getroffen werden miissen, z.B. in den Bereichen Gesundheit, Umwelt,
Politik, Wirtschaft oder Wissenschaft. Entscheidungen, die unter der Bedingung ei-
nes ungewissen Ausgangs gefillt werden, sind sehr zahlreich. Einige Beispiele fiir
Fragestellungen, die entschieden werden miissen, sind die folgenden:

» Ist eine gewisse MaBBnahme zum Umweltschutz effektiv oder nicht?
» Ist eine neue Medizin vertriglich genug, um freigegeben zu werden?
* Sollte man in ein bestimmtes Projekt investieren oder nicht?

*  Wie wird der Markt auf eine gewisse Produktinderung reagieren?

Es ist wohl nicht notig, weiter zu begriinden, dass es sinnvoll ist, liber den Begriff
uncertainty nachzudenken, insbesondere iiber das Verstehen und die Messbarkeit
von Unsicherheit. Die Hauptsache ist, dass man beginnt, kritisch iiber Fragestellun-
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gen nachzudenken, die unter der Bedingung der Ungewissheit entschieden werden.
Diese Begriffe sollten nach der Lektiire des Buches zum intellektuellen Handwerks-
zeug gehoren. Man sollte dann auch in der Lage sein, nicht nur wissenschaftliche
Problemstellungen, sondern auch einfache reale Fragestellungen unter Ungewiss-
heit mit Hilfe statistischer Methoden systematisch zu analysieren. Einige Beispiele
sind die folgenden:

 Ist es fiir einen rational denkenden Menschen sinnvoll, Lotto zu spielen?

* Wie grof} ist die Chance, bei der Auslosung von Tickets fiir eine Fu3ball-Welt-
meisterschaft Karten fiir mindestens ein Spiel zu erhalten?

* Lohnt sich an Stelle des Kaufs einer regulédren, 12 Monate giiltigen BahnCard
25 der Kauf einer Aktions-BahnCard 25, deren Giiltigkeitsdauer vom Erfolg der
deutschen FufB3ball-Nationalmannschaft abhidngt, wie z.B. bei der Weltmeister-
BahnCard zur WM 2006 oder der Fan-BahnCard zur EM 2008?

* Rentiert sich die Investition in eine Anleihe, deren Riickzahlungshohe auf ei-
ne bestimmte Weise an die Entwicklung des Aktienindex Dow Jones EURO
STOXX 50 gekoppelt ist?

Bevor in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels noch einige wichtige statisti-
sche Grundbegriffe eingefiihrt werden, sind noch einige kurze Bemerkungen zu dem
Beispiel eines Pendels notwendig. Das Pendel, das in Beispiel 1.1 betrachtet wurde,
ist kein reales Pendel, sondern ein mathematisches. Es ist eine Idealisierung, da von
idealsierten Bedingungen ausgegangen wird, beispielsweise, dass sich das Pendel
im Vakuum befindet. Ein reales Pendel jedoch ist kein perfekter Gegenstand. Es be-
wegt sich nicht exakt nach der Formel des deterministischen Modells. Angenommen
man misst fiir verschiedene Pendel-Lingen die genaue Zeit, die das Pendel braucht,
um einmal hin und zuriick zu schwingen. Dann ist unwahrscheinlich, dass die Be-
obachtungen exakt auf der Kurve liegen, die in Abb. 1.1 die Schwingungsdauer des
Pendels beschreibt. Sie wiirden vom Charakter her vermutlich eher wie in Abb. 1.17
aussehen.

Ebenso wie die Dauer eines Linienfluges nicht nur von der Flugstrecke abhingt,
wird die Schwingungsdauer des realen Pendels aufler von der Lange noch durch an-

Schwingungsdauer (s)

Lange (m)

Abb. 1.17 Beobachtungen fiir die Schwingungsdauer realer Pendel
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dere Faktoren beeinflusst; man stelle sich als extremes Beispiel ein Pendel vor, das
auf einer Wiese im Wind schwingt. Das bedeutet, dass auch die Beziehung zwischen
der Lange und der Schwingungsdauer eines realen Pendels im Grunde stochastisch
ist. Trotzdem ist das deterministische Modell fiir praktische Zwecke wie die Zeit-
messung genau genug.

1.3 Grundgesamtheit und Stichprobe

Die Begriffe Grundgesamtheit und Stichprobe sollen anhand des Gliihbirnen-Bei-
spiels (Beispiel 1.12) eingefiihrt werden. In groferem Zusammenhang gesehen
kommt Gliihbirnen nur eine relativ geringe Bedeutung zu. Es besteht kein drin-
gendes personliches Interesse an Gliihbirnen oder dhnlichen geringwertigen Gegen-
standen des privaten Bedarfs. Dieses Beispiel wird verwendet, weil es sehr einfach
zu verstehen ist und gleichzeitig viel Grundlegendes an ihm erklirt werden kann.

Angenommen, die Informationen iiber die Gliihbirnen-Brenndauer aus den Ta-
bellen 1.7 und 1.8 bzw. der Abb. 1.16 sind nicht verfiigbar, und man mochte in
einem Geschift eine Gliihbirne kaufen. Dann ist es nicht unerheblich zu wissen,
wie lange diese Gliihbirne leuchten wird. Es stellt sich also die einfache Frage: Wie
lange wird diese Gliihbirne brennen? Die Antwort auf diese Frage ist gar nicht so
einfach. Zwei mogliche Antworten sind die folgenden:

* Esist nicht moglich, die Frage fiir eine bestimmte Gliihbirne zu beantworten, da
alle Gliihbirnen eine unterschiedliche Lebensdauer haben.

* Die Beantwortung kann eindeutig erfolgen, aber erst dann, wenn die Gliihbirne
durchgebrannt ist.

Keine der beiden Antworten ist von besonderem Nutzen. Die erste sagt nicht das,
was man eigentlich wissen méchte, und auf die zweite Anwort kann man nicht war-
ten. Man hat es, wie bereits mehrfach erwihnt, mit einer stochastischen Situation zu
tun. Alle Individuen (Gliihbirnen) sind verschieden. Jede Gliihbirne hat ihre eigene
Lebensdauer. Die Frage hat keine einfache Antwort wie etwa 1000 Stunden.

Eine Moglichkeit, in einer solchen Situation weiterzukommen, ist die folgende:
man kann andere dghnliche Gliihbirnen testen und beobachten, wie lange diese bren-
nen. Dadurch erhilt man indirekt Informationen iiber die mogliche Brenndauer der
zu kaufenden Birne. Das entscheidende Wort ist hier ghnlich. Was damit gemeint
ist, wird im Folgenden genauer betrachtet.

Zunichst ist zu entscheiden, welche Glithbirnen derjenigen dhnlich sind, die man
kaufen mochte. Es bringt nichts, eine andere Sorte zu untersuchen. Das bedeutet,
man muss eine Menge von Gliihbirnen bestimmen, aus der man einige zum Testen
auswidhlt. Eine solche Menge wird in der Statistik als Grundgesamtheit bezeichnet.

Die Grundgesamtheit ist die Menge der Objekte, Personen oder anderer
Dinge, iiber die man Informationen gewinnen mochte.
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Uberraschenderweise ist es in vielen Fillen keineswegs trivial, die zur Beant-
wortung einer bestimmten Frage geeignete Grundgesamtheit einzugrenzen. Welche
Menge von Gliihbirnen sollte man als Grundgesamtheit in diesem Beispiel verwen-
den:

* Alle Gliihbirnen dieses Typs, die jemals hergestellt wurden,
* nur diejenigen Gliihbirnen, die in einem bestimmten Jahr produziert wurden oder
* diejenigen, die in einer bestimmten Produktionsperiode angefertigt wurden?

Diese Frage soll zunichst zuriickgestellt werden. Fiir den Moment wird ange-
nommen, dass die Grundgesamtheit durch alle Gliihbirnen der gewiinschten Sorte
im ausgesuchten Geschéft beschrieben wird und dass diese Grundgesamtheit ge-
nau 100 Gliihbirnen umfasst. Diese Grundgesamtheit ist schematisch in Abb. 1.18
dargestellt.

Nun steht man vor der nichsten Frage: Wie viele Gliihbirnen soll man untersu-
chen? In der Regel betrachtet man aus Kostengriinden oder anderen Griinden nur
eine Teilmenge der relevanten Grundgesamtheit und spricht dann von einer Stich-
probe. Da man nicht annehmen kann, dass die Brenndauer aller Gliihbirnen gleich
lang ist, macht es dabei keinen Sinn, nur die Brenndauer einer einzigen Gliihbirne
zu beobachten. Im Allgemeinen ist es unverniinftig, nur ein Mitglied einer Grund-
gesamtheit zu untersuchen, es sei denn, man hat es mit einem deterministischen
Phénomen zu tun. Andererseits kann man nicht alle 100 Gliihbirnen testen. Dann
bleiben keine mehr iibrig.

Es gibt allerdings Situationen, in denen es — zumindest prinzipiell — sinnvoll
bzw. moglich ist, alle Mitglieder einer Grundgesamtheit zu untersuchen, z.B. wenn
die Grundgesamtheit durch die Menge aller Autos in Deutschland gegeben ist und
man den Schadstoffaussto3 messen mochte. Dadurch wiirden natiirlich enorme Kos-
ten entstehen. Ein weiteres Beispiel, in dem man im Prinzip die ganze Grundge-
samtheit untersuchen konnte, findet sich im Bereich des Priifungswesens. Aber auch
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Abb. 1.18 Schematische Darstellung der Grundgesamtheit von 100 Gliihbirnen
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Jahresabschlusspriifungen in Unternehmen werden aus Zeit- und Kostengriinden auf
Stichprobenbasis durchgefiihrt.

Die Festlegung der StichprobengroBe, also der genauen Anzahl der zu untersu-
chenden Objekte, wird von vielen Faktoren abhiingen, unter anderem davon

* wieviel es kostet, ein Mitglied der Grundgesamtheit zu untersuchen und
* mit welcher Genauigkeit man die Grundgesamtheit beschreiben mochte.

Die Frage, wie viele Objekte aus der Grundgesamtheit man untersuchen sollte, ist
in der Tat sehr schwierig, und wird zunéchst zuriickgestellt. Stattdessen folgen zu-
néchst einige Anmerkungen zum néchsten Problem, der Stichprobenziehung.

Sicherlich ist in der Zwischenzeit klar geworden, dass die urspriingliche, so ein-
fach erscheinende Frage: Wie lange wird diese Gliihbirne brennen? sich als eine
sehr komplizierte Frage erweist, wobei das nicht heilen soll, dass einfache Dinge
nur aus SpaB an der Theorie kompliziert gemacht werden. Man muss solche Ubetle-
gungen auch anstellen, um bedeutendere Fragen solcher Art zu beantworten, und die
Konsequenzen der Antworten in anderen Situationen (Kernkraftwerke, neue Medi-
kamente, Investitionen) sind wesentlich gravierender als im Falle einer Gliihbirne.

Angenommen, man hat sich fiir 30 Gliihbirnen als eine gut zu untersuchende
Anzahl von Gliihbirnen entschieden und méchte also eine Stichprobe von 30 Gliih-
birnen nehmen und ihre Brenndauer beobachten. Dann stellt sich die Frage, wel-
che der 100 Gliihbirnen im Supermarkt-Regal man fiir die Stichprobe auswéhlen
soll:

* Soll man sie von vorne wegnehmen oder vielleicht nicht? Vielleicht gibt es in
dem Supermarkt die Praxis, die dlteren Gliihbirnen, deren Brenndauer vielleicht
geringer ist, ganz nach vorne in das Regal zu legen. Andererseits konnten die
alten auch langer halten.

e Soll man 15 von vorne und 15 von hinten nehmen? Vielleicht gibt es auch noch
andere Griinde fiir systematische Verfilschungen, von denen man nichts weil,
z.B. dass 5 alte hinten im Regal liegen, wihrend vorne 95 neue liegen. Dann
hitte man in der Stichprobe 5 alte und 25 neue Gliihbirnen. Auch das wiirde
einen verfilschten Eindruck von der Grundgesamtheit geben.

Eine Moglichkeit, das Problem zu l6sen, ist die Glithbirnen zufillig auszuwih-
len. Man konnte z.B. jeder Gliihbirne in der Grundgesamtheit eine Nummer (1
bis 100) zuordnen, diese Zahlen auf kleine Zettel schreiben, die Zettel griindlich
mischen und dann 30 Zettel ziehen. Dieses Verfahren ist unter dem Namen ein-
fache Zufallsauswahl bekannt. Die Stichprobe, die man erhilt, nennt man einfa-
che Zufallsstichprobe. Der grofle Vorteil einer zufilligen Auswahl ist, dass sys-
tematische Fehler vermieden werden. Oder umgekehrt formuliert, Zufallsstich-
proben sind in der Regel reprdsentativ, weil bei einfachen Zufallsstichproben al-
le Mitglieder der Grundgesamtheit die gleiche Chance haben, in die Stichprobe
zu kommen. In Abb. 1.19 ist ein mogliches Ergebnis der Zufallsauswahl darge-
stellt.

Es gibt jedoch keine Methode, die garantiert, dass die gewihlte Stichprobe die
Grundgesamtheit korrekt représentiert. Die Zufallsauswahl ist ein Versuch, systema-
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Abb. 1.19 Schematische Darstellung der Grundgesamtheit von 100 Gliihbirnen und einer Stich-
probe von 30 Gliihbirnen

tische Fehler zu vermeiden. Sie liefert jedoch nicht immer reprisentative Stichpro-
ben. Angenommen, 70 der 100 Gliihbirnen taugen nichts und die anderen 30 haben
eine lange Brenndauer. Auch bei einer zufilligen Auswahl konnte man, wenn man
absolutes Pech hat, gerade die 30 guten erwischen. Das kann passieren, ist aber bei
einer zufilligen Auswahl sehr unwahrscheinlich. Zufillige Stichproben tendieren
also dazu, reprisentativ zu sein.

Zusammenfassend sind die Schritte, die wir bisher durchlaufen haben, die fol-
genden. Man mochte die Frage Wie lange hdlt die Gliihbirne? beantworten. Man
schafft das nicht, ohne die Gliihbirne durchzubrennen. Deshalb betrachtet man an-
dere Gliihbirnen aus der Grundgesamtheit und beobachtet, wie lange diese brennen.
Im Idealfall wiirde man alle anderen aufler der gewéhlten Gliihbirne untersuchen.
Das wiirde die maximal mogliche Information liefern. Jedoch wire es zu teuer, alle
zu untersuchen. Deshalb untersucht man nur 30 Gliihbirnen. Man mochte, dass diese
30 Gliihbirnen einen ,,fairen‘ Eindruck iiber die Lebensdauer der Gliihbirnen in der
Grundgesamtheit vermitteln, d.h. man méchte, dass die Gliihbirnen in der Stichpro-
be reprdsentativ fiir alle Glithbirnen der Grundgesamtheit sind. Zusammenfassend
ist von Bedeutung, aus welcher Grundgesamtheit wie viele und welche Elemente in
die Stichprobe sollen.

Die Prinzipien, die an diesem simplen Beispiel aufgezeigt werden konnen, gelten
auch fiir Fragen, die von groerer Bedeutung sind, wie z.B.:

* Wann fillt der Motor eines Flugzeugs aus, das man gerade besteigen will?
*  Wann wird es einen Storfall im Kernkraftwerk nahe eines Wohnortes geben?

In allen Bereichen des Lebens gibt es dhnliche Fragen. Weitere Beispiele sind:

* Wie lange braucht ein bestimmter Patient, um gesund zu werden?

¢  Wie viele Autos, Schuhe, Brotchen oder Bananen werden wir heute verkaufen?
*  Wie wird der Goldpreis in einem Jahr sein?

* Wie lange wird es dauern, bis Tiere dieser Art ausgestorben sind?
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Im folgenden Beispiel soll das Problem der systematischen Verfialschung noch ein-
mal aufgegriffen und genauer betrachtet werden. Es geht also wieder um die Frage,
welche Elemente der Grundgesamtheit in die Stichprobe gelangen sollen.

Beispiel 1.13. Lebensmittelausgaben Gottinger Studenten

Angenommen, man mochte die Ausgaben der Gottinger Studenten fiir Lebens-
mittel in der letzten Woche schitzen. Zunichst muss man kldren, wen man zur Grup-
pe der Gottinger Studenten (Grundgesamtheit) zéhlt. Werden Studenten mit einbe-
zogen, die in der letzten Woche gar nicht in Gottingen waren oder die bei ihren
Eltern leben?

Im Folgenden soll angenommen werden, dass man sich dariiber geeinigt hat,
iber welche Gruppe von Studenten man spricht, dass also eine klar abgegrenzte
Grundgesamtheit definiert wurde. Auflerdem sollen bei den folgenden Erklidrungen
rein technische Schwierigkeiten vernachlissigt werden, wie z.B. die Frage, wie man
erfahrt, wieviel ein bestimmter Student in der letzten Woche ausgegeben hat. Es
soll einfach davon ausgegangen werden, dass alle Studenten genau wissen, wieviel
sie in der letzten Woche fiir Lebensmittel ausgegeben haben und dass sie ehrlich
antworten. SchlieBlich soll noch angenommen werden, dass ausreichend Mittel zur
Verfiigung stehen, um die Befragung von 50 Studenten zu finanzieren; d.h. auch der
Stichprobenumfang ist festgelegt.

Man wird nicht sehr viel herausfinden, wenn die ausgewihlte Stichprobe nicht re-
présentativ fiir die Grundgesamtheit der Gottinger Studenten ist. Man wiirde hochs-
tens etwas liber die Ausgaben der 50 Studenten aus der Stichprobe erfahren, nichts
jedoch iiber die Grundgesamtheit; d.h. die Ergebnisse sind nicht generalisierbar,
wenn man nicht annehmen kann, dass die Stichprobe reprisentativ ist.

Es gibt viele Moglichkeiten, Stichproben auszuwéhlen, die nicht reprisentativ
sind: man konnte z.B. die ersten 50 Studenten aus der Gottinger Mensa-Schlange
auswiéhlen. Dann wiren allerdings diejenigen Studenten, die nicht in der Mensa
essen, mit Sicherheit nicht in der Stichprobe vertreten. Das wiirde bedeuten, dass
man diejenigen Studenten nicht erfasst,

¢ die es sich nicht leisten konnen, in der Mensa zu essen,
¢ die lieber in Restaurants essen oder
* die gar nicht zu Mittag essen usw.

Da davon auszugehen ist, dass diese Gruppen andere Lebensmittelausgaben haben,
ist es keine gute Idee, die ersten 50 Studenten der Mensa-Schlange zu wihlen. Die
Stichprobe ist mit Blick auf die Grundgesamtheit verfélscht.

Man konnte sich ein komplizierteres System iiberlegen, das nicht zu einer so
unreprisentativen Stichprobe fiihrt. Wenn man sich eine gute Methode iiberlegen
mochte, um eine Stichprobe von 50 Géttinger Studenten auszuwihlen, wird man
merken, dass es nicht einfach ist, eine Methode zu finden, die praktisch durchfiihrbar
und dariiber hinaus nicht systematisch verfilscht ist.

Mit einer systematischen Verfialschung oder Verzerrung ist gemeint, dass eine
Gruppe ganz iibersehen wird oder nicht im richtigen Verhéltnis (im Vergleich zur
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Grundgesamtheit) vertreten ist. Der wichtigste Punkt bei einer zufdlligen Auswahl
ist, dass jeder Student die gleiche Chance hat, ausgewihlt zu werden.

Um eine zufillige Auswahl zu treffen, konnte man tatséchlich so vorgehen wie
im Beispiel der Gliihbirnen, d.h. man schreibt die Namen aller Gottinger Studenten
auf jeweils einen Zettel, durchmischt diese Zettel und zieht dann 50 heraus. Eine
einfachere Moglichkeit wire, sich die Matrikelnummern im Studentensekretariat
ausdrucken zu lassen und diese fiir die Ziehung zu verwenden. Diese oder dhnliche
mechanische Vorgehensweisen wiren hier noch durchfiihrbar, weil es nicht allzu
viele Gottinger Studenten gibt.

Es gibt jedoch Situationen, in denen man mit den beschriebenen Vorgehenswei-
sen nicht weiterkommt. Betrachtet man noch einmal Beispiel 1.3, Aspirin und Herz-
anfille, dann ist nicht klar, wie grofl die Grundgesamtheit bei dieser Studie war. Die
Stichprobe allein bestand schon aus 22072 Minnern mittleren Alters. Man wiir-
de ziemlich viel Aufwand betreiben, um die zugehorige Grundgesamtheit auf Pa-
pier zu bringen. Natiirlich fiihrt man die Auswahl in solchen Situationen mit Hilfe
eines Computers durch, der so programmiert wird, dass er zufillig aus einer Lis-
te auswihlt. Auch fiir kleine Stichproben ist es nicht nétig, mechanische Gerite
wie Zettel oder den Apparat zur Ziehung der Lottozahlen im Fernsehen zu benut-
zen. Stattdessen kann man Statistik-Programme verwenden, um Zufallszahlen wie
in dem Gliihbirnen-Beispiel zu ziehen.

In der Praxis wird es allerdings oft, insbesondere bei raumlich sehr ausgedehnten
Studien, zu kostspielig sein, eine einfache Zufallsstichprobe zu ziehen. Angenom-
men, man mochte etwas iiber die Wirkung von saurem Regen auf Birken in Europa
oder auch nur in Niedersachsen erfahren. Man kann sich vorstellen, wie viel es
kosten wiirde, eine Liste aller Baume zu erstellen, um damit eine einfache Zufalls-
stichprobe aus dieser Grundgesamtheit zu ziehen.

Man muss in solchen Fillen andere Methoden verwenden, die weniger kostspie-
lig sind. Es gibt eine ganze Theorie, die Stichprobentheorie, iiber die unterschiedli-
chen Mdglichkeiten, Stichproben zu ziehen, ohne dabei einen systematischen Fehler
zu machen oder ihn zumindest zu kontrollieren. Im Folgenden soll kurz auf solche
Moglichkeiten eingegangen werden.

Bei geschichteten Zufallsstichproben (stratified sampling) ist man in der La-
ge die Grundgesamtheit in Gruppen (strata) zu unterteilen. Angenommen, man
wire daran interessiert, das Einkommen eines Landes zu schitzen, in dem vie-
le Einwohner arm und wenige reich sind. Der Stichprobenmittelwert wird dann
stark davon abhingen, wie viele reiche Personen in der Stichprobe enthalten sind.
Man kann sich leicht vorstellen, dass es bei einer relativ kleinen Stichprobe nicht
unwahrscheinlich ist, eine Stichprobe zu erhalten, die nicht représentativ ist, d.h.
das richtige Verhéltnis von arm und reich widerspiegelt. Anders ausgedriickt, wiir-
de man eine sehr grofle Zufallsstichprobe benétigen, um reprisentative Ergebnisse
zu erhalten. Bei den geschichteten Zufallsstichproben wird die Grundgesamtheit
zunichst in Gruppen (Arme und Reiche) unterteilt. Anschlieend werden Perso-
nen aus den verschiedenen Gruppen zufillig fiir die Stichprobe ausgewéhlt. Bei
der Berechnung des mittleren Einkommens muss dann das (bekannte) Verhiltnis
der Gruppen in der Grundgesamtheit beriicksichtigt werden. Es ist somit mog-
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lich, mit einer relativ kleinen Stichprobe ein reprisentatives Ergebnis zu erhal-
ten.

Bei der Ziehung von Klumpenstichproben (cluster sampling) werden ebenfalls
Gruppen gebildet. Diese Gruppen unterscheiden sich jedoch nicht, sondern stellen
kleine Abbilder der Grundgesamtheit dar. Bei der bereits erwdhnten Untersuchung
aller Birken in Niedersachsen z.B. miisste man fiir eine Zufallsstichprobe quer durch
das Land reisen, um die Stichprobe zu untersuchen. Bildet man statt dessen Clus-
ter, beispielsweise einzelne Wiilder, und wihlt dann zuféllig einige Cluster und an-
schlieBend einzelne Biaume aus den Clustern aus, so konnen die Kosten einer re-
prasentativen Erhebung gesenkt werden. Man muss nur noch die entsprechenden
Cluster anfahren.

Die bewussten Auswahlverfahren (quota sampling) legen bestimmte Quoten in
der Stichprobe von vornherein fest. Wenn z.B. bei der Untersuchung der Lebens-
mittelausgaben Gottinger Studenten bekannt ist, dass 40 % der Gottinger Studenten
weiblich sind, wire es moglich, in einer Stichprobe der GroBle 50 genau 20 Frau-
en und 30 Minner aufzunehmen. Man erreicht Reprisentativitit beziiglich des Ge-
schlechts. Ebenso konnte mit weiteren Merkmalen vorgegangen werden, wie bei-
spielsweise Fachrichtung oder Semesterzahl. Problematisch ist, dass man nicht in
der Lage ist, alle relevanten Merkmale zu kontrollieren, so dass durch die Vermei-
dung einer zufilligen Auswahl die Gefahr besteht, genau das Gegenteil, nimlich
eine unreprésentative Stichprobe zu erhalten.

Bei statistischen Untersuchungen muss man sich immer dariiber im Klaren sein,
wie eine Stichprobe erzeugt worden ist und welche Konsequenzen dies haben konn-
te. Die Verfahren wurden hier kurz beschrieben, um zu zeigen, dass es Moglichkei-
ten gibt, wenn die einfache Zufallsauswahl ungeeignet erscheint. Im Folgenden soll
jedoch immer mit Zufallsstichproben gearbeitet werden.

Unabhéngig von den beschriebenen Verfahren der Stichprobentheorie ist eine
Moglichkeit, die Kosten gering zu halten, ein kleine und leicht zugéngliche Grund-
gesamtheit zu verwenden. Jedoch ist bei der Wahl der Grundgesamtheit zu beachten,
dass die Grundgesamtheit, aus der man die Stichprobe zieht, die Allgemeingiiltigkeit
der Ergebnisse und Schlussfolgerungen bestimmt. Diese gelten jeweils nur fiir die
Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wurde. Wie dies zu verstehen ist,
wird noch einmal an dem bereits bekannten Beispiel von Aspirin und Herzanfillen
(Beispiel 1.3) erlautert.

Angenommen, man wollte eine dhnliche Studie in Deutschland wiederholen, um
zu sehen, ob die Ergebnisse auch hier giiltig sind. Das Risiko eines Herzanfalls unter
deutschen Minnern mittleren Alters konnte ja anders sein als das unter amerikani-
schen Ménnern mittleren Alters. Beispielsweise unterscheidet sich die Nahrung in
den beiden Lindern, ebenso Sport- und Rauchgewohnheiten usw. Und auch wenn
sich die Risiken fiir einen Herzanfall in den beiden Liandern nicht unterscheiden,
konnte es sein, dass die Verminderung des Risikos, die aus der Einnahme von Aspi-
rin resultiert, sich hier von der unterscheidet, die fiir die amerikanische Grundge-
samtheit ermittelt wurde.

Die Originalstudie war auf gesunde Minner mittleren Alters beschrinkt. Das
umfasst (auch in Deutschland) sehr viele Personen. Man konnte diese Gruppe ein-
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schrinken, indem man nur gesunde Ménner mittleren Alters aus Niedersachsen be-
trachtet. Wenn diese Gruppe immer noch zu grof ist, kdnnte man sie weiter ein-
schrinken auf gesunde, 40-jdhrige Ménner aus Niedersachsen. Die Grundgesamt-
heit wird noch einmal kleiner und iiberschaubarer. Wenn man die Grundgesamtheit
immer weiter eingrenzt, wird man aber am Ende nur sehr eingeschrénkte Schluss-
folgerungen ziehen konnen. Beispielsweise sind Aussagen der folgenden Art von
sehr geringem Interesse: Eine Studie iiber gesunde, 40-jihrige mdnnliche, ledige
Linkshdnder aus Niedersachsen ergab, dass Aspirin das Risiko, einen Herzanfall zu
erleiden, reduziert.

Begriindeterweise wiirden die meisten diese Nachricht nur mit einem Achselzu-
cken zur Kenntnis nehmen, da sie nicht Teil der Grundgesamtheit sind. Es muss da-
her noch einmal betont werden, dass die Grundgesamtheit, aus der man die Stichpro-
be zieht, die Allgemeingiiltigkeit der Ergebnisse und Schlussfolgerungen bestimmt.
Wenn man nur eine sehr spezielle Grundgesamtheit untersucht, sind die Ergebnisse
also von begrenzter Verwendbarkeit.

Das bedeutet jedoch nicht, dass es immer besser ist, eine groe Grundgesamt-
heit zu haben (auch wenn der Kostenaspekt einmal vernachlissigt wird). Fiir einen
gesunden, 40-jahrigen, ménnlichen, ledigen Linkshinder aus Niedersachsen wire
die oben genannte hypothetische Studie einer allgemeineren vorzuziehen. Fiir Per-
sonen, die diesem Linkshinder sehr dhnlich sind, wiren die Ergebnisse wesentlich
spezifischer und folglich (bei sonst gleichen Bedingungen) auch genauer.

Bisher wurde davon ausgegangen, dass es nur eine Frage des Aufwands ist, ei-
ne adédquate Stichprobe zu ziehen (beispielsweise aus allen Géttinger Studenten).
In einigen Situationen ist es jedoch gar nicht moglich, eine Zufallsstichprobe zu
ziehen. Selbst wenn Kosten keine Rolle spielen, muss man mit gegebenen Daten
auskommen. Ein solcher Fall liegt zum Beispiel bei der Blockzeit eines Linienflu-
ges (Beispiel 1.2) vor. Daten wie die Blockzeit aller American Airlines Fliige von
Dallas / Fort Worth (DFW) nach Philadelphia (PHL) im Februar 2006 sind eine
wichtige Grundlage fiir die Erstellung von Flugpldnen, denn um einen mdglichst
effizienten Flugplan zu erstellen, miissen die Fluggesellschaften wissen, wie grof3
die Blockzeiten fiir einzelne Strecken sind.

Dabei interessiert weniger, wie grofl die Blockzeiten im Februar 2006 oder in
den letzten 5 Jahren waren, sondern wie grof} sie in der Zukunft sein werden, z.B.
im néchsten Jahr. Die verfiigbare Stichprobe umfasst aber nur die Blockzeiten ver-
gangener Fliige der Grundgesamtheit. Diese Stichprobe ist natiirlich keine zufillige
Stichprobe aus der Grundgesamtheit. Es ist nicht moglich, eine zufillige Stichpro-
be aus der Grundgesamtheit (alle Blockzeiten vom Erstflug einer Strecke bis zum
letzten jemals durchgefiihrten Flug) zu ziehen. Man benutzt die zur Verfiigung ste-
henden Information, da es keine weiteren Informationen gibt. In solchen Situationen
muss man annehmen, dass die Blockzeiten in der Stichprobe reprisentativ fiir die
Grundgesamtheit sind. Vorher muss man sich jedoch sehr genau iiberlegen, ob es
irgendeinen Grund gibt, der gegen eine solche Annahme spricht (vielleicht eine ex-
trem lange Blockzeit, die daraus resultierte, dass sich ein inzwischen entlassener
Pilot verflogen hatte) oder ob sich die duleren Rahmenbedingungen seit der Erhe-
bung der Stichprobe geédndert haben (z.B. eine neue Flugroute).
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Man kann auch geeignete Korrekturen (vielleicht Ausschluss extrem kurzer oder
extrem langer Blockzeiten) vornehmen, um diese Quelle von Unsicherheit auszu-
gleichen. Eine andere Moglichkeit ist, dass der Flugplan so grole Sicherheitspuffer
enthilt, dass auch noch extremere Blockzeiten als die bisher beobachteten ohne gro-
Bere Verspitungen aufgefangen werden konnten. Dies wiirde natiirlich wiederum
die Produktivitit der Flotte reduzieren.

Zusammenfassend lauten die wichtigsten Erkenntnisse dieses Abschnitts:

* Inder Regel werden Zufallsstichproben gezogen, z.B. mit Hilfe von Computern.
* Weitere Methoden werden in der Stichprobentheorie behandelt.
» Es gibt Situationen, in denen man keine Zufallsstichprobe ziehen kann.

1.4 Zufallsvariablen

Im Folgenden soll eines der wichtigsten statistischen Konzepte, das der Zufallsvari-
ablen, vermittelt werden. Hierzu soll wieder die Brenndauer einer hypothetischen
Gliihbirne betrachtet werden (Beispiel 1.12). Es wird nun angenommen, dass ei-
ne zufillige Stichprobe von 30 Gliihbirnen gezogen wurde. Der néchste Schritt ist
nun, die Gliihbirnen in der Stichprobe zu untersuchen, d.h. die Brenndauern der 30
Gliihbirnen zu beobachten und die Ergebnisse festzuhalten. Wir wollen auch davon
ausgehen, dass dies bereits geschehen ist und die 30 beobachteten Zahlen fiir die
Brenndauern genau die Werte aus Tabelle 1.7 sind. Das dazugehorige Histogramm
wurde bereits in Abb. 1.16 dargestellt.

Allgemein geben die Beobachtungen nur Aufschluss iiber die Brenndauern in
der Stichprobe. Tatsédchlich ist man jedoch an der Brenndauer der Gliihbirnen in
der Grundgesamtheit interessiert. Um die Brenndauer in der Grundgesamtheit zu
schitzen, benutzt man ein Modell, in diesem Fall die glatte Kurve in Abb. 1.16. Die
Kurve ist das Modell fiir die Brenndauer in der Grundgesamtheit, das man aus den
Stichprobendaten erhilt. In den folgenden Kapiteln wird ausfiihrlich beschrieben,
wie man solche Modelle berechnet. Im Moment soll nur betont werden, dass diese
Kurve als gegldttete Version des Histogramms aufgefasst werden kann.

Genau wie das Histogramm sagt auch die Kurve, wo die Punkte konzentriert
sind. So kann man z.B. aus der Kurve abschitzen, dass es in der Grundgesamtheit
mehr Gliithbirnen mit einer Brenndauer in der Nihe von 1000 Stunden als mit einer
Brenndauer in der Nidhe von 500 Stunden gibt.

Die Kurve heifit Dichtefunktion, da sie etwas iiber die Dichte der Punkte sagt.
Abbildung 1.20 zeigt die Dichtefunktion ohne das Histogramm. Es handelt sich
iibrigens um eine so genannte Normalverteilung, die im weiteren Verlauf dieses
Buches und in der Statistik allgemein eine bedeutende Rolle spielt und zum Beispiel
auch auf dem ehemaligen 10 DM-Schein abgebildet war.

Charakteristisch fiir die Dichtefunktion ist die Tatsache, dass die Flache zwischen
ihr und der x-Achse immer genau 1 betrigt. Die Dichtefunktion ermoglicht es, den
Anteil der Brenndauern in der Grundgesamtheit, der in ein bestimmtes Intervall
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fillt, zu schitzen. Angenommen, man mochte schitzen, wie viele Gliihbirnen der
Grundgesamtheit eine Brenndauer zwischen 1000 und 1500 Stunden haben. Dies
kann berechnet werden durch die Grofle der Fliche unter der Kurve zwischen den
beiden Punkten (oder besser vertikalen Linien) 1000 und 1500. In Abb. 1.21 ist
diese Flache gekennzeichnet.

Berechnet man die Gro3e der Fliache, so erhilt man den Wert 0.65, d.h. die Fldche
entspricht 65 % der Gesamtfliche. Daher schitzt man, dass 65% der Gliihbirnen der
Grundgesamtheit eine Brenndauer zwischen 1000 und 1500 haben. Da alle diese
Gliihbirnen derjenigen dhnlich sind, die man kaufen mdochte, kann man das Resul-
tat auch so interpretieren: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 65% wird die gekaufte
Gliihbirne zwischen 1000 und 1500 Stunden brennen.

Die Dichtefunktion in den Abbildungen 1.20 und 1.21 stellt somit die Antwort
auf die urspriingliche Frage: Wie lange wird diese Gliihbirne brennen? dar. Zumin-
dest ist dies die konkreteste Antwort, die man iiberhaupt auf diese Frage bekommen
kann. Man weifl immer noch nicht genau, wie lange die gekaufte Gliihbirne brennen
wird, aber man kann mit Hilfe der Dichtefunktion Wahrscheinlichkeiten fiir alle in
Frage kommenden Moglichkeiten geben.
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Abb. 1.20 Dichtefunktion als Modell fiir die Brenndauer von Gliihbirnen
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Abb. 1.21 Dichtefunktion als Modell fiir die Brenndauer von Gliihbirnen und Wahrscheinlichkeit
fiir eine Brenndauer zwischen 1 000 und 1500 Stunden
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Die Antwort auf die gestellte Frage ist daher nicht eine einzige Zahl, wie etwa
1200 Stunden. Sie ist etwas anderes. Tatsdchlich ist sie eines der faszinierendsten
Objekte in der Mathematik. Man nennt sie eine Zufallsvariable. In spiteren Kapi-
teln wird noch genau definiert, was unter einer Zufallsvariablen zu verstehen ist.

Im Rahmen dieses Buchs werden Zufallsvariablen mit Grobuchstaben bezeich-
net, wie z.B. X,Y,Z. Damit sollen sie von gew6hnlichen Variablen unterschieden
werden. In dem Gliihbirnen-Beispiel konnte man also sagen, X sei die Brenndauer
der gekauften Gliihbirne. Im Folgenden werden noch einmal die Eigenschaften von
X betont.

Eine Zufallsvariable X ist kein einzelner Wert. X hat einen ganzen Bereich
moglicher Werte.

Es sieht so aus, als ob die Brenndauer der Gliihbirne irgendwo zwischen 0 und
1800 Stunden liegt. Wenn man sehr viel Gliick hat, brennt sie ldnger. Diese Mog-
lichkeit ist nicht auszuschlieBen. Vielleicht halt sie 5000 Stunden, vielleicht auch
noch lidnger. Daher sollen als Wertebereich von X alle Zahlen betrachten, die grofer
als 0 sind.

Das Verhalten einer Zufallsvariablen X kann durch Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden.

Es ist im Moment noch nicht wichtig, alle Details iiber die Kurve zu behalten,
die als Dichtefunktion bezeichnet wurde. Es ist nur wichtig, zu verstehen, dass es in
stochastischen Situationen nur moglich ist, Wahrscheinlichkeiten fiir gewisse Dinge
anzugeben. Das bedeutet, Entscheidungen beruhen auf Wahrscheinlichkeiten, nicht
auf Gewissheiten. Im weiteren Verlauf des Buches werden Dichtefunktionen noch
eine grofle Rolle spielen und im Detail erklirt.

Angenommen, die gekaufte Gliihbirne soll mindestens 1600 Stunden gliihen.
Die Wahrscheinlichkeit ist durch die Fliche unterhalb der Dichtefunktion rechts
von 1600 gegeben. Diese Flache ist in Abb. 1.22a gekennzeichnet. Sie ist gleich
0.01, d.h. es gibt eine Wahrscheinlichkeit von 1 zu 100 bzw. 1%, dass die gekaufte
Gliihbirne ldnger als 1600 Stunden brennen wird.

Wenn man also tatsédchlich eine Gliihbirne braucht, die ldnger als 1600 Stunden
brennt, sollte man eine andere Sorte wéhlen und mit der ganzen Prozedur von vor-
ne beginnen. Andererseits ist man vielleicht schon zufrieden, wenn die Gliihbirne
langer als 800 Stunden brennt. Ein Blick auf Abb. 1.22b zeigt, dass dies ziemlich
sicher ist. Die Flache, die man jetzt berechnen muss, ist diejenige unter der Dichte-
funktion rechts von 800. Diese Fliche betrdgt 0.92. Die Chance, dass der Wunsch,
eine Gliihbirne mit einer grofleren Brenndauer als 800 Stunden zu erhalten, erfiillt
wird, ist also 92%.

Es wurde gezeigt, dass die Antwort auf die urspriingliche Frage Wie lange wird
diese Gliihbirne brennen? keine Zahl ist, sondern etwas, das gerade Zufallsvariable
genannt wurde. Wenn man also nach der Brenndauer einer Gliihbirne gefragt wird,
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kann man als Antwort keine Zahl geben, sondern ein Bild wie das in Abb. 1.20. Da-
mit besteht die Antwort auf die Frage aus einer ganzen Reihe von Mdglichkeiten,
und es wurden Informationen aus der Stichprobe genutzt, um die Wahrscheinlich-
keiten dieser Moglichkeiten zu schitzen.

Die Geschichte mit der Gliihbirne ist allerdings noch nicht zu Ende. Man nimmt
die Gliihbirne schlieBlich mit nach Hause, benutzt sie und eines Tages geht sie ka-
putt, z.B. nach 1452 Stunden. Zu diesem speziellem Zeitpunkt geschieht etwas sehr
Bedeutendes. Alle Ungewissheit, iiber die so lange gesprochen wurde, verschwin-
det in diesem Moment. Die Brenndauer einer Gliihbirne wird plotzlich zu einer
gewohnlichen Zahl: 1452 Stunden.

Die Frage nach der Brenndauer der Gliihbirne begann mit einer komplizierten
Sache, die Zufallsvariable genannt wurde und die nur durch Wahrscheinlichkeiten
beschrieben werden kann. Nachdem die Gliihbirne durchgebrannt ist, ist die Ant-
wort auf die Frage eine einfache Zahl. Die tatsdchliche Brenndauer der Gliihbirne
wurde beobachtet. In der Statistik driickt man das folgendermaBlen aus: man hat
jetzt eine Realisation der Zufallsvariablen, d.h. sie hat jetzt einen konkreten Wert
angenommen, den Wert 1452 Stunden.

Damit hat die urspriingliche Frage zwei verschiedene Antworten:

* Bevor die Gliihbirne kaputt geht, kann die Antwort nur durch das Nennen mog-
licher Werte und ihrer Wahrscheinlichkeiten gegeben werden.
* Nachdem die Gliihbirne kaputt ist, wird die Antwort zu einer gewohnlichen Zahl.

Die Unbestimmtheit ist nach dem Durchbrennen der Gliihbirne verschwunden. Der
wichtige Punkt ist natiirlich, dass man sich entscheiden muss, die Gliihbirne zu kau-
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Abb. 1.22 Dichtefunktion als Modell fiir die Brenndauer von Gliihbirnen und Wahrscheinlichkeit
fiir eine Brenndauer von a mehr als 1 600 Stunden bzw. b von mehr als 800 Stunden
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fen, bevor man ihre Brenndauer beobachten kann und nicht nachher. Dasselbe pas-
siert bei unzidhligen anderen Entscheidungen, die man jeden Tag treffen muss.

Beispiel 1.14. Investition von 1 000 €

Angenommen, man hitte 1000 € zur Verfiigung und mochte diese fiir ein Jahr
anlegen. Zum einen besteht die Moglichkeit, das Geld zu einem festen Zinssatz, z.B.
5%, auf ein Bankkonto zu legen. Wenn man das Risiko ignoriert, dass die Bank in
Konkurs geht, ist dies eine sichere Anlage (und selbst dann wire das Geld bei einer
deutschen Bank abgesichert). Man weif3, dass man nach einem Jahr 1050 € haben
wird. Dies ist ein deterministischer Zusammenhang.

Als Alternative konnte man das Geld auf dem Aktienmarkt anlegen. In diesem
Fall ist die Auszahlung, die am Ende des Jahres zufliet, im Voraus nicht bekannt.
Sie ist eine Zufallsvariable. Angenommen, man hat die Dichtefunktion dieser Zu-
fallsvariablen durch die Kurve in Abb. 1.23 geschiitzt.
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Abb. 1.23 Dichtefunktion fiir die Auszahlung am Ende des Anlagezeitraums

Der Wert 1050 € ist durch den senkrechten Strich dargestellt und zeigt, was man
bei der Anlage bei der Bank garantiert bekommt. Das Bild verdeutlicht, dass gute
Chancen bestehen, mehr Geld zu bekommen, wenn man in Aktien investiert. Jedoch
gibt es auch eine positive Wahrscheinlichkeit, dass man nach einem Jahr weniger als
1050 € erhiilt, evtl. sogar noch weniger als die eingesetzten 1000 €.

Dieses Beispiel kann man auch anhand der realen Daten aus Beispiel 1.6 betrach-
ten, in dem die Entwicklung Deutsche Bank Aktienkurses untersucht wurde. Hitte
man am 02.01.2006 1000 € in Aktien der Deutschen Bank zu einem Schlusskurs
von 81.93 € investiert (also 12.21 Aktien gekauft), dann wire das investierte Ka-
pital bis zum 29.12.2006 auf 1236.91 € gestiegen, da an diesem Tag der (nicht in
Tabelle 1.4 angegebene) Schlusskurs bei 101.34 € lag. Hitte man dagegen erst am
02.01.2007 zugeschlagen und 1000/102.89 22 9.72 Aktien erstanden, dann wire der
Aktienbesitz am 28.12.2007 bei einem Schlusskurs von 89.40 € gerade noch 868.89
€ Wert gewesen (dabei wurde natiirlich vernachléssigt, dass man nur ganze Stiicke
kaufen kann und bei Kauf und Verkauf noch Transaktionskosten anfallen).
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Informationen dieser Art werden verwendet, um ein Modell wie in Abb. 1.23
zu erstellen, das einen bei der Anlageentscheidung unterstiitzt. Es kann aber auch
im folgenden Jahr alles ganz anders kommen. Erst nach Ablauf des Jahres wird
man wissen, was man hitte tun sollen. Die Zufallsvariable wird dann eine Reali-
sation sein und damit einen konkreten Wert haben. Die Statistik kann zwar nicht
sagen, welche Entscheidung die bessere ist, sie kann aber Methoden anbieten, mit
deren Hilfe man das Risiko, das mit den verschiedenen Moglichkeiten verbunden
ist, abwigen kann. Diese Methoden werden z.B. verwendet, um den sogenannten
Value-at-Risk zu berechnen, der spiter noch niher erldutert wird.
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