2

Problemes inverses elliptiques

2.1 Détermination d’un potentiel dans I’équation de
Schrodinger : construction de solutions “optique
géométrique”

Nous considérons le probléme inverse qui consiste a déterminer ¢ € L (12),
{2 étant un domaine régulier de R™, a partir de 'opérateur Dirichlet-Neumann
(ou Steklov-Poincaré) A, donné par : A, : ¢ — Jyu, ol u est la solution de
(—A+q)u=0dans 2 et u = ¢ sur I'. Le point clé dans la preuve de I'unicité
pour ce probleme inverse est la densité de produits de solutions. Précisons ce
que nous entendons par densité de produits de solutions. Nous prouvons que
I'espace vectoriel engendré par les produits ujus est dense dans L'(§2), ot
uj, j = 1,2, décrit I'ensemble des solutions H? de (—A + g;)u; = 0 dans (2,
gj € L>(£2). Ce dernier résultat repose essentiellement sur la construction de
solutions “optique géométrique” pour I’équation (—A+¢;)u; = 0. Cest-a-dire
des solutions de la forme u; = e7*¢(1+w;), avec £ € C™ vérifiant £-& = 0 et
w; tend, en norme L?, vers 0 quand |¢| tend vers co. En d’autres termes, des
solutions qui sont des perturbations des exponentielles harmoniques e~ €.

Comme autre application des solutions “optique géométrique”, nous don-
nons et démontrons un résultat de stabilité logarithmique pour le probleme
inverse ¢ — Ag.

2.1.1 Solutions “optique géométrique” et densité des produits de
solutions

Nous commencons par introduire quelques notations spécifiques a ce pa-
ragraphe. Nous notons D; = —i0; et, pour a = (a1 ..., ) € N7,

D% =D ... Dy,
Dans ce qui suit, P(D) désigne un opérateur différentiel linéaire a coefficients

constants. C’est-a-dire
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P(D)= Y anD®,
loo|<m
ou m > 0 est un entier et a,, € C, pour chaque a.
Nous associons a P(D) son symbole P(§) :
P(¢) = Z aal®, €= (&1,...&n) € C™.

laf<m

Nous utiliserons aussi la fonction
~ 1
P)=(D_ID°P©)*):.
B

Si&, neR” ety e N nous avons comme conséquence de la formule de
Taylor,
(i€)”

DYP(&+n) =Y D"PP(n) a2

B

Nous déduisons de cette derniere identité qu’il existe une constante positive
C, dépendant uniquement de n et m (le degré de P), telle que

P& +1)
P(n)

Pour 1 < p < 00, nous introduisons I'espace

<A+ CKP™, & neR™ (2.1)

B, = {u e S8'(R™); PFu e LP(R™)},
que nous munissons de sa norme naturelle :
lull, p = IPFullLemn).-
Rappelons que F désigne la transformée de Fourier.

Notons
B]lfl% ={ueS'R"); pue B, p, Yo € D(R")}
et si O est un ouvert de R™, nous posons
B, 5(0) ={u=v0; veEB,p}
Nous utiliserons un peu plus loin le
Lemme 2.1. Soient u € B p et v € D(R"). Alors uwv € B__ p et
[wv]loo, p < Cllt]loo 55

ot C est une constante qui dépend uniquement de v, n et m (le degré de P).
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Preuve. D’apres le Théoreme 1.12, F(uv) = (27) " Fu * Fv. D’out

P&)F (uv)(§) = (ZW)*"/p(f)f(U)(f — ) F (v)(n)dn.

Cette identité, combinée avec (2.1), implique

[P(&)F (wv)(§)] < (2m)~" SEPIP(T)f(U)(T)I /(1 + Cln)™ | F (0)(n)|dn,

ou la constante C' dépend uniquement de n et m. 1

Nous énongons un résultat concernant ’existence d’une solution fonda-
mentale d'un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants. Nous rap-
pelons que F' € D'(R™) est une solution fondamentale de 'opérateur P(D) si
P(D)F =0, ou § est la mesure de Dirac en 0.

Nous avons, d’apreés le Théoreme 10.2.1 de [Hor2] et sa preuve, le

Théoréme 2.2. P(D) posséde une solution fondamentale F' € Biffﬁ vérifiant

cosﬁ|x| €B_pet il existe une constante positive C, qui dépend uniquement
de n et m, telle que
F
5 < C. 2.2
HCOSh|(E|HOO’P — ( )

Ce théoreme est le point clé pour démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Soit X un ouvert borné de R™. Alors il existe E € L(L?*(X))
possédant les propriétés suivantes :

(i) P(D)Ef = f pour tout f € L*(X),

(ii) pour tout opérateur différentiel linéaire Q(D) a coefficients constants tel
que |C~2(£)| est borné sur R™, Q(D)E définit un opérateur borné sur L*(X) et
1Q(S)]

|Q(D)E| z(r2(x)) < Csup 27,
(L2(X)) cern P(E)

ot C est une constante positive dépendant uniquement de n, m et X.

Preuve. Pour f € L?(X), nous notons fp son extension par 0 en dehors de
X.

Soit F € Bizcﬁ’ une solution fondamentale de P(D) ayant la régularité du

Théoreme 2.2. Nous définissons alors Popérateur F comme suit
E:feL*(X)— (F*fo)x.

La propriété (i) résulte tout simplement de
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P(D)(F * fo) = P(D)F * fo =6 * fo = fo.

Nous fixons maintenant ¢ € D(R™) telle que ¢ = 1 dans un voisinage de
la fermeture de X — X = {ox — y; z, y € X }. Nous vérifions aisément que

[(pF) * fol|x = [F'* f]|x
et donc
IQID)Ef|12(x) < 1Q(D)(@F) * follL2ny = [ FIQD)(@F) * folll L2(mn)-
Or FIQ(D)(¢F) = fo] = Q€)F (pF)F fo. Par suite,
1QID)EfllL2x) < NQIOF(LF) Lo )l f1 L2(x)- (2.3)

Nous utilisons alors 'identité

_ Q) 5 . F
le Lemme 2.1 et le fait que F satisfait a (2.2) pour déduire
Q&)
F oo n ~ .
QO F(F )iy < € sup 28
Ceci et (2.3) entrainent alors (ii). O

Nous introduisons maintenant la notion d’opérateur elliptique. On dit que
P(D) est elliptique si

Z ao€” # 0 pour tout 0 # & € R™.
la]=m
Nous disposons du résultat de régularité

Théoréme 2.4. Soit X un ouvert borné de R™ et nous supposons que P(D)
est elliptique. Siu € D'(X) est telle que P(D)u € L?(X), alors u € B, p(X).

Ce résultat est un cas particulier du Théoreme 11.1.8 de [Hor2].
Ci-dessous, P, (D), a € (C™\ R™) U {0}, désigne 'opérateur différentiel
Pu(D)=-A—ia-V =Y D}+a;D;
Comme P, (&) = [£]? 4+ a - &, P.(D) est donc elliptique.

Rappelons que si §2 est un ouvert borné de R™ de classe C2, alors (voir
par exemple J.-L. Lions et E. Magenes [LM])

H?*(02) = {u=vjn; ve H*R")}

En notant que P,(€) > C(1 4 [¢|?), C étant une constante indépendante de
£, nous obtenons comme conséquence du Théoreme 2.4 le
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Corollaire 2.5. Si 2 est de classe C? et si u € L*(2) vérifie P,(D)u €
L2(92), alors u € H*(12).

Pour g € L*°(X), nous posons
S, ={u € H*(X), —Au+ qu = 0 dans X}.

Comme nous ’avons dit plus haut, le résultat de densité des produits de
solutions, que nous énoncons un peu plus loin, est fondé sur la construction
de solutions “optique géométrique” de I’équation (—A+¢q)u = 0. Cest 'objet
de la proposition suivante :

Proposition 2.6. Soient X un ouvert borné de R", ¢ € L>=(X) et M > 0
tels que ||q = (x)y < M. Alors nous pouvons trouver une constante positive
C, ne dépendant que de M, pour laquelle : pour tout £ € C" tel que £-£ =10
et |S¢| > C, il existe we € H?(X) vérifiant

c
llwellz2x) < ¢l - (2.4)

et
ug = e (1 +we) € S,

Preuve. Clairement, en prolongeant ¢ par 0 en dehors de X, il suffit d’établir
le résultat pour £2 O X de classe C? (nous pouvons par exemple prendre pour
2 une boule) et prendre ensuite des restrictions a X.

Notons d’abord que we doit étre une solution de 1’équation
—Aw + 2§ - Vw = —q(1 4+ w) dans 2. (2.5)

Nous posons
Pe(n) = =26-n+n-1.
D’apres le Théoreme 2.3, il existe B € L(L?(£2)) tel que

(2i€-V - A)Eef = f,

pour tout f € L(£2) et

1
| Eellor2(o)) < K sup -

nern P ()
1 K

< K su < , 2.6

=0 e [VP(n)] T |9 (26)

ou la constante K ne dépend que de n et {2.

Nous considérons I'application



40 2 Problémes inverses elliptiques

Fe: L2(02) — L*(2)
f = Ee[—q(1+ f)].

Nous avons

KllqllL=(o)

|(\}§| Hf _gHLz(Q)v fv g€ L2(Q)7

[ Fef — Fegllr2o) <

par (2.6). Par suite, F¢ posséde un unique point fixe we € L?*(£2) des que
IS¢| > C = KM. Comme Pe(D)we = —q(1 + we) € L?(£2), we est dans
H?(02) par le Corollaire 2.5.

Pour finir, nous utilisons

well2(o) < [[Fewe — FeOl 120y + [|Fe0[ 120
C
< 1).

Nous utilisons maintenant ce dernier résultat pour établir le

Théoréme 2.7. Soit X un ouvert borné de R™, n > 3. Si q1, g2 € L™ (X)
alors
F = vect{uv, u € Sy, v € Sy, }

est dense dans L'(X).
Nous aurons besoin du

Lemme 2.8. Sin > 3, alors pour tout k € R™ et pour tout R > 0, il existe
&1, & € C" tels que

ISGI =2 R, &§-&=0, &G+&=FkFj=12 (2.7)

Preuve. Soient k1, ks € R™ non nuls, orthogonaux a k et orthogonaux entre
eux (notons que ceci n’est possible que si n > 3) tels que

k|

k
ol = 70+ [k
Nous posons
& = (’; + k1) + ika,
. 2.8
{fzz(g—lﬁ)—ﬂﬂz. (28)

Nous vérifions aisément que &1 et & ont les propriétés requises des que ks
est assez grand. O

Preuve du Théoréme 2.7. Nous raisonnons par ’absurde. Si F' n’était pas
dense dans L!(X) alors, par le théoréme de séparation de Hahn-Banach (voir
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par exemple H. Brézis [Bre] ou L. Schwartz [Sc2]), il existerait f € L*>(X)
non identiquement nulle telle que

/ fgdx =0, g € F. (2.9)
X

Fixons k € R", k # 0. D’apres le Lemme 2.8, pour R assez grand il existe
&1, & € C™ tels que

ISGI >R, &-&=0, &4+&=k j=1,2

Nous appliquons alors la Proposition 2.6 pour avoir I'existence de we; €
H?*(X), j =1, 2, telle que

C

[[we, 2 (x) < R_cC’

ou la constante C' est indépendante de R, et
uj = e (14 we;) € Sg;-

Comme ujug € F, (2.9) implique

/ e~k fdy 4 / zdx = 0, (2.10)
X

X

avec z = eiik'g”(wg1 + we, + wglw&)f. Or Wg; converge Vers zero dans L2(X)
quand R tend vers +oo. Par suite, nous passons a la limite dans (2.10) pour

avoir

/ e R fdr =0, k e R™.
X

C’est-a-dire que F f = 0 et donc f = 0, ce qui aboutit a une contradiction. [J

Nous énongons aussi un autre résultat de densité qui nous sera bien utile
pour résoudre un probleme spectral inverse au paragraphe 2.2. Pour ¢, q1,
g2 € L®(X) et A\, p € R, nous notons

S,(\) ={ue H*(X); (-A+q—Nu=0dans X}

et
F(q1,q2, 1) = vect Ux<—y Sq, () Sy (A)-

Théoréeme 2.9. Soit X un ouvert borné de R™, avec n > 2. Soient M > 0,
q1, @2 € L=(X) telles que [|q1] L~ (x), [|g2]| Lo (x) < M. Alors il existe Ao > 0
qui dépend uniquement de M et 2 tel que F(q1,qa, \o) est dense dans L*(X).

Pour montrer ce théoreme, nous procédons de la méme maniere que dans
la preuve du Théoreme 2.7; sauf qu’a la place de la proposition 2.6 et du
Lemme 2.8 nous utilisons la
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Proposition 2.10. Soient M > 0 et ¢ € L>®(X) telles que ||q||p~ < M.
Alors il existe A\g > 0, qui dépend uniquement de M et 2 pour lequel : pour
tout X < —Xo et pour tout & € C™ vérifiant & - € = A, il eviste wy¢ € H?(X)
telle que

C
lwsellz20) <
§llL2(92) Al

et u = e (1 +wye) € Sy(N), ou la constante C est indépendante de \
et €.

2
et le fait que si A < 0, k € R™ et ky est orthogonal & k, avec |k = |k4| +Al
alors & et & donnés par

k.
&1 = 2+Zk16t§2=§1

vérifient & - & =& & =Net & + & = k.

Pour la construction des solutions “optique géométrique” nous nous som-
mes largement inspiré de V. Isakov [Isal]. Dans ce méme article, l'auteur
exhibe aussi des solutions “optique géométrique” pour les opérateurs (0; —
A)+q et (04 — A) + ¢, et d’autres. Nous donnons au sous-paragraphe 2.1.4
une construction plus directe qui est due & P. H&hner [Ha]. Nous verrons
aussi au sous-paragraphe 2.1.5 une autre facon de construire les solutions
“optique géométrique”, qui sont nulles sur une partie de la frontiere. Elle est
fondée sur une inégalité de Carleman. Signalons aussi que les deux articles
de J. Sylvester et G. Uhlmann [SU1]|, [SU2| contiennent une construction de
solutions “optique géométrique” sur l'espace tout entier, dans des espaces de
Sobolev appropriés.

2.1.2 Détermination du potentiel & partir de opérateur DN

Soit £2 un domaine borné de R™ de classe C? et de frontiere I'.

Si g € L*(£2), nous désignons par A, 'opérateur A, = —A+ ¢ ayant pour
domaine D(A,) = H}(2) N H?(£2).

D’apres le Théoreme 1.26, si g € L>°(12) est telle que 0 n’est pas une valeur
propre de Popérateur Ay et si p € H 3 (I'), alors le probléme aux limites non

homogene

{ (—A+ q)u=0, dans £, (2.11)

U’|F =¥,
admet une unique, solution u,, € H?({2) et il existe une constante C,
indépendante de ¢, telle que

lgislmzor < Cllel 3 (2.12)

Il en résulte que I'opérateur
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3 1
Ag:peH2(I') = Oyuq, € H2(I)

est borné.

Le premier résultat que nous nous proposons de démontrer est le

Théoréme 2.11. Pour i =1, 2, soit q; € L>(2) telle que 0 n’est pas valeur
propre de Ag,. St n >3 alors

Alh = qu = q1 = ¢q2.

Preuve. Nous faisons 'hypothese que A, = A,,. Solent ¢ € H3(I) et
v € Sq (Sg est défini au sous-paragraphe précédent). Nous montrons sans
peine que u = Uq,,p — Ug,,, Satisfait a

{ (—A+q)u= (g2 — q1)ug,,, dans £2, (2.13)
ur = auu|F =0.

Nous appliquons la formule de Green & u et v pour avoir
[ (2= g pvdo =0, g € HE(D), v S,
¢
Or {ug, 4; ¢ € H2(I')} = S,,. D'oit

/ (@2 —q1)gdr =0, g€ F,
(9]

ou F = {uv; u € Sy, v e Sy} Il sensuit que ¢ = g2 car F' est dense dans
LY(£2) par le Théoreme 2.7. O

Pour a € W2°°(02), a > ag > 0, nous considérons le probléeme aux limites
non homogene

(2.14)

{div(an) =0, dans £2,
w|p = p.

Notons que si w est une solution H? de (2.14) alors v = a2w est une solution
H? de

{ (~A+a"2Aa2)v =0, dans £2, (2.15)

ur = azg,
et réciproquement. Il en résulte que (2.14) admet une unique solution wg , €
H?(£2) et que I'opérateur
SeipeH2(I) — dyw,,, € H>(I)

est borné.

Dans ce qui suit, nous notons l’ensemble des b € W2°°(£2) qui vérifient
b > by, pour un certain by > 0, par WJZFOO(Q) et, pour a € Wi’oo(()), nous
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posons ¢, = a~2Aaz. Aussi, nous désignerons par Vgo,00 @ € H3(I), la
solution H? du probleme aux limites

(—A+¢qq)v =0, dans £2,
’U|p = p.
D’apres ce qui précede, nous avons

_1 _ 1
Gow, 1 = 90pa"2 +a"20,04, -

,a

C’est-a-dire, ) ) )
Yola™2¢) =@da™ 2 +a” 2 A4, 0. (2.16)

Comme conséquence du Théoreme 2.11, nous avons le
Corollaire 2.12. Soient a,, as € Wi’oo(.(?) telles que
ay = as, Va1 = Vasg, surl), (2.17)
et Yo, = Yo, Alors ay = as.

Preuve. Nous avons Ay, = A, par (2.16) et donc ¢o, = ¢, par le Théoreme

2.11. C’est-a-dire,

Gasg

! 1 1 1
a, > Aai =ay *Aaj. (2.18)
1 1
Nous posons y = a? — a3 . Nous déduisons de (2.18)
1 1
— 2 2
Ay = Aaj — Aaj
11 1 1
— 2 2 2 2
=aiay *Aai — Aaj
1 11 1
— 2 2 2 2
=aiAaj(ay® —aq ?).

Mais

1 1 1 1 1 1
a22_a12:/ 1 1 1 dT(af—af).
0 (a3 +rlaf —a3])?

En utilisant (2.17), nous concluons que y vérifie

Ay + cy = 0, dans §2,
y=0,y=0, sur I,

1 1 1 1
c=—aj Aaj / ) L . drt.
0 (0} +7laf - o)
Il s’ensuit que y = 0 par le Corollaire 1.38 (unicité du prolongement). Par
suite, a1 = as. O

L’hypothese (2.17) dans le corollaire 2.12 n’est pas vraiment nécessaire.
En effet, nous avons
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Théoréme 2.13. Soient a1, as € WJQFOQ(Q) telles que a; — as € C1(02). Si
Yo, = Yo, alors
a1 = as et Va; = Vag surl.

Ce théoreme sera démontré au sous-paragraphe 2.3.3.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat de stabilité conditionnelle
pour le probleme inverse qui consiste a déterminer ¢ & partir de A,.

Théoréme 2.14. Soient q1, go € L>(£2) vérifiant q1 — g2 € HE(02) et

HQ1HL°°(Q)a ”qQ”L‘”(Q)a lar — Q2HH1(Q) < M.

Alors il existe deux constantes positives C, D qui ne dépendent que de M, n
et §2 telles que

2
D T n42
_ <ClIn
a1 — a2l z2(2) < ( Aql—A@)

si || Ag, — Ag, || est assez petit, ot ||Ag, — Ag, || est la norme de Ay, — Ag, dans
C(HE(T), H3(I)).

Avant de donner le preuve de ce théoréeme, nous montrons d’abord un
lemme.

Lemme 2.15. Soient q1, g2 € L% (£2) vérifiant

a1l =) llazllze@) <M.

Alors il existe rg > 0 tel que pour tout k € R™ et pour tout r > rg, nous
pouvons trouver u; € Sq, et ug € Sy, possédant les propriétés suivantes :

(i) pour j =1,2, u; = e’isf"’”(l—i—ng), avec &G € C, &+ =0et&1+8& =k,
(ii) |wellz2(2) < iy

(iii) |[wj|| 2 () < CePHIRD,

ot les constantes C' et § ne dépendent que de M et (2.

Preuve. Rappelons que P¢(n) =n-n — 2¢-n. En utilisant I'estimation
P> P+ ) | D3P,
J

nous arrivons aisément & montrer

- 2, si, n| <4,
Pe(m) =9 e N
o, sin] > 43¢l
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Pour 1 < k,l < n, on note Qx(n) = nk et Qri(n) = mem, 1= (M,...,7Mn) €
R™.

Si |3¢] > 1, un calcul simple nous donne

1Qr(n)] sup |Qr.1(n)]

sup ' - , i
nern  Pe(n)

< 8|3¢. (2.19)
nerr Pe(n)

Soient k € R™ et &, & donnés par (2.8). Puisque [3(&;)| > 4\1/2(|k| + ),

d’apres la Proposition 2.6, il existe u; = e (1 4 wj) € Sy, pourvu que
r > 1o, pour un certain rg indépendant de &;. De plus,

C

, < .
HwJHLz(Q) = k|4

Or, d’apres la preuve de la Proposition 2.6, w; = E¢, (—q;(1 +w;)) € H?(£2).
Ceci, (2.19) et le Théoréme 2.3 (ii) entrainent alors

lwillg2(2) < C([k] 4 7).
Il en résulte immédiatement 'estimation

[ ey < CeUFIFT,

O

Preuve du Théoréme 2.14. Dans cette démonstration C, C’, Cy et C; sont
des constantes génériques.

Soit uj € S¢;, j =1, 2, comme dans le lemme ci-dessus. Nous appliquons

alors la formule de Green a g, v, — u1 et uz pour avoir

[ (a2 = anyurs = [ [y, = A )0 e
I} r
Nous en déduisons

/ (g2 — q1)e 7 = —/ (g2 — q1)e” " (wy + wa + wiws)
1% %)

+/F[qu - AQ1](U1|F)u2'

Si ¢ désigne 'extension par 0, en dehors de (2, de g2 — ¢1, nous obtenons

1

) <,

+ ”Ath - AQ2||626(‘M+T))7

par les estimations données au Lemme 2.15.

Pour simplifier les notations, nous posons v = ||Aq, — Ay, || et p = |k| + 7.
L’inégalité précédente s’écrit alors
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. 1
(k)| < C(p +7e°").

Si |k| < «, pour pg = ro+ «, le minimum sur [pg, +o0) de la fonction ;—i—'yeCp
est atteint pour p,. tel que

1 c
— 5, +Cye?? =0.

*

C’est-a-dire v = 012 e~ P« Notons que la condition p, > pg est satisfaite si

p
~ est assez petit car la fonction p — !, e~ C? est décroissante. Par suite, si
) Cp ’
est assez petit, nous avons

/
(k)| < C(pl* + p(’;) < Z(H p(“;): i, si k| < o
Or C},y = p2eCrs < 2e(CHP- et donc
1 < Co .
P« In( Clw)

Il en résulte que
(k)| < O, si k| < o
D’ou
[l < camz (220)
[k|<a

D’autre part, comme g € H*(R™),

1 lallZ @y M2
q(k)|? < / k|?|g(k)|> < < . 2.21
Joawrs e s TR < T e

(2.20) et (2.21) impliquent
) M2
||q||2L2(Rn) = ||q||2L2(Rn) < Ca"i + 42 Powr tout a > 0.

Le minimum sur [0, +00) de la fonction o — Ca"y3 + %22 est atteint en a.

tel que
_ 2M?
nCal 1% — o3 = 0.

N . 2 1
C’est-a-dire, a* = (Sg{y?)"ﬁ et donc
1

4
n+42

lallZ2mny < Oy
O

Pour faire ce sous-paragraphe, nous avons adapté les différents résultats
existant dans la littérature. Spécialement, G. Alessandrini [All], [Al2], V.
Isakov [Isa3], J. Sylvester et G. Uhlmann [SU1], [SU2].



48 2 Problémes inverses elliptiques

2.1.3 Détermination du potentiel a partir d’un opérateur DN
partiel

Soit 2 un domaine borné de R™ de classe C? et de frontiere I'. Soit v un

3
fermé de I' d’intérieur non vide. Introduisons H3 (I"), le sous-espace fermé de
H3(I'), donné par
3
H}(I)={p € H>(I'); ¢ =0sur '\ 7}.

Rappelons qu’au sous-paragraphe 2.1.2 nous avons noté A,, ¢ € L*({2),
lopérateur A, = —A + ¢ ayant pour domaine D(A,) = H}(2) N H?(0).
D’autre part, nous avons vu que si 0 n’est pas dans le spectre de A, alors

Ay H (D) — dyug, € H2 (D)

définit un opérateur borné, ot uq,, € H 2(£2) est la solution du probléme aux
limites

{ (—A+q)u=0, dans £2,
’Ul‘p = p.

Nous en déduisons que 'opérateur

- 3 1

Ag i€ Hy(I') = Oyuge)y € H2(7)
est aussi borné.

Théoréme 2.16. Nous supposons que n > 3. Soient q1, g2 € L>(82) telles
que I' N supp(q1 — q2) = 0. Alors Ay, = Ay, implique g1 = qa.

La démonstration de ce théoreme utilise le lemme suivant dans lequel, pour
q € L>=(£2), nous notons

S, ={u € H*(2), —Au+ qu = 0 dans 02}.

Lemme 2.17. Soit w un ouvert de R" tel que w C 2 et 2\ w est conneze.
Alors S, donné par

Sy={ue€Sy; u=0sur"\~}
est dense dans Sy, pour la norme de L*(w).

Preuve. Nous raisonnons par ’absurde. Nous supposons donc qu’il existe
v € Sy tel que

/ w =0, Yu € S, (2.22)
Soit G = G(z,y) la fonction de Green pour —A + ¢ avec une condition de

Dirichlet sur le bord. C’est-a-dire, G(-,y) est la solution du probleme aux
limites
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(—A+q)G(-,y) =0y, dans (2,
G(-,y) =0, sur I

Siue Sq alors une intégration par parties nous donne
u(w) = [ 8,Glep)uly)do(y), = < 2
¥
3
Donc, pour ¢ = u|p € H7 (I'), nous avons

u(x) = / Ou, G(x,y)p(y)do(y), x € £2. (2.23)

3
Inversement, si u est donnée par (2.23) pour un certain ¢ € H?(I') alors
u satisfait & (—A 4+ ¢)u = 0 dans 2. D’autre part, nous vérifions aisément,
comme ci-dessus, que 4 € H?({2), la solution du probléme aux limites

{ (—A+q)u =0, dans £2,
ﬂf\F =¥,

est donnée par
M@=/@ﬁ@@ﬂ%ﬂ%xeﬂ (2.2
Yy

Par suite, u = 4. En particulier, u = 0 sur I" \ 7. Nous en déduisons que tout

~ 3
élément de S, est donné par la formule (2.23) pour un certain ¢ € H3 (I).
Par conséquence, vu (2.22),

/ v(y)0y, G(x,y)do(y) =0, x € ~.

Nous définissons

w@) = [ Gy, <€ 2
Clairement, w € H?(£2), w = d,w = 0 sur v et

v dans w
(—A-l-Q)w:{U:OdansQ\w.

Il s’ensuit, d’apres le Corollaire 1.38 (unicité du prolongement), que w = v
dans 2\ w, ce qui entraine que w = d,w = 0 sur dw. Mais (—A + q)w = v
dans w. Nous multiplions cette équation par v et nous faisons une intégration
par parties pour avoir [ v? = 0. Donc v = 0 dans w. Or (—A+ ¢q)v = 0
dans (2. Par suite v = 0 par le Théoréme 1.37 (unicité du prolongement). Ceci
donne la contradiction recherchée et termine la preuve. O
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Preuve du Théoréme 2.16. Nous procédons de maniere similaire a la

preuve du Théoreme 2.11. Pour ¢ = 1, 2, soit u; € S,,. D’apres la formule
de Green, nous avons

/ (@1 — g2)urusdr = /(3uulu2 — w10, uz)do. (2.25)
@ v
Soit v1 € H?(£2) la solution du probléme aux limites

(—A+q1)vy =0, dans £2,

V1| = u2|r-
Comme A,, = A,,, nous avons alors

0,v1 = Jyug sur 7. (2.26)

D’autre part, de nouveau par la formule de Green, nous obtenons
0= / (g1 — q)ugvide = /(&,ulvl — u10,v1)do. (2.27)
2 ¥

Nous combinons (2.25), (2.26), (2.27) et nous utilisons v1|p = ug)p pour
conclure

/(fh — @2)uruadr =0, u; € S'qi 1=1,2.

Il s’ensuit que
/(q1 — @2)uruadr =0, u; € Sq, i =1,2,
w

par le Lemme 2.17. Nous terminons alors la preuve comme celle du Théoreme
2.11. C’est-a-dire en utilisant le fait que F' = vect{ujug; u; € Sy, ¢ = 1,2}
est dense dans L'(2). O

La encore le Théoreme 2.16 s’applique au probleme de conductivité inverse.
Plus précisément, nous considérons la détermination du coefficient de conduc-
tivité a partir d’un opérateur Dirichlet-Neumann partiel. Nous reprenons les
notations de la fin du paragraphe 2.1.2. Pour a € W2°°(§2), a > ag > 0, nous
considérons le probleme aux limites non homogene

{div(an) =0, dans (2, (2.28)

3
wip=@ecH 3 (I).

Nous avons vu plus haut que ce probleme admet une unique solution wq ., €
H?(£2). Nous définissons alors I'opérateur Dirichlet-Neumann partiel 3, par

- 3
Sutp€ HE(I) = dywa gy € H (7).

De facon similaire qu’auparavant, nous montrons sans peine
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~. 1

Sala™2¢) = pd,a= > +a 2 Ay, (2.29)
ol qq = a~2Aaz.
~ Pour i = 1,2, soit a; € W?22°(0), a; > ag > 0, et nous supposons que
Yoy = X4, et a1 = az dans un voisinage de I'. De la derniere identité nous

déduisons A, = Ag,, avec ¢; = qq,, ¢ = 1,2. D’olt, ¢1 = g2 par le Théoreme
2.16, ce qui implique, comme au paragraphe 2.1.2, que a; = as.

En résumé, nous venons de démontrer

Théoréeme 2.18. Soient ay, as € W2’°°~(.Q), a; > ag >0, 1=1,2, telles que
a1 = az dans un voisinage de I'. Alors Xy, = X4, implique a1 = as.

Les résultats de ce paragraphe proviennent essentiellement de H. Ammari
et G. Uhlmann [AU].

2.1.4 Une méthode directe de construction de solutions “optique
géométrique”

Nous introduisons d’abord quelques définitions. Dans ce qui suit,
(e1,...,en) désigne la base canonique de R™. Notons le cube (—R, R)™ par @
et posons

R 1 R
Zo={a=(a1,...,an) e R?; —2€ZetaJ €Zsij>2).
™ ™

Observons que

T T
Zy = 7
0 2R€1+R

et donc |ai| > J, sia = (ai,...,a,) € Zp.

Nous rappelons qu’'une fonction u € HI{DC(R") est dite Q-périodique si
u(- 4+ 2Re;) = u(-), 1 <j<n.

Remarquons qu’une fonction Q-périodique est entierement déterminée par ses
valeurs dans Q. Le sous-espace de H}\ (R™) des fonctions Q-périodiques sera
noté HJ. (Q). Clairement, H} (Q) est un sous-espace fermé de Hy (R").

Nous définissons aussi H2,,(Q) par

H?.(Q) ={u€ H}.(Q); djuc H}(Q), 1 <j<n}

Nous introduisons aussi les fonctions Zp-quasi-périodiques. Une fonction
u € H (R") est dite Zo-quasi-périodique si la fonction x — e~ 2 u(z) est
Q-périodique. L’ensemble des fonctions, de Hlloc(]R”), Zp-quasi-périodiques,
noté HEO(Q), est un sous-espace fermé de H'(Q). De la méme maniére, nous
définissons HZ (Q) comme étant I'espace des fonctions de Hp (Q) qui sont
Zp-quasi-périodiques. Nous vérifions sans peine que
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ima iTxy

HL (Q)=e2r H. (Q) et H} (Q) = e v H2(Q).

Pour a € Zj, nous posons

n

palw) = (2R) "2 (2.30)

Nous vérifions aisément que ¢, est Zp-quasi-périodique, (Yo )acz, €st une
base hilbertienne de L?(Q) et

Vo = iapa, A‘pa = _|a|2@o¢~

Nous donnons maintenant quelques propriétés des fonctions Q-périodiques.
Soient u, v € CYQ) N H.(Q). En remarquant que o — v;(o) est anti-

per
périodique sur 9Q, 1 < j < n, nous avons

/ wvvjdo =0,1<j<n
oQ

/Vuvdx: —/ uVuodzx.
Q Q

Aussi, pour u, v € C*(Q) N H2..(Q), 0 — Vu(o) - v(0) étant anti-périodique,
nous avons

et par suite,

Oyuvdo = 0, / u0,vdo = 0.
0Q

/Auvdmz/ uAvdz.
Q Q

Nous nous donnons u, v € C?(Q) deux fonctions Zy-quasi-périodiques.
Donc ¢ et ¢, données par

0Q

imay iTaxy

p(x) =€ 28 u(x), P(x)=-e 28 v(x)
sont, QQ-périodiques et

inx 1T imay imay 1T imay
Vu = 2R \V4 2R , Vv=e2r V 2R .
u=e <p+2Re peq v=e 1/)+2Re ey

Des dernieres formules, nous déduisons

/ (Opuv — udyv)do = / (Ovptp — o, )do + m pey - vdo = 0.
0Q 2Q R Jaq

De cette identité, nous tirons

/Vuvdx:—/ uVudz (2.31)
Q Q



2.1 solutions “optique géométrique” 53

/Auvdmz/ uAvdz. (2.32)
Q Q

Un argument classique de densité permet d’étendre (2.31) (resp. (2.32)) a u,
ve L (Q) (resp. u, v € H3,(Q).

Proposition 2.19. Soient s € R, s # 0, £ € R™ tel que £-eq1 = 0 et posons ( =
i& +seq. Alors, pour tout f € L*(Q), il existe un unique ¢ € Héo (Q)NH?(Q)
tel que

—AYp —2¢C -V = f, dans Q. (2.33)

De plus
R
[¥llz2@) < s 1f1lL2(@)-

Preuve. Comme (¢,)acz, est une base hilbertienne de L2(Q), (2.33) est
équivalente a

<_A1/) - 2< : va Qpa> = <f7 9004>7 pour tout o € ZOv
ott (-, -) désigne le produit scalaire usuel sur L?(Q).

Des formules (2.31) et (2.32), nous déduisons
(=AY —2¢ -V, pq) = (- a — 2iC - @) (1), o), POUr tout o € Zy.

Comme

oo — 2iC - al > |S(a - a — 2i0)| = |2s0q| > "‘j;, (2.34)

nous concluons

(Y, 0a) = {f, ¢a) , pour tout o € Zp.

a-a—2i¢-«

Nous avons donc

= Z <f>300¢>

aezoa~04—2@(~a
et, par (2.34),

3 I(fs 0a)l? Rr?

= < .

W’”N(Q) = la-a—2iC- a2 = |s|27r2HfHL2(Q)
0

Pour terminer, nous notons que @ € H?(Q) résulte tout simplement des
résultats de régularité elliptique. O
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Corollaire 2.20. Soit ( = i + 1, avec £, n € R™ vérifiant € -n = 0 et
n # 0. Si X est un ouvert borné de R™, alors il existe un opérateur borné
E¢: L*(X) — H?*(X) tel que ¢ = E¢(f) € H*(X) est solution de

—Ap —2¢-Vy = f. (2.35)
De plus
C
1 Ecllcez2(x),m2(x)) < i’

ou C' est une constante, indépendante de & et n.

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que 0 € X. Fixons alors
un R > 0 tel que pour toute rotation S de R™ autour de Porigine, S(X) C
@ = (—R,R)". Nous nous donnons n € R™,  # 0, nous posons s = || et
nous considérons S une rotation autour de l'origine telle que Se; = 7.

Pour f € L?(X), nous notons son prolongement, sur R™ tout entier, par 0
en dehors de X par fo.

Siu e HL (R™) alors v(z) = u(Sz) € HL (R") et vérifie
Co - Vo(z) = (5C) - (Vu)(Sz),  Av(r) = Au(z),

ou (o = i5*E + S*n.
Donc pour trouver une solution de (2.35), il suffit de résoudre

ve HX(Q)NHL (Q), —Av—2(-Vv=g,

ou g(x) = fo(Sz). D’apres la Proposition 2.19, ce dernier probleme admet une
unique solution telle que

C
HU”L?(Q) < s ||9HL2(Q)-

1l suffit de poser E¢(f) = (voS*)x, qui possede bien les propriétés requises.
U

Proposition 2.21. Soit ( = i€+n, avec £, n € R™ vérifiant £-n =0 et n # 0.
Si X est un ouvert borné de R™ et ¢ € L>(X), |lq||r~(x) < M, avec M une
constante positive donnée, alors nous trouvons une constante K > 0, qui ne
dépend que de M, pour laquelle pour tous |n| > K et f € L*(X), il existe
Y € H*(X) vérifiant

—AY -2V g = f (2.36)

et o
[l L2y < w £l z2x)s

ou C' est une constante, indépendante de & et n et f.
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Preuve. Notons que I'équation (2.36) est équivalente a
—AYp —2C-Vip = —qp + f.
Si E¢ est 'opérateur du Corollaire 2.20, nous sommes donc ramenés a résoudre
¥ = Fe(¥) = E(f) = Ec(q9)- (2.37)
Nous avons || E¢|| < ‘%. Donc si |n| > 2C'M alors

1
[ Fe (1) = Fe(¥2)ll2x) = |1 Ec(qin) — Ec(qv2) |2 (x) < 2le — a2 (x),

pour tous 1, ¥ € L*(X). Donc, F¢ étant une contraction stricte sur L?(X),
(2.37) admet une unique solution ¢ € L?*(X), et comme E; envoie L?(X)
dans H?(X), ¢ € H?(X). Finalement,

C CM
Y]l L2x) < |n|HfHL2(X) + il 1] L2 (x)-

CcM 1
<,

D’ou, puisque il

2C
[Pll2x) < i 1f1L2(x)

ce qui termine la preuve. O

Les résultats de ce sous-paragraphe sont dus a [Hal.

2.1.5 Construction de solutions “optique géométrique” a I’aide
d’une inégalité de Carleman

Soit {2 un domaine borné de R™, de frontiere I'. Méme si ce n’est pas
toujours nécessaire, nous supposerons que {2 est de classe C2.

Pour £ € S"~! = {n € R™; |n| = 1}, nous introduisons les ensembles
Ie(§)={zel; fv(z)-§ >0}
Dans tout ce sous-paragraphe, les fonctions que nous considérerons seront
a valeurs complexes.
Nous commengons par démontrer la
Proposition 2.22. Pour tout A\ > 0 et pour tout u € C*(§2), u =0 sur I,

4\
) / e 2@ |2 de + 2)\/ e 2@ (¢ 1) |0, ul?do
m=Je (&)

< / e~ 2@ | AulPdx
17}

— 2\ e~ 2@ (e )0, ul?do,  (2.38)
Ir_(¢)

ot m = sup{|x|; = € 2}.
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Preuve. Soient A > 0, u € C?*(2) u =0 sur I' et v = e =8y,
Si L =e M#OAATE) = AL 2\ -V + A2, alors

le™ @8 Au|? = |Lo|?. (2.39)
Nous écrivons L = Ly + L_, avec Ly = A+ X et L_ =2\ - V. Donc
|Lv|* = |Lyv]? + |L_v|* + 2R(L v L_v).
Nous utilisons la formule 2R(¢ - vVv) = £ - V(|v|?) pour avoir
2/ %(f-vVv)dx:/ §~V(|v|2)dx:/(§~1/)|v|2da:0, (2.40)
0 0 r
car v = 0 sur I'. D’autre part, pour 1 <7, j <mn,
2/9%(8121’0(9]’(}&.])61.% = —2/9%(8{08%’0@)6&%4—2 o 8‘%(8iv8jv§j)1/ida

et donc, puisque 2R(9;v07;v) = 9;(|0;v]?),

4/\/ R(Av(E - Vv))dx = —2)\/ (div(|Vv|2§)dx+4)\/ RO,V - £)do
2 2 r
= —2)\/F |Vo|?(€ - v)do + 4)\/1“ R(O,vVv - €)do.

Or v = 0 sur I'. Donc son gradient tangentiel est nul sur I". D’ou, Vv = d,vv
et par conséquence

4/\/Q Av(€ - Vo)de = 2/\/F |0, v)%(€ - v)do
P / R(e-2@O |0, u2(E - 1))do.  (2.41)
r
(2.40) et (2.41) impliquent
2/98?(L+UL_U)da: = 4/\/98?(Av(§-Vv))dx+4/\3/9%(§~vVv)
— 4o / =220, (¢ - v)do. (2.42)
r

Maintenant, d’apres la Proposition 1.22, nous avons

4)? 472
|L_v*dx = 4X\* | |Vo|]Pdx > |v|2dx = e M@y 2.
2 2
Q 0 m= Jo m= Jo

(2.43)
Vu (2.42) et (2.43), nous obtenons
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/e_QA(’”'E)|Au|2d$:/ |Lv|2dx
Q Q
/|L_v|2+2/ R(LyvL_v)dx
Q Q

4\
> 7 / e 22Oy da 4 2 / e 22919, u* (€ - v)do,
m= Jo r

Y

ce qui entraine (2.38). O
Comme conséquence de cette proposition, nous avons le

Corollaire 2.23. (Inégalité de Carleman) Soient g € L*(§2) et M > ||q||p-
Alors il existe deuz constantes positives Ao et C, qui ne dépendent que de (2
et M, telles que : pour tout X\ > A\g et pour tout u € C?(2), u =0 sur I,

C'/\Q/ e 2 @Oy 2de + A e M@0 (£ 1) D ul?do
2 I

< / e EO|(A - g)ulda
2

-2 / e~ @O (e V) D, ulPdo.  (2.44)
r_(¢)

Preuve. Pour u € C?(£2), u = 0 sur I", nous avons

| Aul® < 2/(A ~ q)ul® + 2||ql| T ul®
< 2[(A — q)ul* + 2M?|u)?.
732 — 2%2 et de
0

4 2M?
m2 )\g . O

Vu la Proposition 2.22, il suffit de choisir Ay telle que 0 <
poser 2C' =

Nous fixons ¢ € S"~! jusqu’a la fin de la preuve du Lemme 2.24 et soit
q € L*™(0).

Pour A € R, nous munissons L?(£2) du produit scalaire équivalent (-, -)x
donné par

(frox= /Qe”(x{)f(x)g(x)dm.

La norme associée a ce produit scalaire sera notée || - || .
Quand L?(£2) est muni du produit scalaire (-, )y, nous le noterons L3 (£2).
Clairement, le dual de L3 (2) s’identifie & L? , (£2). Plus précisément, pour
tout ¢ € L3(£2)', il existe un unique g € L? ,(£2) telle que
o) = (9. £)o pour tout f € L3(%2).

Soit
X =A{we 02(0); wip = 0 et 8V’LU‘F+(§) =0}.

Nous considérons alors Y le sous-espace de L3 (£2) donné par Y = (—A+¢)X.
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Lemme 2.24. [] existe deux constantes positives g et K, qui ne dépendent
que de 2 et M, M > ||q|p=(0), telles que pour tout X > Xo et pour tout
f € L%(92), il existe v € Ha(R2) vérifiant

{ (=A+q)v=f, dans 2,
vr_ =0,
et K

loll-x <y £ll=»-

Preuve. Soient A\ et C' (qui dépendent uniquement de 2 et M) les deux
constantes du Corollaire 2.23. L’inégalité de Carleman (2.44), avec —¢ a la
place de £ et ¢ a la place ¢, nous donne

CN[lwll} < (=4 + g)wl3, (2.45)

pour tout A > Ag et pour tout w € X. Notons que, pour établir (2.45), nous
avons utilisé I'_(§) = I'y (=£).

Nous définissons sur ) la forme anti-linéaire | comme suit
12 Y= C:l((-A+qw) = (f,w)o, we X,

Nous remarquons que [, donnée comme ci-dessus, est bien définie. En effet,
si wy, wy € X sont telles que (—A 4 ¢)w; = (—A + q)wsy alors wy = ws par
(2.45). De plus, (2.45) nous fournit aussi

A+ )l < -l < WAk gui, o e .
Cest-a-dire,
) < M ui e . (2.46)

En d’autres termes, [ est continue sur ). Nous invoquons alors le théoreme
de prolongement de Hahn-Banach (voir [Sc2] par exemple) pour conclure que
[ se prolonge en une forme anti-linéaire continue, encore notée I, sur L3 (£2).
D’otl, il existe un unique v € L? , (£2) tel que

loll—x = l2ll, (2.47)
[|1]| étant la norme de | comme élément de L3 (£2)’, et
l(w) = (v,w)o, w € L3(£2).

En particulier,
(f>w)0 = (’U7(_A+q)w)0a we X. (248)

De plus (2.46) et (2.47) impliquent
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1
Iollx < ) I6x

Comme D(£2) C X, nous déduisons, de fagon standard, de (2.48) que
(—A+q)v = f, dans D(92),
et par suite v € HA(§2). Nous utilisons ensuite la formule d’intégration par
parties du Théoreme 1.20 et (2.48) pour déduire
/ vd,w = 0, pour tout w € X,
r

et donc v =0 sur I'_(§). O
Nous utilisons maintenant ce lemme pour démontrer la

Proposition 2.25. Soient ¢ € L>(82) et M > ||q|| (). Nous pouvons alors
trowver deux constantes positives Ny et C, ne dépendant que de M et (2, telles
que :

pour tout X > A\g et pour tout p = N(& +in), avec &, n € S"7L £ =0, il
existe u € Ha(82) telle que (—A + q)u =0 dans (2 et

u=e""(14w),
ot w € Ha(£2) vérifie
C
N
Preuve. Soient \g, K comme dans le Lemme 2.24 et soit A > Ag. Il existe
alors v € Ha(£2) telle que

{ (—A+ q)v = —qeP ™, dans (2,
vr ¢ =0,

wir_) =0 et [Jw][12(0) <

et K
[vofl-x < \ [qe” || -x-

Siw=e"%vet u=uv+e’? =e?(1+w), nous vérifions sans difficulté que

K|9|>

’ <
U gl <

(—A+q)u=0dans 2 et wp_) =0. N

)

1
_ —p-x . <K px < K|Q|2M
lwllz22y=lle™” vl 2@ = llvll-a<") llae”*ll-x < I\

Les résultats de ce paragraphe correspondent a une partie de l'article de
A. L. Bukhgeim et G. Uhlmann [BU]. Dans ce méme article, les auteurs uti-
lisent les solutions “optique géométrique”, données par la Proposition 2.25,
pour démontrer I'unicité de ¢ dans —A + ¢, a partir d’'un opérateur Dirichlet-
Neumann partiel. C’est un résultat qui généralise le Théoreme 2.6. Le lec-
teur intéressé pourra consulter 'article original pour les énoncés précis et les
démonstrations (voir aussi le Probleme 5).
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2.2 Un probleme spectral inverse : un théoréme de
Borg-Levinson multidimensionnel

2.2.1 Unicité

Dans ce sous-paragraphe §2 est un domaine borné de R™ de classe C2.
Nous notons sa frontiere par I

Comme au paragraphe précédent, A,, ¢ € L>(£2), est 'opérateur —A + ¢
ayant pour domaine D(A,) = H}(2) N H?(£2).

Nous rappelons que le spectre de A, est constitué de valeurs propres,
comptées avec leur multiplicité,

—00 < A1 g S Ao g <l K A g — 00,
et que A, possede une base de fonctions propres (g, 4). Nous verrons plus loin
que, pour chaque k, ¢y, € H(2) et donc 8,91, € H> ().
Notre objectif ici est de démontrer le
Théoréme 2.26. Soient qi, g2 € L™(£2) et (¢r,q ) une base de fonctions

propres de Agq,. Nous supposons que, pour tout k, A\ g = Ai,q, €t qu’il existe
(Pk.qo) une base de fonctions propres de Ag, telle que

O Prk.gr = OpPrk g pOUr chaque k.
Alors q1 = qo.

Nous montrons d’abord quelques résultats préliminaires. Dans la suite,
pour ¢ € L*(£2), 0(Aq) et p(A,) désignent respectivement le spectre et 1’en-
semble résolvant de A,, c’est-a-dire, 0(A4,) = {Mq, k > 1} et p(4,) =
C\o(4y).

D’aprés le Théoréme 1.26, si A € p(A,) et si f € H2(I") alors il existe un
unique ugq,5(A) solution du probleme aux limites

—Au+ qu — Au =0, dans {2,
u=f, sur I,

et 'opérateur
AN f = Ouug r(N)
est borné de H2 (I') dans Hz (I).

Soient maintenant gi, g € L>(£2) et X\ € R tels que A < 0 et |\ > 2M,
ou M > max(||gi1] e, ||g2]| ). Nous posons u = ug, r(A) — ug,, r(A). Alors il
est aisé de voir que u est la solution du probleme aux, limites

—Au+ qru— M = (g2 — q1)ug,,r(A), dans £2,
u =0, sur I
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Par une application de la formule de Green, nous obtenons

/Q Tl + /Q (g1 — \u? = /Q (42 — 41 )ttgs s (V) (2.49)

»
@) < Nl = el @yl )L 200
et donc

A4M
ull2(2) < A llugy, r (M2 (2)- (2.50)

D’autre part, nous avons ug, f(A) = vg + v1, olt vy et vq sont les solutions
respectives des problemes aux limites

—Av =0, dans {2,
v=f sur I

et
—Av+ qav — Av = (A — ¢2)vg, dans £2,
v =0, sur I

Comme précédemment, nous avons I'estimation

4lg2 — ML= (02)

lvillz2(0) < N llvoll 2(2) < 8llvollz2()-

Or, d’apres le Théoreme 1.26, [|vo||r2(2) < C| f||

ment de 2. Il en résulte que

Hi ()’ ou C' dépend unique-

[gs,§ (Ml 2(2) < CIf] (2.51)

"iry

Cette estimation, en combinaison avec (2.50), entraine

C
sz < |5 1712y (2.52)
Une nouvelle application de I’estimation du Théoreme 1.26 conduit a
llull g2(2)y < CUMullz2(2) + llg2 — qill Lo (2) | Uge, s M) 22(02))-
Ceci, (2.51) et (2.52) impliquent

[ullr2(2) < ClI I (2.53)

H3(r)’

ou la constante C' ne dépend que de 2 et M. Nous faisons alors appel a
I’inégalité d’interpolation
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1—8 s
lull = (@) < Cllull 2 lullFzig), 0 < s <2,

pour conclure que

C
s < X
o < 30

Flyspy 0552,

ou C est une constante qui dépend uniquement de 2, M et s. Nous en
déduisons que, pour 0 <t < %,

C

oulrary < a1y

car l'opérateur de trace w — d,w|p est borné de H'*2(£2) dans H'(I'). Par
suite, || - ||; désignant la norme dans £(H 2 (I"), H'(I")),

”A(h (/\) - A(I2 ()‘)Ht < 1-2¢ *

En particulier, nous avons le
Lemme 2.27. Pour 0 <t < %,

)\EIPOO HACH (/\) - ACI2 ()‘)Ht =0.

Les espaces H®({2), 0 < s € R, se construisent a partir des espaces
H™(£2), m entier positif, par interpolation. Pour 0 < s < 1 et m > 0 en-
tier, H™%$(£2) constitue un espace intermédiaire entre H™(£2) et H™1(£2).
Le lecteur intéressé pourra consulter J.-L. Lions et E. Magenes [LM] pour avoir
plus de détails sur la construction des espaces H®({2), ainsi que les théoremes
de traces pour ces espaces.

Nous énongons maintenant un second lemme.

Lemme 2.28. Soit ¢ € L*(£2). Alors pour tout entier m > 7, pour tout
f e H3(I) et pour tout A € p(A,)

dm
pm AV f = —m!y 0

1
<f7 au@k q>au<,0k qs
— m+1 ’ s
E>1 k,q )\)

o

(F, Ouprg) = /F FOvppqdo.

Preuve. Pour \ € p(A,), nous posons R,(\) = (A, — A\)~!. D’apres la Pro-
position 2.30 ci-dessous,

1
RyMWh =7 (hs Prg) kg0 b€ L(92),
= Aleyg — A
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(") deslgnant le produit scalaire dans L*(£2) et A € p(4,) — Ry(\) €
L(L%(£2), H?(£2)) est holomorphe.

Soient f € H?(I') et F la solution du probléme aux limites

—Au =0, dans {2,
u=f, sur I

Nous vérifions facilement que
ug,r(A) = F — Ry(A\)[(q — ) F]

et donc A € p(A ) — uq,£(A) est holomorphe. D’autre part, il est aisé de voir
que ul™ = 47w, +(N), m > 1, est la solution de

—Au+ qu — X u=mu™Y, dans 2,
u =0, sur I

C’est-a -dire,
u™ =mR,(Nu™ "t = ... = m!R,(\)™u®,

o u™ = mIR,(\)™{F — R,(\)[(¢ — \)F]}. (2.54)

A T’aide de la formule de Green et de I'identité
(@ = Nekq = Mg — Nk + APk g,

nous obtenons

((g = N F, r.q) = kg = N(EF, 0hq) + {f5 Oviprq)-
Il s’ensuit que

RO a= N =30 o (= Ve
k>1

_ mF+Z _ e (f, 0uk,q) Phiq-
k>1 k.a

Nous admettons pour le moment que la série ci-dessus est convergente dans
H?(£2) pour m > 7. (2.54) entraine alors

u(m) - _m' Z o m+1 <f7 av‘ﬁk,q>@k,q~
k>1 k.a
Par suite,
dm (m
d\m ( )f a u ) = —m! Z _ m+1 <f7 al/spk,q>aV90k7Q'

k>1 k.
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Pour compléter la preuve, il nous reste a montrer la convergence dans
H?(£2) de la série de terme général (Ak’qj)\)mﬂ (f, 0v0k,q)k,q- Nous rappelons
d’abord que si (uy) est la suite des valeurs propres de Ay (i.e. A, avec ¢ = 0),
alors il existe deux constantes positives C7 et Cs, qui dépendent uniquement
de {2, telles que , ,

Cikn < i < Cokn. (2.55)

(Le lecteur trouvera une démonstration de ces estimations dans O. Kavian
[Kal].)

D’autre part, nous montrons facilement, a I’aide de la formule du min-max
(voir par exemple R. Dautray et J.-L. Lions [DL]) pour les valeurs propres,
que

Pk < Akg + llallLe @) < ik + 2[qll Lo (2)-

Ceci, combiné avec le fait ||orqllr2(2) < ClAkqlll0rq
le Théoréeme 1.26), conduit &

‘LZ(Q) = C|)\k7q| (VOiI‘

1
g =y

1
f.0vna)pralliz ~ o auand k — oo,
Ce qui acheve la démonstration. O

Preuve du Théoréme 2.26. Soit f € H?(I'). D’apres le lemme 2.28, il
existe \g > 0 tel que

dm
dxm
et donc Ag, (N)f — Ag, (A) f est un polynéme en A. D’ou

[Agy (N f — Agy (V) f] = 0 pour tous m > Z, et A < —MXo,

Agy (N f — Agy (V) f = 0 pour tout A < —Xg
par le Lemme 2.27. Pour conclure, nous utilisons le théoreme suivant :

Théoréme 2.29. Soient q1, g2 € L>(£2). Nous supposons qu’il existe Ao > 0
tel que Ay, (N) = Agy (N) pour tout X < —Ag. Alors ¢1 = go.

La démonstration de ce théoréme est quasi-similaire a celle du Théoreme
2.11 sauf qu’il faut utiliser le Théoreme 2.9 a la place du Théoreme 2.7. [

Nous terminons ce paragraphe par la preuve du résultat que nous avons
utilisé pour démontrer le Lemme 2.28.

Proposition 2.30. i) Pour tout A\ € p(A,) et pour tout h € L*(§2),
1
Ry(Mh = Z Neg — )\(ha<ﬂk,q)<ﬁk,q~
E>1 "k

it) Soit X\ € p(Aq). Alors il existe deux constantes § > 0 et C > 0 pour
lesquelles



2.2 Théoreme de Borg-Levinson multidimensionnel 65

[Rg(A+ 1) = Rg(N) — RN 2(22( ). 12(2)) < Cluf?, Vi € C, |p| < 6.
(2.56)
En particulier, A\ € p(Ay) — Ry(A\) € L(L*(2), H*(£2)) est holomorphe.

Preuve. i) Nous fixons A € p(4,) et h € L*(§2). Pour 1 < k < [, nous avons

l

l

1

(~A+q=2D | (hig)piq =D (hia)fig
i=k "9 i=k

Ceci et le Théoreme 1.26 nous permettent de conclure qu’il existe une
constante C' > 0 (qui dépend de g et \) telle que

l l l

1 1
) _)\(h ‘Pz,q)% q”H?(Q) <C||Z ‘Pz,q Pi.q L2(Q)—C(Z(h7%‘,q)2)2~
i=k "4 i=k i=k

Or la série de terme général (h, i q)* converge vers HhH%Q(Q) et donc la série
de terme général , ' | (h,p;4)¢iq converge vers sa somme dans H?(£2), qui

est aussi un element de H(02).

Nous utilisons maintenant le fait que

1
(=A+q—=N[Re(Mh — Z s )\(h Piq)Piql =h— Z s $ig)Pigy
i<k 04 i<k

et de nouveau le Théoreme 1.26 pour déduire que

[[Bq (A Z hy @ig)eiallzi) < Cllh =Y (h,

i<k Aig — i<k

(£2)-

Le résultat s’ensuit alors puisque le membre de droite dans I'inégalité ci-dessus
converge vers 0 quand k tend vers 4oc0.

ii) Soit A € p(A4,). Ce dernier étant ouvert, il existe donc 6 > 0 tel que
A+ € p(Aq) pour tout p € C, |p] < 4. Comme u= Ry(A+ u)h, h € L*(2)
et |u| <4, vérifie

(—A+q—Nu=pu+h,

nous avons alors
Rq(A + 1) = pRg(A) Rg(X + 1) + Ry(N).
D’ou,
Ry(A+p) — Rg(A) — NRq()‘)z = uRy(N)[Ry(A + 1) — Rg(N)].

Nous utilisons encore une fois le Théoréme 1.26 (appliqué & u = Ry(N)[Re(A+
w) — Rq(A)]h) pour conclure que
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IIRq(X + 1) = Rg(A) = uRq (N2l 2 () < Clul|[Rg(A + 1) — Rq(A)]hll(Lzm)),
2.57
ott C est une constante indépendante de p. D’autre part, pour h € L?(£2),
1

[Rq(A+ p) = Rg(N)]h = M;; Mbg = A— 1) (kg — A) (R k,q)Prq

et donc
[[Rq(A + ) — Rg(N]hllL2(2) < K|hllL2(0), (2.58)

avec K > 0 une constante qui majore Ok */\7:0)(>\k Y uniformément en k
et p. Nous combinons (2.57) et (2.58) pour avoir (2.56). O

Le Théoreme 2.26 a été démontré indépendamment par A. Nachman,
J. Sylvester, G. Uhlmann [NSU] et R. G. Novikov [No]. La démonstration,
de ce théoreme, que nous donnons ici suit les grandes lignes de celle proposée
dans [NSU]J. Nous verrons au sous-paragraphe 2.2.4 un résultat di a H. Isozaki
[Iso] qui dit que la conclusion du Théoréme 2.26 reste valable seulement avec
Mgt = Mego €6 Ov@r.qn = Oui,q, & partir d'un certain rang.

2.2.2 Stabilité

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Soient 0 < g € L (£2),
(Ak,q) la suite des valeurs propres de l'opérateur A, et (¢ ) une base or-
thonormale de fonctions propres pour A, o, rappelons le, A, est 'opérateur
—A + g avec pour domaine D(A,) = Hg(£2) N H?(02).

Dans ce qui suit C' est une constante générique ne dépendant que de (2
et q.

Puisque ¢y, 4 est solution du probléme aux limites
{ (—A+q)p = Anqp, dans (2,
Pr = 07

alors, d’apres le Théoreme 1.26, elle vérifie

l¢k,q H2(2) < CAiq ‘Pk,q”L?(Q) = CAiyq
et donc
100 ®k.q ‘Hé () < COhpyg-
Mais Ay q < Ck (voir (2.55)). Dot
2
”al/@k,q”H; () < Ckn. (2.59)

Nous en déduisons que la suite (k= %' ||8,,gok,q||H% (F)) el desquem > 1§ +1.

Ici, nous avons noté par I', comme nous le faisons habituellement, I’espace
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de Banach des suites numériques dont les séries associées sont absolument
convergentes. Il est muni de sa norme naturelle.
Nous fixons § +1 < ¢ < n+ 1 et soit w = (wg) la suite donnée par

2¢ 17
wg = k= » pour chaque k > 1. Nous considérons alors ’espace de Banach

U(H(D),w) = {g=(g); 95 € H(D), k= 1, et (wellgel 5 ) €13

que nous munissons de sa norme naturelle
Mol 12 1y = Zw’““g’“”ll(ﬁr% (I),w)’
E>1

D’autre part, si p = (ux) désigne la suite des valeurs propres de A, ¢’est-
a~dire les valeurs propres du laplacien avec une condition Dirichlet au bord
alors, d’apres une conséquence de la formule du min-max,

[Akg = bi| < llqllpoe () b = 1.

Il en résulte que la suite \; = (Ag,q) appartient & I'espace affine [* = w1,
[>° étant I'espace de Banach des suites numériques bornées. Nous munissons
[*° de la distance

doo (A1, A2) = [[(AM1 — 1) — (A2 — ) [l1ee = || A1 — Aalfiee,
pour \; € 1®,i=1,2.

Nous sommes en mesure d’énoncer maintenant le résultat de stabilité que
nous allons démontrer dans ce sous-paragraphe.

Théoréme 2.31. Soit, pour i = 1,2, ¢; € L>=(£2). Nous fixrons 0 < a < 1 et
soit M une constante telle que M = |\gil o (), @ = 1,2. Il existe alors une
contante positive C' qui ne dépend que de M et « telle que

g1 — CI2HL°°(Q) < C(dOO()‘qu)‘qz) + Hau@ql -0 )ﬁ

b

vPally 113 1y )

. 2ae min(a,
avec Oy g, = (Ovprg), i=1,2, et B=(1— (172t§+n+4)( (2a+n)(2n+5()(nz_~_)a+ 15 ).
Avant de donner la preuve de ce théoreme, nous démontrons un certain
nombre de résultats intermédiaires. Nous commencons d’abord par une ex-
tension du lemme 2.6.
Dans ce qui suit, nous fixons 0 < ¢ < ;

Lemme 2.32. Soit | un entier positif donné. Soient q1, g2 € L™ (§2) vérifiant
0 < q1,q920 < M, pour une certaine constante positive M. Alors il existe C,
une constante qui ne dépend que de 2 et M, telle que

d C ‘
”d)\j [Aq1 ()\) - qu()\)]”t < |)\|j+1’42t , A< 0et0< 5 <,
ot, comme dans le dernier sous-paragraphe, || - |+ désigne la norme de

L(H3(T),HY(I).
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Preuve. Nous nous donnons f € H?(I'). Pouri = 1,2 ¢t A € p(Ag ) Np(Ag,),
soit ug,, f(A) comme dans le sous-paragraphe précédent. C'est-a-dire ug, r(A)
est la solution du probleme aux limites

—Au+ qgiu — Au =0, dans (2,
u=f, sur I
U(N) = ugy, (X)) — ug,,r(A) est alors la solution du probleme aux limites

—Au+ qru — M= (g2 — q1)ug,, f(A), dans (2,
u =0, sur I

Comme dans la preuve du Lemme 2.27, nous montrons

M
[u(ML2(2) < N [tgz, £ (M) L2(2) (2.60)
et
g, s M2y < CllFll 5 - (2.61)
Donc C
NN F{FEps (2.62)

Pour simplifier les notations, nous posons uz(A) = ug, r(A). Nous pouvons
vérifier que u5(\) est solution du probléme aux limites

—Auly 4+ gauby — Ay = ug, dans £2,
ub =0, sur I

En utilisant les arguments ayant servis pour établir (2.60) et (2.61), nous
montrons

M
uy (N2 (0) < N uzllL2(0)-
Ceci et (2.61) impliquent
, C
IOz < 151 (2.63)

Puisque /() est solution du probléme aux limites

—Au’ + qru’ — M = u(N) + (g2 — q1)us(N), dans 2,
u =0, sur I

elle vérifie alors
/ M /
@' (M z2(2) < N [u(N) + (g2 — q1)us (M) || L2(2)-

Cette derniere, inégalité (2.62) et (2.63) entrainent
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M C
Oz < g ) + @2 = )Moy < | 1y (260

Nous avons aussi, d’apres I'estimation H? du Théoréme 1.26,
[’ (Ml z2(2) < CUMNY N 22 () + [uN) [ 22(0) + [ua(M2(2)

Nous en déduisons c
Wiz < (3 13y (265)

qui résulte de (2.62), (2.63) et (2.64).
Les inégalités (2.64), (2.65) et I'inégalité d’interpolation
1—8 s
Hw”HS(Q) < C||wHL2(2Q)Hw”2H2(Q)7 0<s<2 we H2(9)7

nous permettent de conclure

c
M sy < .
[l < |y

fHH%(F)’ 0<s<2.

De ceci, nous tirons

L P 1 P

Donc p o
H d\ [Alh ()‘) - qu()‘)]”t < |)\|1+1—42t .

Nous venons donc de montrer le résultat pour [ = 0 et [ = 1. Le cas général
s’obtient tout simplement par induction sur [. O

Posons F'(A\) = Ay, (A) — Ay, (N). La formule de Taylor avec reste intégral
nous donne, pour 1 < j < n,

, " (=P O (—g)n=i
FG () = ( jalé2l / Fn+1) :
O=2 TN [ gy P
Nous admettons pour le moment le

Lemme 2.33.
[FHI )] <6, (2.66)

ol

6 = C(doo(Agrs Ag) + 100pg, — Ouipg, Hll(H% (F),w))'
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Vu le Lemme 2.32, nous déduisons de cette estimation

2

IFD )], < COA ™I~ 5" 4 |A*3+15)

et donc ‘ o
IFDO) < COA T+ ™18, 5i A > 1.

En particulier,

IFD )] < Cmin(p 3" 4 p8) = €&, (2.67)
pP=Z
ouf =1- (172t;1+n+4'

Notons @ = 2 x (0,7) et X = I' x (0,T). Le point important dans la preuve
du Théoreme 2.31 consiste d’abord a établir un résultat de stabilité pour un
probleme inverse hyperbolique. Nous considérons alors le probleme

(02 — A+ q)u =0, dans Q,
’U,|2 = f

Soit
E={he HY0,T; H**(I')) N H*(0,T; L*(I")); h(-,0) = d;h(-,0) = 0}.

D’aprés le Théoreme 3.1 de [LM], Vol II, et sa preuve nous déduisons que,
pour chaque f € =, le probleme aux limites

Opu® — Aul =0, dans Q,
u%(-,0) = 9;u(-,0) = 0, dans 2,
W)z = f,

admet une unique solution u?c € L?(0,T; H2(2)) N H?(0,T; L*(£2)) et

%l 20,7512 (@) 12 0,10502(2)) < Coll Fll b1 0,75 03/2 (P B2 (0,752

pour une certaine constante positive Cj.
Maintenant pour ¢ € L*°(£2) et f € =, nous considérons le probleme aux
limites
Oput — Au + qu' = qu®, dans Q,
ul(-,0) = dut(-,0) =0,  dans £,
u1|2 =0.

Puisque qu® € H(0,T; L?(£2)), ce probleme admet une unique solution u(lbf €

L2(0,T; H(2)) N H2(0, T; L*(£2)) et

l[ug £l L2 (0,112 (2))nm2 0,7, 02(02)) < Cullau® | o,7:02(02))

< Cullf o1 1372 (ry)nE2(0,7:12(1))
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ou C et Cf sont deux constantes positives. Ceci résulte tout simplement d’un
théoreme de J.-L. Lions (voir [LM]).

Nous en déduisons que le probleme aux limites (2.68) admet une unique
solution ug, ¢ = u?c + u}],f € L*(0,T; H*(2)) N H%(0,T; L?(£2)) et 'opérateur
Dirichlet-Neumann hyperbolique défini par

Hy:feZ—0ugy€ L2(07T;H5(T))
est borné.

Nous nous intéressons au probleme inverse qui consiste a la détermination
de ¢ a partir de H,. Nous n’allons pas considérer directement H, comme
opérateur borné de = dans L2(0,T; Hz2(I')) mais nous utiliserons seulement
sa restriction, encore notée H,, au sous-espace de = donné par

Zo={g € H*™((0,T); H>(I)); dig(-,0) =0, 0 <j < 2n+3}.

Pour ¢1, g2, dans L°°(f2), nous noterons | H, — Hg,l; la norme de de
H, — H,,, considéré comme opérateur borné de =y, muni de la norme de
H2(2)((0,T); H2 (I')), & valeurs L2(0,T; H'(I')).

Nous avons le

Théoréme 2.34. Soit, pour i = 1,2, ¢; € L>=(£2). Nous fixrons 0 < a < 1 et
soit M > 0 une constante telle que M = [|gi||ca gy Soit T = diam({2) + 3.
Alors il existe une contante positive C, qui ne dépend que de M et «, telle
que

lar = @2/l (2) < CllHg, — He, I},

20 min(a, 3)

ol K = .
(2a+n)(2n+5)(n+a+ )

La démonstration de ce théoreme fera I’objet principal du prochain sous-
paragraphe.

Preuve du Théoréme 2.31. Comme précédemment, nous posons

6 - doo(/\(ha)‘qz) + ||al/§0q1 - al/QDCIQ ||l1(H% (F),w)

Dans un premier temps, nous montrons

|Hg, — Hy|l: < C8°, (2.69)

4

. a1a Saat_N_ i — 1 —
avec # comme ci-dessus. C’est-a-dire § = 1 (1—2t)tnt4

. Pour cela, nous
utiliserons le

Lemme 2.35. Soit f € Zy. Alors

n+1 ;
Hqf = Z[dd;j AgN]ja=o (=07 f) + Ry f, (2.70)
=0
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avec

Ryf = Z APk /Ot sin \/)‘q,k(t — s)ds(— 82 n+2)f( 5), OvPq,k)-

k>1 A
De fagon similaire a la preuve du Lemme 2.27, nous montrons
[Rqy — R le < C6.
Ceci, l'identité (2.70) et I'estimation (2.67) impliquent
1 Hqg, — Hy |l < C(5+67).

Par suite,
|H,, — Hy,|l: < C8°, pour 6 assez petit.

Nous combinons cette derniere estimation avec le Théoreme 2.34 pour avoir
g1 — g2l Lo () < C8°,

N 4 2amin(a, }) ;s .
ouf=0k=(1- (1—2t)+n+4)((2a+n)(2n+3)(¢f+a+5))' D’ou le résultat. d

Il nous reste a montrer les Lemmes 2.33 et 2.35.

Preuve du Lemme 2.33. D’apres le Lemme 2.28, nous avons

F(n+1) = —n! Z o n+2 <fv angk,,ql >al/90k7(h
k‘>1 k,q1

’I’L' Z N n+2 <fv au@k,,qg >al/90k,(I2 .
k‘>1 k,q2

Nous décomposons F(™*t1)(\) en trois termes F(" TV (\) = I + I, + I3, avec

1 1

L= —nl - ]<f7 av@k, >au<pk, s
2l - g sl
I = —n! Z _ n+2 <f’ a”@kv(h - a”¢’ﬁ<12>al’90k,qu
k>1 k,q2
Iy = —nl Z _ n+2 (f, auwkm”av@hql - 3v¢k,qz]~
k>1 ka2
Pour I, nous avons
Ml 3 < 0 el S| YN
n - v
R PO gy = A2 T (Aygy — A2 1 PRa s oy

3

Mais
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! Ll < max( L~ el
— Smax( s, k.1 = Ak,
Megr = N)™2 0 (Aiyge — A)"F2 N N ”

C

< kz(n+3) |)‘k,¢h - Ak,qz|v

ol nous avons utilisé (2.55) dans la derniere inégalité. Par suite, comme (voir
(2.59))

2
Hal’spk#DHH%([v) S Ck"?
1

”IlHHé(F) < CHfHH(F)doo(/\qu)‘qz)Z kQ(n+2) . (2'71)
k,Zl n

Nous procédons de facon identique pour démontrer

1
HIQHH%(F) + ||I3HH%(F) S CHfHLQ(_Q) Z )\ZJ,-l ”av(pk,cm - aV@k,QQHH%([‘)
k>1 g2

1
< CHfHLz(Q) Z kz(n+1) Hau@k,cm - aV(pkﬂIz ”H% (r)

sk
< Ol - o 100okan = Oottanl
k>1 v
D’ou,
1l oy + 1503 oy < Oz 1000, — el gyt gy (272
Le résultat est alors une conséquence immédiate de (2.71) et (2.72). O

Preuve du Lemme 2.35. Nous fixons ¢, f et, pour simplifier les notations,
nous utiliserons simplement u a la place de g, r. Nous décomposons u sous la

forme suivante :
n+1

u= Zuk +, (2.73)
k=0

ou les u¥ et r vérifient

(—A+q)u’ =0, dans Q,
ud =7, sur X,

(—A+ guP = —92uF~1, dans Q,
uf =0, sur X, pour 1 <k <n+1,

et

(=02 — A+ q)r = —92u"t!, dans Q,
r(-,0) = dyr(-,0) =0,
r=f, sur Y.
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Nous pouvons démontrer sans trop de difficultés que

0

k _
D=y

)= Ag(N[=07 f] (2.74)

et

n+g
k21 Aqk

1 t
= e [ syt - s F e 8), D). (275)

0
(2.70) résulte alors de (2.73), (2.74) et (2.75). O

2.2.3 Retour sur la stabilité du probleme hyperbolique

Rappelons les notations : Q = 2 x (0,T) et ¥ =TI x (0,T).

Dans ce sous-paragraphe nous démontrons le Théoreme 2.34. La preuve
nécessite quelques résultats préliminaires. Nous commencons par le

Lemme 2.36. Pour f; € 5y et u; = uq,.f,, © = 1,2, nous avons

/ (41— ga)urus = / f1(Hy, — Hy)(f2)- (2.76)
Q b5

Preuve. Puisque les u; sont les solutions variationnelles de (2.68) pour ¢ = ¢;
et f = f;, nous avons

/ (=01 0pug + Vur - Vug + qruqug) = / JaHy, (f1) (2.77)
Q x

/ (—8tu18tuz + Vuy - Vusg + q2u1u2) = / leqz (fz) (278)
Q by

Nous soustrayons, membre & membre, (2.77) de (2.78) pour avoir

/ (a1 — a2)urus = / JoHy (f1) — f1Hy (fo): (2.79)
Q b5

Comme H,, est auto-adjoint (conséquence immédiate de la formulation varia-
tionnnelle de (2.68)), (2.79) entraine (2.76). O

Dans un second lemme nous montrons I’existence de solutions particulieres
de I’équation
(=02 + A+ qu=0, (2.80)

avec q € L>(12).
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Lemme 2.37. Soient x € C°(R"), w € S" ! et p > 0. Alors (2.80) admet
une solution de la forme

Ug+ = x(x + tw)eﬂp(zwﬂ) + wq,+, (2.81)

ot wy 1+ € C([0,T], Hi($2)) vérifie dyw, + € C([0,T], L*($2)), wg+ =0 sur ¥
et wg,+(+,0) = Qwg,+(-,0) = 0. De plus, il existe une constante positive, qui
ne dépend que de 2, T et M > ||q|| L~ (), telle que

C .
|we,+llz2(Q) < ) X £r3 (R 1y 5 (2.82)

avec X(x,t) = x(z + tw).

Preuve. Dans cette démonstration, pour simplifier les notations, nous utili-
sons ux (resp wx) au lieu de ug + (resp. wq +). Nous montrons l'existence de
u4. Celle de u_ se démontre de la méme maniere. Nous commencons d’abord
par noter que w4 doit étre la solution de ’équation

(=0} — A+ Quw = —eFPEwt) (92 — A 4 q)x(z + tw), dans Q,
w(+,0) = dyw(-,0) = 0,
w =0, sur Y.

L’existence de w., dans l'espace approprié, est assurée par les résultats clas-
siques concernant la résolution des équations hyperboliques (voir par exemple
J.-L. Lions et E. Magenes [LM]).

Nous posons maintenant W, (z,t) = fot wy(z,8)ds et = —(=02 — A+
@)x(z + tw). Il n’est pas difficile de vérifier que W est solution de 1’équation

(—0F — A+ W = fot eP@wts)g(z, s)ds, dans Q,
W(,0)=9,W(-,0) =0,
W =0, sur X.

Nous appliquons I'inégalité d’énergie classique (voir par exemple J.-L. Lions
et E. Magenes [LM]) & W, pour conclure

t
o 2@y = 10W 2@ < € /0 Yo, s)dsl| L) (283)
Mais

¢t I
/ (P g $)ds — / B, PTGz, 5)ds
0 Jo

I 1,

=— /ew("c'““)agﬂ(x,s)ds—i—, P @@t (x 1)
ip Jo ip
1

— Pz, 0),
0, 0)
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Cette identité et (2.83) impliquent

C, -
lwillrz2(@) < ) Xl £r5 (mm+1y -

O

Preuve du Théoréme 2.34. Soit ¢ € C§°(R™), & support dans la boule
unité, telle que f]R" <p2 = 1. Soient 0 < ¢ < 1 et g € R™ tel que
1 < dist(zo, £2) < 2. Nous posons alors

n Tr — X0
x(z) =€ 2 ¢( )

Notons que le choix de zg et 8 implique que le support de x(z+tw), considérée
comme fonction des variables (z,t), n'intersecte ni 2 x {0}, ni 2 x {T'}. Par
conséquence les solutions ug, + de (2.81) données par le Lemme 2.37, i = 1, 2,
correspondantes au x défini ci-dessus, vérifient

uqz',i('v 0) = atuqz',i('v 0) =0.

€

Nous posons u; = Ug, 4, W1 = Wy, +, U2 = Ugy,—, W2 = Wg,,—. Nous appli-
quons alors le Lemme 2.36 avec uy et ug pour obtenir

/ (1 — @)X (@ + tw) = —/ (g1 — @2)(X—w1 + x4+w2 + wiwy)
Q Q

+ /E wr(Hay, — Hy,)(us),

ot x+ = x(z + tw)eT @+ Par suite,

C
I/(ql @) (@ +tw) < e
Q P
+HU1HLZ(Z‘)HH¢11 - qu||t||u2HH2"+4(0,T;Hg(F))’ (284)

par (2.82), ou nous avons utilisé le fait que
XN £r2 (rery < Ke?,
pour une certaine constante K ne dépendant que de (.

Pour poursuivre la preuve, nous admettons pour le moment le lemme sui-
vant :

Lemme 2.38. Pour tous 0 < € <1 et p > 1, nous avons
HulHLz(z) S 0671

et
Ce~ (2n+6) p2n+4’

Hu2||H2n+4(07T;H3 () =

ou C' est une constante qui ne dépend que de T, (2 et .
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Les estimations de ce lemme et (2.84) impliquent, avec ¢ = ¢1 — g2 que
nous prolongeons par 0 en dehors de (2,

tw — 1
/ glz)e (" T x°>da:sOe‘@"*?’(ﬁf"ﬂuﬂql—qunt). (2.85)

€

Dans cette inégalité le membre de gauche fait apparaitre la composée de deux
transformées appliquée a g. C’est ce que nous allons expliciter maintenant.
Nous définissons la transformée régularisante de parametre € par

y—x

Rf(z)= [ fly)¢( s fe L'(R").
Rn

La transformée rayon-X, qui envoie les fonctions de R™ sur les fonctions

définies sur £, l'espace des droites orientées de R™ (usuellement, £ est identifié

aTS" ! Despace tangent & S" 1), est donnée par

XF() = / f = / fao + tw)t,

ou z¢ est un point quelconque de la droite [ et w est le vecteur unitaire tangent
a l. Notons que X f(I) ne dépend pas du choix de xg. Avec ces nouvelles
notations, (2.85) se réécrit sous la forme

— n 1 n
|XReq(l)] < Ce @ ”)(p + p*" T Hyy — Hy,l4), (2.86)

pour toute droite ! qui passe par un point o qui vérifie 1 < dist(zo, 2) < 2.
Mais toute droite qui intersecte £2; = {z; dist(x, 2) < 1} passe aussi par
un zo tel que 1 < dist(zg, £2) < 2, et, puisque R.q est & support dans (2,
XR.(l) = 0 pour toute droite | qui n’intersecte pas ;. Nous en déduisons
que (2.86) est valable pour toute droite [. Il s’ensuit

— n 1 n
|X Regl L2(rgn-1y < Ce G +7><p + pP 4 Hy, — Ho, ).

Cette estimation et le lemme (voir [LN] pour la preuve)

Lemme 2.39.
1A -3 oy < CIX Flzarsneny:

entrainent

- n 1 n
[ Reqll <Ce +5)(p +p*" 2 Hyy — Hoolle). (2.87)

1
H™ 2 (]Rn) —
D’autre part, nous avons par interpolation

1 1
R, ny < Cl|Reql|? Req||? .
| Bealloqeey < CllReall’,_y IRl |
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Comme . )
2 < -
”ReqHHé(Rn) ~ CE 2’

(cette estimation se démontre facilement en revenant & la définition de R,),
nous déduisons . )
n < - 2 2 .

Rtz < O HI Rl

Cette estimation, combinée avec (2.87), nous donne
1
[Reqll L2 (mn) < C((zn+7+5)(p +pP Y Hy, — Ho, o) (2.88)
Pour tirer de cette derniere une estimation pour ||g||z2(gn), nous utiliserons le

lemme suivant :

Lemme 2.40. Soient 0 < ¢ < 1 et f € C*(R"™), f nulle en dehors de §2.
Alors il existe une constante positive C = C(£2) telle que

If = Beflla@) < Ce¥|fllca@n),

avec & = min(a, ).

Preuve. Si dist(z, 912) > ¢, nous avons alors

|f(2) = R f(x)| = | (" (@) - fy)dy]

ly—z|<e €

CORYCONN

= wrtar |2 — 2| (2.89)
Si dist(x, 082) <'e,
|f(x) = Ref ()] < 2[[f Lo @m)-
D’ou
Jittoe )~ e < ey, 20
Le résultat s’ensuit alors des estimations (2.89) et (2.90). 0

Vu le dernier lemme, (2.88) implique

—(2n 11 n &
lgllz2(eny < Cle@ +7+2)([) +p"" T Hyy — Ho, [le) + €]

— 1
Dans cette estimation, nous choisissons p = ||Hy, — Hy, ||, ***° pour avoir
1 ~
lallz2gen) < e @D Hy, — Hyy |77 +€9).

1
H (2n+5)(2n+7+ 5 +&)
q2 ”t

Ensuite, en prenant ¢ = ||Hy, — , nous concluons
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lallz2(eny < Cl[Hgy — Hey [le) CrtoCreot o), (2.91)
Finalement, par interpolation

1—pn "
lallzmcay < Cllallsnt g lalls o
< Cllallfz0)

¢ . Cette derniere inégalité et (2.91) impliquent alors

ou p = 20+n

2aé
(2a4n)(2n+5) (2n+7+ } +a)

lallL2@ny < CllHg, = Ho, [l;
t

Preuve du Lemme 2.38. Nous montrons l'estimation pour uy. Celle pour
u1 se démontre de maniere similaire. Nous posons ¥(x,t) = x(x+tw). Puisque
ug = e @@t gur ¥ il suffit de d’établir estimation

(2n+6)
||z/}HHZ7L+4(O T, I{2 (F)) - Cc

Par définition, on a
n T +tw—1xg

Y =€ 2¢( ).

€
D’ou
r+tw — g

00Ol = [ " T

Le simple changement de variable y = I““E’*wo donne

19C, Dl 2@ = l[ell2@ny,
et puisque
n t - n
Oip(x,t) =€ 2 _18190(32 T 1‘0)’ 3%1#(1‘,25) =€ 2 _Qafjgo(

€

T+ tw — xg

);

nous concluons
[0 el g o < ClYCDla @) < Ce 2@l m2@n)-
H2(I")

D’autre part, pour k = 1,...2n + 4, on obtient par un calcul simple

n x—i—tw—xo
OFep(x,t) =e 27 Z 05 i Ywiy « - Wiy -

€
11,0 =1

En procédant comme pour 1, nous déduisons de cette derniere identité
k (k
05 (-, )\F||H2(F) < Ce(k+2) ||90||H2+’“(R")7

ce qui entraine aisément ’estimation recherchée. O

Pour faire ce sous-paragraphe et celui qui le précede, nous nous sommes
largement inspiré de l'article de G. Alessandrini et J. Sylvester [AS].
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2.2.4 Une extension

Nous proposons une extension du Théoreme 2.26. Plus précisément, nous
démontrons que le potentiel ¢ = g(x) est déterminé par les propriétés asymp-
totiques des valeurs propres et des dérivées normales des fonctions propres de
lopérateur —A + ¢ avec une condition de Dirichlet au bord.

Dans ce sous-paragraphe, nous supposons que {2 est un domaine borné de
R" de classe C? et de frontiere I'.

Nous utilisons les mémes notations qu’au sous-paragraphe 2.2.2. C’est-
a-dire, A,, ¢ € L*(£2), désigne lopérateur —A + ¢ avec comme domaine
D(A,) = H}(£2) N H?(£2). La suite des valeurs propres, comptées avec leur
multiciplicité, est notée (Ay,q)-

Ce sous-paragraphe est consacré a la preuve du

Théoréme 2.41. Soient q1, g2 € L™(12) et (kg ) une base de fonctions
propres de Aq, . Nous fizons N > 1 et nous supposons que, pour tout k > N,
Megr = Mkygo €6 qu’il existe (¢r,q,) une base de fonctions propres de Ag, telle
que

Oy Pr,q1 = OvPh,go POUT chaque k > N.

Alors q1 = 3.

Dans tout le reste de ce sous-paragraphe, les fonctions que nous considér-
erons seront & valeurs complexes. Les produits scalaires usuels sur L2(£2) et
L?(I") sont notés repectivement par

(f.9) = /Q fodz et (f,g) = /F fgdo.

Au paragraphe précédent, nous avons défini, pour A € p(4,),

3

Ag(N) s H> () = H2 (D) : f — Byug (M),
olt ug, ¢ € H?(£2) est I'unique solution du probléme aux limites

—Au+ qu — A u =0, dans (2,
u=f, sur I.

SiAeC\ (—00,0] et w e S" 1 nous posons @y ,(x) = VAT Nous
définissons aussi la fonction Sy (A, 0, w) par

Sq(X,0,w) = (Ag(N)@rws ©x—a)s A€ p(Ay) \ (—00,0] et 0, w e st

Dans la preuve du Théoreme 2.41 nous utiliserons le
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Lemme 2.42. Pour X\ € p(4,) \ (—00,0] et 0, w € S"~ 1,

Sy(\,0,w) = _)‘|9 _ w‘2/ e~ IVAO—w) T g,
2 2

4 / eTVAOD () dr — (R(4(Ngrw: 40r—0);
2
avec Ry(\) = (A4, — \) L.
Preuve. Nous introduisons la fonction

P, A w) = or0(@) — Ry(N)(gpr0) (@)

Nous vérifions sans peine que (-, A, w) est la solution du probléme aux limites

—AY + qp = \p, dans £2,
V= Qrw, sur I

Nous déduisons de la définition de S, (A, 8, w) que
Sq(\, 0,w) = A@A,,gﬁyw(x, A w)do.
D’autre part, la formule de Green appliquée & (-, \,w) et ¢ _g nous donne
S\ 0,w) = —NA/Fe.ue*NA(@*w)'wda

+/96’NA(0"")“(1(w)dx—(Rq(/\)qm,w,qw,fe). (2.92)

Nous appliquons ensuite la formule de Green a e~ VAO-w) 6t ]a fonction
constante égale a 1, puis a e~iVAGT iVwz
suivantes :

—A0 — w|2/ e~ VAO—w)T —z'\/)\/ 0 —w)- ve VAO-w)x
Q r

et e pour avoir les deux identités

0= —i\/)\/ (0 +w) - ve VAO-w)z,
r
En additionnant membre & membre ces deux identités, nous obtenons

) A .
—Z\/)\/ - Vefz\//\(efw)-m _ |9 o w|2/ 671\//\(07w)~a:' (293)
r 2 o

L’identité recherchée s’obtient en reportant (2.93) dans (2.92). O

Nous rappelons la méthode “Born approximation” utilisée dans le procédé
de reconstruction dans la théorie de scattering inverse. Soit 0 # & € R”
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arbitrairement fixé et choisissons n € S"~! orthogonal & &. A étant un grand
parametre, nous définissons

2
04 =can+ 5, CA:\/l_Jél;zv
wAchn—Q”;,
Vita=A+i.

Nous vérifions sans difficulté

Oa,was € Snfl,

Vta(@a —wa) — & quand A — 400,

Qta — +oo quand A — 400,

SvVtaba, Svtawa sont bornées quand A — +oo.

(2.94)

Si nous utilisons (2.94) et le Lemme 2.42 alors nous pouvons facilement mon-
trer le

Théoréme 2.43.
lim S,(ta,04,wa) = —|§|2/ e—ix~§+/ e_m"fQ(x)-
A—+o0 1 2 N 9]

Notons que le dernier théoreme nous permet d’affirmer que ¢ est déterminée
de maniere unique a partir de ;.

Nous aurons besoin d’étendre A,, ¢ € L°(§2), en un opérateur borné
de HY(I') & valeurs dans L2(I"). C’est le cas si ¢ € C°°(£2). En effet, c’est
une conséquence immédiate des Théorémes 7.3 et 7.4 de [LM], Vol I. Nous
montrons maintenant que c¢’est aussi vrai quand ¢ est seulement dans L ((2).
D’abord, pour f € H*(I"), d’apres le Théoreme 7.4 de [LM], Vol I, le probléme

aux limites

Au® =0, dans 12,
ulr = f,

admet une unique solution u?c € H3/2(£2) et il existe une constante positive
Cy, indépendante de f, telle que

[0l grsr2 2y < Coll fll b (-

Pour g € L>®(f2) et A € p(A,), notons u;f € D(A,) = H}(2)N H?(2) la
solution du probleme aux limites

Aut + (¢ — Nut = (A — ¢)u?, dans £,
U0|p =0.

Nous avons

[ug, sl m2(2) < Crll(X = Qulll L2 () < Coll fllm ()
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avec (7 et (5 deux constantes positives, dépendant de g et A. Il en résulte
que g, f = u(} + u}],f € H3/2(Q) et il existe une constante C3, qui dépend de
q et A\, pour laquelle

lug,fll 322y < Csll fllmr(ry-

Par suite,

[Aq(F) L2y = 119

avec C et C' deux constantes qui dépendent de g et A.

(r) < Cllug,sllwsr2ia) < O f ey,

Un autre résultat que nous utiliserons dans la démonstration du Théoreme
2.41 est le lemme suivant.

Lemme 2.44. Sous les hypotheses du Théoréeme 2.41, il existe une constante
positive C' telle que

C
[Ag (X) = Agy (Ml 2z (1), 22(1)) < A [A| assez grand.

Preuve. Comme dans le Lemme 2.28, pour tout entier m > 73 et pour tout
f € HY(I'), nous avons

N
dm dm 1
_ — —m)!
d\m A (V) f d\m A, (V) f m'k§:1 g — At (f: 0u Pk, )00 Pk
a 1
+m/! £ 00 Pk.q0 )00 Pk g0
,;uqz—ww” )0t
= —ml! E o m+1 <f7 ay¢k7q1>au§0k,q1-

k.q1

En intégrant m fois cette identité, nous concluons

N
1
ACIl (/\)f - A(I2 ()‘)f = - Z ()\ )\) <fa au@k,Q1>al/90k,Q1
k=1 kg1 —
N m—1
Z )\ f7 V@k,Q2>aV@k,qz + Z )‘kLkv
= Ok — k=0

ott L, € L(HY(I'), L*(I")), pour chaque k. D’ot le résultat car Ly = 0, pour
tout k, par le Lemme 2.27. (]
Preuve du Théoréme 2.41. Soit 0 # £ € et (ta,04,wa) comme dans la
méthode “Born approximation”. Puisque |¢ sz, o, | = eSViawa et 1P ta.0a] =
eSVtala nous déduisons de (2.94) que O Jtawa €0 /140, sONt bornées quand
A tend vers +o00. D’apres le Lemme 2.44 on a
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C
|Ag (ta) — Agy (ta)ll (a1 (1), L2(r)) < Al pour A assez grand.
D’ou
<[Aq1 (tA) - qu (tA)]SO\/tA,uA7 90\/tA,—9A>

| Aq, (ta) — Agy ()|l 2 (), L2 19t a wu L () 10 4 04 | L2(1)-

Mais il existe des constantes K;, i = 1,2, 3, indépendantes de A, telles que
H@\/tA,wA HHl(F) < Kl H@\/tA,wA HH% (2)

1 3
S KzHSO\/tA,wAsz(())||@\/tA,MAH?—[2(Q)
< Kaftal:.

La premiere inégalité s’obtient par la continuité de lopérateur w € H? (£2) —
w|r € HY(I'), la seconde par interpolation ; quant & la troisieme, elle s’obtient
par un calcul explicite.

Par conséquence,

[ Agy (t4) = A ()]0t ons Pt —0,)| < Cltal ™4,

ce qui implique

AEIEOO<[AQI (ta) — Ag, (tA)]<P\/tA,wAv<P\/tA,—9A> =0.

Nous utilisons alors la définition de Sy, 7 = 1,2, pour conclure

lim [Sth (tA,GA,wA) — qu(tA,GA,wA)] =0.

A—+oco

D’autre part, nous déduisons du Théoreme 2.43

Jim [Sqy (ta, 04, wa) — Sg,(ta,04,w4)] =/ e qu(x) — ga(x)).
— o0 Q
D’ou

[ e - axlo) =o.
2

En d’autres termes, £ étant arbitraire, la transformée de Fourier de ¢ — ¢
est nulle et par suite ¢; = ¢o. O

Le résultat principal de ce paragraphe est du & H. Isosaki [Iso].
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2.3 Détermination de la conductivité a la frontiére : une
méthode de solutions singuliéres

2.3.1 Construction de solutions singuliéres

R > 0 étant fixé, nous considérons sur Br = B(0, R) opérateur elliptique
L définie par

Lu = Z 81 (aij (J;)aju)

Nous supposons que, pour chaque x € Bg, la matrice (a;;(x)) est symétrique,
a;; € WYP(Bg), i,j = 1,...,n, avec p > n; et il existe deux constantes
positives A et M telles que

AT < aii&i& < MEP, € Br, (€R” (2.95)
j

et
||a/L‘j||Wl,p(BR) S M, ’L,j = 1, .y n. (296)

Dans ce sous-paragraphe, nous nous proposons de démontrer le

Théoréme 2.45. Pour tout m € N et toute fonction harmonique sphérique de
degré m, normalisée par || Sm |lwz.e(sn-1) = (m+n)~2, il existe u € I/Vfo’f(BR\
{0}) solution de

Lu =0, dans Bg \ {0} (2.97)

qui est de la forme

ln|x|50(|i|)+w(a:), sin=2,m=0,

27" S ((5)) + w(), sinon,

ot w € WP (Bg \ {0}) vérifie
lw(z)| + |Vw(z)| < Clazf>~""™*# dans By \ {0}, (2.99)
et

P " R
/ [HwP | <Cr ™t 0<r< | (2.100)
r<|z]<2r 2

ou f=1-— ;” et C' une constante qui ne dépend que den, p, R, A et M.

Ici et dans toute la suite Hw = (8%10) est la matrice hessienne de w.

Avant de donner la preuve de ce théoreme, nous démontrons trois lemmes
préliminaires. Aussi, pour des raisons de clarté de 1’exposé, nous nous limi-
terons au cas n > 3. Le cas n = 2 se traite de la méme maniere, moyennant
quelques modifications mineures.
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Lemme 2.46. Soit u € I/VlQO’cp(BR\{O}), p > n, telle qu’il existe un réel positif
s pour lequel

[u(@)] < Jol~*, = € Br )\ {0}, (2.101)

1 n_g R
( |LulP)r <Ar»7°, 0<r< _. (2.102)

r<|z|<2r 2

Alors

|Vu(z)| < Clz|*~* dans Br \ {0}, (2.103)

1 n__g R
(/ [HulP)» < Crr» °, 0<r< (2.104)

r<lz|<2r 4

ot C est une constante qui dépend seulement de A, n, p, A et M.

Preuve. C’est une conséquence des estimations de Schauder intérieures, des-
quelles nous déduisons

1

(/ e |Hu|l’da:); 4t sup |Vu| < C[(f;.<|$|<4r |Lu|Pda:)p
r|z|<2r

r<|z|<2r
1
+T_2 ( fg<\:c\<4r |u|pdac) p] :

Pour les détails, nous renvoyons a L. Nirenberg [Ni] et D. Gilbarg, N. S.
Trudinger [GT]. O

Lemme 2.47. Soit f € LT (Bgr\ {0}) vérifiant

loc

n R
(/ IfP)r < Arv = 0<r< ., (2.105)
r<lz|<2r 2
avec 2 < s <mn < p. Alors il existe u € Wli’f(BR \ {0}) solution de
Lu =0, dans Br \ {0}, (2.106)
telle que
lu(z)| < Clz|*~%, Vo € Br\ {0}. (2.107)

Ici, C' est une constante qui ne dépend que de A, s, p, R, A et M.

Preuve. Nous supposons dans un premier temps que f € L*(Bg). Si G est la
fonction de Green associée a l'opérateur L sur Bp, alors la fonction u donnée
par

u(z) = ; G, y)f(y)dy (2.108)

est dans VVlz’p(BR) et vérifie (2.106). Pour montrer que u vérifie aussi (2.107),

oc
nous faisons appel a l'estimation (voir C. Miranda [Mi])

G(z,y) < Clz —y/> " pour z # v, (2.109)
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avec C' une constante qui ne dépend que de n et X\. Nous avons alors
lu(z)| < C(I1 + I2),

avec

L- / e — P )y
ly|< 'zl

2

et
I = / 2 — 4" f()ldy.
“’2"‘<\y\<R

Dans le reste de cette démonstration nous utiliserons 'estimation suivante,
dont la preuve sera donnée un peu plus loin.

/ yl'|f (y)ldy < K/ ly|*~*dy, (2.110)
r<|y|<2r r<|y|<2r

pour tout ¢t € R, ou K est une constante qui ne dépend que de ¢, s, n et A.

3 |z || ’ N
Pour Iy, si |y| < '5', nous avons alors |z —y| > ' D’olt

I < Ol f), o |F)ldy

< Claf* 2> fg—j—1<|y|<2—j|x| |f(y)|dy (2.111)
< Clefn i, i [yl dy = Claf~.

Notons que la derniere intégrale n’est convergente que si n > s.

Pour I5, nous prolongeons d’abord f par 0 en dehors de Br. Nous gardons
la notation f pour ce prolongement. Dans ce cas (2.105) est encore valable
pour r > 1;. Il s’ensuit

I < f\g\ <|yl<2|a| |z =y f(y)|dy

2551 Jaija)<yl<aitiye) 17— yI> " f (y)|dy

_n L 1
< (St cpyiager 12 = 01®U0dY) * (fiot Ly <o 1 @)IPdY)
+ 221 f21\$\<\y\<21+1|x| |z —y[>7"|f (y)|dy.
Cette estimation, (2.105) et (2.108) impliquent

n_ —-n :
I < Alz|» S(f‘§‘<|y|<2\w\ |z — |79 dy) « ( )
2.112
g WS I
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ou nous avons utilisé

1 1
q q
/ |z — y|*~™dy < / |2|C7™9dz | < Clafa P77
21 <yl <2|z| |2|<3|z|

=Clz|* 5.
(2.107) se déduit alors de (2.111) et (2.112).

Nous allons maintenant nous affranchir de ’hypothese supplémentaire f €
L (Bg). Pour cela, pour chaque entier positif N, nous introduisons la fonction
fn donnée par

N, sif>N

fN: f7 Sl|f|<N
_Nsif<-—N.

Clairement, pour chaque N, |fy| < N et donc fy € L°°(Bg). D’autre part,
puisque |fn| < |f|, pour tout N et que fy converge presque partout vers
f, nous concluons par le théoreme de convergence dominée que fn converge
dans LY (Br\ {0}) et que, pour chaque N, fy vérifie (2.105) avec la méme
constante A et s. Soit uy la fonction donnée par la formule (2.108) pour f =
fn. Pour chaque N, uy est solution de Luy = fn dans Bg et vérifie (2.107)
avec une constante C' indépendante de N. Il s’ensuit, comme conséquence
des estimations de Schauder L? (voir D. Gilbarg et N. S. Trudinger [GT]| par
exemple), que (uxn) est bornée dans leo’f (Br \ {0}). Elle admet donc une
sous-suite qui converge faiblement vers u € I/Vfof (Br \ {0}). Nous pouvons

facilement vérifier que u satisfait & (2.106) et (2.107).

Pour terminer la preuve, il reste & montrer (2.110). Par I'inégalité de Holder
nous avons, ou q = pfl est 'exposant conjugué de p,

fr<|y|<2r |y|t|f(y)|dy < (fr<\y\<2r |y|qtdy) (11 (fr<\y\<2r |f(y)|pdy);
(2.113)

" !
< Ar»™ (fr<\y\<2r |y|Qtdy) i (fr<|y|<2r |y|qtdy)

Nous supposons que t > 0. Alors

fr<\y\<2r |y|Qtdy = fr<|y|<2r |y|(q71)t+s|y|tisdy
(2.114)

< (27~)(q—1)t+3 f

t—s
r<|y|<2r |y| ‘de

D’autre part, un calcul élémentaire nous donne

1
P

</|| Iqutdy> <Cr » %, (2.115)

r<|y|<2r
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pour une certaine constante C' qui ne dépend que de n et p. (2.110) résulte
alors immédiatement de (2.113), (2.114) et (2.115).

Le cas t < 0 se traite de fagon tout a fait similaire au cas t > 0. O

Lemme 2.48. On suppose n > 3. Soit s > n un réel non entier et supposons
que f vérifie (2.105) avec p > n. Alors il existe u € leo’cp(BR\{O}) qui vérifie
Au = f dans Br \ {0} et (2.108), ou la constante C ne dépend que de A, s,
n, p et R.

Preuve. Soit I’(m y) —cp|z —y|>7™ la solution fondamentale du laplacien

sur R™. Si les C’ 2 , j > 0, sont les polynomes de Gegenbauer définis au
sous-paragraphe 1 4.6, nous posons, pour m = [s] — n,

- vl oty
F(xvy) SC— +CHZ| |j+n 2 ( : )

n—2
Vu que les polynomes Cj 2 sont solutions de I'équation différentielle (1.17),
nous pouvons facilement démontrer que

AL(-,y) = §, dans R™ \ {0}. (2.116)

Comme nous ’avons fait au lemme précédent, un procédé de troncature nous
permet de nous ramener au cas f € L>(Bg). Soit

u(z) = /B P 9)f (y)dy.

Dans ce qui suit, nous utiliserons l'estimation suivante, vérifiée par les
n—2
polynomes Cj 2
n—2
G2 () <K% 0<t<1, (2.117)

ou K est une constante qui ne dépend que de n (voir A. Erdelay et al. [Er],
L. Caffarelli et A. Friedmann [CF] pour plus de détails).

Nous avons

I, T Wy < e [iz1 1 g lz = yP7"| £ (W)ldy
+ iy <io 1T @ =yl f(y)ldy (2.118)

<enls + fi i DG = )L (0)ldy,

ou Iy est le méme que celui du lemme précédent. Or, nous savons (voir L.
Bers [Ber] ou M. Marcus [Marcu]) que, pour |y| < |z,
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o r2oa
I(z,y) =—cn Y |x|j+|n20j (0. (2.119)
Jj=0

De (2.117), (2.118) et (2.119), nous déduisons aisément 1’estimation
lu(z)| < C(I2 + Is + L),

avec I3 et Iy donnés par

. j
Iy = ZT:O jr? flgl <ly|l<R |$|Lg~/+|n—2 |f(y)ldy

. j
Iy = Zj2m+1 jre f\y\< Izl \;C\L'?iln—z |f(y)ldy

Comme nous 'avons fait dans le lemme précédent, nous prolongeons f par 0
en dehors de Bp et nous utilisons (2.110) pour avoir

m o n-3 ly| 7=
Iy < CZj:o] Z}czo f2k71|$|<|y|<2k‘w‘ |a|i+n—2 dy

< OXy maP fia ol o dy < Ol

LSO iomin 37 ko [2P 7" fymics g comigoy 9"y

SCYLo " PP [y e [P T < ClafPe

Preuve du Théoréme 2.45. Nous posons

(r) = |x|2*"*msm<|§| ), @ € Bg \ {0}

Nous cherchons alors w € WP (Bg \ {0}) satisfaisant (2.99), (2.100) et

loc

Lw = —L¥ dans Bg \ {0}.

Comme A¥ =0 dans Bg \ {0}, nous avons
—LY = Z((SU — a”)afjw — Z 6iaij8j¢/.
0,J 0,J
Apres un calcul fastidieux, mais simple, nous aboutissons a ’estimation
|Lw| < Clz|'”» "™, z € Br\ {0},

ou C est une constante positive, dépendant uniquement de M, n, p et R
(rappelons que nous avons normalisé Sy, par ||Sp, |lwz.e(gn-1) = (n +m)2).

De la derniere estimation, nous déduisons sans peine
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R
(/ |LeP)y < Cri-m T 0<r< . (2.120)

r<lz|<2r 2
Fixons 0 < aa < f =1— Z et posons N = ["] 4+ 1. Soit wp la solution
de Awg = f donnée par le lemme 2.46 quand f = —LW¥ et par induction
sur j, 7 = 1,...,N — 1, nous notons wj la solution de Aw; = f, pour f =

(A — L)’wjfl.
D’apres (2.120) et le Lemme 2.48 nous déduisons, pour s = m + n — (3,

|wo(z)| < Cla|*~2,

Vo ()| < Claf'~,

1 "
(‘[T<|$|<2T |Hwo|P)» < Cre~".

De ces estimations, nous tirons
(/ (A — Lywo|?)» < Cro==te,
r<|z|<2r

qui, combinée avec le Lemme 2.47, implique
lwi(2)| < Cla|*~+e,

[Vwy (z)] < Cla|' =t

1

(ff“<\:c\<2r |Hw1|p> P < Orpste,
En continuant comme ceci, nous arrivons a

lw; (z)| < Cla|2=s+ie,

|Vw;(z)] < Clz|t—stie,

1 N e
([ <) <ar [Hw;[P)» < Cre e

pour j=1,...N — 1.

Maintenant puisque s — (N — 1)a < n — 4+ a < n (noter que Na > m),
nous pouvons appliquer de nouveau le Lemme 2.47 pour conclure qu’il existe
wy solution de Lwy = f, quand f = (A — L)wy_1, qui vérifie

fwy (@)] < Claf2~*+(V-De,

Nous posons
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N
w = ij.
§=0
Alors
Lw = Z;V:—Ol Lw; + Lwn
=N Awy = SN HA — Dyw; + Lwy = — L
et

N
w(z) < CY_[af*~*H% < Claf*™ = Claf .
=0
Les estimations de |Vw| et Hw s’obtiennent tout simplement en appliquant
le Lemme 2.46. 0

2.3.2 Stabilité dans le détermination de la conductivité a la
frontiére

Pour 0 < a9 < a € L*>®(f2), ou ap est une certaine constante, et
@ € Hz(I'), nous notons wq,, € H'(£2) I'unique solution variationnelle du
probleme aux limites

{div(an) =0 dans 2
wir = ¢@.
Rappelons que, d’apres les Théoremes 1.21 et 1.27
o H2(I) = H 2 (D) : ¢ — adytia,,
défini un opérateur borné.
Notre objectif dans ce sous-paragraphe est de démontrer le

Théoréme 2.49. Soient a, b € WHP(£2), avec p > n, telles qu’il existe deuz
constantes X\ > 1 et My > 0 pour lesquelles

Ah<ab< A (2.121)

lallwre(2): [bllwie2) < Mo. (2.122)
Alors il existe une constante positive Co = Cy(n,p, 2, \, My) telle que

P_q
— o) < Yo =™ . 2.12
la = b=y < CollZa = Bl f oy s (2.123)

Si de plus a, b € C1*(0), pour un certain o, 0 < a < 1, et

lallcra(o) 1bllcrece) < Mi, (2.124)
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o, My est une constante positive, alors

-1
(5_1) ;+a

— iy < - :
[0va — Oub|| Lo (ry < C1|| X0 Eb”a(H*%(r),H%(r))’

(2.125)
avec Cy = Cy(a,m, p, 2, A, My).

Nous donnons une démonstration de ce théoreme qui repose de fagon es-
sentielle sur les solutions singulieres construites au sous-paragraphe précédent.
Avant de donner la preuve, nous montrons un lemme qui précisera com-
ment nous utiliserons ces solutions singulieres. A cette fin, nous introduisons
quelques notations. Nous fixons zg € I et posons x, = xo + ov(xg). Claire-
ment, il existe deux constantes positives C' et ¢, qui ne dependent que de (2,
telles que

Co < dist(z,,I") < 0, 0 <0 < oyg.

Fixons R > 2diam({2). Nous pouvons alors prolonger a et b & Br(z,) de
telle sorte que nous ayons

A< a,b< 5\, dans Bg(z,)

et
lallwr(Br(ao))s 10llwir(Brz.)) < Mo,

avec \ et M dépendant uniquement de A\, My, {2 et R.

Lemme 2.50. Supposons que a, b vérifient (2.121) et (2.122). Pour tout m €
N, il eziste des solutions u, v € WP(£2) de

div(aVu) = div(bVv) = 0, dans (2, (2.126)
qui vérifient
|Vu(z)], |Vo(z)] < Clz —zo|' "™, x € 92, (2.127)
et
Vu-Vo > |z — 22" € 20 By, (z,), (2.128)

ou C et rg sont des constantes qui ne dépendent que de A\, M, n, p et §2.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que z, = 0. D’apres
le Théoreme 2.45, il suffit de trouver une fonction harmonique sphérique S,,
telle que

—n—m € —n—m
V(|2 Sm(|x|))|2 > 2|z[2A-n=m), (2.129)

Ceci est évident quand n = 2 (en dimension deux, les fonctions harmoniques
sphériques sont de la forme cos(kf) ou bien sin(kf), k € Z ). Pour n > 3,

n—2
nous choisissons S, ( i ‘) = ACy’ (f;‘ ), A étant une constante non nulle et
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n—2
Cr? sont les polynomes de Gegenbauer donnés au sous-paragraphe 1.4.6.

Pour t = T;‘ , OUS avons

n—2

V(> Sm (g )P = A2[2 PO (2 = n = m)*(Cm® (1))?

||
n—2
(g Cm® (1))
n—2 n—2
(2.129) résulte alors du fait que Cp2 (t) et G‘litCnf (t) ne peuvent pas étre
n—2
nulles simultanément. Pour monter ce fait, notons d’abord C,,2 (1) # 0 et

n—2
que Cy,* (t) est solution de I’équation différentielle
= 1)f"+(n—1tf —m(m+n—2)f=0.

Donc, d’apres 'unicité des solutions de cette équation différentielle pour

n—2 n—2
la condition initiale (f(t), f'(t)), £ Cm?> (t) # 0 si C? (t) = 0, pour tout
[t| < 1. O

Preuve du Théoréme 2.49. Nous montrons d’abord (2.123). Soit zg € I’
tel que [(a — b)(z0)| = ||@ — b|| Lo (). Quitte a intervertir les roles de a et b,
nous supposons que (a — b)(z9) > 0. Nous avons alors

la = bllL~(r) = (@ —0b)(zo) < (a—b)(x) +Clz —x0|ﬁ,avecﬂ =1- ;L

En procédant de manieére similaire & ce que nous avons fait & plusieurs reprises,
nous montrons l'identité

/ (a —b)Vu - Vode = (X, — Xp)u,v) (2.130)
2

L(H™3(I),H3 ()

pour u, v vérifiant (2.126).

Choisissons v, v comme dans le Lemme 2.50. Pour 0 < ¢ < min("y, 0p),
nous avons d’apres (2.127) et (2.128),

la = bll =y / & — 2,207 g
Bga-(xo)r‘lﬂ

< C(/ la — bl|z — 262" "™ dg
Q\B2o(w0)

+/ |z — 20|% |z — 2, |2A T da
Bgﬂ(ﬂg)ﬁg

(2.131)

X = 25| uf

by H%w)"”HH%(r))'
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Quitte & remplacer u (resp. v) par u (resp. v) plus une constante, nous

sSupposons
/udx:/ vdx = 0.
Q Q

Ceci, I'inégalité de Poincaré et le théoreme de trace impliquent

ful2, < C/ |Vu|?dz.
H2(I) 0

Mais d’apres (2.127),
/ |Vu|?de < C/ |z—z, 23" dr < O lz—zo |20 dy
“ @ Br(x0)\Bq (o)
< Co.lfn72m'
Le méme argument vaut aussi pour v. Nous obtenons alors

< Coln—2m, (2.132)

lell g3 oy Noll 2y <

D’autre part, Ba,(2,) N {2 contient un cone C. En utilisant les coordonnées
polaires, nous déduisons qu’il existe A une partie de S*~! de mesure non nulle
et indépendante de o telle que

\C\:/dac:/ r"_ldr/dwzCJ",
c 0 A

et puisque |z — z,| < 20, € C, nous concluons

/ |z — zo 277 > Cg2n2m, (2.133)
Bgﬂ(ﬂg)ﬁg
Nous pouvons aussi vérifier sans difficultés que

/ |z — xo|P|x — 2, |27 < Cg?n2m A (2.134)

Bgﬂ(ﬂg)ﬁg
et
/ la — b||z — z,2E7""™) < Cg?m2m, (2.135)
2\Bas (z5)

Une combinaison de (2.131) - (2.135) implique

Ha - b“LOO(F) < C(a‘fl“Ea — EbH + g~ 2+n+2m 4 0,,8)

L(H™3(I'),H?(I'))

< Clo™H|Xa = 2 +0”).

L(H™ 2 (I),H?2 ()

Si || Xe — Eb||£( est assez petit, nous pouvons choisir o = || X, —

H™2(I),Hz ("))
ol ., ce qui donne immédiatement (2.123).
L(H™2(I'),H2(I))
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Nous procédons maintenant a la preuve de (2.125). Soit z¢ € I" tel que
Ova(wo) — 0,b(x0) = [|0ya — Oub|| Lo (1)

Notons (2,, = {x € £2; dist(x, ") < 0¢}. Alors, il n’est pas difficile de vérifier
que tout x € {2,, peut étre représenté sous la forme r = y — sv(y), pour
un certain y € I' et 0 < s < 0p. Nous avons aussi Cs < dist(x, ') < s et
ly — zo| < Clz — xo]. D’apres le théoreme des acrroissements finis, il existe
t € (0,1) tel que

l(a=b)(x)—(a=b)(y) =50, (a—b)(x0)| = |59y (a—b)(y—tsv(y))— 0y (a—b)(xo)|.
Do,

[(a = b)(x) — (a —b)(y) — s0,(a — b)(z0)| < Csly — zo|™ < Cs|z — o[,
olt nous avons utilisé (2.124). Il en résulte

sl19va — Dbl ey < (@ — b)(@)| + la — bll () + Cslz — 2ol (2.136)

Comme précédemment, pour u et v des solutions données par le Lemme 2.50
et o < ) min(og,70), nous avons, vu (2.130),

ol19va — B,b| =1 / & — g 20— dist (a, I)
Bgﬂ(xo)ﬁg

< C(/ la — b||lz — z |20
9\320(936)

+/ dist(x, I') |z — x0|*|z — x| —™)
Bzg(wg)ﬁﬂ

+/ |z — 22 dist(z, I ||la — bl o< (1)
Bgﬂ(ﬂg)ﬁg

HZa- Bl Ju

i oyt oyt oo 1002 )

Puisque Co < dist(x, ") < o, de la méme maniere que précédemment, nous
tirons de cette estimation

P
va = Oyblp=ry < Cot (0% + 1S = S| =)
0va = Oub|| oo (ry < Co™ (0% + || Xa b £(H‘%(F),H%(F))U ,

olt nous avons utilisé (2.123) pour estimer [|a — b|[o(r). Le choix de 0 =

—1) !
|1 X — Eb||(" )1‘”2 1 permet d’obtenir I'estimation recherchée. O
L(H™2(I),Hz2(I))

Pour faire ce sous-paragraphe, nous nous sommes largement inspiré de
larticle de G. Alessandrini [Al4].
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2.3.3 Une alternative aux solutions singulieres

Nous reprenons les définitions et notations du sous-paragraphe 2.3.2. Pour

. 1
0 <ap <ae L>®(2), ol ag est une certaine constante, et ¢ € Hz2(I"), nous
notons w, , € H'(£2) 'unique solution variationnelle du probléeme aux limites

{dlv(an) =0, dans (2, (2.137)

w|p = p.

Rappelons que l'opérateur borné Y, que nous avons construit plus haut,
est donné par ) )
Yo H2(I') = H 2(I") : ¢ = a0y Wa,p-

Les solutions singulieres permettent de montrer (voir [Al4] pour plus de
détails) que si a;,as € C*(£2) sont telles que ¥,, = ¥,, alors

a1 = ag et Vay = Vag sur I

Bien entendu, ce résultat, combiné avec ceux du paragraphe 2.1, permet de
déduire que a; = as dans 2.

Dans ce sous-paragraphe, nous donnons une alternative aux solutions sin-
gulieres. Elle consiste a construire des solutions particulieres du probleme aux
limites (2.137).

Nous débutons par le

Lemme 2.51. Supposons que §2 est de classe C1' et soit og € I'. Alors il
existe (1hy,) une suite de H2 (I') N CYY(I) et deux constantes Cy et Cy telles
que

(a) supp(Ymy1) C supp(m) et Nim>15upp(Ym) = {00},
(0) Wl 3y = 1o

(¢) Cho S mlla-sry < $hae pour =1 < s <1,
m 2 m 2

Preuve. Tout au long de cette démonstration, les C; désignent des constantes
génériques. Plagons-nous d’abord dans le cas I' C R"~! x {0} et ¢ = 0. Soit
alors f, € C(R) telle que

supp(fi) C [-1,1] et /_1 fe(t)dt = 1.

Pour 2’ = (x1,...,7,_1) € R""! et m > 1 entier, nous définissons

fn(e!) = T - m).
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Nous avons supp(fm) C [~} , L]"7! et, puisque fm(z') = fi(ma’),

Par suite, pour s > 0,

| frnll = ®n-1)

|Gl P
1 12\ =8| £ (¢! ’
= o [ R REOPdE. (2138)
De (1+m26?)~1 > m=2(1+ 6%)~, pour § > 0, nous tirons
A C
[ asmeryifieipa = (2.139)
Rn—1 m

D’autre part, comme f, est de moyenne nulle, f(O) = 0. D’ot, fl étant ana-
lytique (car fi est & support compact), [£|~1f1(¢) € S(R™1). Nous obtenons
alors, en utilisant I'inégalité (1 4+ m?262?)~1 < (#m)~2 pour 6 > 0,

—s|} 1 |fu(€? Cy
1 2|1¢112\—s / 2d / < / d I 2.140
L aemtiepyinepe < o, [ P ae = 0 @)
si0<s<1.
Une combinaison de (2.138), (2.139) et (2.140) nous donne, pour 0 < s < 1,

n—1_ n—1

C5(s)m_ 2 79 <L Hfm”H**“’(R"*l) < Cﬁ(s)m_ 2 79, (2141)

De la méme maniere, nous pouvons démontrer que nous avons une inégalité
similaire & (2.141) dans le cas s > 0. C’est-a-dire

Co(s)m™""** < | fllgsqan1) < Cals)m™="3"+. (2.142)
Il résulte de (2.141) et (2.142) que, pour tout s > —1,
Co(s)m™ "2 < ||l gr-zr ) < Cro(s)m™ "2+

et donc v,,, définie par
fm(2)

||meH% (R"71) '

Ym (2

satisfait a, pour —1 < s <1,

1—2s

_1-2s _
011(8)m 2 < Hfm”Hs(Rn—l) < 012(8)m 2
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Le cas général se ramene au cas précédent en utilisant les cartes locales. Vu
la régularité C1'1 de £2, nous pouvons vérifier que la nouvelle suite (¥,,) que
nous obtenons est dans C1(I") N H3 (I') et elle satisfait aux conditions (a) -
(c). O

Dans ce qui suit g est un point quelconque de I et, pour simplifier les
notations, nous posons U, = Wa,y,, -

Lemme 2.52. Supposons que §2 est de classe C! et que a € W (Bg(0g)N
£2). Alors il existe une constante positive C' et mq un entier positif pour les-
quels

C
HumHHl(Q\BR(ao)) < ) Pour tout m > my. (2.143)

Preuve. Choisissons d’abord my assez large de telle sorte que le support de
Y soit contenu dans Br (o0) NI pour tout m > myg. Soit ¢ € C°(R™) une
fonction de troncature telle que 0 < ¢ <1,

¢ =1dans 2\ Bgr(og) et ¢ =0 dans Bz;(ao).
Soient w = 2\ Br (00) et vpy, = CUp,. Nous avons
—div(avy,) = —aV( - Vuy, — div(au, V().

Nous multiplions chaque membre de cette équation par v,, = (u,, et nous
faisons ensuite une intégration par parties sur w pour avoir, en notant que
Uy, = 0 sur dw,

/ a|Vu,|2dx = —/ aV¢ - Vupdz +/ a, V¢ -V (Cup)dx
= / au?, |V¢ |2 da.
w
Comme vy, = uy, sur 2\ Br(og) C w, nous déduisons de la derniere identité

/ |Vt |?dr < C/ u2, | V¢ de. (2.144)
2\Br(o0) 2

Nous estimons maintenant le membre de droite de la derniere inégalité en
fonction de H¢m||H_%(F). Soit w € Hg(£2) la solution de

—div(aVw) = u,,|V¢|* dans 2, w = 0sur I (2.145)

Puisque a € W (Bgr (o) N§2), d’apres les résultats de régularité locale pour
les équations elliptiques, w € H?(Bg(0oo) N §2) (voir par exemple D. Gilbarg
et N. S. Trudinger [GT]). Par suite d,w € H2(Bg(oo) N T). De plus

lady ] < Cllwll satoone) < Cllum VP 12y (2146)

H3 (Br(oo)nl) =
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Nous multiplions maintenant (2.145) par u,, et nous faisons une intégration
par parties pour obtenir

[ vepds
(9]

/ aVw - Vu,dr —/ ady, Wiy, do
0

r

— / ad, Wy, do,
r

ou nous avons utilisé

/ aVw - Vupydr =0,
2

qui résulte du fait que u,, est solution de (2.137), avec ¢ = 1y, et w € HL(£2).

Nous avons alors

2 2
<
/QUm|VC| dr < C”aal’w“H%(BR(UO)OF)“¢m||H_%(F),

ce qui, combiné avec (2.146) et I'inégalité |V(|? < IC|V(]l, entraine

lum|VElllz2(o) < Cllum|VEP L2 [$ml
< CMlum V|2 () [¢m]

H™3 (D)

H3 )

Vu Pestimation du Lemme 2.51 (c¢) pour ), et (2.144), nous obtenons
||um||L2(Q\BR(0’0)) < m sim > my.

Mais d’apres l'inégalité de Poincaré,

e | L2\ B ooy < CNIVEmIll L2\ 5 (o0

car u,, = 0 sur I'N Bgr(0p), ce qui acheve la preuve. O

Lemme 2.53. Sous les hypothéses et les notations du Lemme 2.52, il existe
un entier my > mq et une constante C = C(R) tels que

/ |Vum|2dac >C, m>mi.
BR(U)QQ

Preuve. Nous avons

2

Hum|r||Hé(p)

< CUlIVumlllza@) + llwm| llz2cry),

tout simplement car w — ||Vw||L2(_Q) + Hw{FHLz(p) définit une norme équiv-

alente & la norme originale sur H'(§2). Mais, d’aprés le Lemme 2.51,

2 _ 2
) P22y = Iom ) pllzary < )
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et 1 = Hum|p||2 ) . Par conséquence,

Hi ) H¢m|F||H%(F)
2 C
I :

< Cll[VumlllL2(2) +
m

1= ”um’F mir) =

Ceci et le dernier lemme impliquent

11
1< C(/ [Vum|?dz+ )+ ).
Br(oo)N{2 m m

D’ou le résultat pour m > mq, m; > my assez grand. O

Nous avons utilisé plus haut l’ensemble Wioo(ﬂ) Rappelons qu’il est
défini par

Wj_’oo(.Q) = {a € WH*(§2); a > ap p.p. pour une certaine constante ag > 0}.

Nous utilisons les deux lemmes précédents pour démontrer le

Théoreme 2.54. Supposons que §2 est de classe C11 et soient a1, as €
Wj_’oo(.Q) telles que Xy, = Xg,. Alors a1 = ag sur I.

Preuve. Nous raisonnons par I’absurde. Nous faisons alors I’hypothese qu’il
existe oo € I tel que a1 (0p) # az(op). Sans perte de généralité, nous suppo-
sons, par exemple, que a1 (0g) > az(op). D’ot, il existe R et § deux constantes
> 0 telles que

ay(z) > az(x) + 9, © € Br(og) N 12. (2.147)

En notant uf, =, .., j = 1, 2 et B = Bg(0g) N {2, nous avons
Quin) = [ @Vl P> [l P
2 B
et donc, vu (2.147),

Qu () > / 02|Vl |2 + 6 / 0|V, 2.
B B

En utilisant la minoration du Lemme 2.53, nous déduisons qu’il existe un
entier positif m, pour lequel

ch (wm) > / a2|vu}n|2 + 00(5, sim > mg.
B

Cette estimation, combinée avec celle du Lemme 2.52, entraine
12 C ;
Qo (Vm) > | az|Vu,,|” — 2 + Cod, sim > my. (2.148)
Q

D’autre part, nous savons que si
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Ky, = tm + Hy(2) = {w € HY(2); w =, sur I'},

alors

/ a2Vl P > min / 0|Vl = / 02| V2,2 = Qu ().
0 K 17) 17)

weKy,,
Cette derniere inégalité et (2.148) impliquent

Qay (Ym) = Qay (V) — 732 + Cod, sim > my. (2.149)

Par conséquence, il existe mo > my tel que

Qa, (Vm) 2 Qay (¥m) + C;(S, sim > mo. (2.150)

Mais X,, = X,, entraine, en particulier, Qu, (¢¥m) = Qa, (¥m) pour chaque m
(noter que pour a = a;, il n’est pas difficile de montrer Q,(p) = (Xap, @) si
¢ € Hz(I'). D’oi la contradiction. O

Une conséquence immédiate du dernier théoreme est un résultat de stabi-
lité lipschitzienne :

Corollaire 2.55. Soient M > 0 et A > 0 deux constantes. Alors il existe une
constante C' = C(M, \) telle que : pour tous ay, ay € W1°(0) vérifiant

A < a; et HCLJ‘HWI,OO(Q) < M, (2151)
nous avons

Hal - a2||L°°(F) S CHEal - EaQH[:(H%(F),H_%(F)).
Preuve. Soient ai, az € W1°(£2) vérifiant (2.151) et telles que a; — az # 0
sur I'. Si 0 < 26 = |la1 — az| p(r), alors il existe B = Br(gg) N §2 pour
laquelle

la1(z) — az(x)| > 6, x € B,

par exemple,
a1(z) —az(x) > 9, x € B,

Au cours de la preuve du Théoreme 2.54, nous avons utilisé des estimations
a priori H? pour établir (2.150) sans préciser la dépendance des données de
la constante Cp. Il est démontré (voir D. Gilbarg and N. S. Trudinger [GT]
pour les détails) que la constante Cy ne dépend que de A et M. Rappelons
que, toujours d’apres (2.150),

"0 < Qur ()~ Qusbm) = (T — ) ), Y,

pour m assez grand et donc, puisque |1, || =1,

H3(I)
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0Co
o SI¥ar = Feall oty -3y
D’ou le résultat avec C' = éo. O
La preuve de X,, = X,, implique Va; = Vay sur X se fait aussi par

un raisonnement par ’absurde. D’abord le lemme précédent nous dit que si
Yoy = Yo, alors a; = ag sur I et donc 0ra1 = draz sur I'. Donc supposer que
Vay # Vasg sur I revient a supposer que d,a1 # 0,a9, par exemple d,a; >
Oyas en un point de I'. Par conséquence, il existe 6 > 0 et B = Br(og) N {2
tels que

ai(z) > ag(x) + ddist(z, I'), x € B. (2.152)

Dans ces conditions, le Lemme 2.53 ne suffira pas pour faire un raisonnement
par ’absurde. Nous le remplagerons par le lemme suivant qui est plus précis :

Lemme 2.56. Sous les hypothéses et les notations du Lemme 2.53, il existe
C une constante > 0 et un entier my > my, qui dépendent de R, telles que

C
/ dz'st(x,F)|Vum|2da: >, pour tout m > my. (2.153)
Br(oo)N$2 m

Preuve. Soit ¢1 € HI(£2) N W1>°(2) la premiere fonction propre de
Popérateur Au = —div(aVu), avec une condition de Dirichlet sur le bord,
qui vérifie
¢ > 0 dans £, / Yidr = 1.
Q

D’apres le lemme de Hopf (Lemme 1.34), nous déduisons

—0vP1 > co > 0, sur BR(U()) M Q,
(2.154)
crdist(z, I') < @1 < codist(z, I'), sur Br(oo) N £2,

ol les constantes c;, j = 1,2,3, dépendent de R.

Nous supposons que m > mg est suffisamment grand de telle sorte que
supp(tm) C Br(oo) N 2. Comme p; € HE(2) N W (02), umepr € H (02).
Nous multiplions alors (2.137), avec ¢ = t,,, par @1, et nous intégrons
ensuite sur 2 pour obtenir

/ div(aVu, )1 umde = 0.
[0
Cette identité implique, apres une intégrations par parties,
/ a|Vum,|*dr + / AU, Vi, - Vordz = 0. (2.155)
[0 0

Or
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2
/ AUy, VU, - Viprde = / av“m -Vida.
0 0 2

Une nouvelle intégration par parties entraine

A 1
/ AU VU, - Vordr = ! / ufngol + / Vmady 1.
%) 2 Jo 2)r

Nous utilisons cette identité dans (2.155) pour conclure

A 1
/ a| Vi, |?de = — ! / u?,p1do — / Ymadypido. (2.156)
o 2 Jo 2J)r

D’apres (2.154), nous avons

—/ Umad, 1 200/ atpmdo > C, (2.157)
r r m

ou la derniere inégalité résulte du Lemme 2.51 ((c)avec s = 0).

Soit w € HE(£2) la solution de
—div(aVw) = ump; dans 2, w = 0sur I. (2.158)

Comme dans les commentaires apres la preuve du Théoreme 2.11, on montre
que
w22y < CllumerllL2(o)s

1
et par suite, en utilisant le fait que ¢; < cp7,

1
ladwl,yy g < Cllume? o). (2.159)

H3 (T

Nous multiplions maintenant (2.158) par u,, et nous faisons une intégration
par parties pour déduire

[ s = [ vad,wdo,
2 I

puisque [, Vi, - Vw = 0 (noter que u,, est solution de (2.137), avec ¢ = t)y,,).
Donc

2
[ ot < ol g ey,

Mais ||t || < ¢ par le Lemme 2.51 ((c) avec s = —1). D'out

H-2(r) = m

C
/ urprde < ladvwll 1 .-
0 m ()

Cette inégalité et (2.159) impliquent
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/Qu%lgoldx < 732' (2.160)

Finalement, une combinaison de (2.156), (2.157) et (2.160) nous fournit

/ 01|V |*de > C.
0 m

Le résultat s’ensuit par (2.154) en notant que supp(¢,,) C Br(og)N 2. O
Théoréme 2.57. Soient a1, ay € LY (2)NC (12) telles que Xy, = Xy, Alors
a1 = ag et Vay = Vag sur .

Preuve. Nous raisonnons par ’absurde. Nous supposons donc que a; = as
(conséquence du Théoreme 2.54) et Va; # Vag sur I', ce qui entraine (voir
plus haut) qu’il existe B = Br(oo) N {2 et § > 0 pour lesquelles (2.152) est
vérifiée. C’est-a-dire

ai(z) > ag(x) + ddist(z, I'), x € B.

Comme précédemment, posons uf, = uq, y,., j = 1,2 et soit ¢ € Hg(£2) N
W1ee(0) la premiere fonction propre de Popérateur Au = —div(aVu), avec
une condition de Dirichlet sur le bord, qui vérifie ¢ > 0 dans 2 et |, o Pdr = 1.
Nous appliquons d’abord le Lemme 2.56 pour obtenir, avec m > my,

/a1|Vu}n|2dx2/a1|Vu}n|2dx
Q B

> / 0|Vl [2d + 6 / dist(x, I')|Vul, Pda
B B

5
z/a2|vu}n|2dx+ .
B m

Il en résulte

C1 560

/a1|Vu$n|2dx2/a2|Vu}n|2dx— st
Q Q m

m

pourvu que m > my. Mais

[l Pie = Qu ()
0
D’ou, il existe ms > mq un entier pour lequel, pour tout m > mao,
560 (SCO
Qo) = [ alVubfPdo > [ alVubPde+ % > Quuln) + .
ce qui contredit le fait que X,, = X,, implique Qo = Qus,- O

Nous avons préparé ce sous-paragraphe a partir de O. Kavian [Ka2].



106 2 Problémes inverses elliptiques

2.4 Détermination d’un coefficient frontiére

2.4.1 Cas ou le domaine est une couronne : une méthode de
décomposition en série de Fourier

Soit 2 = {(z,y) e R% r <r = \/x2 + y2 < ra}, de frontiere I' et notons
I = {(z,y) € R% r = r;}, i = 1,2. Donc I' = I} U I». Nous considérons
alors le probleme aux limites

Au=0 dans 2
ou=f sur 14 (2.161)
Oyu~+qu=20 sur I].

Fixons a € (0,1) et f € C1%(I3). Alors pour toute fonction ¢ € C1:*(I7)
positive et non identiquement égale & zéro, le probleme aux limites (2.161)
admet une unique solution u = u, € C*%(£2) (voir Théoreme 1.25).

Notre objectif dans ce sous-paragraphe est d’établir le

Théoréme 2.58. Soit M > 0 une constante donnée. Nous supposons que les
conditions ci-dessous sont satisfaites :

(i) f € CY¥(Iy) est non identiquement égale a zéro,
(i) q; € CY(I1), i =1, 2 est positive et non identiquement égale & zéro,
(i) Naillororyy < M, i =1, 2.

Soient w; = ug,, i = 1,2, et K un compact de {x € I't; uz(x) # 0}. Alors il
existe des constantes positives €, A et B qui ne dépendent que de M, K, r
et ro telles que

A

lar — @2l 2(k) < 5
In
(”“1—”2“L2<F2>>

b

si llg2 — qillcre(my < e

Nous allons voir que ce théoreme s’obtient comme conséquence d’un
résultat de stabilité pour un probleme de Cauchy pour le laplacien en co-
ordonnées polaires. Rappelons a cette fin que le laplacien en coordonnées
polaires (r, ), noté A, est donné par

~ 1 1
A= 822 + 8T + 8922
o r2
Posons D =|r1,72[%]0,27[, o1 0 < 71 < 72, €t
Cz(D) ={v= wp; wE C%([r1,7m2] x R), et w est 27 — périodique en 6}.

La formule de Green suivante nous sera bien utile dans la suite :
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ro 27 B o 27 B
/ Avwrdrdf = / / vAwrdrdf
T1 0 71 0

27
+/ [rOrvw — TV W] |p—p, dO
0
27
—/ [rOyvw — rv0pw]jp—y, db, (2.162)
0

pour v, w € C2(D).

Nous avons le résultat de stabilité logarithmique

Théoréme 2.59. Soit M > 0 une constante donnée. Alors il existe des
constantes positives €, A et B, dépendant uniquement de M, r1 et ra, telles
que : pour tout v € Cg (D) vérifiant Av =0,

(s, Mz 0.2m) + 100001, M 0.2m) < M, (2.163)
et ||v(re, ')“%2(0,2@ + [|0rv(ra, -)||2L2(0727r) <€, nous avons

1
2

(o1 e 02m) +10r0(rs, M3 202
A

B
n 1
<<|v<r2,~>|iz(0,2ﬂ+|67.v<r2,->||iz(0,2ﬂ>2 )

Preuve. Soit v € C2(D) satisfaisant Av = 0. Nous posons

<

1 27 ) 1 27 .
o = o /0 ’[}(7"1, G)e_med&, 6k = o o aT’U(T'l, 9)6_1k9d9
1 2 ) 1 27 .
a= /0 ol O)e b, b=, [ 00(ra,0)e .

Soit vy = rTke= 0 Lk ¢ 7. Puisque Avy = 0 dans D, une application de la
formule de Green (2.162), avec v et w = v, nous donne

rf“ﬁk — kjrlozk = 7‘2+1bk — kr2ak, ke,
B + kiR = vy ¥y — kg Rag, k€ Z.

Ces deux identités impliquent

1

Br 2[7{'“ Y — ke b g+ T By, — e Ray], k€ Z
1

ak=2k[r1r2k+1bk—kr1r2 Rap + 75 + kriFrbay), k€ Z, k #0.

Par suite, il existe une constante positive C = C(r1,72) telle que
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|| < Clk|p"(|ax| + [bx]), k € Z, k #0. (2.164)

et
Bx| < Clk|p* (|ax| + [brl), k € Z, (2.165)

ol nous avons posé p = rflrg.

Pour simplifier les notations, nous posons

§ = [[o(rz, Mizo,2m + 10r0(r2, Mz 2m = Y (lal* + [bxl?)-
kEZ

Comme Y, ., k*(Jag|*+|Bk|?) < M par (2.163), il n’est pas difficile de vérifier

M

10r0(r1, M Ze0,2m) = D 186* < D2 18K + o (2.166)
keZ |k|<N
pour tout entier positif N.
De (2.165) et (2.166) nous déduisons
M
190, ) Za0,0m) < c0e™NE+ (2.167)

pour tout entier positif N, olt ¢g = co(r1,72) est une certaine constante posi-
tive.

De fagon similaire, (2.164) entraine

M

}: |aH2§CMWN5+JVy

kEZ, k#£0

(2.168)

Soit maintenant w la solution du probléeme aux limites

Aw =0, dans 12,
r10pw(ry, ) = redrw(re, ) = 1.

Une nouvelle application de la formule de Green (2.162) nous permet de
conclure

21 27 21
/ v(rl,ﬁ)dﬂz/ v(m,&)d@—/ r90,0(r2, 0)w(re, 0)do
0 0 0
27
—|—/ r10,v(ry, 0)w(ry, 0)do.
0
C’est-a-dire,

1 27 1 27
g = ag — o / ro0pu(re, 0)w(ry, 0)do + 27r/ r10-v(ry, 0)w(ry, 0)de.
0 0
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Par conséquence,
jaol? < Blaol? + ¢/ (10002, 3020y + 10001, )2 0.2m)]

pour une certaine constante positive ¢’ = ¢'(rq,73).

Cette estimation, combinée avec (2.166) et (2.168), donne

d
[v(r1, ')“%2(0,277) + [[0rv(r1, ')”%2(0,2‘”) < ceNj + N2’
pour tout entier positif N, avec ¢ = c(r1,72) et d = d(M,r1,72) deux

constantes positives. Par suite,

d
2 2 : cN
Mn»Lm%ﬁ—anﬂm@m<N£%ﬂQe5+NQ-

De cette estimation nous déduisons, comme nous l’avons fait a plusieurs re-

prises,
1 A

(o1, oze) + 10001 Wsazn)? <
pourvu que § soit assez petit. Ici A = A(M,r1,7m2) et B = B(M,rq,r2) sont
deux constantes positives. U

Avant de donner la preuve du Théoreme 2.58, nous transposons d’abord le
résultat du dernier théoreme au laplacien en coordonnées cartésiennes, dans
la couronne (2. Notons que si u = u(z,y) € C*(2) est telle que Au = 0
dans §2 alors v = v(r,0) € C2(D) donnée par v(r,0) = u(z,y), ou (z,y) =
(rcos,rsind), satisfait & Av = 0 dans D et d.v(r,0) = d,u(x,y), pour
r =11, ro. Comme conséquence immédiate du Théoreme 2.59, nous avons

Corollaire 2.60. Soit M > 0 une constante donnée. Alors il existe trois
constantes positives €, A et B, qui ne dépendent que de M, rq et ro, telles que
pour tout u € C?(02) vérifiant Au =0 dans (2, ullcaioy < M et

||U||2L2(r2) + Haﬂ“”%?(l“z) <6

nous avons

1 A

(ullZ2eryy + 100ull72(rmy)? < .
n B

(Nl

7 +lovull?

L2(I'y) LQ(I“Q))2

Preuve du Théoréme 2.58. Remarquons d’abord que u = u; — us est la

solution du probleme aux limites

Au =0, dans (2,
avu = O, sur FQ,
Ou+ qru = (g2 — q1)ue sur I7.
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D’apres les estimations holderiennes du Théoreme 1.25, il existe une constante
C = C(M, 2) pour laquelle

[uzllcz.a ) < Cllfllerer) et ullgzog) < Cli(ez — a)uzllere ).

Du dernier corollaire, nous déduisons qu’il existe des constantes positives A’,
B’ et e (dépendant uniquement de M, ry et 7o) telles que

. A
(lullZ2ryy + 10vullZz(ry)2 < » :
n (|\uuLz(p2>)

a condition que [lg2 — q1[/¢r.e(ry) < €. Mais
1 -
@-—q=_(Ou+qu)surl,
U2
ou I' = {x € I'; up(x) # 0}. Par suite,
A
lar — q2ll2x) < )
()
HU’HLQ(FQ)

pour tout compact K de r , avec A et B deux constantes positives qui ne
dépendent que de K, M, r1 et ro. O

2.4.2 Cas d’un domaine rectangulaire : méthode fondée sur la
transformée de Fourier

Dans ce sous-paragraphe nous établissons un résultat de stabilité logarith-
mique dans le cas 2 = (0,1) x (0,1). Posons

I =(0,1) x {0}; Ip = {1} x (0,1); Iz = (0,1) x {1}; Iy = {0} x (0,1).

Nous limiterons notre dans étude aux coefficients ¢ supportés dans I et
au cas ol f est & support dans I's. Avec ces conditions, (2.161) devient

Au =0, dans {2,

—Oyu+g(x)u =0, sur I,

Oyu = f, sur I3, (2.169)
Ozu =0, sur I U Iy,

Nous travaillerons avec des coefficients ¢ dans 1’ensemble
Q={qeC®0,1]; ¢ >0, ¢ #0, supp(q) C (0,1)}.

Comme cas particulier du Théoreme 2.2 de G. Inglese [In], nous avons

Théoréme 2.61. Soient ¢ € Q, f € C3[0,1] avec supp(f) C (0,1). Alors
(2.169) admet une unique solution u € C?(2).
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Le résultat principal de ce sous-paragraphe est le

Théoréme 2.62. Soient qm, qu € Q, f € C3[0,1] avec supp(f) C (0,1), et
M > 0. Supposons que f est positive et non identiquement égale a zéro. Alors
il existe une constante positive A, dépendant seulement de ¢, qnp, M et f,
et deux constantes positives B, €, dépendant uniquement de q.,, M et [ telles
que, pour tous q1, q2 € Q vérifiant

() [l llwros (s laellwrery < M,
(i) gm < q1,92 < qur,
(m) ”CIl - q2||L00(F1) <e,
nous avons
A

)

lgr — g2llL2(ry) < .
n (nwl—uz).pm uLl(F\m+|<u1—uzxom\+|<u1—u2><1,o>|)
ot u; est la solution de (2.169) correspondante & q = q;, i =1, 2.
Nous démontrons au préalable un certain nombre de résultats préliminaires.
Nous commengons par une version du lemme de Hopf dans un coin. Soient
P, =(0,0), P, =(1,0), P;=(1,1), P, =(0,1).

Lemme 2.63. Soit u € C%(12) telle que Oyu = 0 sur I'y, Au > 0 et il existe
une boule B de centre Py pour laquelle u(Py) > w(P) pour tout P € (2UT4)N
B. Alors Oyu(Pr) < 0.

Preuve. Nous définissons la fonction v sur 2" = (—1,1) x (0,1) comme suit :
v est paire par rapport a la premiere variable et est égale a u dans 2. 1l
n’est pas difficile de voir que v € C%(§2), Av > 0 et v(P1) > v(P) pour tout
P e 2’N B. D’ot, d’aprés le Lemme 1.34 (lemme de Hopf),

8,,v(P1) = —8yv(P1) = —8yu(P1) > 0.

O
Remarque (i) La condition Au > 0 peut étre remplacée par Lu > 0, pour
un opérateur elliptique approprié L.

(ii) Comme les autres coins de {2 jouent le méme réle que Py, nous avons un
résultat similaire pour Ps, Ps et Pj.

Proposition 2.64. Soient a, g € C[0,1] deuz fonctions positives a # 0 et
supp(a), supp(g) C (0,1). Soient u € C?(£2) satisfaisant

Au =0, dans 2,
—Oyu+ a(x)u >0, surly,

Oyu =g, sur I,

Oyu =0, sur Iy U I'y.

Si g est non identiquement égale a zéro alors uw > 0 dans (2. En particulier,
u > 0.
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Preuve. Notons d’abord que, d’apres le Théoreme 1.33 (principe du maxi-
mum fort), u ne peut pas atteindre son minimum en un point de (2. Par le
Lemme 1.34 (lemme de Hopf) et le dernier lemme, u atteint son minimum en
un point P de I'7. De nouveau, nous obtenons par le Lemme 1.34 (lemme de
Hopf ) 0 < —0,u(P) = 0yu(P) < a(P)u(P). O

Nous déduisons de cette proposition le principe de comparaison suivant :

Corollaire 2.65. Soit u; la solution du probléme aux limites (2.167) corres-
pondant a q = q;, 1 = 1, 2. Alors q1 < g2 implique w1 > us.

Preuve. Clairement, u = u; — us est la solution du probleme aux limites

Ay =0, dans (2,
—0yu+ q1(x)u = (q2(x) — q1(x))ug, sur I7,

Oyu =0, sur I3,

Ozu =0, sur Io U Iy.

Nous appliquons deux fois la proposition précédente. Une premiere fois pour
conclure que us > 0 et une seconde fois pour déduire que u > 0. O

Nous montrons maintenant des estimations a priori pour les solutions du
probléeme aux limites (2.169).

Proposition 2.66. Soient ¢, € Q, f € C3[0,1], avec supp(f) C (0,1) et
M > 0. Alors il existe une constante positive C, ne dépendant que de Gn,, M
et f telle que si q € Q satisfait a qm < q et ||¢'||L~ < M alors

[l 0)[ 20,05 10yl 0)[ 1 (0,0) < €
ot u est la solution de (2.169).

Preuve. Dans cette preuve C et les C; sont des constantes génériques qui ne
dépendent que de ¢,,, M et f. Dans un premier temps, nous montrons

(-, 0)[[m1(0,1) < C. (2.170)

D’apres la formule de Green, nous avons

/Q|Vu|2 . —/01 8yu(~,0)u(',0)+/013yu(',1)u(-,1)

—/01 qu(-,0)? —|—/01fu(-,1).

ou,
1 1

/Q Vul? + / qu(-0)? = / Ful 1) < Il G Dllz2o.n
0 0

D’ot

et donc
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1
[ 19uP + [ a0 < 1l et Dl
[0} 0

Puisque l'opérateur de trace v € H'(2) — v(-,1) € L?(0,1) est borné et que

1
ve H'(@) — ([ (el + [ aml.0)!
Q 0
définit une norme équivalente sur H*(£2), nous obtenons
lull () < Co,
Or lopérateur de trace v € H*(£2) — v(-,0) € L?(0,1) est borné. Par suite,
(- 0)[|L20,1) < Ch. (2.171)

D’autre part, nous observons que w = Jd,u est la solution du probleme aux
limites

Aw =0, dans {2,
—Oyw + q(z)w = —¢'(x)u, sur I,
Oyw = [, sur I3,
w =0, sur Ih U Iy,

Une nouvelle fois, une application de la formule de Green nous donne

[ v+ | (07 = - / Ll 0wl 0) + / ),

Les mémes argument que précédemment nous permettent de conclure

[Vwll 20y < Ca(llg'[| Lo 0,0) 1wl 0) | 20,1y + 1 | 2¢0,1))-
Comme v € H'(2) — ||Vv|| 12(02) définit une norme équivalente sur H = {v €
HY(2); v=0o0n I3 Uy}, nous déduisons
190 0) 20,1y = [[0(- 0) 201 —
< C3(1q N o 0,0y 1w 0)[ 20,1y + [1f | 22(0,1)-

Nous combinons alors (2.171) et (2.172) pour avoir (2.170).

Pour montrer I'estimation H? pour u(-,0), nous introduisons la fonction
z = 8§2u, qui est, par une simple vérification, la solution du probleme aux
limites

Az =0, dans {2,
—0yz+qz = —2¢'0,u — q"u, sur I7,
Oyz = f", sur I3,

2=0, sur Io U I'y.
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La formule de Green nous donne

/Q |VZ|2+/01q22(~,0):—2/01q'8$u(',O)z(',O)—/Olq”u(',O)z(',O)—i—/Olf”z( 1)

D’ou,
1
/QWZI2 +/ 4mz°(-,0) < Ca(||2(,0)[l z20,1) + [I2(, Dl 2(0.1))-
0

Or la norme [, |Vz|? + fo 4m72(-,0)]2 est équivalente 2 2]l (o) et
l'opérateur de trace w € H*(2) — (w(-,0),w(-,1)) € L?(0,1) x L?(0,1) est
borné. Par conséquence,

Izl 12y < Cs.
Ceci et la continuité de Popérateur de trace w € H'(2) — w(-,0) € L*(0,1)
impliquent
1072u(:,0)ll 20,1y = [12(-, 0)ll2(0,1) < Cs-

La derniere estimation, combinée avec (2.170), donne,

[u(-, 0) |l m2(0,1) < Cr- (2.173)

Il nous reste a estimer la norme H'! de v = d,u. Comme ci-dessus, nous
commengons par noter que v est la solution du probleme aux limites

Av =0, dans (2,
v =qu, surly,
v=f, surlsj,
O,v =0, sur I, UI}y.

Nous décomposons v sous la forme v = vy + v1, ou vy et v sont les solutions
respectives des problemes aux limites

Avg =0, dans (2,

vg = qu, surli,

vg =0, surlsy,
Ogzvo =0, sur I U Iy,

et

Avy =0, dans (2,
v1 =0, surly,
vy = f, sur 3,
Oyv1 =0, sur Iy U I}y,

Toujours d’apres la formule de Green

1
[ 1900 = = [ au.000,m(,0)
2 0
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et donc

[ 190 < 005 10003

< CSHQHWLOO(OJ)||u('>O)”Hl(O,l)”ayUO('aO)HH—é(O’l)'

D’autre part, nous savons que 'opérateur de trace
w e {¢ € H'(2); Ap € LX(2)} — dyw(-,0) € H 2(0,1)

est borné. Par suite,
[ 19l < Callalws o[- O o1l o
0

Mais [|Vwl|p2(o) est équivalente & [|wl| g1 () sur {w € H'(2); w(-,1) = 0}.
Par conséquence,

llvoll a1 2y < Crollallwr. 0,1y 1w+, 0) [ 51(0,1)-

De la méme maniere, nous avons aussi ||v1|[g1(0) < Ci1llfll#1(0,1)- 1l s’ensuit

||UHH1(Q) < C12(||f||Hl(o,1) + HQHlem(O,l)||u('70)||H1(0,1))
et par suite,

[v(-, 0)llz2(0,1) < Cra(ll fllzro,1) + llallwroe o,y w5 0) | 510,1)),  (2.174)

en utilisant la continuité de l'opérateur de trace w € H(2) — w(-,0) €
L2(0,1).

Nous terminons par estimer ||0,v(-,0)|[12(0,1). Nous répétons les mémes
arguments que ci-dessus. Nous commengons par noter que w = J,v est la
solution du probleme aux limites

Aw =0, dans (2,
w = q'u + qOzu, sur I,
w= f, sur I3,
w =0, sur o U Iy.

En procédant comme nous I'avons fait & plusieurs reprises dans cette preuve,
nous obtenons

lw (- 0)llz2(0,1) < Cralllf Nz o,y + g llwroellul, 0l a1 0,1)
+ lallwrll0zu(-, 0)[[ a1 0,1))-  (2.175)

D’une combinaison de (2.174) et (2.175), nous tirons

10zu(-, 0)[| 10,1y < Cis.
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Preuve du Théoréme 2.62. Rappelons d’abord que v = u; — us est la
solution du probleme aux limites

Au =0, dans (2,
—0yu+ qi(x)u = (q2() — q1(x))us, sur I7,

3yu = 0, sur F-?n

Oyu =0, sur Is U Ty

Nous introduisons les fonctions harmoniques suivantes
ve()(x,y) = e Y, CER

et nous posons

f(f)=/01U(w»0)e””5dx, g(£)=/018yu(x,0)em£dx.

Nous appliquons alors la formule de Green avec u et v () pour avoir

9O +EF(E) = / By (€)de

I\

—g(©) —€f(e) = / by (€)dz.

I\

Ces deux identités nous fournissent

1
5O = 5 [ wOw© ~ 00 ()i
et ]
9=, [ uOwi(e) + o ()
Comme |v4(€)| < elél et |9,v+(€)] < [€]elé]) nous déduisons les estimations
A< el ), (2.176)
et
19O < €M lull acryry)- (2.177)

Pour poursuivre la preuve, nous faisons appel & un lemme. Si w € L?(0, 1),
Ew € L?(R) désignera son extension par 0 en dehors de (0, 1).

Lemme 2.67. Pour tout p > 0 et v € H'(0,1), nous avons

anzl(o@)

[vllz2(0,1) < @ e

)

/|£|< [FEu(E)[*de + (p + 1)([v(0)] + [o(1)])* +

ou a est un nombre réel et, rappelons le, F désigne la transformée de Fourier.
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La preuve de ce lemme sera donnée plus loin.

Notons u® = u(-,0). Alors (2.176) se met sous la forme
|FEC(€)] < luirn e’ (2.178)

D’autre part, il résulte de la Proposition 2.66 qu’il existe Cy, qui dépend
seulement de q.,,, f et M, telle que

[l 2 0,1) < Co. (2.179)

Vu le dernier lemme, une combinaison de (2.178) et (2.179) implique
g
2

1 a
0|2 0|2 2 2 2
= FE < 2 P+ (p+ 1)y +
| HLz(o,l) 27r|| L HL2(R) = o vpe (p )Y o

i

pour tout p > 0, olt a est comme dans le Lemme 2.67 et
v = luryr 22y + [u(0,0)] + [u(1,0)].

La derniere inégalité entraine

a . Cc?
[0 o) < 5 i (%67 + ).

Comme nous 'avons déja fait, cette inégalité nous permet d’établir
Ag

SIHBO’
v

flul, 0)HL2(0,1)

Ici et dans ce qui suit les A; et B; sont des constantes qui ne dépendent que
de gy, M et f.

De fagon tout a fait similaire, nous montrons, grace & (2.177), 'estimation

Aq
ll0yu(-, 0)][z2(0,1) < Iy Br
Y
Donc A
2
JuC Olz20. + 1yt )20 < | 7, (2,180

5
Maintenant, puisque (voir le probleme aux limites vérifié par u)
(@1 — g2)ua(:,0) = —90yu(-,.) + qru(-, 0).

nous concluons A
l(a1 = az)uz (-, 0)ll 201y < |- - (2.181)

Y
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Mais comme g2 < qp7, NOUS avons
ug > upr > 0 dans £2,
d’apres la Proposition 2.64 et son corollaire, ott ups est la solution de (2.169)
quand g = qps. Par suite,

1
lar — a2l 200,1) = Hu2 [(q1 — g2)u2(-,0)][ 2 (0,1)

1
< HuM |z (@) lI(q1 — g2)ua(+,0)[|L2(0,1)-  (2.182)

L’inégalité recherchée s’obtient comme conséquence de (2.181) et (2.182). O

Preuve du Lemme 2.67. Soit p € C1(0,1) et £ € R. Une simple intégration
par parties nous donne

EFEp(E) = —iFEL ().
Par suite,
IEFEp|| L2y = | FEY |2y = V27(|¢ | L20.1) < V27l 11 (0,1)-
Pour p > 0, nous avons alors

| FEg|2 ) = /

[€1<p

FEl?(€)de + / (FE[(¢)de

[§]>p

1
< FEQ|?(€)d¢ + Y FEp2(&)d
/§<p| PP+ /Wu o?(€)de
1
FEol2(€)d FEo|?,
g/§<p| (e + L 6P Eel L

27
< [ 1FBP©dE + 2 lelmon.
l€1<p p
Comme CL(0,1) est dense dans H}(0, 1), nous déduisons
2 2 2
| FEul|z2@) < |FEu*(§)dE +  , ullm (0,1 (2.183)
l1<p P
pour tout u € H}(0,1).

Maintenant si v € H(0,1), u = v—[(1—2)v(0) +zv(1)] est dans H(0,1).
Nous vérifions sans peine que

vl z200,1) < llwllz2(0,1) + ;S(MO)' + (1)), (2.184)
| FEu()® < 2|FEv(§)]® + ;(|U(0)| + [u(1)])? (2.185)

et A
1wl 70,1y < (1 + \/3)||v|\H1(0,1). (2.186)

L’estimation que nous voulons montrer résulte alors de (2.183) - (2.186). O
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2.4.3 Cas d’un domaine quelconque régulier : une méthode
d’inégalité de Carleman

Soit 2 un domaine borné de R? de frontiere I'. Méme si ce n’est pas
toujours nécessaire, nous supposons que {2 est classe C>® pour un certain a,
0 < a < 1. Nous considérons le probleme aux limites

Au =0, dans (2,
Oyu = f, sur I'\ I, (2.187)
Oyu+qu =0, sur Iy,

avec I une partie de I

Réécrivons (2.187) sous la forme

{Au: 0, dans {2, (2.188)

Oyu+qu = f, sur I
et rappelons que sous les hypotheses suivantes :
(H1) qe€ CH(I'), ¢ > 0 et non identiquement égale & zéro,
(H2) fecCh(D),

le probléme aux limites (2.188) admet une unique solution u = u, € C*%(£2)
(voir Théoreme 1.25).

Le résultat de stabilité que nous nous proposons de démontrer est le sui-
vant :

Théoréme 2.68. Soient Iy un fermé de I’ d’intérieur non vide tel que I"\
Iy #0 et M > 0. Pouri = 1, 2, soit q; vérifiant (H1), supp(q;) C I et
llgillcrory < M. Supposons que [ satisfait a (H2) et est non identiquement
nulle. Soient K un compact de {x € I'y; uy # 0} et v un ouvert non vide de
I'\I. Alors il existe des constantes positives €, A et B telles que

A

lar — @2l2x) < 5
In ( _ )
llgx 92”1‘2@)

si |lgn — (J2Hcl=a(r) <€ o0l g; = Ug |-
Remarque. Notons que le dernier résultat généralise le Théoreme 2.58.

Comme précédemment, la preuve de ce théoréme repose sur un résultat
de stabilité pour un probleme de Cauchy. En effet, puisque

dyu1 + qruy = dyus + gous sur I,

nous avons
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(g1 — q2)u1 = qa(uz — uy) + Oy (uz — uq) sur Ip. (2.189)

Soit K un compact de {x € I'p; uy # 0}. En utilisant le fait que |g2| < M sur
I} et (2.189), nous concluons

lar = @22y < Cllluz — uallp2cry) + 100 (w2 — ua)llr2(ry)),
pour une certaine constante positive C.

Supposons que nous puissions démontrer

2 A
</ [u? + |Vu|2]da> < , (2.190)
fo In B N
(j'v[u2+|Vu|2]da) 2
ol u = uy —us et A, B sont deux constantes. Alors

A
lar — @2l 2(k) < .
ln< B )

(J lu +|Vul?]do) 3

Mais d,u = 0 sur . D’ou,
A

lar — qallz2 (k) < .
In ( B 1 )
(.fw[(91792)2+\67(91*gz)ﬂd‘f)2

D’apres 'estimations holderienne du Théoreme 1.25,
[ull () < Co,

ou () est une constante qui dépend seulement de {2, M et f. D’autre part,
nous déduisons des inégalités d’interpolation classique (voir par exemple R.
A. Adams [Ad)])

1 1
10-(91 — 92)llL2(y) < g1 = 92l () < Cillgr — 92l 72 91 — 921l 32
1
< Collgr — 92\\22(7)“% — Uzl 2 ()
et donc §
10-(91 = 92)llL2(y) < Cllgr — g2 72
avec C' une constante qui dépend uniquement de {2, M et f. Par suite,
— <
la1 (J2||L2(K) = ln( B B )
Hgl 92HL2(7)

Le reste de ce sous-paragraphe sera consacré a la preuve de l'estima-
tion (2.190) pour un opérateur un peu plus général que le laplacien. Plus
précisément, nous considérons 'opérateur

Pu = —Au+ b101u + by0su + cu,

ol by, by et ¢ sont des fonctions de L>°(£2).
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Théoréme 2.69. Soient [y une partie fermé de I' d’intérieur non vide telle
que I'\I'y est non vide, v C I'\I un ouvert non vide et M > 0. Alors il existe
des constantes positives €, A et B (dépendant de M et des normes L des
coefficients de P) telles que

1
A
(/ [u? + |Vu|2]da)2 < , (2.191)
Iy B
In| 1
(J, 2+ Vul?]ldo) 2
pour tout u € C?(2) vérifiant Pu = 0, lull g2y < M et (fﬂ/[u2 +|Vu|?]do)?
<e.
Puisque
/ [u? + |Vul|do < / [ + |Vul2)do,
Iy Tou(I'\v)

nous pouvons nous ramener au cas v = I'\Ip. C’est ce que nous ferons dans
ce qui suit.

Nous aurons besoin des deux lemmes qui suivent dans la preuve du dernier
théoreme.

Lemme 2.70. (A. L. Bukhgeim [Buk]) Soit ¢ une fonction arbitraire de
C?(82). Nous avons alors l'inégalité de Carleman suivante

/ (Avu? + (A — 1)|Vul2)e?
(9}
g/ |Au|2ewdx+/ O (u® + [Vul2) + 2|0, |Vul2[Je* do,
(9} r

pour tout u € C?(£2).

Lemme 2.71. I existe 1y € C%(§2), non identiquement égale a zéro, ayant
les propriétés suivantes

Apg =0 dans 2, g =0 surly, Oytpg <0 surly, o> 0 surqy.
Preuve. Soit x € C%%(I") telle que
x =0sur Iy, x> 0sur7y,

et x non identiquement égale a zéro sur .
Puisque {2 est de classe C%%, le probleme aux limites
Ay =0, dans £2,
wo =X sur F)

possede une unique solution ¥y € C%%(£2) (voir Théoreme 1.25). Notons que
1y est non constante car y est non identiquement égale a zéro. Il en résulte



122 2 Problémes inverses elliptiques

que o > 0 dans {2 par le Théoreme 1.33 (principe du maximum fort). Mais
1 est identiquement nulle sur . Nous pouvons alors appliquer le Lemme
1.34 (lemme de Hopf) pour conclure que 9,1y < 0 sur Iy. Donc, ¢y possede
bien les propriétés requises. O

Preuve du Théoréme 2.69. Elle est fondée sur 'inégalité de Carleman du
Lemme 2.70 pour un choix approprié de la fonction poids 1. Soit 19 € C2(£2),
non identiquement nulle, telle que

Ay =0dans 2, g=0sur [y, I, <0surly, o> 0surr.

Une telle fonction existe, d’apres le Lemme 2.71. Soit A un réel positif a notre
disposition. Notons par ¢; € C?(£2) 'unique solution du probléme aux limites

Ay = X\ dans (2
Y1 =0sur I

Soient s > 0 et u € C?(2) vérifiant Pu = 0 . Nous appliquons alors I'estima-
tion du Lemme 2.70, avec ¥ = 11 + st)g, pour avoir

/ (M? 4+ (A = 1)|Vul?)e¥da
2
§/ |Au|26d’dac—|—/[8,,1/)(u2+|Vu|2)
o r
+ 210, | Vul?||e¥ do. (2.192)
D’autre part,
/Q|Au|2ewdx < 4/9(Pu)2ewdx+4max(||b1H%oo(Q),Hb2||2Loo(Q))/Q|Vu|2dx
+4||c||2Loo(Q)/ u?dx
2
< 4max(|[b1]7 1b2ll7 () | |Vul*dx
= Ll Lee(2)s 1V21 Lo (02) 0
+4||c||2Loo(Q)/ u?dz. (2.193)
2

Fixons A telle que A > 4maX(Hb1H%m(Q), ||b2||2Loo(Q)) +1letA> 4||C||2Loo(9)-
Alors (2.192) et (2.193) impliquent

og/ (0,002 + [Vul?) + 200, VP | ¥ do (2.194)
r
Supposons que u satisfait en plus & [lul[cap) < M, pour une certaine

constante M > 0. Puisque ¢g = 0 sur Iy et @ = minp, |0,%0] > 0, nous
déduisons de (2.194)
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0
0< —82 / (u2 + |Vul?)do + 4M? + sK,
Io
ou

K=y /(u2 + |Vul?)e¥do + 2M/ |Vule?do,
0l v

avec Cp une constante dépendant de Ip.
D’ou
s0

2

pour une certaine constante positive C7 qui dépend de M et I.
Soit ¢ = f,y(u2 +|Vul?)do. Un calcul élémentaire nous donne

/ (u? + |Vu|?)do < Cl(i + K),
Iy

K < CoeFf* (6 +V68) < Che?*Visid < 1.

Ici Cy est une constante positive dépendant de Iy, M et des normes L des
coefficients de P et k est une constante qui dépend de I'. Par suite,

1
/ (u? + |Vu|?)do < Csmin(~ + e**V§),
I s>1 '8

ou (5 est une constante positive dépendant de Iy, M et des normes L des
coefficients de P.
Nous vérifions aisément que le minimum est atteint en s, tel

Vo =

efks*
9 -
ks?

—ks

Puisque s — ° est décroissante, s, > 1 si § est assez petit. Il s’ensuit

1 1 1.1

/Fo(uz + |Vul|?)do < 01(8* + ksz) <Ci(1+ k)s*' (2.195)
Or
L = ks?ebs < 2ke(ktDks.
ve o T
Cest-a-dire
Lo kvl (2.196)
S ln(%\/é)
L’estimation recherchée s’obtient par une combinaison de (2.195)
et (2.196). d

Pour faire ce paragraphe, nous nous sommes basé sur les articles de J.
Cheng, M. Choulli et J. Lin [CCL], J. Cheng, M. Choulli et X. Yang [CCY],
M. Choulli [Ch4]. 11 existe d’autres résultats de stabilité obtenus grace & des
méthodes fondées sur des techniques de ’analyse complexe ; voir a ce sujet les
articles de G. Alessandrini, L. Del Piero et L. Rondi [ADR], S. Chaabane, I.
Fellah, M. Jaoua et J. Leblond [CFJL].
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2.5 Stabilité pour deux problémes inverses
géométriques : méthode utilisant la dérivation par
rapport au domaine

Avant tout, nous donnons les définitions et les principaux résultats concer-
nant la dérivation par rapport au domaine, que nous utiliserons dans ce pa-
ragraphe.

Notons C* 1’ensemble des fonctions W : R® — R™ telles que W et ses
dérivées partielles d’ordre 1 sont continues et bornées et soit {2 un ouvert borné
de R™, de frontiere I', que nous supposons de classe C? (pour simplifier).

Nous fixons V € C1P et f € L2(R™). Pour 2, = (I +tV)$2, si uy € H(£2)
est la solution variationnelle d’'un probleme aux limites posé sur §2;, nous
notons ItV

Ut © —u
a(2)(V) = lim "t © TV —u0

— VUO -V
t—0 t

Théoréme 2.72. (1) (conditions auz limites de Dirichlet) Soit u € H?(£2) la
solution du probléeme aux limites

{ Au = f, dans (2,

u=0, surl.
Alors u(2)(V) existe dans H*(£2), w(2)(V) € HA(R2) et est la solution de
A =0, dans {2,
u=—(V-v)ou, surl.

(2) (conditions aux limites de Newmann) Nous supposons que [, f = 0. Soit
u € H?(2) une solution du probléme aux limites

Au = f, dans $2,
Oyu =0, surl.

Alors u(2)(V) existe dans H*(£2), w(2)(V) € HA(R2) et est la solution de
Ad =0, dans §2,
di=—V-v)0%u+V.u -V (V-v), surl.

(8) (conditions auz limites mixztes) Nous supposons que I' = ~v1 U ~ya, avec v
et o fermés et disjoints. Soit u € H?(12) la solution du probleme aux limites

Au = f, dans §2,
Oyu =0, sur-yi,
u =0, SUT Ys.

Alors u(2)(V) existe dans H*(£2), w(2)(V) € HA(R2) et est la solution de

Au =0, dans $2,
i =—(V-v)0%u+Vu- -V (V-v), sury,
u=—(V-v)ou, sur ys.
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Nous énongons enfin un lemme qui nous sera bien utile dans la suite.

Lemme 2.73. Si f € L?(R™) (resp. H*(R™)) alors

i [fo(I+tV)— f]\

iy : ? = V[V dans H'(82) (resp. L*(£2)).

Pour une démonstration du Théoreme 2.72 et du Lemme 2.73, nous ren-
voyons & A. Henrot et M. Pierre [HP].

2.5.1 Identification d’un sous-domaine

Dans un matériau semi-conducteur, pour tester la résistance du contact
entre le métal et le semi-conducteur, nous sommes amené a étudier le probleme
aux limites

{ —Au+ xpu =0, dans 12, (2.197)

u=f, sur I,

ou D est un sous-domaine de 2, D C {2 et xp est la fonction caractéristique
de D.

Dans (2.197) la quantité importante est D. En dimension deux, elle
représente 'interface entre le métal et le semi-conducteur. Nous revoyons le
lecteur intéressé a W. H. Loh, S. E. Swirhun, T. A. Schereyer, R. M. Swanson
et K. C. Saraswat [LS] pour plus de détails.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au probleme d’identifier D &
partir des mesures frontieres

Oyu=gsury, yCI.

Dans tout ce sous-paragraphe, nous supposons que D est de classe C*
et feH 3 (I'). Sous ces hypotheses, nous déduisons du Théoreme 1.26 que
(2.197) admet une unique solution u(D) € H?(§2). De plus, u(D) est continue
dans £2 (c’est la régularité intérieure; voir D. Gilbarg et N.S. Trudinger [GT]
a ce sujet).

Nous fixons 2y, un ouvert borné de R™ tel que {2y C {2 et nous considérons
le sous-espace fermé de C1* donné par

X ={V e " supp(V) C 2}.
Soit Y le sous-espace quotient Y = X/F, avec
F={VeX;, V.-v=0surdD}.

Y sera muni de sa norme (quotient) naturelle, notée || - ||y
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Nous nous donnons alors ¢/ un voisinage ouvert de 0 dans Y pour lequel
Dy = (I +V)D est inclu dans un compact de §2, pour tout V € U, et nous
introduisons 'application

0:Veld—dulDy), e H_é('y).

Ici u(Dy) € H?(£2) est la solution du probleme (2.197) dans lequel nous
prenons Dy a la place de D.

Notre objectif dans ce sous-paragraphe est de démontrer le

Théoréeme 2.74. Soit v une partie fermée de I', d’intérieur non vide, et nous

supposons que f est positive ou nulle et non constante. Alors 0 est Gateauz-
différentiable en V=0 et Ker(6'(0)) = {0}.

Comme conséquence immédiate de ce théoreme, nous avons

Corollaire 2.75. Sous les hypothéses du Théoréme 2.74, si V € X est tel
que V- v #£ 0 sur 0D alors il existe deux constantes positives € = e(V) et
C =C(V) telles que

|9,u(Dev) = Bu(D) -3y = Il

pour tout t, |t| < e.

Remarque. Puisque |t| > K|Dyw AD|, ou K = K(V) est une constante
positive, I'estimation dans dernier corollaire entraine

Dy AD| < [0,u(D) = 0,u(D)] -y s 1] < e

Preuve du Théoréme 2.74. Nous donnons la démonstration en deux étapes.

lf’remiére étape. Nous montrons la Gateaux-différentiabilité de 6 en V' = 0.
A V €Y nous associons u(D)(V) € H~1(£2) donné par

DYV )i = = [ (V- v)u(Dp, v e HY(@).
Proposition 2.76. 0 est Gateauz-différentiable en V. = 0 et 8/(0)(V) =

(D) (V)|y, ot u(D)(V) € Hy(£2) est la solution du probléme aux limites

{ —Ad+ xpi = p(D)(V), dans 2, (2.198)

u =0, sur I
Preuve. Fixons V € X et notons
V' =(0,,V;), J@t)=dét(I+tV’'), M@t)=I+tV' )"

Soit I un intervalle autour de l'origine pour lequel M (t) est bien définie et
J(t) > 0 pour tout t € I.
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Nous nous donnons Fy € H?(12) telle que Fo|p = f, 1 € D(R™) vérifiant
1 = 1 dans un voisinage de I" et supp(¢)) C R™\ (.

Nous posons, pour simplifier les notations u; = w(Dyy). Si F = 9 Fy,
v =u; — F et G = —AF. Il est alors aisé de montrer que v; est la solution
du probleme aux limites

—Av+ xp,yv =G, dans (2,
v =0, sur .

Donc v; est I'unique solution du probléeme variationnel

/ Vg - Vwdy —I—/ XD,y Vrwdy :/ Guwdy, w € H} ().
Q Q Q

Le changement de variable y = (I + tV)z permet de déduire que v(t) =
ve o (I +tV) est la solution du probleéme variationnel

/M H)Vo(t) - M (t)VwJ (t)dx +/ XDy V() wJ (t)dz
2
:/ G(twJ(t)dx w € Hy($2),
o

ou G(t) =Go (I+tV).
En s’inspirant de la preuve du Théoreme 2.72, nous montrons que ’appli-

cation t — v(t) € H}(£2) est dérivable en t = 0, et

, () = v(0)
o (O)V) = lim "

est la solution du probleme variationnel

/ Vo' (0)(V) - Vwdz +/ xDv'(O)(V)wdx—i—/ A(V)Vv(0) - Vwdz
0 o 0

+ / xpv(0)wdivVdr = (div(GV),w), w € Hi(£2),
2

avec
AV)=V'+ (V) —divV.
Par suite,
— Av'(0) + xpv'(0) — div(AVw(0)) + xpo(0)divV
= div(GV) dans H™(92). (2.199)
D’autre part, il n’est pas difficile de voir que dans H~*(2),
— div(AVv(0)) + xpv(0)divV = —xpVu(0) - V —v(0)Vxp - V

+ div(GV) + A(Vwv(0) - V). (2.200)

(2.199) et (2.200) impliquent
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— A@W'(0) — Vo(0) - V) + xp(v'(0) — Vo(0) - V)
=v(0)Vxp -V dans H (). (2.201)

Mais,
WO)Vxp - Viw)g-1(0),m1(2) = —/ xpdiv(v(0)wV)dx = —/ div(v(0)wV)dx
Q D
= —/ v(0)w(V - v)do, w e HL ().
aD

Cest-a-dire v(0)Vxp -V = p(D)(V). Si0(D)(V) = v'(0)(V)—Vu(0)-V, nous
déduisons de (2.201) que 0(D)(V') satisfait
—A0(D)(V) + xp0(0)(V) = u(D)(V) dans H~(£2)
et comme V est nul dans un voisinage de I, o(D)(V) € H}(£2).
Nous posons

) . ugo (I +tV)—u(0)
WD)(V) = lim t

— Vu(0) - V.

Par le Lemme 2.73, nous savons que

limFO(I—i-tV)—F

t—0

~VF -V =0dans H (1),
et puisque u; = v¢ + F, nous concluons que «(D)(V) = o(D)(V). En d’autres
termes, 4(D)(V) est la solution de (2.198).

Maintenant, comme Au; = 0 dans w = 2\ {2y, pour tout t € I, w(D)(V)
existe aussi dans Ha(w). Or uy = up o (I +tV) et Vuy - V =0 dans w. D’ou,
I’application

tel —u € Ha(w)

est dérivable en t = 0 et sa dérivée en ce point est égale & i(D)(V)),. Ceci et
la continuité de 'opérateur de trace

w € Ha(w) — dyw), € Hfé('y)

(voir le Théoreéme 1.20) nous montrent que ¢ a une dérivée directionnelle
¢'(D)(V), dans la direction V, en 0 et 6'(0)(V) = d,u(D)(V)),.

Pour terminer la preuve, il nous reste a vérifier que ’application
Vey —@0)(V)eH 2(v)

définit un opérateur borné.

Nous utilisons d’abord le fait que A4(D)(V) = 0 dans w, V € X, pour
avoir
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16Oy, = 10DVl -3 ) < DY

< ClaDYV)lar (o), (2.202)

H-

pour une certaine constante positive C.

D’autre part, nous déduisons de la formulation variationnelle de (2.198)
I’estimation

[a(D)Y(V) a1 (2) < Coll DYV < CLlIV - vl L (o),

ou Cy = Cp(2) et C1 = C1(£2, D) sont deux constantes positives. En particu-
lier,
[a(D)(V) (@) < CLll(V +W) - vlp=@p), W € F.
D’ou
|a(D)Y(V) 12y < Cal[V]y,

avec Co = C3(£2, D) une constante positive.

Cette inégalité, combinée avec (2.202), nous donne

16" () (V)] Cs|lVly,

1 <
H™2(y) —
pour une certaine constante C3 = C3(£2, D).
Seconde étape. Nous montrons que Ker(¢'(0)) = {0}.

Nous démontrons d’abord deux lemmes.

Lemme 2.77. Nous supposons que f est comme dans le Théoréme 2.74.
C’est-a-dire que f positive ou nulle et non constante. Alors u = ug > 0
sur 0D.

Preuve. Nous raisonnons par ’absurde. Nous supposons donc qu’il existe
xo € 0D tel que u(xg) = 0. D’apres le Théoréme 1.35 (principe du maximum
pour les solutions faibles), u est positive ou nulle. Nous pouvons donc appliquer
le Théoréme 1.36 (inégalité de Harnack). Nous obtenons

sup v < C inf wu,
B(zo) B(o)

pour au moins une boule B(zg), ot C' est une constante qui dépend de B(x).
Donc u est nulle dans B(xg) car infp,,)u = u(xe) = 0. Par suite, u est
nulle dans tout {2 par le Théoreme 1.37 (unicité du prolongement). Mais ceci
contredit le fait que f = u|p est non constante. O

Lemme 2.78. 5i 6'(0)(V) = 0 alors u(D)(V) = 0.
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Preuve. D’apres la Proposition 2.76, 6'(0)(V') = 0 signifie d,u(D)(V),
Donc e = w(D)(V) o p est telle que

L, =0.

—Au, =0, dans 2\D,
e = 0, sur I
Oytie =0, sur -,

ol nous avons utilisé le fait que p(D)(V') est a support dans 9D. Il en résulte
que @, = 0 dans 2\ D par le corollaire 1.38 (unicité du prolongement). Comme
u(V') € Hg(£2), nous concluons que @; = u(V)|p est la solution du probleme
aux limites

{ —Au; +14; =0, dans D,

u; =0, sur 0D. (2.203)

Il s’ensuit que @; = 0 dans D par l'unicité de la solution de (2.203) et donc
(V) = 0 dans 2. Par conséquence p(D)(V) = 0. 0

Pour compléter la preuve de Ker(6(0)) = {0}, nous affirmons que 6’(0)(V)
#0s1V ¢ F. Car sinon 6'(0)(V) = 0 entrainerait u(D)(V) = 0 par le Lemme
2.78, ou de maniere équivalente que (V- v)u = 0 sur dD. Or u(0) > 0 sur 9D
par le Lemme 2.77. Donc V - v = 0 sur dD. Mais ceci est en contradiction
avec le fait que V ¢ F.

La preuve du Théoreme 2.74 est donc complete. (]

Le résultat de ce paragraphe provient de M. Choulli [Ch2]. Signalons qu’il
n’existe que tres peu de résultats d’unicité concernant le probleme que nous
avons étudié ici. A notre connaissance, les seuls résultats sont ceux démontré
dans le Probleme 1 pour un D de géométrie quelconque, et ceux de K. Sungw-
han [Sung], K. Sungwhan et M. Yamamoto [SuY] pour des D ayant une
géométrie particuliere.

2.5.2 Un probléme de conductivité inverse

Comme ci-dessus, D est un sous-domaine de {2 tel que D C (2. Nous
considérons le probleme aux limites

{div((l +xp)Vu) =0, dans {2,

u=f, sur I (2.204)

Rappelons ici que xp désigne la fonction caractéristique de D.

Le probleme de conductivité inverse consiste a déterminer D a partir des
mesures
ou=g,sury CI.

Ce probleme d’identification modélise par exemple la détection d’'un objet,
ayant une conductivité différente du milieu qui I’entoure, & partir de mesures
frontieres.
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Dans ce sous-paragraphe nous supposons que {2 et D sont de classe C%©
pour un certain o, 0 < a < 1, et que f € C?>%(I'). Sous ces hypotheses,
nous savons par le Théoreme 1.30 que (2.204) admet une unique solution
u € HY(2)NC?>*(D)NC**(2\D).

Soit 2 un ouvert de R™ tel que £2 C £2. Nous fixons V € C*P tel que
supp(V) C 2 et nous choisissons I un intervalle autour de lorigine pour
lequel Dy = (I +tV)D C {2, pour tout ¢t € I, pour un certain ouvert (2,
2y C £2. Nous notons alors u; la solution de (2.204) quand nous remplagons
D par D;. Pour simplifier les notations, nous posons u = ug.

Nous démontrons dans ce sous-paragraphe le

Théoreme 2.79. Soit v une partie fermée de I' d’intérieur non vide. Nous
supposons

a) [ est non constante,

b) Xy et X_ sont non vides, avec
Y+ ={x€0D; £V (x)-v(z) > 0},
c) il existe § un ouvert de X tel que dist(§, X4\ U X_) > 0.
Alors il existe deux constantes positives € et C' (dépendant de V') telles que

10vur — Byu) |l > Clt], Jt] <e.

H™3(y)
En particulier,

1(Ous — auu)wHH_%w) > C|Dyy AD|, |t| <.

Avant de donner la preuve de ce théoreéme, nous montrons d’abord des
résultats préliminaires. Nous commencons par le

Théoréme 2.80. Soit v une partie fermée de I' d’intérieur non vide. L’ap-
plication )
Oy :tel — dyuyy € H 2(7)

est alors dérivable en t = 0 et ®,(0) = 0,0, ot & € H(£2) est lunique
solution du probleme de transmission

Aty =0, dans D,

At =0, dans Q\D,

U — e = (V- v)0yuy, sur 0D, (2.205)
20,1; — Optte = (V- v)Aru; + Vou; - Vo (V- v), surdD,

ue = 0, sur I

! Noter que nous pouvons aussi considérer v comme partie de X_.
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Preuve. Nous donnons la démonstration en trois étapes. Nous rappelons les
notations

V' =(0,,V;), J(t)=det(I+tV'), M(t)=I+tV)""

Réduisant I si nécessaire, nous pouvons toujours supposer que M (t) est bien
définie et que J(t) > 0 pour tout t € I.

Premiére étape. Soient Fy € C%%(12) telle que Foir = f et 6 € D(R")
vérifiant = 1 dans un voisinage de I" et supp() C R™\ (2. Nous posons

F=0Fy, vy =u; — Fet g=—AF.
Alors il est aisé de vérifier que vy est la solution du probléeme aux limites

div((1 + xp,)Vv) = g, dans £2,
v =0, sur I

Lemme 2.81. Soit v(t) = v, o (I +tV). Alors

g V) = 0(0)
t—0 t

existe dans H} () et c’est l'unique solution du probléme variationnel
/(1+XD)V1/~Vw:<dz’v((1+XD)AVv+div(gV),w)Hfl(QLHé(Q), weH&(Q),
Q

ot v=10v(0) et
A=V + (V) —div(V).

Preuve. Clairement, v; est la solution du probleme variationnel

/ (14 xp,)Vue - Vwdy = / gwdy, w € HY ().
o Q

Nous faisons le changement de variable y = (I + tV)x pour aboutir &

/(1+XD)M(t)Vv(t) M) VwJ(t) :/ g(twJ(t), w € HE (),
2 2

ou g(t) = go (I +tV). En procédant comme pour le laplacien, nous pou-

JART v(t)—v
vons montrer que v’ = lim;_o "

solution du probleme variationnel

existe dans H{(£2) et que c’est I'unique

/(1+XD)V1/'Vw: (div((1+xp)AVu+div(gV), w) g-1(0), 1 (2), WE H(9).
2

O
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Si o =v" — Vv -V, nous utilisons
—div((1 +xp)Vv') = div((1 4+ xp)AVv) 4 div(gV), dans D'(£2),
pour conclure que v vérifie

Av; =0, dans D,
Ade =0, dans 2\D, (2.206)
Ve =0, surl.

Ici et dans ce qui suit, si w est une fonction définie sur {2 alors w; = w)p
et we = Wi\ p-

Seconde étape. Nous établissons les conditions de transmission satisfaites
par v.

Lemme 2.82.
0; — e = (V - v)0yv;, dans D. (2.207)

20,0; — Oy = (V - v)Arv; + Vv - Vo (V - ), dans D. (2.208)

Preuve de (2.207). Soit ¢ € H?(12) telle que Ylap = v; and Yjpo = 0. En
notant que v; = v, sur dD, nous montrons sans peine que w; = v; — ¥ et
We = Ve — 1 sont les solutions respectives des problemes aux limites

{ —Aw; = f;, dans D,

w; =0, sur 0D,
et
{ —Aw, = fe, dans 2\D,
w; =0, sur O(2\D),
avec

fi=g+Aw, fo=g+ M.

D’apres le Théoreme 2.72, nous concluons que w; et w, sont les solutions
respectives des problemes aux limites

—Aw; =0, dans D,
w; = —(V - v)0,w;, sur dD,
et
— A, =0, dans 2\D,
we = —(V - v)0,we, sur 0D,
we = 0, sur [

Or 1/) = 0 par le Lemme 2.73. Ceci, le fait que 20,v; = 9d, v sur 9D et les
conditions aux limites vérifiées par w; et w,. entrainent alors (2.207). 0
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Preuve de (2.208). Nous nous donnons p € H?({2) vérifiant
Ouplap = 20,vijap = yvejap €t pir = 0.
Si )
h; = 2(
alors un calcul simple nous montre que y; = v; — 4 et ye = v, — p sont les
solutions respectives des problemes aux limites

g+ Ap) et he =g+ Ap,

—Ay; = h;, dans D,
Oyy; =0, surdD,

et

—Aye = he, dans Q\D,
Oyye =0, surdD,
Ye =0, sur I

Il résulte du Théoreme 2.72 que y; et y. vérifient

—Ay; =0, dans D,
Ot = —(V - 1)0%y; + Vryi - V-(V - v), surdD,
et
—Aye =0, dans 2\ D,
auye = _(V : V)aszye + Viye - V-,—(V . V), sur 9D,
Ye =0, sur I'.

Comme p = 0 (par le Lemme 2.73), nous déduisons des conditions aux limites
pour y; et y. que
20,0; — 0,0, = —2(V - 1)0%v; + (V- 1)0% v, + 2V,v; - V(V - V)

v

— V0o - Vo (V- v), sur 0D. (2.209)

Mais
2832% = Av; — Ayvy — Hoyvy = —§ — Arv; — HO,v;, sur 0D,
8321}6 =—g— Ave — HOyve, sur 0D,
Arv; = Arve, sur 0D, (2.210)
Vv, = Vive, sur 0D.
(2.208) découle alors d’une combinaison de (2.209) et (2.210). O

Troisieme étape. De (2.206) et du lemme précédent nous déduisons que ©
est la solution du probleme de transmission
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Av; =0, dans D,
Av, =0, dans 2\ D,
0 — Ve = (V- v)0yv;, sur 0D,
20,0; — 0. = (V - v)Arv; + Vv, - Vo (V- v), sur 9D,

Ve = 0, sur I'.

Comme u = v + F, supp(F) C R"\ et F = 0, @ est solution du probleme
de transmission

Ad; =0, dans D,
A, =0, dans £2\D,
U — Ue = dpui(V - v), sur 0D,
20,1; — Optie = (V- v)Aru; + Vou; - Vo (V- v), sur 0D,

ue =0, sur I

Lemme 2.83. Soit &y comme dans le Théoréeme 2.80. Alors

lim Dy (t) — v (0)

. _1
lim ; = O dans H™ 2(7).

N . I . +)—
Preuve. D’apres ce qui précede, nous savons déja que lim;_.g u( 1 v

u(t)—u
t

existe
dans H(£2) et que @ = lim; .o — Vu -V est la solution du probleme
de transmission (2.205). Mais dans 2\§29, V = 0 et u(t) = wu. Don
limg_o “;" = 4 dans H'(2\f). Or Auy = 0 dans 2\(2. Par suite,

limg_o “7" = 4 dans Ha(§2\(2). Le résultat s’ensuit alors en utilisant la

t
continuité de 'opérateur de trace w € Ha($2\2) — O, w), € H~2(v) (voir
le Théoreme 1.20). O

Nous venons donc d’achever la démonstration du Théoréme 2.80. O

Nous montrons maintenant le

Lemme 2.84. ¢{,(0) = 0 implique
/ (V- v)Vu, - Vw = 0, pour tout w € H?(D) telle que Aw = 0 dans D.
oD

Preuve. Si &1,(0) = 0y tc|y = 0 alors i, = 0 dans 2\ D par le Corollaire 1.38
(unicité du prolongement). Mais 1 est la solution du probleme de transmission
(2.205). Donc u; est solution du probleme surdéterminé

At; =0, dans D,
i, = (V- v)0yu,, sur 0D,
20,u; = (V- v)Aru; + Viou, - Vo (V- v), sur 9D.

Soit w € H?(D) telle que Aw = 0 dans D. Une application de la formule de
Green nous donne
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0 :/ Aw;dz :/ (V- 1)0,wd,u;do
D aD

- ; / (V- v)Aruido + V. (V -v) - VouJwdo (2.211)
oD

Or d’apres la formule d’intégration par parties du Théoreme 1.24, nous avons

/ (V- v)wArudo = — Veu; - Vo(w(V - v))do.
oD aD

D'oi,

/ (V- v)wAru;do + / wV,u; - Vo (V- v)do = / (V- v)0,wd,u,do.
oD oD

aD
(2.212)
Vu (2.211) et (2.212), nous obtenons
1
/ (V- v)0,wdyu;do + / (V- v)V,wV,udo = 0.
oD 2 Jop
Le résultat s’ensuit en utilisant 20,u; = 0, ue et Viu; = V,u, sur 0D. O

Preuve du Théoréme 2.79. D’apres le théoréme des accroissements finis, il
suffit de démontrer que @7, (0) ne s’annule pas. Nous raisonnons par I'absurde.
Nous supposons alors que @4, (0) = 0. Dans la preuve du lemme précédent nous
avons vu que ceci entraine i, = 0 dans 2\ D et que 4; est solution du probleme
surdéterminé

At =0, dans D,
u; = (V- v)dyuy, sur 0D,
20,u; = (V- v)Aru; + Vou, - Vo (V- v), sur 9D.

D’autre part, de ’hypothese ¢) nous déduisons que Xy = {x € 9D; V (z)-v(x)
= 0} est d’intérieur non vide. Comme u; = 9,1; = 0 sur Xy, u; = 0 dans D
par le Corollaire 1.38 (unicité du prolongement). Par suite,

Optie = 20,u; = 0 sur 0D\ Xy.

Nous utilisons encore une fois ’hypothese c¢) pour conclure qu’il existe O un
ouvert borné de R" tel que

dCOetON(X\OUX_)=0.

Soit ¢ € D(R™) telle que supp(¢) C O et ¢ = 1 dans un voisinage de J. Soit
w € C?%(D) la solution du probleme aux limites

Aw =0, dans D,
W = Pue, sur dD.

Une application du lemme 2.84 nous donne
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o:/ (V~v)vfw-VTuedaJr/IV-vIIVTueIQdU-
OD\6 5

/ (V-v)V,w - Vyuedo = / (V-v)V,w - Vyuedo =0,
OD\é (24U NS

car w = 0 sur (XL U X_)\d. D’'on
/|v ||V e Pdo = 0.
)

Cest-a-dire V,u, = 0 sur 6. Mais nous savons déja que d,u, = 0 sur 0D\ Xy.
Par conséquent, Vu, = 0 sur 6 et u. est constante sur . Donc u. est constante
dans 2\D par le Corollaire 1.38 (unicité du prolement). Or u, = f sur I et
donc f est constante. Mais ceci est en contradiction avec 'hypothese a). O

Nous avons utilisé M. Choulli [Ch3] pour préparer ce sous-paragraphe. Le
Théoreme 2.79 généralise les résultas antérieurs de H. Bellout et A. Friedman
[BF], A. Friedman et B. Gustafsson [FG|. Pour le cas parabolique, voir H.
Bellout [Bel].
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2.6 Détection de fissures

2.6.1 Applications quasi-conformes, fonctions courant et points
critiques géométriques

Soient 2 un domaine du plan et f : 2 — f(£2) un difféomorphisme. Pour
z = x + 1y, s'il n’y a pas de confusion, nous identifierons f(z) et f(z,y). Il
n’est pas difficile de vérifier que J;(2), le jacobien de f en zy, est donné par

Jr(2) = 0. f(2)]* = 0. f(2)]?, 2z € Q.

Comme J¢(z) ne s’annule jamais sur {2, nous pouvons définir la distorsion

de f en z par
_ 0= f ()P +10: (=)

0 f ()2 = 10:f(2)]*
Nous définissons aussi la dilatation complexe de f en z comme suit

0= 55y

Dy(2)

Nous avons alors la relation

. L [pg
1— |pg]

Nous dirons que f est quasi-conforme si Dy est bornée sur 2. f est dite
k-quasi-conforme si Dy < k.

Clairement, f est 1-quasi-confome si et seulement si elle est conforme.

Il est possible d’étendre la notion d’application quasi-conforme. Nous di-
rons que f : 2 — (2 un homémorphisme qui préserve l'orientation est k-
quasi-conforme si f € H} (2) et si Dy < k p.p. sur {2.

Notons qu'une application f € H} (£2) qui satisfait & Dy < k p.p. sur {2
est dite k-quasi-réguliere.

Nous supposons maintenant que {2 est borné et simplement connexe. Soit
A = (a;j) une matrice 2 x 2 symétrique, a coefficients dans L>°(2) vérifiant,
pour un certain A € (0, 1],

NEP < Y ai&gg < TUEP EERM z € (2.213)

1<4,5j<2
Nous considérons I’équation
div(AVu) =0, dans £2. (2.214)

Soit u € H'(£2) une solution de (2.214) et posons
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w = —(a120;u + a220yu)dx + (@110,u + a120,yu)dy.

Nous vérifions aisément que w est une forme différentielle exacte. D’ou, il
existe v € H(2) telle que dv = w. La fonction v s’appelle la fonction courant
associée a u, et la relation dv = w se met sous la forme

Vv = ((1) _01> AVu, p.p. dans 2. (2.215)

Notons que v est unique & une constante additive pres et que ¢’est une solution
faible de I’équation
div(BVwv) = 0, dans {2, (2.216)
ot B = (détA)~ 1AL
Soit f = u + dv. Alors I’équation (2.215) devient

O,f = uo,f +vo.f, p.p- sur £2, (2.217)

avec
Ay — ayy — 2iage 1 —ajyag + afy

= et v = .
2 2
ai1a22 +air +ase —ajy +1 a11a22 + a1 +a —aj, +1

Apres un calcul fastidieux mais élémentaire, nous arrivons & montrer
lul + v <k <1, (2.218)
ou k est une constante qui ne dépend que de .
Nous résumons ceci dans la proposition suivante

Proposition 2.85. (i) Soit u € H'(2) une solution de (2.214). Alors il
existe, a une constante additive prés, une unique fonction v € H'(£2) so-
lution de (2.216). De plus f = u + iv est solution de (2.217), ot p et v sont
deuz fonctions mesurables et bornées qui vérifient (2.218).

(ii) D’autre part, si f = u+iv, f € H*(£2) vérifie (2.217) avec u et v sa-
tisfaisant (2.218), alors il existe une matrice, 2 X 2, A telle que u est une
solution variationnelle de div(AVu) = 0 dans 2 et A vérifie (2.213), ot A
dépend uniquement de k.

Dans (ii), la matrice A est explicitement donnée par

I}*Mj*\ﬂz 12%(1;*/1) ,
A= ('_gg(VJrflj) 11;'2_'5}2> : (2.219)
[1+v2=[ul> [14v[>—|ul?

Notons que si u est une fonction harmonique (c-a-d A = I), v n’est rien
d’autre que la conjuguée harmonique de u. Dans ce cas = v = 0 et, par suite,
0,f = 0 dans 2, par (2.215). En d’autres termes, f vérifie les conditions de
Cauchy dans 2. Elle est donc holomorphe dans 2. Dans le cas général, nous
vérifions sans peine que, grace a (2.217), f est quasi-réguliere. Un théoréme
de représentation de L. Bers et L. Nirenberg [BN] nous dit alors que, modulo
un changement de variable quasi-conforme, f est holomorphe :
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Théoreme 2.86. Soit D un sous domaine simplement connexe de la boule
unité B. Si f € HY () vérifie (2.217) avec p et v satisfaisant (2.218). Alors
il existe x : B — B une application quasi-conforme et F holomorphe sur x (D)
telles que

f=Fox.

L sont holderiennes :

De plus, x et x~

Ix(@) = x@) [x (@) = x" @) < Cla —y|%, @,y € B, (2.220)
ot C et a, 0 < a < 1, sont deux constantes qui ne dépendent que de k.

Le dernier théoreme permet définir la notion de point critique géométrique.
Un point z € {2 est un point critique géométrique de u si x(z) est un point
critique (au sens usuel) de h = RF. Si z est un point critique géométrique de
u, nous définissons l'indice géométrique de Vu par

I
I, V) = Com }E’% 9Br(x(2)) Vi)

ou arg(Vh) désigne I'angle entre le vecteur VA et une direction fixée.

Pour le probleme de détection de fissures, nous aurons besoin d’un résultat
d’existence d’une fonction courant dans le domaine 2\ o, ol o est une courbe
simple lipschitzienne. Notons que {2\ o n’est plus simplement connexe. Il est
doublement connexe. Nous considérons le probleme aux limites

div(AVu) =0, dans 2\ o,
AVu-v =0, de chaque coté de o, (2.221)
AVu-v =1, surl.

Théoréme 2.87. Soit u € H(2) une solution de (2.221) avec ¢ € L*(I),
fF wdax = 0. Alors il existe, a une constante additive prés, une unique fonction
courant v € HY(£2) associée a u. De plus v est une solution variationnelle du
probléme aux limites

div(BVv) =0, dans 2\ o,
v = constante, suro,
v="1, sur I,
J-BVv-v =0,

(2.222)

avec B = (détA)~L At et W est une primitive de 1, considérée comme fonction
de l’abscisse curviligne.

Le reste de ce paragraphe est dédié a des estimations pour la solution de
(2.217) et (2.218). Dans ce qui suit, {2 redevient un ouvert borné de R™. A
cette fin nous introduisons une notion généralisant celle des fonctions sur-
harmonique. A étant comme ci-dessus, nous notons L 4 opérateur

Lau = —div(AVu).
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Définition 2.88. Une fonction u : 2 — R U {400} est dite L z-sur-harmon-
ique st

(i) u est semi-continue inférieurement,

(ii) u # +oo dans toute composante conneze de {2,

(iii) pour tout ouvert D, D C (2, et toute v € C*(D) telle que Lav = 0 au
sens variationnel, si uw > v sur 0D alors u > v dans D.

u sera dite L p-sous-harmonique dans 2 si —u L ao-sur-harmonique dans §2.

Si E est une partie de I, nous désignons par Ug I'ensemble de toute les
fonctions u, L 4-sur-harmonique dans (2, telles que u > 0 et liminf, ., u(z) >
x£(y), ol xg est la fonction caractéristique de E.

Définition 2.89. Nous définissons la mesure L o-harmonique de E par rap-
port a {2 comme étant la solution de Perron supérieure par rapport 4 Xg,
c’est-a-dire

w(z) =w(z,D, La;z) =inf{u(z);u € Ug}, z € (2.

Lemme 2.90. Soit f € H'() vérifiant (2.217) avec p et v satisfaisant
(2.218). Alors il existe une matrice, 2 x 2, A a coefficients dans L>(£2) qui
vérifient (2.213), avec X dépendant uniquement de k, telle que ¢ =log|f| est
L z-sur-harmonique.

Preuve. En un point z € 2 ou f(z) # 0, nous pouvons définir, dans un voisi-
nage de z, ¥ = log f, ou log est une détermination quelconque du logarithme.
Dans ce voisinage ¢ vérifie ’équation

az"/} = /iazi/J + Ijaz"/}»

ou v = 1/§ et donc |p| + |7| < k < 1. Soit A la matrice donnée par (2.219)
avec U a la place de v. D’apres la Proposition 2.85, ¢ = In|f| = Rlog f vérifie

localement ~
div(AV¢) =0, (2.223)

au sens variationnel.

Notons que nous pouvons définir ¢ = In|f| globalement comme une fonction
de H} (), ot 2 = {z € 2; f(z) # 0}. A Taide d’une partition de I'unité,
nous pouvons aisément démontrer que ¢ vérifie, au sens variationnel, (2.223)
dans 0.

Nous savons que {z € 2; f(z) = 0} est constitué de points isolés et ¢(z)
converge vers —oo quand z tend vers un élément de cet ensemble. En utilisant
ce fait et le principe du maximum, nous arrivons & montrer de maniere assez

simple que ¢ est L z-sur-harmonique. O

Théoréme 2.91. Soient E une partie de 2 et f € H' () une solution de
(2.217), avec v et p vérifiant (2.216). Si M = sup | f| et, pour € > 0,
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limsup |f(z)| <€, y € E, (2.224)
T—y
alors
If(2)] < M@ 2 e 0 (2.225)

ot w=w(E,§2,L3) est la mesure L ;-harmonique de E par rapport a §2 et A
est comme dans le Lemme 2.90.

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons 0 < ¢ < M. D’apres le
dernier lemme, ¢ = In|f| est L ;-sur-harmonique. D’autre part, il n’est difficile

de voir que ¢ = 1I(f:I11nA14v1 est dans ’ensemble Ug. D'ott w(z) < ¢(z) et, par
suite,

d(2) < (Ine)w(z) +InM(1 —w(z)), z € 12,
ce qui entraine le résultat recherché. O

2.6.2 Stabilité de la détermination d’une fissure réguliere

Nous introduisons d’abord les hypotheses dont nous aurons besoin pour
énoncer le résultat de stabilité que nous nous proposons de démontrer dans
ce sous-paragraphe.

(H1) {2 est un domaine borné, de frontiere I, simplement connexe tel qu’il
existe trois constantes L, § et M pour lesquelles : (i) pour tout z € I', I'N
B(z,0) est un graphe lipschitzien de norme M ; (ii) |I'| < L.

(H2) Une fissure o dans {2 sera une courbe simple telle que : (i) la longueur de
o est inférieure ou égale a L ; (ii) dist(c, I") > §; (iii) Si Vi et V5 sont les deux
extrémités de o, alors, pour ¢ = 1,2, c N B(V;,0) est un demi-graphe Lipschitz
de norme M ; en outre pour tout z € o \ [B(Vi, ) UB(Va, 5)], o N B(z, 5) est

un graphe lipschitzien de norme M. Les constantes L, § et M sont les mémes
qu’en (H1).

Nous décomposons I en trois arcs simples vy, 71 et 72, dont les inter-
sections, deux a deux, des intérieurs sont vides. Soit N > 0 et fixons trois
fonctions 79, 71 et e dans L2(I") telles que pour j = 0, 1,2,

n; =0, supp(n;) C v;, / n; =1, Injlleecry < N.
I

Nous posons
Y1 =10 =M1, P2 =10 — N2 (2.226)

Nous avons donc

/wj =0, |l < 2N, j=1,2. (2.227)
r
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Pour j = 1,2, ¥; désignera la primitive de 1; par rapport a la variable cur-
viligne (I" est orientée dans le sens direct). Bien entendu, ¥; et Wy ne sont
définies qu’a une constante additive pres.

Désignons par dr la distance sur I'. En utilisant (H1), nous montrons
aisément qu’il existe My = M1 (L, 6, M) telle que, pour zg, z1 € I,

dr(z0,21) < Mi|z0 — 21,
I en résulte que ¥;, j = 1,2, vérifie

W, (20) — ¥;(21)] < 2Ndp(z0,21)* < Ny|z0 — 212, (2.228)

1
pour 2o, 21 € I', ou Ny = 2NM?.

Soit A = (a;;) une matrice 2 x 2 symétrique, a coefficients dans L°°((2)
vérifiant, pour un certain A € (0, 1],

NEP < Y ai&gg < THEP, EERY z € 2.

1<ij<2

Pour i = 1,2, nous notons u; € H'(2\ o) (resp. u; € H(£2\ ¢’)) la solution
variationnelle du probléeme aux limites

div(AVu) =0, dans 2\ o,
AVu-v =0, de chaque coté de o, (2.229)
AVu-v =1, surl)

quand ¥ = 1); (resp. et o = ¢’), 1; donnée par (2.226).
Rappelons que la distance de Hausdorff entre o et ¢’ est donnée par

dpy(o,0") = max{sup dist(z, o), sup dist(z, ") }.

xeo’ TEOT

Nous énoncgons maintenant le résultat que nous démontrons dans ce sous-
paragraphe.

Théoreme 2.92. Soit X C I' un arc simple de longueur au moins égale a d.
Sous les hypothéses (H1) et (H2), sie > 0 est tel que

/
— w7 s < .
max flu; — willzo(z) <€ (2.230)

alors
di(o,0") < w(e), (2.231)

ot w(e) est une fonction positive sur (0,+00) vérifiant
1

wle) < K(In|lne)) ™™, 0<e< .

e

Ici K et « sont deux contantes positives dépendant uniquement des données.
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Dans le reste de ce paragraphe, les notations et les hypotheses sont celles
du dernier théoréme. Soient a et b deux réels tels que a?+b? = 1. Nous posons

uw = auj + bus, v=avy + bug, (2.232)

P =ap1 + by, V¥ =a¥ + b¥s. (2.233)

Nous vérifions sans peine que u est la solution faible de (2.229) et que v
est sa fonction courant. De la méme maniere, en remplacant o par ¢’, nous
définissons u’ et v’.

Notons qu’il est plausible de s’attendre a ce que v soit continue a travers
o, grace au fait que v vérifie une condition de Cauchy sur o. Par contre, u n’a
aucune raison d’étre continue & travers . Afin de distinguer les limites de part
et d’autre de o, nous considérons o comme une courbe fermée dégénérée : soit
¢ la courbe abstraite simple obtenue en recollant deux a deux les extremiés
de deux copies de o. Notons 2 la sous-variété compact obtenue par un recol-
lement “approprié” de 2\ o et 62 et d la distance géodésique® sur 0.

Dans ce qui suit C désigne une constante ou une fonction générique qui
ne dépend que des données.

Un résultat important dans la preuve du Théoreme 2.92 est donné par la

Proposition 2.93. Soient u, v données par (2.232), (2.233) et f = u + iv.
Alors

a) v est holderienne :
[v(21) —v(22)| < Clz1 — 22|, 21,22 € 2. (2.234)
b) u vérifie Uestimation
lu(z1) — u(z)| < Cd(z1,2)?, 21,20 € Q2. (2.235)
¢) [ est quasi-conforme sur 2\ o.
Nous utilisons le (dont la preuve est donnée dans [Ro2])

Lemme 2.94. Sous les hypothéses et les notations de la Proposition 2.93,
nous avons la représentation

f=Fox, (2.236)

ot x : 2\ o0 — D est une application quasi-conforme satisfaisant

2 2 étant des deux cotés de o, les points de & sont identifiés aux limites de suites
d’un coté de 2 qui convergent vers un point de o, & I'exception des extrémités.
Ce procédé permet donc de compactifier 2\ o.

3 (est-a-dire, J(m,y) est 'infimum des longueurs de tous les chemins dans 9] joi-
gnant x a y.
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x(z) = x(y)| < Cd(w,9))*, 2.y € 2\ o (2.237)

X '(@) = x| < Cle —y|*, m,y € D, (2.238)

D = B5(0) \ B1(0) et F' = U + iV est holomorphe dans D. La constante o
vérifie 0 < a < 1 et dépend seulement des données.

Preuve de la Proposition 2.93. a) Si y et F' sont comme dans le dernier
lemme V = vo x~! = SF est alors la solution variationnelle du probleme aux
limites,
AV =0, dans Bs \ B,
V = constante, sur, 0B,
V==Uox !, sur, 0By,
I5 B, VV v =0.

Les conditions aux bords dans le probleme aux limites (2.239) sont les
traces de fonctions de H'(Bs \ B1). Elles sont donc hélderiennes et par suite,
d’apres les résultats de régularité elliptique (voir par exemple D. Gilbarg et
N.S. Trudinger [GT]), V satisfait une estimation holderienne sur By \ By, avec
des constantes dépendantes uniquement des données. Ceci et (2.238) prouvent
(2.234).

(2.239)

b) Puisque U est la conjuguée de —V, une utilisation locale du théoreme
de Privaloff (voir I’énoncé ci-dessous) montre que U est holderienne dans D.
Mais u = U o x. D’ou (2.235) est une conséquence de (2.237).

Théoréme 2.95. (Privaloff) Soit h = A + iv une fonction holomorphe dans
|z| < 1. Si A est continue dans |z| <1 et vérifie

IA(21) = A(z2)| < K21 — 22|%, |21| = |22| = 1,
pour une certaine constante K, alors
|h(z1) — h(z2)| < CK|z1 — 22|, |21, |22] < 1.
Ici C' est une constante qui ne dépend que de .
Le lecteur trouvera une démonstration de ce théoreme dans [BJS].
¢) La preuve repose sur deux lemmes.

Lemme 2.96. u et v n'ont pas de points critiques géométriques dans 2\ o
et ont exactement deux points critiques géométriques distincts, d’indice 1, sur

ag.

La preuve est assez technique et fait référence a divers résultats intermédiaires.
Nous renvoyons le lecteur & A. Alessandrini et L. Rondi [AR] et ses réferences
pour de plus amples détails.

Soient m = minp ¥, M = maxrV¥ et ¢ = v|,. Notons que, d’apres le
principe du maximum, m < ¢ < M.
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Lemme 2.97. Pour tout t € (m,M), t # ¢, la ligne de niveau {z €
2\ o; v(z) =t} est composée d’une courbe simple ¢ joignant les deux com-
posantes connexes de {z € I'; ¥(t) =t}.

La ligne de niveau {z € 2\ o; v(z) = ¢} est composée de deux courbes
simples v} et 2, chacune joignant o a l'une des deux composantes conneres
{2 € I'; ¥(t) = c}. De plus les deuz extremités de v} et v* dans & sont les
deuz points critiques, distincts, de v sur o.

Preuve. v étant continue (voir Proposition 2.93 a)), un simple argument de
connexité permet de déduire que, pour tout ¢t € (m, M), les extremités de
{z€ 2\ o; v(z) =t} dans I' U & appartiennent a {z € I'; ¥(t) =t} sit # ¢,
eta{zel ¥(t)=t}Uosit=c

Soient t #£ ¢ et zg € 2\ o tel que v(zp) = t. Par le Lemme 2.96, v n’a pas
de points critiques géométriques dans {2 \ o. Par suite, d’apres le principe du
maximum, la composante connexe y; de {z € 2\ o; v(z) =t} contenant zq est
une courbe simple ayant des extrémités dans I'. De nouveau, le principe du
maximum permet de conclure que v # t en dehors de ;. Les mémes arguments
s’appliquent pour le cas t = ¢. Nous trouvons qu’il existe deux courbes simples
v} et 42 dans 2\ o, chacune joignant o & 1'une des deux composantes connexes
de {z € I'; P(t) = c}. Ces deux courbes déconnectent {2\ o et, par le principe
du maximum, elles constituent une partition de {z € 2\ o; v(z) = c}. Pour
terminer, nous notons que les extremités de {z € 2\ o; v(z) = ¢} dans & sont
exactement les deux points critiques de v sur &. O

Pour montrer ¢), il nous suffit de vérifier que f est une bijection de {2\ o
sur f(§2\ o). Nous utilisons les notations précédentes. Soient &; et & les deux
courbes simples qui forment & \ {Py, P>}, ol Py et P; sont les deux points
critiques de u sur ¢ . En utilisant le fait que w n’a pas de points critiques
géométriques dans §2 \ o, nous déduisons que u est strictement croissante le
long des courbes v} U~2UG;, i = 1,2. De méme pour ¢ € (m, M), t # ¢, u est
strictement croissante le long de ~;. Par suite, pour tout { = s+it € f(£2\0),
il existe un unique z € 2\ o tel que u(z) =t et v(z) = s. O

Nous normalisons maintenant v et v de telle sorte qu’elles aient la méme
valeur ¥ sur I'. Nous introduisons

P:02\(oUd) = C: =W +iZ =u—u +i(v—1").

Par hypothese Z est identiquement nulle et || < v/2¢ sur X. D’autre part,
de a) et b) de la Proposition 2.93, nous déduisons que @ est bornée :

|| <C, z€ 2\ (cU).

De plus Z est holderienne sur (2. Par conséquence, @ satisfait au probleme de
Cauchy

0,P = u0,P +vd,», dans 2\ (cUd’),

|| < V2, sur X,

SP =0, sur [
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ou |ul+ v <k < 1.
Proposition 2.98. Z vérifie [’estimation
|Z(2)] < nle), z € 12, (2.240)

ot n est une fonction positive, définie sur (0,4+00), qui satisfait a
1
ne) <C(ln|lne)) Ve 0<e< (2.241)
e

ou y est une constante positive qui ne dépend que des données.

Nous donnons les grandes lignes de la preuve de cette proposition un peu
plus loin.

Nous obtenons le Théoreme 2.92 comme conséquence de la derniere pro-
position et de celle que nous énongons maintenant.

Proposition 2.99. Sous les hypotheéses du Théoreme 2.92, a l'exception de
(2.230), pour un choix approprié des constantes a et b, 'estimation

/
max f[v; — vyl () <71
entraine
dg(o,0") < Cn",

avec Kk une constante positive ne dépendant que des données.

Preuve. D’apres le Lemme 2.94, nous avons
f=Fox,
ou F =U + iV est une fonction holomorphe dans D = By \ Bj.
Notons Dy = Ba_4 \ Bitd, d > 0. Nous utilisons le
Lemme 2.100. Nous avons [’estimation
|F'(2)| > C(d)|z — (1|2 — (o, pour tout z € Dy, (2.242)
ou (1 et (o sont les images par x est deuzr points critiques de u.

Preuve. F étant holderienne dans D?, |F| < C dans D. D’apres (2.228), il
existe dy assez petit pour lequel

4 En fait c’est une extension de F, encore notée F, qui est holderienne. Cette
extension est donnée par

Fz) = f(i)+2z’c, 2€Bi\ By,

c=v|e =Vl]os,-
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oscop,V > , pour tout 0 < d < d;. (2.243)

1
2v/2
Nous utilisons les intégrales de Cauchy qui expiment F’ en fonction de F et
le fait que |F'| < C dans D pour conclure

c
|F'| < 4 Powr tout z € Da. (2.244)

[F’|
lz=Callz—Ca| "
d’apres le Théoreme 1.36 (inégalité de Harnack) appliquée & M — ¢, avec
M = supp, , ¢, nous déduisons

2

Posons ¢ = In ¢ est alors harmonique dans D et donc,

sup(M — ¢) < cinf(M — ¢),
Dy Dq

ol ¢ dépend seulement de R et d. D’ou

infp > M — (M — sup ¢). (2.245)
Dy Dy

Nous avons oscygp,V < Cmaxp, |F’'| et donc

1
< Cmax |F'| < Cmaxe? < Ce™*Pa?
2V/2 Dy Dy
par (2.243). Ceci entraine alors

r%axaﬁ > C, pour tout 0 < d < dj.
d

Par suite,
M > C, pour tout 0 < d < dj. (2.246)

D’autre part, comme |z — ;| > d si z € Dg, nous déduisons de (2.244)
1
o(z) < Cln(d), z€Dget0<d<d.

Par conséquence,

1
M —supp=supop—supp < Cln( ), 0<d<d;. (2.247)
Dy Dg Dy d

Finalement, (2.245), (2.246) et (2.247) nous donnent
. S '
inf¢ > C(d)

D’ou le résultat. t

Maintenant, quitte & intervertir les roles de o et ¢/, nous pouvons toujours
supposer qu'il existe zg € o’ \ o tel que p = dist(29,0) = dg(o,0’) > 0. Par
hypothese, il existe une constante C, ne dépendant que des données, telle que
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Bgo (20) C 02 \ o,

et, pour tout r < 7 , il existe 21 € o’ tel que [z1 — 20| = 7.

1

Si oy est la constante de Holder de x~+, alors nous montrons facilement

que, pour tout w € x(B z (20)), dist(w, 0Bg) > C’lé"ll . De méme, en utilisant
0

le fait que y et x ! sont holderiennes, nous trouvons qu’il existe des constantes

Eo, E1, as et ag telles que Bgypez (20) C B,z (20) et X(Bpype2 (20)) est conte-
0

nue dans une boule B centrée en x(zp) telle que pour tout w € B, nous avons
dist(w, 631) Z Elpa3.

Soit z1 € 0/ N OBp,pe2 (20), nous avons
|f(20) = f(z1)] = [F(x0(20)) — F(xo(z1))l-
Comme |x(z0) — x(21)] > E2p®, nous avons d’apres le dernier lemme
IF(x0(20)) — F(xo(z1))] > Cop®. (2.248)
Nous choisissons a et b telles que
auy(20) + bua(z0) = auy(z1) + bus(21).

C’est-a-dire

u(z0) = u(z1). (2.249)
Par (2.248), f vérifie Pestimation
Cop™ < |f(20) = f(z1)], (2.250)

et, par (2.249), | f(z0) — f(z1)| = |v(20) — v(#1)|. Comme 2z, z1 € 0’, V'(20) =
v'(z1). Par suite,
|f(20) = f(z1)] < 21 (2.251)

D’une combinaison de (2.250) et (2.251) nous tirons

p= dH(O-a U/) < 0377§a

ce qui acheve la démonstration. O

Preuve de la Proposition 2.98. (les grandes lignes) Nous introduisons
dans un premier temps la notion de h-tube. Si zg € X, soit [ la bissectrice
d’un secteur angulaire S, de sommet zg et dont 'angle d’ouverture dépend de
M seulement. Des hypotheses faites sur I', nous déduisons que dist(z, ") >
]\;[\z — 2p|, pour tout z € [, olt M < 1 est une constante qui ne dépend que de
M.

Soit v une courbe réguliere, contenue dans 2\ (o Uo’), d’extrémité zo € o
telle que v coincide avec [ pour une longueur au moins égale a h. Donc les
points de 7 \ [ sont & une distance de I" supérieur ou égale a Mh. Pour une
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telle courbe, nous lui associons un h-tube, notée ;,, comme étant I’ensemble
des points z € 2 tels que dist(z,7v) < h.
Un point est dit h-accessible s’il appartient a la fermeture d’un h-tube
contenu dans §2\ (¢ Uo’). L’ensemble des points h-accessibles est noté Gy,.
Nous appliquons le Théoreme 2.91 pour l'intérieur des domaines v, pour
avoir, avec w = w(X N Ovn, Yh, LA),

[B(2)] < C14C)(V20)*0), 2 € v

et donc .
2() < ()", = e

Un point technique important, qui est essentiellement fondé sur I'inégalité de
Harnack, consiste & trouver une minoration de w (voir la preuve du lemme
3.7 de [All]). Plus précisément, nous obtenons : si hg > 0, il existe D, qui ne
dépend que des données et de hg, telle que pour tout 0 < h < hy,

D

1Z(2)| < co(é)exm ) 2 € Gy (2.252)

Nous allons étendre cette estimation a (2. Si (3 est la constante de Holder de
v et v’, nous posons

n(h) =+ ()P (2:259)
Notons ¢ = v, et ¢’ = v"a et fixons 0 < h < hg = i. Supposons dans un

premier temps que G, # G, olt G est la composante connexe de 2\ (o U c’)
contenant I'. Alors, il existe (d’apres le Lemme 3.6 de [All]) w € G No et
w' € G, No’ tels que |w — w'| < 2h. Nous avons

le = | = Jo(w) =o' (w')] < [v(w) = v(w’)] +|Z(w)].
Ceci et (2.252) impliquent
le — | < Cn(h). (2.254)

Soit Qp, = 2\ G. Comme v — ¢ vérifie la méme équation que v sur @y, \ o,
le principe du maximum nous donne

maxg, [v—¢| <max, |v — | + maxgg, |[v — ¢
<le— |+ maxgg, v — .

Notons que 0Q, C 9GY}, et que pour tout z € IQy, soit dist(z,0) < h, ou bien
dist(z,0’) < h (car sinon z serait un point de U'intérieur de Gj). Dans chacun
des cas, nous avons

[u(2) — €| < C(ho)h? 4 |e — |, pour tout z € IQy,.

Nous en déduisons
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qu)ax|v — | < C(ho)h” +2|c - {|.
h
De maniere similaire, nous avons aussi
meax [v' —¢| < C(ho)h® +2]c — |
h

Par conséquence
max |Z| < 2C(ho)h? + 5|c — |
h

Cette estimation et (2.254) entrainent

max |Z| < Cn(h). (2.255)
Q

Cette estimation est encore valable quand Gj, = G. En effet, si Q = 2\ G
est vide, alors (2.255) est une conséquence immédiate de (2.252). Sinon, @ est
non vide et dans ce cas 9Q est composé d’arcs dans o et ¢’. Puisque o et ¢’
sont simples, il existe au moins zg € o N o’ N Q. De la méme maniere que
nous ’avons fait plus haut avec v et v/, nous montrons

le — | < Cn(h).
De méme, comme ci-dessus, nous déduisons de cette estimation

max [v" — ¢/, max |v— /| < COn(h).
oQNo oQNa’

En utilisant le fait que v’ — ¢ (resp. v — ¢’) vérifie la méme équation que v’

(resp. v) sur Q \ o’ (resp. Q \ o), le principe du maximum et (2.255), nous

trouvons

max, |Z| < maxg |Z] + max, |Z]
< maxg |Z| 4+ max, [v" — ¢] + maxg [v — | + e — |
< Cn(h).

Pour terminer nous allons minimiser dans n(h) dans (2.255) par rapport & h.

Nous posons
2D >
ne) = ( )"
(© lnlng

Si € est assez petit, 0 < € < €1, h(€) < hg. Nous obtenons, en faisant h = h(e)
dans (2.255),

mgx|Z| < C’l[(lnlnfdig +exp(— (lnf)é)]

Or le second terme du membre de droite est d’ordre plus elevé quand ¢ — 0.
D’ou
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B
T2

mgX|Z|§C'2(lnlnf> ,

ce qui termine la preuve. O

Ce sous-paragraphe est préparé a partir de [AR]. Le lecteur trouvera une
généralisation aux cas d’'un nombre fini de fissures dans la these de L. Rondi
[Rol]. Le module de continuité, qui est de type log-log, dans le Théoreme 2.92
n’est pas optimal dans le cas d’une fissure qui a une régularité meilleure que
Lipschitz. L. Rondi a établi dans [Ro2] un résultat de stabilité avec un module
de continuité de type log, pour une fissure (ou un nombre fini de fissures) de
classe C12.

2.6.3 Points conductifs et points de capacité

Soit 2 un ouvert borné de R™. Comme dans [BB], pour F' C 2, nous
définissons

1 . . HY(2)
H; o 7 (£2) = {u € HY(£2); il existe ¢ > 0, Vu = 0 p.p. dans [N 2} )

ol, pour € > 0, F° = UyepBe(x).

Soit U un ouvert de 2. Nous dirons que & € QU est conductif pour U si
pour tout r > 0 et pour toute fonction ¢ € C(U)NHY, . oUnB. () (1)

g PW) —e@l _
yedU,y—a |y — LE|

Lemme 2.101. Soient K un compact de 2 tel que §2\ K est connexe. Alors
pour tout x € (2\ K), pour lequel il existe un continuum de diamétre positif
U, tel que x € U, C K, est un point conductif pour 2\ K.

Ce lemme nous dit qu’en particulier, si K est un continuum de diametre
positif alors tout point de 9(£2\ K) est conductif. Aussi, si K est un compact
ayant un nombre fini de composantes connexes, alors 2 \ K est conductif
quasi-partout en les points de sa frontiere (& I'exeption de ces points isolés).

Nous donnons l’exemple d'un point non conductif quand 2 = [-2,2] x
[—2,2]. Si

K ={0,0)0 (Ui (< [0, 1)),

n

alors (0,0) n’est pas un point conductif pour 2 \ K (voir [BB] pour une
preuve).

Rappelons que la capacité d'un ensemble E C R? est donnée par

cap(E) = inf{/ IVl + |ul?; ¢ € Ug},
RQ
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ot U est 'ensemble de toutes les fonctions ¢ € D(R?), ¢ > 1 dans un voisinge
de F.

Soit K un compact de §2. Un point x € K est un point de capacité pour
K si pour tout 7 > 0, cap(B,(z) N K) > 0.

Nous avons

Lemme 2.102. K*, ’ensemble des points de capcités d’un compact K, est
compact et cap(K \ K*) = 0.

Il existe des points conductifs qui ne sont pas contenus dans un continuum
de capacité positive. En voici un exemple : soient 2 = [—2,2] x [—2,2] et

K ={(0,0)} U (unzl ({bn} x [0, ﬂ))

o, by = 15, k2(k1+1)2' Nous pouvons démontrer (voir [BB| pour les détails)
que (0,0) est un point conductif de {2\ K qui n’est pas contenu dans un
continuum de K de capacité positive.

2.6.4 Unicité de la détermination de fissures irrégulieres
Soit £2 un ouvert borné de R2. Nous posons
LY(02) ={p € L*(2); Vo € L*(2)*}

et nous introduisons la relation d’équivalence
PR si / V(¢ — ¢)Pdx = 0.
¢

Nous définissons 1’espace de Deny-Lions LY2(2) = £12(2)/R. C'est un es-
pace de Hilbert pour le produit scalaire

(%@ZLVWVW%

Si 2 est un ouvert de frontiere lipschitzienne, L12(2) = H'(§2). Mais il
peut arriver, pour un {2 non régulier, que H'(§2) soit inclus strictement dans
LY2(02).

Pour K C {2 compact, nous considérons le probleme aux limites

Au =0, dans 2\ K,
Oyu =0, surdK, (2.256)
Oyu =1, sur I' = 912,

ou ¢ € L*(I') vérifie [, 9 = 0.
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De maniere tout a fait standard (formulation variationnelle et application
du théoreme de Lax-Milgram), il n’est difficile de démontrer que (2.257) admet
une unique solution uy x € LY2(£2\ K), qui est solution du probleme de

minlmlsal iOIl

D’apres une version un peu plus général du Théoreme 2.87 (voir [BrV] ou
[ADiV]), u,, = admet une fonction courant associée. Ceci et la

Proposition 2.103. Vu,, j<X g\ = = Vuyp gk Xo\k dans L2(02)? quand € —
0.

impliquent que uy g admet une fonction courant associée (qui est en l'oc-
currence une conjuguée harmonique), que nous notons vy, gk (une démontration
de la Proposition 2.103 est donnée dans [BB]), avec ¥ une primitive de 1,
considérée comme fonction de 'abscisse curviligne. Nous laissons au lecteur
le soin de vérifier que vy, i est solution du probleme de minimisation

min{/ Vol ¢ € Heona,x(2), o =W sur I'}.
Q

Nous énoncons maintenant le résultat principal de ce sous-paragraphe.
Nous supposons que 11 et ¥y sont comme dans le sous-paragraphe 2.6.2 :
nous décomposons I en trois arcs simples g, 71 et 2, dont les intersections,
deux a deux, des intérieurs sont vides. Fixons trois fonctions 1, 71 et 7o dans
L?(I') telles que, pour j = 0,1,2,

n; >0, supp(n;) C ;

et posons
Y1 =m0 —m, Y2 =m0 — N2

/ P; =0, j=1,2.
o2

Pour j = 1,2, ¥; désignera une primitive de 1; par rapport a la variable
curviligne (noter que ¥; et W, ne sont définies qu’a une constante additive
pres).

Nous avons donc

Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, nous posons
Ui = Uep; K ’l~l,i = uwmf(, Vi = Vy; K et 1~}i = ’Ug,i,f( = 1,2.

Théoréme 2.104. Soient K et K deuz compacts de 2 tels que O\K et O\K
sont connezes. Supposons que uy, k = Uy, g SUT I', j=1,2 et que 2\ K,

'\ K sont conductifs q.p. sur leur frontiére. Alors K = K q.p..
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Preuve. Nous raisonnons par ’absurde. Plus précisément, nous montons que

si K # K alors il existe deux réels a et 3, avec a2 + 32 = 1, tels que f=
a(uy +iv1) + Bug + ive) admet un point critique géométrique dans 2\ K.
Mais vu les hypotheses faites sur les 1;, ceci est en contradiction avec le fait
que f n’a pas de points critiques dans 2\ K°.

Soit G' la composante connexe de 2\ (K UK) telle que dG D d12. D’aprés
le Corollaine 1.38 (I'unicité du prolongement), u; = @;, j = 1,2 sur G.
Maintenant, la difficulté est de propager I'information de G & 2\ (K UK ).

Supposons que 2\ K # 2\ K, par exemple 2\ K ¢ 2\ K. Il existe alors
ze€ N\ K tel quex ¢ 2\ K, cest-a-dire z € K et 2 € 2\ K. Comme 2\ K
est connexe et I" est régulier, il existe une courbe 7 : [0,1] — 2\ K telle que
~¥(0) =, v((0,1)) C 2 et v(1) € I". Soit zg = y(to), ol

to = sup{t € [0,1]; y(t) € K}.
Clairement zy € 9K NAG. Puisque z & K, il existe B,.(xo) telle que B,.(xg)N
K =0.
Pour poursuivre la preuve, nous avons besoin du

Lemme 2.105. Pour tout § > 0, G a un point conductif sur OG N OBs(xo).

Nous donnons la preuve de ce lemme apres celle du Théoreme 2.104.

Soit z* € G N By(zp) un point conductif donné par le dernier lemme.
Quitte a faire une translation par une constante, nous pouvons supposer que
uj(zo) = v;j(wo) =0, j =1, 2. La fonction |01| + |02] appartient & Hiond’[{(ﬂ)
et est égale & |v1|+]|vz| dans £2. Cette derniere étant continue dans un voisinage
de z*, nous pouvons appliquer la propriété de conductivité de |v1| + |vz| en
x*. Il existe donc (z,) une suite de points de G qui converge vers z* et

01 ()] + |va ()]

lim =0.
n—+00 |xn — x*|
Par suite,
im0 g i (2.257)

Pour chaque n, nous choisissons o, et 3, telles que a2 + 32 =1 et
anuy(y) + Buua(zy,) = 0. (2.258)

5 La démonstration de ce fait est comme suit : on montre d’abord que f n’a pas de
points critiques sur 2\ K°. Ensuite un résultat de continuité des points critiques
(Proposition 2.6 de [AM2]) permet d’affirmer que f n’a pas de points critiques
dans 2\ K.
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FEn extrayant si nécessaire une sous-suite, nous supposons que «, et [,
convergent respectivement vers a* et §*. Posons

fn = an(ur +1v1) + By (uz + iva)

et
f=a"(ur +ivy) + 57 (uz + ivg).

De (2.257) et (2.258), nous tirons
—0,j=1,2

I1 en résulte

Frn(@n)—fn(z™)

|2n—z*|

hmnH‘Foo hmnﬂ+oo

w1 (zn)+iv1 (z*)

Ty —*|

= —lim,— 4o (@ — a™)

_ hmn—>+oo(6n - 6*)“2(3?71)"1-“)*2'(2?*) - Oa

|zp—2
ou nous avons utilisé

. o U1 (xy) + vy (z¥) . o U (xy) + dva (™)
lim (a, — — lim (8, —
nlrJIrloo(a o) |y — 2] nﬂn}rloo(ﬂ ) |y — 2]

=0

car u; + ivj, j = 1,2, est holomorphe dans un voisinage de z* (noter que
(uj +ivj)(xz0) = 0, j = 1,2). En d’autres termes, f* admet en z* un point
critique géométrique, ce qui termine la preuve. O

Preuve du Lemme 2.105. Pour € > 0, soit V. un ouvert polygonal tel que
K2 CV.CK-

Soit U, la composante connexe de V. contenant xg. Choisissons alors une suite
(€n) convergeant vers 0 telle que €,,1 < . Donc U, ,, C Uk,.

Nous considérons séparément les cas (a) diam(Uc) — 0 et (b) diam(U,) —
n > 0.

Pour le cas (a), nous avons U, C By pour n assez grand. Soit A, la
composante connexe de 2\ U, telle que I' C 9A,, et P, = 0A, \ I'. P, est
donc une courbe de Jordan polygonale qui sépare {2 en deux régions. Notons
que P, C R\ (KUK) car P, NK =0 (P, C By(z)) et P,NK =
(P, C 8U,, et d(dU.,,K) = %'). Comme P, intersecte v et que 7 est dans
G, la connexité de G implique que P, est entierement dans G. Par suite, pour
p assez petit, nous avons

G N By(wo) = (2 f() N By (o)
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et
OGN B,(x0) = 9(2\ K) N B,(xg).

Si xg est lui méme un point conductif, la preuve est terminée. Sinon, xy étant
un point de capacité pour G (voir [Bu]) et puisque ’ensemble des points de
OG qui ne sont pas conductifs est de capacité zéro par hypothese, 0GN B, (zo)
contient un point conductif (noter que, localement, G coincide avec d(2\ K)).

Pour le cas (b), puisque diam(U.) — n > 0, N,U,, = C, ou C est un
continuum tel que 2o € C' C K et diam(C) = 7. Pour 0 < p < 5, Nous avons
alors CNIB,(xg) # (. Soit de nouveau A,, la composante connexe de 2\ U,
telle que 02 C 0A,, et P, = JA, \ 012. Donc P, est une courbe de jordan

polygonale vérifiant P, N K = (). Soit z, = ~(t,), avec
t, = min{t € [0,1]; v(¢t) € P,}.

La suite (z;,) est bien définie et converge vers zg.

Comme lintérieur de P, contient le continuum C, que P, N K = 0 et
que (P, N By(z0)) N K = 0, il existe F,, une composante connexe de P,,
passant par z,, contenue dans G et qui coupe 9B,(x¢) au moins en deux
points. Au sens de la distance de Hausdorff, F,, converge vers un continuum
F qui contient xg et est contenue dans la frontiere de G. D’apres le Lemme
2.101, z¢ est un point conductif pour G. (|
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