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Komplexe Zahlen und Geometrie

Bei aller Eleganz hat die Einfithrung von homogenen Koordinaten zunéchst
einen (scheinbaren) Nachteil. Es ist nicht offensichtlich, wie sich mittels homo-
gener Koordinaten metrische Begriffe wie Abstand, Winkel, Senkrecht stehen,
Kreise etc. iibersichtlich und einfach ausdriicken lassen. Tatséichlich fithrt der
Weg von projektiver Geometrie zuriick zur Metrik nur iiber das Gebiet der
komplexen Zahlen. Hier wollen wir zunéchst die Aussagekraft komplexer Zah-
len im Bereich metrischer Bedingungen betrachten. Hieraus werden wir spater
konkrete (projektive) Kriterien zum Abpriifen metrischer Eigenschaften einer
Konfiguration herleiten.

6.1 Komplexe Zahlen

Die historischen Urspriinge komplexer Zahlen liegen eigentlich im Losen von
Polynomgleichungen. Obwohl komplexe Zahlen auch schon beim Losen qua-
dratischer Gleichungen ein niitzliches Hilfsmittel sind, traten sie historisch
erstmalig beim Losen kubischer Gleichungen auf. Dort ist ein Verstehen der
Losungsgesamtheit (auch der rein reellen Losungen) nur durch Einfiihrung
von komplexen Zahlen moglich. Diese Beobachtung wurde erstmalig von Gi-
rolamo Cardano (1501-1576) systematisch durchgefiihrt, wenngleich er nicht
der erste war, der iiber einen Losungsweg fiir kubische Gleichungen verfiigte.

Wir wollen uns die Rolle der komplexen Zahlen zunéchst am Beispiel qua-
dratischer Gleichungen verdeutlichen. Die Losungen einer quadratischen Glei-
chung 2 + px + ¢ = 0 erhilt man nach der bekannten p, g-Formel

P p?
=—"+ —q.
2Ty \/4 e
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1

‘.’
Abb. 6.1 Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte zweier Kreise ist immer reell, selbst
wenn die Punkte komplex werden.

Reelle Losungen existieren nur, wenn der Ausdruck unter der Wurzel nicht-
negativ ist. So hat z.B. die Gleichung 241 = 0 keine reelle Losung. Komplexe
Zahlen erweitern nun den Bereich der reellen Zahlen durch Hinzunahme einer
Zahl i mit der Eigenschaft i> = —1. Die Zahl i ist quasi eine formale Losung
der Gleichung 22 +1 = 0. Natiirlich hat die Zahl i keine Entsprechung auf der
reellen Zahlengeraden, da das Produkt zweier reeller Zahlen immer positiv
ist. Bis auf obige Regel erfolgt das Rechnen mit der imagindren Finheit i
genauso wie mit jeder anderen Zahl. Die Menge der komplexen Zahlen C ist
nun die Menge aller Zahlen der Form z = a + ¢b, wobei a und b beliebige
reelle Zahlen sind. Die Wurzel einer negativen Zahl —a (a > 0) ergibt sich
als /—a = +i+/a. Hierbei ist die Mehrdeutigkeit des Ausdrucks +i/a zu
beachten. Es gibt zwei Zahlen, die mit sich selbst multipliziert die Zahl —a
ergeben.

Durch Hinzunahme der imagindren Einheit sind nun alle quadratischen
Gleichungen formal 16sbar geworden. So hat z.B. die quadratische Gleichung
22 — 4z + 13 = 0 die beiden Losungen 1 = 2 + 3¢ und x2 = 2 — 3¢, wie man
durch Einsetzen leicht nachrechnen kann.

(2430)(2+3i) —4-(2+31) +13=4+12i + 92— 8 — 12 + 13 =0
(2-3i)(2—3)—4-(2—31)+13=4—12i + 92 — 8+ 12i + 13 =0

Erstaunlicherweise hat man durch Einfithrung von komplexen Zahlen noch
viel mehr gewonnen. Im Bereich der komplexen Zahlen sind Polynomglei-
chungen beliebigen Grades immer losbar. Dies ist der berithmte “Fundamen-
talsatz der Algebra”. Der letztlich die iiberraschende Tatsache belegt, dass
nur durch Erweiterung der Reellen Zahlen R um die Losung einer einzigen
Gleichung 2 = —1 und Hinzuziehen der iiblichen Rechenregeln bereits alle
Polynomgleichungen 16sbar werden.

Aus der Tatsache, dass komplexe Zahlen beliebige Polynomgleichungen
zu losen vermogen, ergibt sich eine interessante Konsequenz fiir die Schnitt-
verhéltnisse in der Geometrie. Wir wollen uns dies am Beispiel von Kreisen
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verdeutlichen. In den vorangegangenen Kapiteln haben wir unsere Geome-
trie derart erweitert, dass zwei beliebige verschiedene Geraden immer einen
gemeinsamen Schnitt haben. Fiir Kegelschnitte (und insbesondere schon fiir
Kreise) ist dies zuniichst nicht notwendigerweise der Fall. Es ist einfach sich
zwel Kreise vorzustellen, die keinen gemeinsamen Schnitt haben. An dieser
Stelle kommen nun die komplexen Zahlen zur Hilfe. Sie helfen auch diese
Situation in unsere Betrachtungen mit einzubeziehen.

Das Auffinden der Schnitte zweier Kreise ist nichts anderes als das Losen
einer quadratischen Gleichung. Dies kann man folgendermaflen einsehen: Wir
betrachten im R? eine Kreisgleichung. Diese hat die Form

(@ —mg)® + (y — my)* =17

oder ausmultipliziert und ein wenig umsortiert
22+ 9% +ax +by+c=0.

Wir kénnen einen Kreis durch Angabe der Parameter (a,b,c)” charakterisie-
ren. Angenommen wir haben zwei Kreise mit Parametern (ay,b1,c;)? und
(a2, ba,c2)T, die wir miteinander schneiden méchten. Ziehen wir die beiden
zugehorigen Gleichungen voneinander ab, so heben sich die quadratischen
Terme weg und wir erhalten die Geradengleichung.

(a1 —ag)x + (b1 —b2)y + (c1 — c2) = 0.

Die Schnittpunkte der beiden Kreise miissen also auch auf dieser Geraden
liegen. Sie hat die homogene! Koordinate (a3 —as, by —ba, c1 —c2)?. Schneiden
dieser Geraden mit einem der beiden Kreise liefert die gesuchten Schnittpunk-
te. Scheiden einer Geraden mit einem Kreis entspricht aber dem Losen einer
quadratischen Gleichung und ist somit {iber den komplexen Zahlen immer
durchfiihrbar.

Unter Einbeziehung komplexer Zahlen finden wir somit ¢mmer Schnitt-
punkte. Es kann lediglich passieren, dass deren Koordinaten komplex werden.
Betrachten wir beispielsweise ganz konkret den Schnitt des Einheitskreises
22 4+ 32 = 1 mit dem um einen Wert 2¢ in 2-Richtung verschobenen Kreis
(r — 2t)% + y? = 1. Als Losung erhilt man die beiden Schnittpunkte mit
homogenen Koordinaten

t,vV1-22, )7 und (t,—v1-,1)T.

Wird ¢ grosser als 1, so wird die y-Koordinate der Punkte komplex. Be-
merkenswerterweise ist die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte im-
mer reell, wie man durch Ausrechnen des Kreuzproduktes leicht nachrechnen
kann. Wir erhalten

L Auch in diesem Kapitel werden wir Aquivalenzklassen und Reprisentanten gleich be-
zeichnen.
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Abb. 6.2 : Gegeben seien drei Kreise. Fiir jedes Paar zieht man die Verbindungsgerade
der beiden Schnittpunkte. Die drei entstehenden Geraden sind reell und schneiden sich
unabhéngig davon, ob die Schnittpunkte reell oder komplex sind.

t t 21 —t2 2
Vi—e|lx|-vi—e|= 0 —V1i-2| 0
1 1 —tV/1—¢2 —t

Der Vorfaktor, egal ob komplex oder reell, trigt nichts zur geometrischen
Position der Geraden bei und wir erhalten genau die Mittelsenkrechte der
beiden Kreismittelpunkte. Zwischenergebnisse konnen also komplex sein, ob-
wohl davon abgeleitete Grossen wieder reell werden kénnen.

Mit dieser erweiterten Betrachtungsweise von Geometrie kénnen wir aber-
mals Sonderfille (Kreise scheiden sich oder auch nicht) systematisch aus der
Geometrie eliminieren und ein einheitliches algebraisches System schaffen.
Als kleinen Vorgeschmack illustriert Abb. 6.2 (links) ein typisch Euklidisches
Theorem, das auch noch seine Giiltigkeit behélt, wenn die Situation komplexe
Zwischenergebnisse aufweist, wie in Abb. 6.2 (rechts) gezeigt.

6.2 Geometrie komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen der Form a + ib kénnen als Punkte in der Ebene aufgefasst
werden (Abb. 6.3). Man triagt auf der z-Achse den Realteil a ab und auf
der y-Achse den Imaginérteil b. Alternativ kann eine komplexe Zahl z =
a + ib auch durch ihren Winkel 6 zur reellen Achse und ihren Abstand r
zum Ursprung angegeben werden. Ein bemerkenswertes Resultat von Euler
zeigt den Zusammenhang von komplexen Zahlen in Polarkoordinaten und der
Exponentialfunktion auf. Es gilt
z=re,

Die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen kann ebenso geome-
trisch interpretiert werden (Abb. 6.4). Addition einer komplexen Zahl zu einer
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A

— 0
z=a+ib /\ z = ret
[ [ .
-

a |---------

Abb. 6.3 Komplexe Zahlen als Vektoren und in Polarkoordinaten.

anderen entspricht einfach der Vektoraddition in der Ebene. Multiplikation
zweier Zahlen z; = r1€'% und zo = r9e’?? entspricht einer Drehstreckung, da

01 i(01+02)

2129 = rlei . T2€i92 =rirge
gilt. Die Léngen der Zahlen multiplizieren sich, die Winkel addieren sich.

Eine weitere Grundoperation ist das Konjugieren komplexer Zahlen. Hier-
bei wird einfach der Imaginérteil einer Zahl negiert. Das konjugiert Komplexe
der Zahl z = a + b ist z = a — tb. Geometrisch entspricht das Konjugieren
einer Spiegelung an der reellen Achse (Abb. 6.5).

Man kann Konjugation gezielt einsetzen, um zu testen, ob eine Zahl rein
reell oder rein imaginér ist. Dies folgt aus den folgenden beiden Relationen

2=z <= z€R und z=-z < zciR.

Wir wollen nun das Rechnen mit komplexen Zahlen dazu verwenden, geo-
metrische Eigenschaften von Punkten in der komplexen Zahlenebene nach-
zupriifen. Hierbei ist das Ziel, alle diese Tests zusammengesetzt aus den vier

21-2z2 = rirgei(@1162)

z1+ 22

z
z2 1

L.
>

Y

Abb. 6.4 Addition und Multiplikation komplexer Zahlen.
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Y

Abb. 6.5 Konjugation komplexer Zahlen.

Grundrechenarten, Konjugation und Gleichheit ausdriicken zu koénnen, da
dies uns spéter ermoglicht, die Tests als projektiv invariante Eigenschaften
zu formulieren.

Die einfachste nachpriifbare Eigenschaft ist die Gleichheit der (vom Null-
punkt aus gesehenen) Richtung zweier Punkte der komplexen Ebene. Haben
zwei Punkte A = ra - €4 und B = rp - €# die gleiche Richtung (also
04 = 0p), so ist deren Quotient A/B = r4/rp - e'94708) = ¢, /rp . "0 =
ra/rp eine reelle Zahl. Unter Ausniitzung der Konjugation kann man dies
auch folgendermaflen ausdriicken:

04 =0p < A/BZA/B.

Die letzte Beobachtung kann man auch dazu benutzen, Kollinearitdt von
drei Punkten A, B, C' in der komplexen Ebene zu testen. Man iiberpriift
einfach, ob die Differenzenvektoren B — A und C — A in die gleiche Richtung
zeigen. D.h.

A,B,C sind kollinear <= (B—A)/(C—-A)eR.

Unter Verwendung von Konjugation gilt dann

A

>

Abb. 6.6 Test auf Winkelgleichheit A/B € R (links). Test auf Kollinearitét (B—A)/(C —
A) € R (rechts).
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Abb. 6.7 Satz vom Fasskreisbogen.

A,B,C sind kollinear <= (B—-A)/(C—-A)=(B-A)/(C—-A).

Wir ndhern uns nun dem ersten Hauptziel dieses Kapitels, dem Verhéltnis
von Kreisen, projektiver Geometrie und komplexen Zahlen. Unser nichstes
Ziel ist es, einen Test zu formulieren, der nachpriift, ob vier Punkte in C auf
einem Kreis liegen oder nicht. Als Hilfswerkzeug bendtigen wir hierzu den
aus der Elementargeometrie (hoffentlich) bekannten

Satz vom Fasskreissbogen. Sei K ein Kreis und seien A und B zwei
Punkte auf K. Alle Kreispunkte auf derselben einen Seite der Verbindungs-
geraden A, B von A und B “sehen” die Punkte A und B unter dem gleichen
Winkel «. Alle Punkte auf der gegeniiberliegen Seite von A, B sehen die Punk-
te A und B unter dem Winkel m1 — . Umgekehrt liegen alle Punkte, die A
und B unter dem Winkel a oder m — « sehen, auf K.

Ein sehr bekannter Spezialfall dieses Satzes ist der Satz des Thales, der
besagt, dass die Endpunkte eines Kreisdurchmessers mit allen Kreispunkten
einen rechten Winkel bilden.

Wollen wir nun entscheiden, ob vier Punkte A, B, C' und D aus C auf
einem gemeinsamen Kreis liegen, so konnen wir dies unter Zuhilfenahme des
Satzes vom Fasskreisbogen auf den Vergleich zweier Winkel zuriickfiithren.
Liegen die Punkte C' und D auf der gleichen Seite der Geraden A, B, so
miissen sie beide die Punkte A und B unter dem gleichen Winkel sehen.
Die beiden zu vergleichenden Winkel erhélt man als Winkel der komplexen
Zahlen (A — C)/(B — C) und (A — D)/(B — D). Der Vergleich der Winkel
lésst sich formulieren als
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Der obige Ausdruck ist iiberraschenderweise nichts anderes als ein Doppel-
verhéltnis in einer nicht projektiv dargestellten Form, bei der anstatt Re-
prisentanten von Punkten einer projektiven Geraden die Zahlen selbst ein-
getragen sind (vgl. S. 44). Unser niichstes Ziel wird es sein diese Relation
vollstandig projektiv zu interpretieren.

Zuvor noch eine wichtige Beobachtung. Es gibt noch einen weiteren Fall,
bei dem das eben betrachtete Doppelverhéltnis reell wird. Dies ist die Situa-
tion, wenn wir es im Satz vom Fasskreisbogen mit einem Winkel 0 oder 7 zu
tun haben. Die vier Punkte A, B, C und D liegen dann auf einer Geraden.
Eine solche Gerade kann man auch als Kreis mit unendlich groflem Radius
auffassen. Zusammenfassend erhalten wir

Satz 6.1. Vier Punkte A, B, C und D in C liegen genau dann auf einem

Kreis oder einer Geraden, wenn das Doppelverhdltnis (g gg/ B_ D) reell ist.

6.3 Die komplexe projektive Gerade

Die letzte Feststellung offenbart uns einen tiefen Zusammenhang zwischen der
Geometrie der Kreise, projektiver Geometrie und der komplexen Zahlenebe-
ne. Die Tatsache, dass die Eigenschaft “Vier Punkte liegen auf einem Kreis”
sich als projektive Invariante ausdriicken ldsst, zeigt, dass Kreise “natiirliche”
Objekte komplexer projektiver Geometrie sind.

Analog zur Situation iiber dem Korper R und der Definition der reellen
projektiven Geraden definieren wir die komplexe projektive Gerade als

1_ C\ {0,007}
cpt =" VT

Die Punkte von CP' sind repriisentiert durch Vektoren (21,22)T € C?, wobei
wie immer Vektoren, die sich nur durch ein (komplexes) Vielfaches unter-
scheiden, miteinander identifiziert werden. Die urspriinglichen Punkte von C
werden durch Homogenisierung in CP' eingebettet, indem wir dem Punkt
z € C den Punkt (z,1)” € CP' zuordnen. Durch diese Zuordnung bleibt nur
ein einziger Punkt von CP' nicht erfasst, der Punkt (1,0)”. Dieser Punkt
(im Unendlichen) vervollstindigt die normale komplexe Ebene zur komple-
xen projektiven Geraden. Wir werden diesen Punkt im Folgenden 6fter mit
oo abkiirzen.

Anmerkung: Ein Wort der Vorsicht zum Sprachgebrauch: Wir sprechen
zwar von der komplexen projektiven Geraden, dieses Objekt ist allerdings
in Wirklichkeit (reell betrachtet) zweidimensional, da C selbst bereits ein
zweidimensionales Objekt ist.

Ahnlich zur Situation der reellen projektiven Ebene vervollstéindigen wir
hier R? ~ C durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einer randfreien
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Abb. 6.8 Stereographische Projektion.

zweidimensionalen Flidche. Dennoch ist die Situation qualitativ gesehen eine
andere. Im Fall der reellen projektiven Ebene nehmen wir eine ganze Gerade
im Unendlichen mitsamt all ihrer darauf liegenden Punkte hinzu. Auf diese
Weise erhalten wir eine (nicht-orientierbare) Fliche, die topologisch dquiva-
lent zur Kugel mit Identifikation antipodaler Punkte ist.

Im Fall von CP' nehmen wir zur Vervollstéindigung zu C nur einen einzigen
Punkt hinzu. Die resultierende Fldche ist dann orientierbar und topologisch
dquivalent zur Kugel selbst, d.h.

CP! ~ CU {0} ~ S2.

Die Isomorphie von CU{oo} und S? kann durch eine so genannte stereographi-
sche Projektion konkretisiert werden. Hierzu legt man eine Kugel tangential
an die komplexe Zahlenebene und projiziert vom Nordpol der Kugel C auf
die Kugeloberfliche. Hierbei wird jeder Punkt von C eindeutig einem Punkt
von S? zugeordnet. Der einzige Punkt von S? der hierdurch nicht erfasst
wird ist der Nordpol selbst. Die Bilder sehr grofier komplexer Zahlen hédufen
sich jedoch um diesen Punkt, so dass wir diesen mit dem hinzugenommenen
Punkt oo identifizieren kénnen. Abb. 6.8 verdeutlicht die stereographische
Projektion.

6.4 Transformationen in CP!

Genau wie auf der reellen projektiven Geraden (oder in der reellen projek-
tiven Ebene), lassen sich in CP' projektive Transformationen durch lineare
Abbildungen auf den homogenen Koordinaten ausdriicken. Eine projektive
Transformation eines Punktes (21, z)” € CP! hat also die Form
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ab\ (z1) _ (az1+ bz
cd 2] \ezi+dz )’
Insbesondere lassen solche Transformationen analog zu unseren Uberlegun-

gen aus Kapitel 4 das Doppelverhéltnis beliebiger vier Punkte A, B, C, D
unverdndert. Wir erhalten also

Satz 6.2. Projektive Transformationen in CP' fiihren Kreise und Geraden
in Kreise und Geraden tiber.

Beweis. Sei K ein Kreis oder eine Gerade in CP* und M die Matrix einer
projektiven Transformation von CP'. Wir miissen zeigen, dass das Bild von K
unter M wieder ein Kreis oder eine Gerade ist. Da Kreise durch drei Punk-
te eindeutig festgelegt sind, geniigt es zu zeigen, dass die Bilder von vier
Punkten A, B, C, D auf K nach der Transformation wieder auf einem Kreis
liegen. Da die vier Punkte auf einem Kreis liegen, ist deren Doppelverhéltnis
(A, B; C, D) reell. Wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses unter pro-
jektiven Transformationen ist das Doppelverhiltnis der Bilder ebenfalls reell.
Also liegen die Bildpunkte wieder auf einem Kreis oder einer Geraden. O

Da wir ja den Raum CP* aus C durch Hinzunahme eines einzigen Punktes
gewonnen haben, liegt es nahe, sich zu verdeutlichen, was eine projektive

Transformation 7p; mit
ab

eigentlich mit den urspriinglichen Punkten von C macht. Wir kénnen eine
solche Abbildung in eine Hintereinanderschaltung von einer Homogenisierung
z +— (2,1)T, der eigentlichen Transformation 75; und einer Dehomogenisie-
rung (z1,22)T + 21/22 zerlegen. Wir erhalten also insgesamt die Abbildung

az+b
cz+d

Z =

Dies sind die bekannten Mdbius- Transformationen aus der Funktionentheo-
rie, die uns bereits in Abschnitt 4.2 begegnet sind. Uber C erkennt man deren
geometrische Struktur wesentlich klarer als iiber R. Sie sind genau die Trans-
formationen in C, die Kreise und Geraden in Kreise und Geraden iiberfiihren.
Abschlielend wollen wir uns noch klarmachen, wie viele reelle Freiheitsgrade
eine solche Mobius-Transformation eigentlich hat. Jede der komplexen Zahlen
a, b, cund d hat genau zwei Freiheitsgrade. Bei der Transformation kommt es
aber insgesamt auf ein komplexes Vielfaches dieser Zahlen nicht an, so dass
wir insgesamt 8 — 2 = 6 Freiheitsgrade erhalten.
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6.5 Die Punkte I und J

Unsere bisherigen Betrachtungen haben uns gezeigt, dass wir die normale
euklidische Ebene auf zweierlei verschiedene Arten zu projektiven Réumen
vervollstdndigen kénnen.

Die Vervollstiandigung zur reellen projektiven Ebene erméglichte es uns,
auf elegante Weise mit Punkten und Geraden zu “rechnen”. Schnitte und
Verbindungsgeraden lieflen sich einfach als Kreuzprodukte der homogenen
Koordinaten beschreiben. Sonderfille wie parallele Geraden wurden weitest-
gehend mit denselben Methoden auflosbar. Auch die Beschreibung von Ke-
gelschnitten wurde auf natiirliche Weise moglich. Vollkommen verloren ging
dabei allerdings die Betrachtung metrischer Verhéltnisse.

Im Gegensatz dazu konnten durch die Vervollsténdigung der Ebene zur
komplezen projektiven Geraden Kreise als natiirliche Objekte herauskristal-
lisiert werden. Da Kreise intrinsisch durch einen Abstandsbegriff definiert
sind (Menge der Punkte mit konstantem Abstand zum Zentrum), liegt hierin
der Schliissel zu einer Betrachtung metrischer Verhéltnisse. Allerdings geht in
CP' wiederum die einfache Berechnung von Verbindungsgeraden und Schnitt-
punkten vollkommen verloren.

Ziel dieses Abschnittes ist es nun, die beiden Systeme zu einem umfassen-
deren zu vereinigen, das einen Zugriff auf die Vorteile beider Welten erlaubt.

Erstaunlicherweise lésst sich diese Vereinigung der zwei “Welten” durch
einfaches Hinzunehmen (bzw. Auszeichnen) zweier spezieller Elemente errei-
chen. Dies ist vergleichbar mit der speziellen Rolle der “Geraden im Unend-
lichen” zum Ausdriicken von Parallelitdt. Im Unterschied hierzu wird uns
allerdings die jetzige Erweiterung die Einbeziehung der wvollstindigen eukli-
dischen Geometrie in eine projektive Umgebung ermdglichen.

Die speziellen Elemente, die wir hinzunehmen miissen, sind zwei Punk-
te. Sie werden meistens mit I und J bezeichnet und haben die komplexen
homogenen Koordinaten

—3 )
I=1|1 und J=1]1
0 0

Betrachten wir zunéchst zwei Punkte A und B der euklidischen Ebene mit
Koordinaten (a1, a2)” und (b1,b2)T. Wir interpretieren diese Punkte einer-
seits als Punkte Z4 = a; + ias und Zp = by + ibs der komplexen Zahlene-
bene. Andererseits interpretieren wir die Punkte als homogenisierte Punkte
(a1,a2,1)T und (b1, by, 1)7 in der reellen projektiven Ebene. Betrachten wir
nun die Determinante [A, B, I]. Wir erhalten
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ay b1 —1
[A, B, I] =det | az by 1
110

:bl—iag—a1+ib2
:bl—(ll +i(b2—a2)
=7Zp—Za.

Das heifit, wir kénnen die fiir das Doppelverhéltnis benétigten Differenzen
komplexer Zahlen als Determinanten unter Verwendung von I ausdriicken.
Das Doppelverhiltnis, das die Eigenschaft beschreibt, dass A, B, C' und D
auf einem Kreis liegen, lisst sich nun darstellen als

[C AI]|[DBI]
[DAI][CBI]’

Wenn diese (im Allgemeinen komplexe) Zahl reell ist, liegen die vier Punkte
auf einem Kreis/Gerade. Wir kénnen den Test auf ,,Reell-Sein“ wieder durch
Vergleich mit dem konjugiert Komplexen des Werts durchfithren. Da aber J
das konjugiert Komplexe von I ist, erhalten wir [ABI] = [ABJ]. Somit ldsst
sich der Test, ob vier Punkte auf einem Kreis liegen, schreiben als

[CAT)[DBI] [CA3)[DBJ]

[DAI)[CBI] ~  [DAJ|CBI)
Wir konnen durch Multiplikation mit den Nennern der Briiche diesen
Test auch als projektiv invariante Eigenschaft eines Determinantenpolynoms
schreiben. Wir erhalten

Satz 6.3. Vier Punkte A, B, C und D in RP? liegen genau dann auf einem
Kreis oder einer Geraden, wenn

[CAI|[DBI|[DAJ|[CBJ] — [CAJ|[DBJI|[DAI|[CBI] = o.

Die obige Formel demonstriert, dass man die Eigenschaft der Kozirkula-
ritdt unter Zuhilfenahme von I und J als projektiv invariante Eigenschaft
ausdriicken kann. Die Formel aus dem letzten Satz ist uns bereits aus einem
anderen Kontext bekannt. Es ist die Formel, die ausdriickt, dass sechs Punkte
(in unserem Fall A, B, C, D, I, und J) gemeinsam auf einem Kegelschnitt
liegen.

6.6 Kreise und I und J

Die Punkte I und J werden auch als die imagindren Kreispunkte bezeich-
net. Sie stehen zu Kreisen in folgender ebenso einfachen wie verbliiffenden
Beziehungen.
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Abb. 6.9 Projektive Interpretation von Kozirkularitét.

Alle Kreise verlaufen durch I und J.
Kreise sind genau die Kegelschnitte, die durch I und J verlaufen.

Dies folgt direkt aus der eben hergeleiteten Charakterisierung fiir Kozir-
kularitdt und der Tatsache, dass diese ausdriickt, dass A, B, C, D, I, und J
auf einem Kegelschnitt liegen. Wir konnen uns diesen Fakt aber auch noch
direkt an der einen Kreis definierenden quadratischen Gleichung klarmachen.
Kreise sind genau die Kegelschnitte, deren quadratische Gleichung die Form

2+ el verz+ fyz=0

hat. Nun setzen wir I und J in diese Gleichung ein. Die letzten drei Terme
fallen weg, da z = 0 ist. Die ersten beiden Terme x2 + %2 verschwinden wegen
i?> = —1. Die Beziehungen von I und J zu Kreisen sind mannigfaltig und

werden uns im Folgenden noch mehrmals begegnen.

Die eben benutzte Methode zur Herleitung der Charakterisierung von Ko-
zirkularitét als projektive Invariante kann auch noch auf viele andere geome-
trische Eigenschaften angewendet werden. Wir wollen uns dies noch an zwei
Beispielen verdeutlichen.

Orthogonalitit

Wann bilden zwei Punkte B und C von einem Punkt A aus gesehen einen
rechten Winkel? Mittels komplexer Zahlen kann man diese Eigenschaft aus-
driicken als
(B—A)
(C-4)

Schreiben wir nun die Differenzen als Determinanten unter Verwendung des
Punktes I, ergibt sich

ciR.
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Abb. 6.10 Projektive Interpretation von senkrecht stehen.

[ABI] .
[ACT] € iR.
Dies ist dquivalent zu
[ABI]  [ABJ]] b [ABI|[ACJ] )
[ACT) ~  [AC7] M AcT|AaBI) T

Der letzte Ausdruck ist wieder ein Doppelverhiiltnis. Anders ausgedriickt
bedeutet dies, dass die Punktepaare { B, C'} und {I,J} von A aus gesehen in
harmonischer Lage sind.

Senkrechte Geraden

Wir kénnen die letzte Uberlegung benutzen um zu charakterisieren, wann
zwei Geraden in unserer Standardeinbettung des RP? auf die z = 1 Ebene
senkrecht aufeinander stehen. Seien g und [ die beiden Geraden und [, die
Ferngerade. Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte G = g A I und
L =1Alx. Alle vier Punkte G, L, I und J liegen auf der Ferngeraden. Wir
erhalten nun

Satz 6.4. g und [ sind genau dann orthogonal, wenn (G, L;I,J) = —1.

Beweis. Sei A der Schnittpunkt von g und [. B sei in weiterer Hilfspunkt auf
g und C ein weiterer Hilfspunkt auf [. Nach den Uberlegungen im vorigem
Abschnitt stehen die Geraden senkrecht g.d.w.
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Abb. 6.11 Projektive Interpretation gleicher Entfernung.

Dies ist aber genau das Doppelverhéltnis von B,C,I,J von A aus gesehen.
Nach Lemma 4.9 gilt aber (B,C;1,J)4 = (G, L; 1, J). a

Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass es sich bei dieser Charak-
terisierung von Orthogonalitit um einen Spezialfall eines viel allgemeineren
Satzes handelt, der es gestattet den Winkel zwischen zwei Geraden zu be-
stimmen.

Gleiche Entfernung

Abschlielend wollen wir die Invariante fiir die Eigenschaft, dass zwei Punkte
B und C gleich weit von einem dritten Punkt A entfernt sind, herleiten. Ist
dies der Fall, so bildet die Differenz A — B zu C'— B den gleichen Winkel wie
B —C zu A — C. Es gilt dann also

A-B /B-C cR
C-B/ A-C ’
Wie vorher schreiben wir diese Formel zunéchst um als

[BAI] / [CBI]

Bet)/ [can €%

Als projektive Invariante ergibt sich nach obigem Verfahren
[BAL|[CAI]|[BCJ)* — [BAJ|[CAJ][BCI]?* = 0. (6.1)

Auch fiir diese Charakterisierung werden wir im Folgenden sehen, dass es
moglich ist, noch viel allgemeiner eine Entfernungsmessung (und nicht nur
einen Entfernungsvergleich) durch rein projektive Operationen unter Zuhil-
fenahme von I und J durchzufiihren.
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6.7 Exkurs: Die Asthetik von Mébius-Transformationen

Wir haben in Abschnitt 6.4 Mo6bius-Transformationen als die projektiven
Transformationen in CP' kennen gelernt. Diese Transformationen hatten ins-
besondere die Eigenschaft, dass sie Kreise? wieder in Kreise iiberfiihren. Fer-
ner erhalten sie (wie man nicht allzuschwer zeigen kann) den Schnittwinkel
zweier Kreise. Insbesondere erhalten sie auch die Eigenschaft zweier Kreise
tangential zu sein. Angenommen eine Mobius-Transformation 7 bildet einen
Kreis IC auf einen Kreis 7(K) ab, der tangential an /C liegt. Dann ist automa-
tisch auch 7(7(K)) tangential an 7(K), und 7(7(7(K))) tangential an 7(7(K)),
usw.. Man erhilt also eine Kette tangentialer Kreise. Umgekehrt bilden die
Kreisketten, die aus K durch die Umkehrabbildung 7—! entstehen, ebenso
eine Kette tangentialer Kreise. Wir bezeichnen mit 7" (K) die n-fach iterierte
Anwendung von 7 auf K. Negative n stehen hierbei fiir die n-fach iterierte
Anwendung der Umkehrabbildung. Die Menge {7"(K) : n € N} stellt den
Orbit eines Kreises in der von 7 erzeugten Gruppe dar. Je nach Wahl von 7
und K stellen sich qualitativ sehr unterschiedliche Bilder ein. Abbildung 6.12
zeigt eine recht typische Situation, wenn K so gewihlt ist, dass eine Kette
von tangentialen Kreisen entsteht (fiir gegebenes 7 ist dies immer moglich,
indem man den Kreisradius des Startkreises K geeignet wihlt).

Im Prinzip kann jeder der gezeigten Kreise als Startpunkt der Iteration
angesehen werden, das Bild bleibt das gleiche. Die Mébius-Transformation
wird durch eine 2 x 2-Matrix dargestellt und hat somit i.A. zwei Fixpunkte.
Fallen diese nicht zusammen (was durchaus passieren kann), so bildet der eine
davon einen anziehenden Fizpunkt (zu ihm zieht 7 hin) und der andere einen

2 Wir betrachten wieder Geraden als Kreise mit unendlich grofem Radius.

Abb. 6.12 Der Orbit eines Kreises in einer von einer M&bius-Transformation erzeugten
Gruppe.
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abstofienden Fizpunkt (zu ihm zieht 7~ hin). Legt man durch eine geeignete
Ahnlichkeitstransformation, die ja nichts an der prinzipiellen Optik des Bildes
dndert, die beiden Fixpunkte auf —1 und 1 in der C-Ebene, so verbleibt noch
ein komplexer Freiheitsgrad, der die Struktur der Mobius-Transformation
festlegt. Diese hat dann im Prinzip eine rotatorische Komponente (wie sehr
rotiere ich in jedem Schritt um die Fixpunkte) und eine Verschiebekompo-
nente (wie sehr bewege ich mich in jedem Schritt von einem Fixpunkt weg
und auf den anderen zu). Die Uberlagerung beider Bewegungen ergibt das
typischerweise spiralférmige Bild, das wir in unserer Kreiskette wahrnehmen.
Experten sprechen in diesem Fall von einem loxodromischen Transformati-
onstyp.

Durch gezielte Wahl (nach Festlegen der Fixpunkte) des noch freien kom-
plexen Parameters kann sogar erreicht werden, dass die Kreise einer Ket-
te sich noch mehrmals gegenseitig berithren. Hierbei kann, analog zur re-
guldren hexagonalen Kreispackung der Ebene, jeder Kreis bis zu sechs Nach-
barn beriithren. Die folgende Abbildung zeigt eine solche Situation. Sie ist in
gewisser Weise das “komplex projektive Aquivalent zu einer Bienenwabe”.

Kann man iiber die prinzipiellen Méglichkeiten der iterierten Anwendung
einer Mobius-Transformation schone wissenschaftliche Artikel schreiben, so
kann man iiber die iterierte Anwendung zweier Mobius-Transformationen
ganze Biicher verfassen®. Wir wollen die Thematik hier nur andeuten. Da
iterierte Transformationen zweier Mobius-Transformationen p und 7 (man
wende auf alle moglichen Arten die beiden Operationen auf ein Objekt an)
i.A. recht schnell zu uniibersichtlichen Bildern fithren konnen, beschrinkt
man sich hier oftmals auf so genannte Grenzpunktmengen. Hierzu betrachtet
man einen Startpunkt P und bildet auf alle méglichen Arten unendlich lange
Sequenzen aus j, ', 7 und 77!. Wegen der starken Fixpunkteigenshaften
gibt es viele konkrete Situationen, in denen jede solcher unendlicher Folgen
gegen einen Fixpunkt konvergiert. Diese fithren zu interessanten Bildern, die
meistens einen berauschend fraktalen Charakter haben.

Wir wollen dies an einem Beispiel nachvollziehen. Die Mobius-Transforma-
tionen sind so reichhaltig, dass sie auch alle einfachen Skalierungen um einen

3 Dies ist tatsdchlich geschehen. Dem Leser sei an dieser Stelle das wunderschéne Buch
[MSW] empfohlen.



88 6 Komplexe Zahlen und Geometrie

Abb. 6.13 Metamorphosen eines Sierpinski Dreiecks.

Punkt herum enthalten. Wir starten in einer Situation, in der wir die Grenz-
punktmengen dreier einfacher Stauchungen um den Faktor 2 betrachten. Ein
bekanntes Beispiel ist das so genannte Sierpinski Dreieck (Abbildung 6.13
links). Dies entsteht folgendermafien: Wir betrachten ein gleichseitiges Drei-
eck und drei Abbildungen u, 7, 1, die das Dreieck um einen Faktor zwei
verkleinert in jeweils einer seiner Ecken abbilden. Betrachtet man alle un-
endliche Folgen der Hintereinanderausfithrung solcher Abbildungen ergeben
sich als Bilder deren Fixpunktmengen, die in Abbildung 6.13 links gezeigten
Grenzpunktmengen. Die Figur ist (bis auf die gezeigte Einfiirbung) selbstéihn-
lich beziiglich jeder der drei Abbildungen — d.h. man findet drei um den Fak-
tor 2 verkleinerte Kopien des Sierpinski Dreiecks in den Ecken des Dreiecks
wieder.

Da es etwas “miihevoll” ist, alle dieser unendlichen Folgen zu berechnen
und deren Fixpunkte zu bestimmen, gibt es einen einfachen Trick, wie man
diese Bilder approximativ auch anders erzeugen kann. Man betrachtet hierzu
ein so genanntes iteriertes Funktionensystem. Man beginnt mit einem belie-
bigen Startpunkt, iteriert den mit einer Zufallsfolge der betrachteten Trans-
formationen. Dies geschieht beispielsweise durch folgenden Algorithmus.

p=0;

wiederhole 1000000 mal {

a = eine zufillig ausgewiihlte Abbildung aus {u, 7,71};
p = a(p);
male p;

}

Am Besten verwirft man hierbei die ersten 1000 Punkte, da diese noch nicht
sehr nahe an der Fixpunktmenge liegen. Die Bilder in Abbildung 6.13 sind auf
diese Weise entstanden. Wir realisieren nun die drei Transformationen jeweils
durch eine Mobius-Transformation. Diese kann man jeweils dadurch angeben,
dass man zwei Punktetripel angibt, die aufeinander abgebildet werden sollen.
In unserem Beispiel sind die Transformationen vollsténdig beschrieben durch
die Punktetripel
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Abb. 6.14 Grenzpunktmenge einer Schottky Gruppe.

(4,B,C) = (A, E, F), (A,B,C) — (D, B, F), (A,B,C) — (D, E, C).

Behilt man nun die Abbildungsvorschriften bei, verindert jedoch die Position
der Punkte, so ergeben sich (unter anderem) die weiteren in Abbildung 6.13
gezeigten Bilder als Grenzpunktmengen.

Die entstehenden Strukturen sind extrem reichhaltig und stecken fiir spe-
zielle Wahlen der Parameter voller Uberraschungen. Das 412-seitige Buch
[MSW] beschiftigt sich fast ausschlieflich mit Grenzpunktmengen zweier
Mbobius-Transformationen und ihrer Inversen, die zudem noch bestimmten
einschrankenden Forderungen unterliegen, so genannter Schottky Gruppen,
die den Parameterraum der Gebilde letztlich auf zwei komplexe Parame-
ter reduzieren. In diesem Fall bilden die Grenzpunktmengen Strukturen aus,
die zwar unendlich fein fraktal verschachtelt sind, aber sich dennoch in ei-
nem Strich komplett zeichnen lassen, also hombomorph zu einem Kreis sind.
Stellvertretend sei hier nur eine der Grenzpunktmengen aus Indras Pearls
wiedergegeben, bei der das Innere des fraktal “ausgebeulten” Kreises zur
Verdeutlichung eingefirbt wurde.
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Ubungsaufgaben

1. Weisen Sie explizit nach, dass Gleichung (6.1) auf Seite 85 tatsichlich eine projektive
Invariante ist.

2. Welcher Punkt aus CP! liegt auf allen Geraden?

3. Unten auf der linken Seite ist die Zeichnung eines geometrischen Satzes gegeben. Wenn
Sie diesen Satz so interpretieren, dass die drei Kreise zu Kegelschnitten werden, kénn-
ten Sie die andere Zeichnung erhalten. Ordnen Sie in dieser Zeichnung den eingezeich-
neten Punkten sinnvoll die Bezeichnungen der urspriinglichen Zeichnung zu. Geben
Sie ebenso den noch verbleibenden Punkten eine geometrisch sinnvolle Interpretation.

C

4. Betrachten Sie noch einmal die Zeichnung des geometrischen Satzes aus der vorherge-
henden Aufgabe. Wenn Sie dieses Satz diesmal so interpretieren, dass die drei Gera-
den zu Kreisen werden, konnten Sie die nachstehende Zeichnung erhalten. Ordnen Sie
in dieser Zeichnung den eingezeichneten Punkten sinnvoll die Bezeichnungen der ur-
spriinglichen Zeichnung zu. Geben Sie ebenso dem letzten noch verbleibenden Punkt
eine geometrisch sinnvolle Interpretation.

5. Fir j € {1,2,3} seien Aj;, B; Punkte aus CP'. Dann gibt es eine projektive Transfor-
mation 7ps derart, dass 7(A;) = Bj fiir j € {1,2,3}. Bestimmen Sie 7y fiir den Fall,

O G R!
=)o () (1)

Bestimmen Sie zusiitzlich die Fixpunkte von 73, in CP?.
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