Lineare Algebra



I Lineare Gleichungssysteme
und Vektorrdume

1.1 Beispiele fiir lineare Gleichungssysteme

In vielen Gebieten der Mathematik und ihrer Anwendungen muss man sich mit
linearen Gleichungssystemen beschiftigen. Eine algebraische Gleichung heifit li-

near, wenn die Variablen x1, xs, ..., z, nur in der ersten Potenz und nicht als Pro-
dukte vorkommen, wenn die Gleichung also die Form aix1 4+ aszs+. ..+ a,x, = a
hat. Die Koeffizienten ay,as, ..., a,,a stammen dabei aus einem Zahlenbereich

K, welcher wie die Menge IR der reellen Zahlen einen Kdrper bildet, in welchem
man also wie mit reellen Zahlen rechnen kann. Die Lésungen der Gleichung sind
n-Tupel mit Elementen aus K, gehtren also zu K. In den meisten Anwendungen
ist K der Korper IR der reellen Zahlen oder der Korper € der komplexen Zahlen
(vgl. I1.3). Sollen mehrere solche Gleichungen gleichzeitig erfiillt sein, dann liegt
ein lineares Gleichungssystem vor. Da im Folgenden der Ausdruck , lineares Glei-
chungssystem® sehr héufig vorkommt, wollen wir ihn mit ,LGS* abkiirzen. Ein
LGS mit n Variablen und m Gleichungen hat die Form

a111 + a19T2 + ... + A1ty — A1
211 + Q9ry + ... + Q9px, = a9
Am1T1 + GpmaTe2 + ... + QupTyp = Gy

Bei den Koeffizienten a;; gibt der erste Index ¢ die Nummer der Gleichung und
der zweite Index j die Nummer der Variablen an. Ein LGS hat entweder keine
Losung, genau eine Losung oder unendlich viele Losungen, wie wir im Folgenden
sehen werden. Die Losungsmenge eines LGS &dndert sich offensichtlich nicht, wenn
man zwei Gleichungen vertauscht, eine Gleichung mit einer von 0 verschiedenen
Zahl multipliziert oder das Vielfache einer Gleichung zu einer anderen addiert.

Beispiel 1: Edelstahl ist eine Legierung aus Eisen, Chrom und Nickel; bei-
spielsweise besteht V2A-Stahl aus 74% Eisen, 18% Chrom und 8% Nickel. Aus den
in nebenstehender Tabelle angegebenen

Legierungen (1) bis (4) soll 1000 kg V2A- DT To
Stahl gemischt werden. Um die notwen- Eisen 1 70% [ 72% 1 80% [ 85%
digen Anteile x4, x9, x3, 24 von (1) bis (4) Chrom | 22% | 20% | 10% | 12%
(in kg) zu bestimmen, muss man folgendes Nickel | 8% | 8% [10% | 3%
LGS 16sen:

0,702; + 0,72z5 + 0,80z3 + 0,85z, 740
02221 + 0,20z + 0,10z3 + 0,122, = 180
0,082, + 0,08z5 + 0,10z3 + 0,037, = 80
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Multipliziert man alle Gleichungen mit 100, um Kommazahlen zu vermeiden,
dann ergibt sich das LGS

70x; + 72xy + 80z3 + 8dbxy = 74000
227 + 20xy + 10x3 + 1224 = 18000
81’1 + 8%2 + ].0333 + 3%4 = 8000

Subtrahiert man die dritte Gleichung von der zweiten und das 8fache der dritten
Gleichung von der ersten, so erhélt man das LGS

61’1 + 81’2 + 0373 + 61334 = 10 000
141‘1 + 12CE2 + O$3 + 9164 = 10000
8371 + 81‘2 + 10$3 + 31‘4 = 8000

Multipliziert man die erste Gleichung mit 3 und subtrahiert dann von ihr das
2fache der zweiten Gleichung, so ergibt sich

—102; + Oz + Ox3 + 16524, = 10000
8r1 + 8xy + 10x3 + 3ry, = 8000

Wiéhlt man nun fiir z4 einen beliebigen Wert r, dann liefert die erste Gleichung

x] = % r — 1000. Aus der zweiten Gleichung folgt damit x5 = —20r + 2000. Aus

der dritten Gleichung folgt schlielich x5 = gr. Mit r = 2s ist
r1 = 33s — 1000, x5 = —40s + 2000, x3=2>5s, x4 =2s.

Aufgrund des Sachzusammenhangs diirfen diese Werte nicht negativ sein, es muss
also 1000 < 5 < 50 gelten; fiir jeden Wert von s in diesem Bereich ergibt sich eine
Losung des gestellten Problems. Beispielsweise ergibt sich mit s = 40 :

21 =320, a9 =400, x5 =200, x4=2S0.

Beispiel 2: Kennt man in einem Gleichstromnetz die Spannungen und die Wi-
derstinde, dann kann man die Stromstérken in den Widerstinden mit Hilfe der
beiden kirchhoffschen Regeln berechnen:

e In jedem Knotenpunkt des Netzes ist die Summe der Stromstarken der ankom-
menden Strome gleich der Summe der Stromstéirken der abflieenden Strome.

e In jeder Masche des Netzes ist die Summe der Spannungen gleich der Summe
der Produkte aus den (gerichteten) Stromstérken und den Widersténden.

Es sollen die Stromstérken Iy, I, ..., I5 (gemessen in Ampere) in dem Netz in
Fig. 1 bestimmt werden.
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Fig. 1: Gleichstromnetz

Knoten 1: L, - I — I 0
Knoten 2: — I‘; + .[4 — _[5 = 0
Masche 1: 101 — 2013 + 1065 = 0
Masche 2: 201, — 10, — 105 = 0
Masche 3: 10I; + 201, = 420

Zunéchst dividiert man die dritte, vierte und fiinfte Gleichung durch 10. Subtra-
hiert man dann die erste Gleichung von der dritten und fiinften, dann erhélt man
das LGS

.[1 — .[2 - .[5 = 0
- L + I, — I = 0

I, — 2I o2 = 0

21, — L, - I = 0

31, + I = 42

Nun subtrahiert man das 2fache bzw. 3fache der dritten Gleichung von der vierten
bzw. flinften und vertauscht dann noch die die zweite mit der dritten Gleichung:

[1 - [2 - [5 - 0
- [3 + ]4 - [5 = 0

4y — Iy — 5I; = 0

613 — 5l = 42

Nun addiert man das 4fache bzw. 6fache der dritten Gleichung zur vierten bzw.
fiinften Gleichung;:

[1 - [2 - I5 - 0
12 - 2]3 + 2[5 = 0

- 13 + ]4 - I5 - O

3, — 9I; = 0

6, — 11I; = 42
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Weitere derartige Umformungen (Multiplikation der dritten Gleichung mit —1,
Division der vierten Gleichung durch 3, Subtraktion des 6fachen der vierten Glei-
chung von der fiinften, Division der fiinften Gleichung durch 7) fithren auf das

LGS

11 - Ig - 15 = 0
I, — 213 + 2[5 = 0
Is — I, + Iy = 0
Iy — 3l = 0
Is = 6
Jetzt erhédlt man der Reihe nach aus der fiinften, vierten, dritten, ... Gleichung

I5 =06, [, =3=18, Is=1,—I; =12, [, =213 -2 =12,y = [, + I5; = 18.

Beispiel 3: Aus SiO; (Quarz) und NaOH (Natronlauge) entsteht NagSiOs
(Natriumsilikat) und HoO (Wasser). Die natiirlichen Zahlen xq, xa, 3, x4 in der
Reaktionsgleichung

215105 + 29NaOH — 23NasSiOs + x,H,O

bestimmt man aus der Bedingung, dass jedes chemische Element Si, Na, O, H
auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung gleich oft auftreten muss; diese Zahlen
sollen dabei so klein wie méglich sein. Es muss das LGS

T - T3 0
Ty — 2JJ3 =0

21’1 + X9 — 3333 — Ty = 0
To — 224 = 0

gelost werden. Wegen a1 = x3 (erste Gleichung) und 2z3 = xo = 224 (zweite und
vierte Gleichung) ergibt sich 23 = x4, womit auch die dritte Gleichung erfiillt ist:
2x4 + 224 — 324 — x4 = 0. Mit x4 = r ist also

Ty =T, Tog =21, T3 =1T, Ty =T.

Die Losung mit den kleinsten natiirlichen Zahlen erhélt man fiir r = 1.

Aufgaben

1. Die Koeffizienten ag, a1, as, . . ., a, einer Polynomfunktion
f:$'—>anl“"+...—|—a2x2+a1x+ao
vom Grad n sind eindeutig bestimmt, wenn man n+ 1 Wertepaare (u, f(u))
kennt. Man bestimme die Polynomfunktion f vom Grad 4 mit den Werte-
paaren (—2,73),(—1,22),(1,10),(2,37), (3, 158).
2. Man bestimme die Koeffizienten in der chemischen Reaktionsgleichung

I1K1\4HO4 + JTQKBI' + xgHQSO4 — J)4KQSO4 + $5MHSO4 + x6Br2 + J}7HQO.
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3. Zwei Grundstoffe S;, S, sind in den Mischungen A, B, C, D mit den in der

Tabelle angegebenen Anteilen enthalten.

Es soll aus A, B, C, D eine Mischung her- ‘ A B C D
gestellt werden, welche S; mit 4% und Si| 6% 6% 3% 2%
S, mit 12% enthilt. Man bestimme die Se | 15% 10% 15% 10%

moglichen Mischungsverhiltnisse.

. Fig. 2 zeigt ein Einbahnstralennetz mit der Anzahl von Fahrzeugen, die pro
Zeiteinheit die einzelnen Straflenabschnitte passieren.

Ist die Anzahl der an
einer Kreuzung ankom-
menden Fahrzeuge gleich
der Anzahl der wegfah-
renden, dann tritt kein
Stau auf. Auf den Teil-
strecken DC und CB sol-
len Ausbesserungsarbei-
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ten vorgenommen wer-
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den. Wie viele Fahrzeu-
ge miissen trotzdem die-
se Teilstrecken passie-
ren? Was ist wohl die
glinstigste Losung des
Problems?

1.2 Losungsverfahren

Wie in den Beispielen 1 und 2 in 1.1 kann man
jedes LGS durch Vertauschen der Gleichun-
gen, Multiplikation einer Gleichung mit einer
Zahl # 0 und Addition einer Gleichung zu ei-
ner anderen auf Stufenform bringen, d. h. auf
eine Form, in der jede Gleichung mindestens
eine Variable enthélt, die in den folgenden
Gleichungen nicht mehr vorkommt. Genau-
er soll dabei gelten: Sind in einer Gleichung
der Stufenform die ersten k Koeflizienten
gleich 0, dann sind in der néchsten Gleichung
(mindestens) die k + 1 ersten Koeffizienten
gleich 0 (Fig. 1).

Die Umformungen, die zur Stufenform fithren, &ndern nichts an der Lésungsmenge

A

l400 TSOO

Fig. 2: Einbahnstralennetz

llOOO
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OO, *
o/ * | *
O % | ¥ | ¥

P ¥ | * | *

$: Koeffizient # 0
0: Koeffizient 0

*. Koeffizient beliebig

Fig. 1: Koeffizientenschema
der Stufenform eines LGS

des LGS. Man nennt sie daher Aquivalenzumformungen.
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Die Losungen eines LGS in Stufenform kann man, beginnend mit der letzten
Gleichung, folgendermafien bestimmen: Ist

T + bpp1Trs1 + Opg2Tpg2 + ..+ bz, =0

die letzte Gleichung, so setzt man im Fall k < n fir x5, 1, 249, ..., 2, die Para-
meter 71,79, ..., ,—p und erhélt
T =b— b1y — bgyara — ..o — bt

(Im Fall k£ = n erhélt man bereits x,, = b.) Ist
Tm + C’m+1$7n+1 + C'rn+2xm+2 + Cee + CpTy = C

(m < k) die vorletzte Gleichung, so setzt man im Fall m < k—1 fiir x,11,. .., 251
die Parameter 7, _j11, "n—k42, - - - » "ntmt1 und kann dann z,, durch die Parameter
T1,79,  « Pneks Tnkt1s - - - 'nama1 ausdriicken. So fahrt man fort, bis man schlief3-
lich die Variablen xq, x, ..., x, durch die frei wihlbaren Parameter 1,179,173, ...
ausgedriickt hat.

Dieses Losungsverfahren, also Umformung des LGS in Stufenform und anschlie-
Bendes Vorgehen wie soeben beschrieben, nennt man Gaufs- Verfahren (nach Carl
Friedrich GauB, 1777-1855).

Besitzt ein LGS keine Losung, dann zeigt sich das in der Stufenform dadurch,
dass mindestens eine der letzten Gleichungen die Form ,,0 = a“ mit a # 0 hat.

Beispiel 1: Das LGS

Ty + X9 — 31’3 + 4$4 — 7.%‘6 + 8?[)7 — rg = 12
Ty + 3(13'5 — 2%6 + 51’7 — 11338 = 30
xr7 + 23?8 = 10

ist in Stufenform. Setzt man xg = ry, xg = ro, T5 = r3, T3 = ry, To = r5, dann
ergibt sich

rr = 10—2r

Ty = 30—37‘3+2T’2—5(10—27"1)+11T1 = —20+T1+27’2—3T’3

ry = 12—T5+37‘4—4(—20+T1+2T2—37‘3)—77“2—8(10—27”1)—Tl
= 124+ 11r;y — 15ry + 12r3 + 31y — 15

oder iibersichtlicher geschrieben:

T = 12 + 117"1 — 157"2 + 1233'3 + 37"4 — T3
Ty = s
r3 = T4

Ty = —20 + o+ 27’2 — 37"3

Iy T3

Tg = 9

xT7 10 — 27"1

rg = I8
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Die Losungen eines LGS mit n Variablen sind n-Tupel. Um die Losungen eines
LGS iibersichtlich darstellen zu kénnen, schreiben wir n-Tupel als Zahlenspalten
in Klammern und definieren eine Vervielfachung und eine Addition fiir n-Tupel:

aq ray ay bl a; + bl

a9 ras (45)) bg (05} + b2
U = : ) . +1 . = )

G, ra, an by, an + by

Damit lésst sich die Menge der Losungen des LGS in Beispiel 1 folgendermafien
schreiben:

T 12 11 —15 12 3 -1
T2 0 0 0 0 0 1
T3 0 0 0 0 1 0
IS T I I I A P Y
T 0 0 1 0 0 0
T7 10 -2 0 0 0 0
rg 0 1 0 0 0 0

(T17 T2,73,T4,T5 S R)

Die Ausfiihrung von Aquivalenzumformungen wird iibersichtlicher, wenn man sie
statt an dem LGS nur an der Koeffizientenmatriz bzw. der erweiterten Koeffizi-
entenmatriz

app Q2 ... Qin app a2 ... Qi | Q1

921 a9 ... Qop 921 a9 ... Qop a9
bzw.

Am1 Gm2 .. Gmp Am1 Am2 .. Gmp | Oy

des LGS durchfiihrt. Kommt dabei eine Variable in einer Gleichung nicht vor, so
hat sie den Koeffizient 0.

Beispiel 2: Die erweiterte Koeffizentenmatrix des LGS in Beispiel 2 aus I.1 lautet
anfangs bzw. nach Herstellung der Stufenform

1 -1 0 0 -1 0 1 -1 0 0 —=1|0
0 0 -1 1 -1 0 0o 1 — 0 0
10 0 =20 0 10 0 bzw. 0 0 1 -1 110
0 20 0 —-10 -10 0 0 0 1 -31]0
10 20 0 0 01420 0 0 0 0 116

Hier lassen sich auch die Zahlen oberhalb der Diagonalen zu 0 machen (Addition
eines geeigneten Vielfachen der letzten Zeile zu den anderen, dann der vorletzten
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Zeile zu den anderen usw.). Es ergibt sich

10 0 0 018 r, = 18
01 00 012 Ty = 12
001 0 0]12 und damit x3 = 12 .
0001 0]18 ry = 18
0 00O0T1|6 x5 = 6

Wir haben also gesehen, dass sich die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS
durch Aquivalenzumformungen stets auf die folgende Stufenform bringen lésst:

n

’7&0‘ * 0 0 % | % 0 0 * 0 * * * % *

0 0 ‘7&0‘ 0 * | % 0 0 * 0 * * * * *

O B A VI 72 R R IV B A B
0 0] 0] 0[0]0[£0] 0 [x |0 |x|x]|x*]|=x]|=

0 10|00 {0]0] 0 [#0] | 0| /|x]|x]|x]|=

0 0] 0] 0 0[]0 00 /[0 #0]x/|x]|x*]|=x]|x
ojlolo|ojolo]o|]o0o]Oo|O0|O0O]|O0|O0]O]| =«

o jlo|lo|ojolo]o]|O0]O|O0O|O0O]|O0|O0O]O]| =«
"""l ololololololololo|o|o]|o|o]|oO]| «
ojlo|lo|ojolo]o|o]o|O0O|O|O0|O0]O]| =«

In dem LGS in Beispiel 1, das schon in Stufenform gegeben war, ist n = 8 und

r = 3, in Beispiel 2 ist n = r = 6.

Das LGS besitzt genau dann Losungen, wenn in den letzten n — r Gleichungen
der Stufenform, in denen die Koeffizienten der Variablen alle 0 sind, auch in der
Konstantenspalte 0 steht. Dann kann man die letzten n—r Gleichungen (,,0 = 0%)
weglassen. Verbleiben noch r Gleichungen, dann haben die Losungen des LGS die

Gestalt
C1 Uy U1
Co Uz Vg
+ 1t ) + 1t
CTL un Un

mit n — r frei wihlbaren Parametern tq,t,, ...

w1y

Wa
+ .+t

wn
oy € IR.

Das alles lidsst sich viel praziser darstellen, wenn wir im néchsten Abschnitt den

Begriff des Vektorraums eingefiithrt haben.
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Ein LGS in der in 1.1 angegebenen Form heif3t homogen, wenn aq, = as = ...
am, = 0 ist, wenn es also folgendermafien aussieht:

a1 ry + apre + ... + apr, = 0
a91r1 + aoxy + ... + aopx, = 0
Am1T1 + Qa2 + ... + appxr, = 0

Andernfalls nennt man das LGS inhomogen.

Fiir ein homogenes LGS gilt offensichtlich: Jedes Vielfache einer Losung ist wieder
eine Losung, und die Summe zweier Losungen ist ebenfalls eine Losung.

Aus einem inhomogenen LGS entsteht das zugehdrige homogene LGS, indem man
die Konstanten rechts vom Gleichheitszeichen durch 0 ersetzt. Die Differenz zwei-
er Losungen des inhomogenen LGS ist eine Losung des zugehorigen homogenen
LGS, wie man durch Einsetzen sofort sieht. Addiert man zu einer Losung des in-
homogenen Systems eine Losung des homogenen Systems, so erhédlt man wieder
eine Losung des inhomogenen Systems. Kennt man also eine spezielle Losung des
inhomogenen Systems, dann erhélt man alle Losungen als Summe dieser speziel-
len Losung und einer Losung des homogenen LGS.

Aufgaben

1. a) Man zeige, dass ein LGS entweder keine, genau eine oder unendlich viele
Losungen besitzt.

201 +rre =

4x1+5ry = s

keine Losung, genau eine Losung, unendlich viele Losungen?

b) Fiir welche Parameterwerte r, s hat das LGS

2. Man stelle ein LGS mit den drei Variablen z,x», 73 auf, welches die
Losungen (1 +3r,2 — 7,5 —4r) (r € R) besitzt.

3. Die Losungsmenge eines LGS kann auf verschiedene Arten dargestellt wer-
den. Man zeige, dass
{(r+2s,r—s,145s) | r,s € R} = {(p+11q,3p+2¢q, —p+20q) | p,q € R}.
4. Man berechne die Lésungsmenge:

$1+Z‘5 _ 2($2+$3) $2+I3+$4+I5:1

T+ x3+ x4+ 25 =2

a) T2 +as = 3(zstay b) mtastaytas=3
r3+ a5 = 4d(vg+21) Ty 4 To+ T+ 25 = 4
Ty + Ty = 5(.’L‘1 + 132) ! 2 3 2

$1+$2+$3+Z‘4:5
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1.3 Der Begriff des Vektorraums

Zur Darstellung der Losungen eines LGS haben wir in 1.2 die Vervielfachung von
n-Tupeln reeller Zahlen mit einer reellen Zahl und die Addition von n-Tupeln
benutzt. Die n-Tupel bilden damit eine algebraische Struktur, welche ein Vektor-
raum im Sinn der folgenden Definition ist.

Definition 1: Es sei V' eine nicht-leere Menge; als Variable fiir Elemente aus V'
benutzen wir die Bezeichnungen @, b, ¢, . . ..

In V sei eine Verkniipfung + definiert, so dass (V,+) eine kommutative Gruppe
ist, d.h. es gelten das Assoziativgesetz ((@+b)+¢ = a+ (b+¢) fiir alle @,b,¢ € V)
und das Kommutativgesetz (a + b=0b+a fiir alle @,b € V'), es gibt ein neutrales
Element ¢ (@ + 6 = 0+ d = a fiir alle @ € V') und jedes Element @ € V besitzt
ein inverses Element (bezeichnet mit —a). Ferner sei in V' die Vervielfachung mit
Elementen aus einem Korper K definiert; fiir » € K bezeichnet man das r-fache
von @ mit rd. (Das Nullelement und das Einselement von K bezeichnen wir wie
in Zahlenkérpern mit 0 bzw. 1.) Dabei soll fiir alle r,s € K und alle 575 eV
gelten:

r(@+b) =rd + rb, (r+4s)d=rd+ sa, r(sd) = (rs)d, ld = d.

(Dabei bedeutet in @ + b das Pluszeichen die Verkniipfung in V', in r + s aber die
Addition im Kérper K.) Dann nennt man V' einen K-Vektorraum. Die Elemente
von V nennt man Vektoren. Das neutrale Element o' nennt man den Nullvektor,
der Vektor —a heifit der Gegenvektor von a. Statt @ + (—5) schreibt man @ — b.
Zur Unterscheidung von den Vektoren nennt man die Elemente aus K Skalare.

Beispiel 1: Den IR-Vektorraum IR" der n-Tupel reeller Zahlen haben wir schon
in 1.2 benotigt, um die Losungen eines LGS darzustellen.

Beispiel 2: Die Folgen reeller Zahlen bilden ebenfalls einen IR-Vektorraum IR™
(Menge aller Abbildungen der Menge IN der natiirlichen Zahlen in die Menge
IR der reellen Zahlen), wobei die Addition und Vervielfachung von Folgen durch
(ay) + (by) = (@ + by) und r(a,) = (ra,) definiert ist.

Beispiel 3: Die Matrizen

ail a9 AT
as a2 o a9n,

= (@ij)mn
aml Am2 ... QGmn

mit m Zeilen und n Spalten (m,n-Matrizen) mit Elementen aus IR bilden einen
IR-Vektorraum, wenn man die Addition und Vervielfachung in Anlehnung an die
entsprechenden Operationen bei n-Tupeln folgendermaflen definiert:

(i) mm + (0ij)mmn = (@ij + bij)mm,  7(Qij)mn = (Tij)mn-
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Beispiel 4: Die Menge aller Funktionen auf einem reellen Intervall [a;b] mit
Werten in IR bildet einen IR-Vektorraum, wobei man fiir Funktionen f, ¢ und
r € IR definiert:

(f +9)(@) = f(&) + g(x) und (rf)(x) = rf () fir alle @ € [a; ).

Vektoren treten in der Geometrie in Gestalt von Verschiebungen (in der Ebene
oder im Raum) auf. Solche Verschiebungen kann man hintereinanderausfiihren
(,addieren) und mit reellen Faktoren vervielfachen, womit ein IR-Vektorraum
entsteht. Vektoren treten auch in der Physik auf, etwa in Gestalt von Kréften,
Beschleunigungen oder Geschwindigkeiten (,,gerichtete Grofien®). Daraus erklért
sich die Bezeichnung ,, Vektor“ (lat. Triger, Fahrer).

Satz 1: In einem K-Vektorraum V gilt:
(1) ro'= o fir alle r € K.
(2) 00 =o' fiir alle v € V.
(3) (—r)U = —(r?) fir aller € K, v € V.
) Ist r¢/ = 0, dann ist r = 0 oder ¢/ = 4.

—

Beweis: (1) In 7 = (0 + 0) = 76+ rd addiere man —rd.
(2) In 00 = (0 4 0)0 = 00 + 0¢' addiere man —04.

(3) Aus 0= (r + (—r))0 = rv'+ (—r)¥ folgt, dass (—r)v der Gegenvektor von rv
ist, also (—r)v = —rv. (Es gilt also —a = (—1)d.)

(4) Ist rd =0und r # 0, dann ist 0=r"10=r"1(r0) = (r )= 10=0. O

Definition 2: Ist V' ein K-Vektorraum und U eine Teilmenge von V', welche
beziiglich der Addition und Vervielfachung in V' wieder ein K-Vektorraum ist,
dann nennt man U einen Untervektorraum oder Unterraum von V.

Ein Unterraum eines Vektorraums V' ist nicht leer, denn er muss den Nullvektor
o enthalten. Genau dann ist U ein Unterraum von V', wenn mit a,b € U und
r € K stets @+ b€ U und rd € U gilt (Unterraumkriterium).

Beispiel 5: Die Menge der Losungen eines homogenen LGS mit n Variablen
und Koeffizienten aus dem Korper K bildet einen Unterraum von K", denn die
Summe zweier Losungen und jedes Vielfache einer Losung sind wieder Losungen.

Beispiel 6: Die Menge der konvergenten Folgen reeller Zahlen (vgl. IX.4) bildet
einen Unterraum des IR-Vektorraums aller Folgen reeller Zahlen, denn die Summe
zweier konvergenter Folgen und jedes Vielfache einer konvergenten Folge sind
wieder konvergent.

Beispiel 7: Die Menge der 3,3-Matrizen mit reellen Eintrégen, bei denen die
Summen der Elemente in den Zeilen und Spalten alle den gleichen Wert haben,
bildet einen Unterraum des IR- Vektorraums IR*? aller 3,3-Matrizen mit reellen
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Eintragen. Denn diese Eigenschaft iibertriagt sich auf die Summen und Vielfa-
chen solcher Matrizen. Ein Beispiel fiir eine Matrix mit dieser Eigenschaft ist

4 9 2
( 3 5 7 ); hier hat die Summe der Zahlen in den Zeilen und Spalten immer
8§ 1 6

den Wert 15. (Dies ist ein besonders schénes Exemplar aus dem Unterraum, denn
die Eintrége sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 9 und auch die Diagonalen er-
geben die Summe 15; es handelt sich um ein so genanntes magisches Quadrat.)

Beispiel 8: Die Menge der auf einem reellen Intervall I differenzierbaren Funk-
tionen mit Werten in IR (vgl. X.2) bildet einen Unterraum aller auf I definierten
Funktionen mit reellen Werten, denn die Summen und die Vielfachen differen-
zierbarer Funktionen sind wieder differenzierbar, wie man in der Analysis lernt.

Definition 3: Fiir Vektoren dy, ds, . . ., d, eines K-Vektorraums V nennt man die
Summe rid; + rods + . . .+ rpd, mit vy, re, ..., 1, € K eine Linearkombination der
Vektoren dy, ds, ..., d,.

Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' ist offensichtlich genau dann ein Unter-
raum von V, wenn alle Linearkombinationen von Elementen aus U wieder zu U
gehoren.

Definition 4: Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren dy, ds, . .., d,
aus einem Vektorraum V nennt man das Erzeugnis von dy,ds, ..., d, und be-
zeichnet es mit (ay, ds, ..., d,) .

Das Erzeugnis (@, ds, ..., d,) ist ein Unterraum U von V, denn Summen und
Vielfache von Linearkombinationen von @s, ds, . .., d, sind wieder Linearkombi-
nationen von dy, ds, . . ., d,. Man nennt dann die Menge {d, @z, ...,d,} ein Er-
zeugendensystem von U.

Beispiel 9: Die homogene Gleichung 1 +z4x5 = 0 hat in IR* den Losungsraum

() (8) e ={(C)

1 11
Beispiel 10: Das homogene LGS mit der Koeffizientenmatrix ( 01 1 ) hat

0 0 1
. 0
in IR? nur die eine Losung < 0 ), also den nur aus dem Nullvektor bestehenden
0

Losungsraum (0) (Nullraum).
Definition 5: Eine Menge A von Vektoren aus einem Vektorraum V' heifit linear
unabhdngig, wenn eine Gleichung der Form

T161+7’26_l'2+...+7'n6_l'n:6 mit {&'1,627...,6n}§14

nur mit 1y = ry = ... = r, = 0 bestehen kann. Andernfalls heifit die Vektormenge
linear abhdngig.
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Man sagt oft auch kurz (aber etwas ungenau), die Vektoren dy,ds, ..., d, seien
linear unabhéngig bzw. abhéngig, obwohl das ja keine Eigenschaft der einzelnen
Vektoren ist, sondern eine Eigenschaft der Menge dieser Vektoren.

Ist {d@,ds,...,d,} linear abhingig, dann kann man mindestens einen der Vek-
toren @; als Linearkombination der anderen darstellen. Ist aber {@,ds,...,d,}
linear unabhéngig, dann ist das nicht méoglich.

-1 —1

1 0 0
dennausr( 0>+s< 1>:<O)folgtr:s:().
-1 -1 0

Beispiel 12: Die auf IR definierten Funktionen x +— sinz und = — cosx sind
linear unabhéngig, denn aus rsinz + scosx = 0 (Nullfunktion) folgt fiir x = g
1
Beispiel 13: Die Vektormenge {( 2 ) ( )
5

0

2

7

1 0 )
Beispiel 11: Die Vektormenge {( 0 ) , ( 1 ) } aus IR? ist linear unabhiingig,

bzw. x = 0 die Beziehung r = s = 0.

3
( 1 ) ( )} aus IR? ist linear
3 1
1 2 3 0
abhéngig: 7“1< ) +T2< ) +r3< 1 ) +r4( > ( 0 ) bedeutet dasselbe wie
3 5 1 0
0
0.
0

1+ 2ro 4+ 3r3 =
27“1 + ry 4+ 27’4 =
3ry 4+ Org + rg + Try =

Die Koeffizientenmatrix dieses homogenen LGS mit den vier Variablen ry, 9, 73,74

1 2 3 0
hat die Stufenform ( 01 8 -7 ) ZweckméBigerweise setzt man x4 = 27¢
0 0 27 -26

(t € IR) und erhélt die Lésungen

1 —40
T2 o —19
| = t 2% (t € R).
T4 27

1 2 3 0 0
Es gilt also —40(2)—19<0>+26<1)—1—27(2):(0).
3 5 1 7 0

Beispiel 14: Die Polynome iiber IR vom Grad < n bilden einen Vektorraum.
Die Menge {1,x, 2%, ..., 2"} ist linear unabhéngig: Ist p(z) = ag + a1z + agx® +

..+ a,z™ das Nullpolynom, dann ist p(0) = 0, also ag = 0 und p(x) = zq(x) mit
q(x) = ay +asx +azx® +. .. +a,2z"'. Auch ¢(x) muss das Nullpolynom sein, also
ist a; = 0. So fortfahrend findet man ay = a; =ay = ... =a, = 0.
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Definition 6: Es sei V' ein Vektorraum und B eine linear unabhéngige Teilmen-
ge von V. Ist jeder Vektor aus V' als Linearkombination von Vektoren aus B
darstellbar, dann nennt man B eine Basis von V.

Ist V ein K-Vektorraum mit der Basis B = {51, by, . .. ,I;n}7 dann schreibt man
auch

U1 U1

. - - - (%) Vo

U =wv1by +v3by + ...+ v,b, = . oder kurz ) c K"
Un B Un

und nennt diese Zahlenspalte aus K™ den Koordinatenvektor von ¥ beziiglich der
Basis B. Die Vektoren vil_); sind die Komponenten, die Zahlen v; die Koordinaten
des Vektors ¥ beziiglich der Basis B. Diese sind eindeutig durch ¢’ bestimmt, denn
die Basisdarstellung ist eindeutig: Aus

1}151 + Uggg + ...+ Ungn = wlgl + ’wggz + ...+ wngn

folgt (v — wl)l;l + (vg — U}Q)gg + ...+ (v, — wn)l;n = 0, wegen der linearen
Unabhéngigkeit der Basisvektoren also v; —wy = 0,v9 —wy =0, ..., v, —w, = 0.

Bei gegebener Basis wird das Rechnen in einem Vektorraum mit Hilfe der Ko-
ordinatenvektoren durchgefithrt. Bei der Darstellung von Vektoren durch ihre
Koordinatenvektoren muss man also wissen, auf welchem Platz die Koordinate
zu einem gegebenen Basisvektor steht, man muss die Basivektoren also anordnen
(1. Basisvektor, 2. Basisvektor usw.). Man muss dann die Basis nicht als Menge,
sondern als Tupel (,,geordnete Menge“) von Vektoren ansehen.

Ist V' endlich erzeugt, d.h. existieren endlich viele Vektoren, deren Erzeugnis V'
ergibt, dann besitzt V' auch eine Basis: Man wéhle einfach unter den Erzeu-
gendensystemen eines mit einer minimalen Anzahl von Vektoren. Ein solches ist
linear unabhéingig, denn wire einer der Vektoren als Linearkombination der an-
deren darstellbar, dann kénnte man ihn aus dem Erzeugendensystem streichen
und erhielte eines mit einer kleineren Anzahl von Vektoren. Aus jedem Erzeu-
gendensystem ergibt sich also eine Basis, indem man Vektoren aus ihm entfernt,
welche von den iibrigen linear abhéngig sind.

Vektorrdaume, die nicht endlich erzeugt sind, kénnen aber auch eine Basis besitzen.
Beispielsweise bilden die Funktionen f; mit f;(z) = 2% (i = 0,1,2,...) eine Basis
des Vektorraums aller ganzrationalen Funktionen auf IR.

Der folgende Satz enthilt Eigenschaften von Basen eines endlich-erzeugten Vek-
torraums V', welche hiufig bendtigt werden. Teil (1) des Satzes besagt, dass man
aus einer Basis B von V wieder eine Basis von V' erhélt, wenn man einen Vektor
beB gegen eine Linearkombination von Vektoren aus B austauscht, falls der
Koeffizient von b in dieser Linearkombination nicht 0 ist. Aus (1) folgt Teil (2)
des Satzes, dieser tragt den Namen Austauschsatz.
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Satz 2: Der K-Vektorraum V habe die Basis B = {51, 527 . ,gn}.

(1) Aus einer Basis von V ergibt sich wieder eine Basis, wenn man zu
einem der Basisvektoren eine Linearkombination der iibrigen addiert.

(2) Ist {wy, U, . . ., Uy} eine lineare unabhéngige Teilmenge von V', dann
gibt es m Vektoren in B, die man durch wy, U, ..., u,, ersetzen kann.
Insbesondere ist also jede n-elementige linear unabhéngige Teilmenge
von V eine Basis von V.

(3) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' kann man durch weitere
Elemente aus V' zu einer Basis ergénzen.

(4) Jede Basis von V enthélt gleich viele Vektoren.

Beweis: (1) Ersetzt man by durch b, mit r # 0, dann ist
U= Ull;l +0252 + ... +Un5n = %l(rl;l) +’U252 + ... +Un5n
und {rgl, 527 ce E,L} ist linear unabhéngig. Ersetzt man 51 durch 51 + 52, dann ist
U= vlgl + Uggg + .+ Ungn = vl(gl + 52) + (vg — Ul)gg 4.+ Unl_;n
und {51 +bo, bo, ..., I;n} ist linear unabhéngig. Daraus ergibt sich die Behauptung.

(2) In der Darstellung von @ # & in der Basis B sei der Koeffizient u; von b; von
0 verschieden. Dann ersetze man l_); durch ulgz und addiere dann die Linearkom-
bination > ujgj hinzu. Dann hat man b; durch @ ersetzt. Nach (1) ergibt sich
1

wieder en]fé Basis. Diese Ersetzungen wiederhole man fiir die weiteren Vektoren
U € {iy,1us,...,Un}. Dabei findet man immer ein l;;-, dessen Koeffizient in der
Darstellung von @ von 0 verschieden ist, weil andernfalls {@;, @a, . . ., @y} linear
abhéngig wire.

(3) Man ersetze gemif} (2) m Vektoren in einer Basis B durch die Vektoren der
gegebenen linear unabhéngigen Teilmenge.

(4) Als minimales Erzeugendensystem ist die Anzahl der Vektoren in einer Ba-
sis eindeutig festgelegt. Man entnimmt das aber auch der Aussage (1): Wéren
{51,527 . ,gn} und {@, Uy, ..., U, } Basen mit m < n, dann hitte man bei Er-
setzung von m der Vektoren der ersten Basis durch die m Vektoren der zweiten
Basis noch n — m Vektoren in der ersten Basis, welche Linearkombinationen der
anderen Vektoren in der Basis sein miissten, was einen Widerspruch ergibt. O

Da nach Satz 2 (4) zwei verschiedene Basen eines endlich-erzeugten Vektorraums
gleich viele Elemente besitzen, ist folgende Definition erlaubt:

Definition 7: Die Anzahl der Elemente einer Basis eines endlich-erzeugten Vek-
torraums V' nennt man die Dimension von V und bezeichnet sie mit dim V. Die
Dimension des Vektorraums {07} ist 0.
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Beispiel 15: Der Vektorraum IR"™ der n-Tupel reeller Zahlen hat die Dimension
n. Eine Basis bilden z.B. die n-Tupel, deren Koordinaten alle den Wert 0 haben,
bis auf eine, die den Wert 1 hat. Dies nennt man die Standardbasis von IR". Die
Standardbasis von IR™ besteht also aus den Vektoren

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
— O — 0 — 1 — 0 — O
egt=1101], ea=| 0[], e3s=] 01|, e= 1], ., e =10
0 0 0 0 1

Beispiel 16: Der Vektorraum IR™" der m,n-Matrizen reeller Zahlen hat die
Dimension m - n. Eine Basis ist beispielsweise die Menge aller m, n-Matrizen,
deren Eintrédge alle den Wert 0 haben, bis auf einen, der den Wert 1 hat.

Beispiel 17: Der Vektorraum IR*? hat die Dimension 9. Diejenigen Matrizen
aus IR*?, bei denen die Summen der Zahlen in den einzelnen Zeilen und Spalten
den gleichen Wert haben, bilden einen Unterraum U. Dieser hat die Dimension
3, denn eine Basis von U ist z.B. (Aufgabe 6)

1 1 1 021 1 20
111,210,012

1 1 1 2 01

Beispiel 18: Die arithmetischen Folgen (a + dn), also die Folgen der Form
a, a+d, a+2d, a+3d, ..., bilden einen 2-dimensionalen Unterraum des Vektor-
raums aller Folgen reeller Zahlen; eine Basis ist {(1), (n)}, wobei (1) die konstante
Folge 1, 1, 1, ...und (n) die Folge 1, 2, 3, ...der natiirlichen Zahlen ist.

Beispiel 19: Das homogene LGS

2x1+3x2—5x3—|—4x4— I5:0
:v1+:1‘2—2:v3+7:134—2:v5:0

bzw.
W 21’1 + 3332 = 5.%‘3 — 41’4 + Ts

r1 + Ty = 21’3 - 71174 + 2275
lasst sich umformen zu

ry = I3 — 1756'4 + 5.”13'5
To = T3 + 10134 - 31‘5.
Die Lésungsmenge ist
1 —17 5
1 10 -3
vy | 1 | +ay 0 | +us 0 |  x3,24,25 € Ry,
0 1 0
0 0 1

also der von den drei genannten Losungsvektoren erzeugte Unterraum U von IR,
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Die Vektoren in diesem Erzeugendensystem sind linear unabhéngig, also hat der
Losungsraum U die Dimension 3. Ist umgekehrt U mit obigem Erzeugendensys-
tem gegeben, dann kann man U als Losungsraum eines LGS verstehen, ndmlich
eines LGS mit 5 Variablen, dessen Koeffizientenvektoren sich als Losungen des

folgenden homogenen LGS mit den Variablen ay, as, ..., as ergeben:
a; + as, + as =0
—17@1 + 10&2 + a4 =0
5CL1 — 3(12 + as = 0

Der Losungsraum hat die Dimension 2, linear unabhéngige Losungen werden z. B.
durch die Quintupel (2,3, —5,4,—1) und (1,1, —2,7, —2) gegeben. Es ergibt sich
also ein homogenes LGS mit 5 Variablen und 2 Gleichungen, welches dquivalent
zu dem eingangs betrachteten LGS ist. (Mit den angegebenen Quintupeln erhélt
man genau das eingangs gegebene LGS.)

Satz 3: Jeder Unterraum U der Dimension m von IR" ist der Losungsraum eines
homogenen LGS mit n — m Gleichungen.

Beweis: Es sei {u, s, ..., Uy} eine Basis von U und #; habe die Koordinaten
Wity Uiy - - U (0 =1,...,m). Der Losungsraum W des homogenen LGS

unyy + uiys + ...+ uYn = 0

Ug1yr +  usy2 + ...+ Uy = O

Up1Y1 + Um2Y2 + oo+ UnnYn = 0
mit den Variablen ¥, 4, ..., y, dndert sich nicht, wenn man das LGS durch Zei-

lenumformungen auf Stufengestalt bringt, man kann also w;; = 0 fiir j < ¢ anneh-
men. Auferdem kann man durch Vertauschung der Variablen (also Vertauschung
der Basisvektoren) erreichen, dass u; # 0, da {@;, da, . . ., @y} linear unabhéngig
ist. Schliellich kénnen wir noch u;; = 1 setzen und durch weitere Zeilenumfor-
mungen erreichen, dass u;; = 0 fiir ¢ < 7 < m. Das LGS hat dann folgende
Form:

Y1 +  Urmt+1Ym+1 T+ o+ Uy = 0

Y2 +  Umt1Ymir + .+ Uy, = 0

Y3 + UmYm+1 + oo+ UspyYn = 0

Ya +  Umt1Ymy1r o+ Uy, = 0

Ym + Um,m+1Ym+1 + ...+ UmnYn = 0
Der Losungsraum wird also erzeugt von den n — m linear unabhéngigen
Vektoren €,4; + €ny; (J = 1,...,n — m), wobei ¢,4; die Koordinaten
Ul metjr —U2mtjs - - - > —Umm—js 0,0, ..., 0 hat. Der Losungsraum hat also die Di-

mension n — m. Hat nun der Losungsraum des eingangs gegebenen LGS die
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Basis {, s, ..., W,—n} und hat @; die Koordinaten wji, wjs,...,w; (j =
1,...,n —m) dann sind die Vektoren #; Losungen von
w1 ry + WioTs + ... + WinT, = 0
woxy + Wooky + ... + Won Ty = 0
Wp—m, 111 + Wp—m,2T2 + ...+ Whn—mpnTn = Oa

Der Losungsraum dieses LGS hat die Dimension n — (n —m) = m, also ist U der
Losungsraum dieses LGS. a

Beziiglich einer gegebenen Basis des n-dimensionalen Vektorraums V' lésst sich
dieser mit IR" identifizieren, indem man jedem Vektor aus V seinen Koordina-
tenvektor beziiglich der Basis zuordnet. Also gilt auch allgemeiner als in Satz 3:

Jeder Unterraum U eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' ldsst sich als
Losungsraum eines homogenen LGS mit Koeffizienten aus K verstehen. Sollen
dabei die Vektoren aus den Koeffizienten der Gleichungen linear unabhéngig sein,
dann besteht das LGS aus dim V' — dim U Gleichungen.

Aufgaben

1. Es sei {d, 5, ¢} eine linear unabhingige Menge von Vektoren aus einem
Vektorraum V. Man zeige, dass dann auch {@ + 2b, a+ b+ ¢ @ — b — ¢}
linear unabhéngig ist.

2. Essei P, der Vektorraum der Polynome iiber IR vom Grad < n. Zeige, dass
{1,142, (1+x)% ..., (1+x)"} eine Basis von P, ist.

3. Es sei @ die Menge der rationalen Zahlen. Man zeige, dass die Zahlen
a+bvV2+cV3 mit a,b,ceQ
einen Q-Vektorraum der Dimension 3 bilden.
4. a) Man beweise, dass die Schnittmenge zweier Unterrdume eines Vektor-

raums V wieder ein Unterraum von V ist.

b) Man beweise, dass die Vereinigungsmenge zweier Unterrdume Uy, Us eines
Vektorraums V nur dann wieder ein Unterraum von V ist, wenn U; C U,
oder Uy C Uy gilt.

c¢) Es seien Uy, Uy zwei Unterrdume des Vektorraums V. Man zeige, dass
{ty + Uy | @ € Uyt € Uy} einen Untervektorraum W von V bildet.
Unter welcher Voraussetzung ist fiir jeden Vektor @ € W die Darstellung
W= ’ljl + ?IQ mit 12'1 S Ul, 112 S U2 eindeutig?
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5. Bildet die Menge der Matrizen (Z B 2) mit a, b € IR einen IR-Vektorraum?

Welche Dimension hat dieser?

6. Man bestimme eine Basis des Losungsraums des homogenen LGS

X1+ T2 +Tyg = T4+ X5+ Tg
= 27428+ T x1x2x3 ........ S
= $1+£U4+I7 — ; —
= Zo+ a5+ 18 Ty f Ty o} T oofeeeerees S
— x1+x5+$9 Ty b Tg o} Tg oofreeenns S

= I3+I5+JI7

Eine Losung bestimmt ein Zahlen- S : : : 'S
quadrat, bei welchem die Summen S S S

der Zahlen in den Zeilen, Spalten
und Diagonalen alle den gleichen
Wert haben (Fig. 1).

Fig. 1: Zahlenquadrat

1.4 Lineare Mannigfaltigkeiten

Die doch sehr abstrakten Begriffe aus .3 und dem vorliegenden Abschnitt 1.4 wer-
den in 1.5 geometrisch interpretiert, so dass man den Zusammenhang der linearen
Algebra mit der analytischen Geometrie besser erkennt. Die hier behandelten li-
nearen Mannigfaltigkeiten sind dann nicht anderes als Geraden in der Ebene bzw.
Geraden und Ebenen im Raum.

Definition 1: Es sei V' ein Vektorraum, d € V und ferner U ein Unterraum von
V. Die Menge aller Vektoren der Form @ + @ mit @ € U bezeichnet man mit

a+U
und nennt sie eine lineare Mannigfaltigkeit. Hat U die Dimension d, dann spricht
man von einer d-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit.
Ist @ € U, dann ist @ + U = U, denn dann gilt @ + @ € U fiir alle @ € U.

Ein Unterraum ist also eine spezielle lineare Mannigfaltigkeit.

Beispiel 1: Die Losungsmenge eines inhomogenen LGS ist eine lineare Mannig-
faltigkeit @ + U, wobei @ eine spezielle Losung des inhomogenen LGS und U der
Losungsraum des zugehorigen homogenen LGS ist.
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Satz 1: Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Jede m-dimensionale lineare
Mannigfaltigkeit @+ U aus V' 1asst sich als Losungsmenge eines LGS iiber
K mit n —m Gleichungen verstehen.

Beweis: In V' sei eine Basis B gegeben. Ferner sei {uy, iz, . . ., Uy} eine Basis von
U und
Uil ay
N Ui2 R az
Uy = i (i=1,...,m), a=
Uin, B Gp B

Der Unterraum U sei der Losungsraum des homogenen LGS

a111 + 122 + ... + ATy — 0
a91r1 + a9y + ... + aonly — 0
Ap—m,1T1 + Gp—m, 222 I o Ap—mnTn = 0
(vgl. Satz 3 in 1.3) und es sei
ana; + apay + ...+ ApQn = by
as a1 + ooy + ... -+ agny = b2
Ap—m,101 + Ap—m 202 + ...+ Ap—mnln = bn—m
Dann ist @ + U die Losungsmannigfaltigkeit des LGS
a1121 + a12T2 + ... + ATy — b1
a1 1 + a9y + ... + aonly — b2 0
an—m,lxl + Qp—m, 222 + ...+ Ap—mnTn = bn—m

Satz 2: Ist U ein Unterraum des K-Vektorraums V', dann bildet die Menge
{@+U | deV} mit den Operationen

@+U)+(b+U)=(@+b)+U und r(@+U)=ra+U

fiir a, beV und r € K einen K-Vektorraum.

Beweis: Die Operationen in {d@ + U | @ € V'} sind wohldefiniert, d. h. sie fiithren
unabhéngig von den gewéhlten Vertretern a, b der linearen Manmgfaltlgkelten
zum gleichen Ergebmg Ist ndmlich @' +U = G+ U und b’ + U = b + U, also
a'—deUund b’ —b e U, dann ist

@ +b)V+U=(@+b+ (@ —a+b' —b)+U=(a@+b)+U.
Ist ferner @'+ U =d + U, also @’ — d € U, dann ist
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ra'+U=(rda+r(@ —a)+U=ad+U.
Man rechnet leicht nach, dass die Vektorraumaxiome in {@+ U | @ € V} erfiillt
sind (Aufgabe 1). O

Definition 2: Den Vektorraum aus Satz 2 bezeichnet man mit V/U (sprich
,V nach U“) und nennt ihn den Quotientenraum von V nach U.

Sind Uy, Uy zwei Unterrdume des Vektorraums V', dann bildet auch die Schnitt-
menge U; NUs; einen Unterraum von V. Fiir die Vereinigungsmenge gilt das nicht:
Mit 4y € Uy und uy € Uy muss nicht wy + iy € Uy UU; gelten. Der kleinste Unter-
raum, der U; und U; enthélt, ist der im Folgenden definierte Unterraum Uy + Uy
von V'

Definition 3: Fiir zwei Unterrdume Uy, Us des Vektorraums V sei

Ui+ U, :{ﬁ1+ﬁ2 | U € Ul,ag S UQ}

Offensichtlich ist Uy 4+ Us ein Unterraum von V', welcher U; und U, enthélt, und
es gibt keinen kleineren Unterraum von V' mit dieser Eigenschaft.

3 5 2 0
Beispiel 2: U; = <( % ) , < I >>und Uy = << (i) ) , ( i’) )>sindUnterréume

von IR?. Fiir 7 € Uy N Uy gilt

3 5 2 0
1_)':.%'1 1 + X9 1 = 0 + Yo 3
2 1 1 1

mit x1, r9, Y1, y2 € IR. Das homogene LGS

3.1’1 + 5]52 — 2y1 =0
T+ @ — 3y, =0
2v1 + 22 — i — y2 = 0

hat die Losungen xy = 11r, a9 =71, y; = 197, yo = 4r (r € IR), die Vektoren in

U, NUs; sind also
3 5 38
r{ 1 | 4+r[ 1 | =r| 12 (reIR).
2 1 23

Die in Beispiel 2 angegebenen erzeugenden Vektoren von U; und U, erzeugen
gemeinsam IR?, denn je drei von ihnen sind linear unabhingig. Also ist Uy + U, =
IR?. Hier gilt also

dim(U; + Us) = dim Uy + dim Uy — dim(U; N Usy).
Dies gilt auch allgemein (Aufgabe 3).
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Analog zur Schnittmenge zweier Unterrdume kann man die Schnittmenge zweier
linearer Mannigfaltigkeiten aus einem Vektorraum V' betrachten. Die Schnittmen-
ge zweier Unterrdume ist nie leer, da sie mindestens den Nullvektor enthilt, die
Schnittmenge zweier linearer Mannigfaltigkeiten kann aber leer sein.

Satz 3: Die Schnittmenge zweier linearer Mannigfaltigkeiten eines Vektorraums
V ist leer oder selbst wieder eine lineare Mannigfaltigkeit von V.

Beweis: Sind zwei lineare Mannigfaltigkeiten jeweils als Losungsmenge eines LGS
gegeben, dann ist ihre Schnittmenge die Losungsmenge desjenigen LGS, das durch
Zusammenfiigen der beiden gegebenen LGS entsteht. a

In Verallgemeinerung der in Definition 3 gegebenen Summe von Unterrdumen
kénnte man auch die Summe von linearen Mannigfaltigkeiten aus einem gegebe-
nen Vektorraum V definieren: (@ + Uy) + (b + Us) = (@ + b) + (U; + Us). Diese
Summe enthélt aber im Allgemeinen nicht die Summanden, es gilt also in der Re-
gel (@+Uh), (b+Us) € (@+b)+ (U +Us). Denn aus d+ Uy C (@+b) + (U +Us)
folgt Uy C b+ (U, + Us) und daraus be U, + U, (wegen 0 € b+ (U, + Us)), was
aber nicht der Fall sein muss.

Definition 4: Es seien U, Us Unterrdume eines Voktorragms V und EL’,I_; e V.
Die kleinste lineare Mannigfaltigkeit, welche (@ + U;) und (b+ Us) enthélt, nennt
man die lineare Hiille der beiden Mannigfaltigkeiten und bezeichnet sie mit

(@+Uy) Vv (b+ Us).

Satz 4: Fiir Unterrdume Uy, Us eines Vektorraums V und d, beV gilt
@+ UV (b+Us)=d+ ((b—a) + Uy + Us.)
Beweis: Fiir w; € Uy, iy € Uy gilt
i+l =da+o+im+o€d+ ((b—a+U +Us),
bt+iy=ad+(b—a)+o+ i €d+ ((b—a)+U +U),

also = =
A+ U, b+U, Ca+ ((b—a)+ U +Uy).

Ist umgekehrt (@4 Uy) V (b4 Us) = @+ W, dann ist
G—Cc+U, CW und b—E+U, CW,
also @ — & b—¢e W und damit b — @ € W, also auch (b — @) C W. Weil auch

—

Uy, Uy C W gilt, ist insgesamt (b —a) + Uy + Uy C W, O

Ist {@,b} linear abhéingig, dann ist (@4 U;)V (b+Us) der Unterraum (@) + Uy + U,
(Aufgabe 6).
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Beispiel 3: Im IR? kann man @+ (@) und b+ (%) mit @, 7 # 7 als Geraden deuten
(vgl. 1.5). Die lineare Hiille

@+ ((b—a)+ (@) + (D))
ist dann

e IR?, falls {I; — d, 4, v} linear unabhéngig ist,

e die Ebene @ + (i, #), falls {, ¥} linear unabhéingig und b — @ € (@, ¥) ist
(Ebene durch zwei sich schneidende Geraden),

e die Ebene @+ (b — @, ¥), falls {@, 7} linear abhiingig und {b — @, 7} linear
unabhéngig ist (Ebene durch parallele Geraden),

e dic Gerade @ + (i), falls {@, ¥} lincar abhingig und b — @ € (@) ist.

In 1.5 werden diese geometrischen Aspekte weiter behandelt.

Aufgaben

1. Man zeige, dass in V/U (vgl. Satz 2) die Vektorraumaxiome erfiillt sind.

1 0 3

- Il o 1 I
2.Esse1U—< 5 || 3 >unda— 5
1 2 7

Man stelle @ + U als Losungsmannigfaltigkeit eines LGS dar.

3. Man zeige, dass fiir alle Unterrdume U, U; eines endlichdimensionalen Vek-
torraus V' gilt:

4. Man zeige, dass die Schnittmenge zweier verschiedener 2-dimensionaler li-

nearer Mannigfaltigkeiten aus IR® entweder leer oder eine eindimensionale
lineare Mannigfaltigkeit ist.

5. Man zeige, dass fiir @, b, ¢, @, 7 € V genau dann

gilt, wenn (@ + (@) N (b+ (¥)) # 0 ist.

6. Man beweise: Ist {@,b} linear abhiingig, dann ist (@ + U;) V (b + Us) der
Unterraum (@) + Uy + Us.
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1.5 Geometrische Interpretation

In einem ebenen Koordinatensystem, das wir uns ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit als ein kartesisches Koordinatensystem vorstellen diirfen, kann man
jeden Punkt (p1, pa) durch seinen Ortsvektor T

OP=j— (pl)
b2
darstellen und so dem ,Punktraum®, der aus
allen Zahlenpaaren besteht, die Vektorraum-
struktur von IR? aufprigen. Allgemeiner ordnet

man einem Punktepaar A(ay,as), B(by,b2) den
Vektor

E: <b1 o al) —b-a Fig. 1: Vektorpfeile
by — ap

zu. Vektoren stellt man bildlich als Pfeile (,, Vektorpfeile®) dar, wobei alle gleich

langen und gleich gerichteten Pfeile den gleichen Vektor darstellen (Fig.1). So

wird es moglich, geometrische Sachverhalte in der Ebene mit Hilfe von Vektoren

aus IR? zu beschreiben.

Ist @ # 0, dann ist die Menge aller Punkte mit T2 .

den Ortsvektoren p U g
r=p+tu(t € R) 5

die Gerade durch den Punkt P (mit dem Orts- 0l T

vektor p) und dem Richtungsvektor i (Fig.2).

Diese Gerade ist also die eindimensionale linea- Fig. 2: Geradengleichung

re Mannigfaltigkeit 7+ (@) aus IR”.

In gleicher Weise kann man in einem rdaumlichen
Koordinatensystem geometrische Sachverhalte
mit Hilfe von Vektoren aus IR* beschreiben.

Ist 7 € IR* und U ein Unterraum von IR?, dann
ist p+ U eine Gerade durch den Punkt P (mit
dem Ortsvektor p) oder eine Ebene durch den
Punkt P, wenn U die Dimension 1 oder 2 hat.
Im ersten Fall Ist U = (@) mit @ # 0 und 4
heif3t der Richtungsvektor der Geraden, im zwei-
ten Fall ist U = (i, ¥), wobei {u, ¢} linear un- Fig. 3: Ebenengleichung
abhangig ist, und , ¥ heilen Spannvektoren der

Ebene (Fig. 3).
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Die Berechnung des Schnittpunkts zweier Geraden, des Durchstofpunktes einer
Geraden durch eine Ebene oder der Schnittgeraden zweier Ebenen bedeutet nun
die Bestimmung der Schnittmengen zweier linearer Mannigfaltigkeiten. Die Be-
rechnung einer Ebene durch zwei Geraden oder einer Ebene durch einen Punkt
und eine Gerade bedeutet die Bestimmung der linearen Hiille zweier linearer
Mannigfaltigkeiten. In den folgenden Beispielen sind p, p+ (@), p+ (@, ¥) lineare
Mannigfaltigkeiten der Dimension 0 bzw. 1 bzw. 2 aus IR>.

Beispiel 1 (Durchstofipunkt einer Geraden durch eine Ebene): Es soll der
Schnittpunkt der Geraden g und der Ebene E bestimmt werden:

)G = L))
—— A N WY

24r = 1+2s—1t

bzw. das LGS 2—r = 1—1 10'sen:r=—l,s:—at:—é
3 3 3
1+r = 5+s+3t
2 1 1 1 5
Der Durchstofipunkt hat den Ortsvektor | 2 | — 3 -1 | = 3 7 |, welcher
1 1 2
1 1 2 4 -1 1 5
sich natiirlich auch in der Form | 1 | == 0 | —-=| -1 | == 7 | ergibt.
5) 3\1) 3\ 3) 3\2

Beispiel 2 (Schnittgerade zweier Ebenen): Es soll die Schnittgerade der Ebenen
F; und E5 bestimmt werden:

(D = (-

Dazu muss man die Gleichung

() oe) (-0 () ()

1+r+s = 242u
bzw. das LGS s = 3+t losen: t = 1 —wu, s = 4 — u,
3 = 24t+u
r = —3 — 3u. Die Schnittgerade ist also die lineare Mannigfaltigkeit

() ()-GO -C)-(H))
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Beispiel 3 (Ebene durch Punkt und Gerade): Die lineare Hiille von = '+ (0)
(Punkt) und ¢+ (@) mit 4 # o (Gerade) ist p+ (¢—p, i) (Ebene), falls §—p' & (1)
(falls also der Punkt nicht auf der Geraden liegt). Beispielsweise ist

A ACD) -0 (D)

Aufgaben

1. Man zeige in Erginzung zu Beispiel 3, dass der dort angegebene Punkt
nicht auf der angegebenen Geraden liegt.

. Es seien zwei Geraden p+ (u) und ¢+ (v) in egeben. Man zeige:
2. E Geraden p'+ (i) und ¢+ (%) in IR® gegeben. M X
B+ (@) N(7+(0) =0 = @+ (@) V(7+ (D) =R’
(Im vorliegenden Fall nennt man die Geraden windschief.)

3. a) Auf zwei windschiefen Geraden (vgl. Aufgabe 2) seien jeweils zwei ver-
schiedene Punkte A, B bzw. C, D gegeben. Man zeige, dass dann auch die
Geraden durch A, C' und durch B, D windschief sind.

b) Besitzt das Viereck mit den Ecken A(1,2,—1), B(5,—3,0), C(0,4,1),
D(1,0,1) einen Diagonalenschnittpunkt?

1.6 Konvexe Mengen

Sind zwei Punkte A, B durch ihre Ortsvektoren
d, b gegeben, dann beschreiben die Ortsvektoren

rd+sb it r,s >0 und r+s=1
die Punkte der Strecke AB (Fig.1), denn

ri+sb=(1—s)a+sb=d+s(b—a).

Jedem Zahlenpaar (r,s) mit r,s > 0 und
r 4+ s = 1 ist eindeutig ein Punkt P der Stre- @)
cke AB zugeordnet und umgekehrt bestimmt

ein Punkt der Strecke eindeutig ein solches Zah-
lenpaar.

Fig. 1: Strecke AB
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Sind drei Punkte A, B, C' durch ihre Ortsvektoren a, 5, ¢ gegeben, dann be-
schreiben die Ortsvektoren

1@+ sb+t¢ mit r,s,t >0 und r+s+t=1
die Punkte der Dreiecksfliche ABC' (Fig.2), denn
ri4sb+té=(1—s—t)a+sb+tc=a+sb—a)+tE—a).

Fiir » = 0 ergeben sich die Punkte der Seite BC, fiir s = 0 bzw. ¢t = 0 die der
Seite AC' bzw. AB. Ein Punkt der Dreiecksflaiche und das Zahlentripel (r, s, t)
mit obigen Eigenschaften bestimmen sich gegenseitig eindeutig.

C c D

Fig. 2: Dreieck ABC Fig. 3: Tetraeder ABCD
Sind vier Punkte A, B,C,D im Raum durch ihre Ortsvektoren @, l_;, c, d
gegeben, dann beschreiben die Ortsvektoren

rd + sb+té+uc mit rs,t,bu>0 und r+s+t+u=1
die Punkte eines Tetraeders ABCD (Fig.3), denn

ra+sb+tétud = (1—s—t—u)a+sb+té+ud = d+s(b—a)+t(é—a)+u(d—a).

Fiir » = 0 ergeben sich die Punkte der Dreiecksfliche BCD, fiir r = s = 0 die
Punkte der Strecke C'D.
Definition 1: Eine Punktmenge M heifit konvex, wenn fiir alle P,Q € M auch
die Punkte der Strecke PQ zu M gehoren.

Die Strecke AB, die Dreiecksfliche ABC und das Tetraeder ABC'D sind Beispiele
fiir konvexe Punktmengen. Geraden, Halbgeraden, Ebenen und Halbebenen sind
ebenfalls Beispiele fiir konvexe Punktmengen.

Satz 1: Die Schnittmenge von konvexen Mengen ist wieder konvex.

Beweis: Sind M, My konvexe Mengen, dann gilt fiir P,QQ € M; N M, sowohl
PQ C My als auch PQ C My, also PQ C My N M. O
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Definition 2: Fiir @y, ds, ..., d; € IR" nennt man die Linearkombination
ridy + rods + ...+ rpdy mit v, 7, ..., > 0und g e+ .. 1, =1

eine Konvexkombinationvon day, ds, . . . , di. Die Menge aller Konvexkombinationen
von dyp, ds, . . ., ax nennt man die konveze Hiille der Menge dieser Vektoren. Fiir k
Punkte mit den Ortsvektoren ay, ds, . . ., dx nennt man die Menge der Punkte mit
Ortsvektoren aus der konvexen Hiille von dy, s, . . ., dy die konvexe Hiille dieser
Punktmenge.

Satz 2: Die konvexe Hiille einer endlichen Menge von Punkten aus IR" ist konvex.
Beweis: Es gilt

7"(7"161 + TQ&:Q + ...+ rkd’k) + 8(8161 + 5262 + ...+ Skc_ik>
= (rry + s81)ad + (rro + sso)d + ... + (11 + s8k)dy.

Aus r,s,7;,8 > 0 folgt rr; +ss; > 0 (i = 1,2,...,k), und aus r + s = 1 und
ri+ro+...+rg=58+8+...+s =1 folgt

(rry + ss9) + (rro + $s2) + ... + (rrg + ssi)
=r(ri+ro+...+r)+s(s1+s2+...+s)=r-1+s-1=1. O

Die konvexe Hiille von k£ Punkten der Ebene ist ein konvexes Polygon mit k& Ecken.
Die konvexe Hiille von k Punkten im Raum ist ein konvexes Polyeder mit k& Ecken.
Dabei konnen Ecken auch ,entartet” sein, wenn sie z.B. auf der Verbindungsstre-
cke zweier Nachbarecken liegen. Die konvexe Hiille von k& Punkten des IR™ mit
den Ortsvektoren dy, ds, . .., d, nennt man einen (k — 1)-dimensionalen Simplex,
wenn {dy — @y, d3 — dy, ...,d — d} linear unabhéngig ist. Simplexe im Raum
sind Strecken, Dreiecksflichen und Tetraederkorper. Der Simplexbegriff ist fiir
die lineare Optimierung (Kapitel VIII) von Bedeutung (Simplexmethode). Dort
untersucht man Simplexe bzw. allgemeiner konvexe k-dimensionale Polyeder, die
sich als Losungsmenge linearer Ungleichungssysteme ergeben.

Satz 3: Die Losungsmenge des linearen Ungleichungssystems

1121 + 12Ty + ... Fapr, < by
a1 + a9%To + ...+ agpx, < by

Am1T1 + AmaT2 + ...+ ATy bm

bildet eine konvexe Teilmenge von IR".

Beweis: Die Losungsmenge des Ungleichungssystems ist die Schnittmenge der
Losungsmengen der einzelnen Gleichungen. Nach Satz 1 muss also nur gezeigt
werden, dass die Losungsmenge einer einzelnen Ungleichung konvex ist. Dies folgt
fiir zwei Losungen ) 3/ aus
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ar(rzy 4 sy1) + aa(rag + sy2) + ... + an(re, + syn)
=r(az) + agwo + ...+ ayry) + s(a1xy + agza + ...+ ayr,) < (r+5)b=b,

falls r,s > 0 und r + s = 1. O
Satz 3 gilt natiirlich auch, wenn statt der <-Zeichen bei einigen oder allen der

Ungleichungen >, =, < oder > steht.

Beispiel 1: Die Losungsmenge des Un- -

gleichungssystems

3r1 + 22, > 14 \

ry — 4(172 S 0

4y — 3z < 26

ry + 61‘2 S 47

ry — To 2 —2 /
kann in der Ebene als Schnittmenge von y T
fiinf Halbebenen gedeutet werden. Die
Losungsmenge bildet ein Fiinfeck (Fig. 4). Fig. 4: Zu Beispiel 1
Aufgaben

1. Es seien A, B,C, D Punkte der Ebene mit den Ortsvektoren @, l;, c, d.
Welche geometrische Bedeutung haben die Punkte mit den Ortsvektoren

1 1- 1 1- 1 1 1- 1 1 -
-d+-b, -d+-b+-¢ -d+-b+-¢+-d ?
p@hgh gt gbhge qatgbtgety
2. In der Ebene sei ein konvexes Viereck ABC'D durch die Ortsvektoren der
Ecken gegeben. Man zeige, dass die Darstellung des Ortsvektors eines Punk-
tes der Vierecksflache als Konvexkombination der Ortsvektoren der Ecken

i. Allg. nicht eindeutig ist.

3. Man beschreibe die Vierecksfliche mit den Ecken A(1,1), B(7,2), C(5,5),
D(2,6) als Losungsmenge eines Ungleichungssystems.

4. Man zeige, dass die Punkte (x1, 22, z3) mit 1, T, z3 > 0 und

r + x4+ xy <12
T3 S 2

2.7)1 + X9 — 3 S 7
3331 — o + T3 S 5

einen Polyederkorper beschreiben und berechne dessen Ecken.
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