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Mehratomige Molekiile

Bei der Beschreibung wvon drei- und mehratomigen
Molekiilen spielt ihre Symmetrie eine zentrale Rolle —
etwas allgemeiner: die geometrische Anordnung der N
Atomkerne. Die in Kap. 11 angestellten Uberlegungen
sind also zu generalisieren. Die Kernbewegung ist
jetzt  (meben der triwvialen Translationsbewegung)
durch drei Freiheitsgrade der Rotation und 3N — 6
Schwingungsfreiheitsgrade gekennzeichnet. Auch die
Charakterisierung der elektronischen Zustinde wird
entsprechend komplezxer.

Hinweise fiir den Leser: Zweiatomigen Molekiile bieten nur einen ers-
ten Einstieg in die Welt realer Molekiile. Wer etwas tiefer eindringen will,
sollte in das folgende Kapitel zumindest einmal hineinlesen. Abschnitt 12.1
stellt den beliebig geformten, starren Rotator vor. Normalkoordinaten zur
Behandlung der Schwingung werden in Abschn. 12.2 eingefiihrt. Abschnitt
12.3 widmet sich der Symmetrie von Punktgruppen als zentralem Ordnungs-
prinzip. In die Besonderheiten der elektronischem Struktur mehratomiger
Molekiile fithrt Abschn. 12.4 anhand der noch relativ iiberschaubaren und
wichtigen Beispiele H,O und NHj ein. Ein vor allem fiir organische Molekiile
viel benutztes, anschauliches Konzept ist die Hybridisierung elektronischer
Orbitale (Abschn. 12.5), und fiir konjugierte Doppelbindungen bietet die
Hiickel-Methode hilfreiche erste Abschétzungen (Abschn. 12.6).

12.1 Rotation mehratomiger Molekiile

12.1.1 Allgemeine Zusammenhiinge

Wir rekapitulieren zunéchst etwas klassische Mechanik und konzentrieren uns
auf den Fall des starren, jetzt beliebig geformten Rotators. Wir nehmen also
an, dass die N Atomkerne des Molekiils mit den Massen my, ma, ..., Mg, ..., Myr
durch Koordinaten Ry, Ro, ..., Ry, ..., Ry beschrieben werden, die beziiglich
ihres Abstands vom Schwerpunkt und ihrer relativen Orientierung inner-
halb des Molekiils konstant sind. Schreiben wir X}, = Ry 1, Y = Ri2 und
Zy, = Ry, 3, so sind die Komponenten des Trigheitstensors I

Iij = ka (Ri0i; — RyiRy.j) - (12.1)
k
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In Bezug auf eine Achse in beliebiger Richtung, charakterisiert durch Zeilen-
oder Spaltenvektor R= I~{/ Rbzw. R = R/R, kann man das Trigheitmoment

o~

3
Lo 1
@:RJHRZEEZ&%& (12.2)
ij=1

schreiben. Nun gibt es stets ein korperfestes Koordinatensystem, das wir durch
die Achsen a, b, ¢ charakterisieren wollen, in welchem der Trigheitstensor dia-
gonal wird. Die so definierten Hauptirdgheitsmomente ordnet man wie folgt:

I,<Iy<I. (12.3)

In Bezug auf eine Achse in Richtung R = (a1 by c1) mit a? + b + ¢ =1im
korperfesten System wird das Trigheitsmoment nach (12.2) dann einfach

Ig = I,a7 + Ibi + I.c} . (12.4)

Dividiert man durch Iy, schreibt a;/v/Ir = a etc. und variiert a,b und ¢ so,
dass
1 = I,a* + Ib* + I.c? (12.5)

gilt, so beschreibt dies eine Fliche zweiter Ordnung, genauer ein Ellipsoid.
Der Abstand |R| = va? + b2 + ¢? jedes Punkts dieser Fliche vom Ursprung
entspricht gerade 1/v/Tg, wobei I das Trigheitsmoment beziiglich einer Ach-
se in Richtung R ist. Gleichung (12.5) beschreibt also das Trdgheitsellipsoid
des Molekiils mit den die Hauptachsen 1/v/1,, 1/v/I, bzw. 1/\/I..

Dies ist in Abb. 12.1 skizziert. Beziiglich
des raumfesten Koordinatensystems XY Z
ist das korperfeste System abc durch die
Euler-Winkel a3y charakterisiert, die wir in
Anhang C, Band 1 kennengelernt haben. Die
Lage des Drehimpulses N des starren Rota-
tors wird nun durch zwei Groflen spezifiziert:
durch die uns schon bekannte Projektion M
auf die raumfeste Z-Achse, und zusétzlich
durch die Projektion K auf eine korperfeste
Abb. 12.1. Trigheitsellipsoid Achse, z.B. die ¢-Achse. Die Quantenmecha-
und Euler-Winkel «, 3, nik des starren, ausgedehnten Rotators wur-

de bereits innerhalb eines Jahres nach Ent-
stehung der Quantenmechanik (1927) von Rabi und anderen beschrieben. Wir
wollen hier nicht in die Details gehen, sondern referieren lediglich die wich-
tigsten Ergebnisse. Wir erweitern die Notation von Kap. 11.3.2 fiir die Kom-
ponenten des Drehimpulsoperators in Bezug auf das raumfeste Koordinaten-
system, Nx, Ny bzw. Nz, und beziiglich der drei orthogonalen Hauptachsen
des Tragheitsellipsoides N,, N, bzw. N.. Fiir das Quadrat des Drehimpuls-
operators gilt
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—~2 o~ ~ o~ ~ ~ ~
N =N% + N2 + N2 =N2+ N2+ N2 (12.6)

—~2

N und seine Komponenten gehorchen den iiblichen Regeln der Drehimpuls-
algebra in ortsfesten wie auch in korperfesten Koordinaten. Man kann Zusténde

2~ ~
INMK) finden, die simultan Eigenzustdnde von N , Nz und N, sind:

—~2
N |[NMK)=hN(N+1)|NMK) mit N=0,1,2,... (12.7)
sowie Nz |[NMK)=hM|NMK) und N,|NMK)=hK|NMK)
mit M =0,+1,42,---+ N und K=0,£1,42,---+ N
Analog zu den in Band 1 gebrauchten sphérischen Komponenten des Drehim-
pulses ji =F (jw + 1jy) / v/2 kann man auch hier entsprechende Kombina-

tionen von NX und Ny bzw. von ]\Afa und ]/\7;, bilden:!
NE=7 (Na + iﬁb) /N2 (12.8)

Allerdings entsprechen die Matrixelemente im korperfesten System hier jeweils
denen der konjugiert komplexen Operatoren im raumfesten System (s. z.B. van
Vleck, 1951). Es wird also entsprechend (B.11) und (B.12), Band 1:

<NMilK‘]\7’i‘NMK> Th/[NN+ D) -M(M=1)]/2  (12.9)

<NMK¢1‘N¢‘NMK> Th/INN+1) -K(KF1]/2 (12.10)

In der Ortsdarstellung entsprechen den Eigenzustéinden |NMK) Eigenfunk-
tionen DY . (a3y), die wir bereits als Drehmatrizen in (C.1), Band 1 ken-
nengelernt haben.

Den Hamilton-Operator schreibt man zweckméfBigerweise beziiglich der
korperfesten Achsen a, b, ¢, da im isotropen Raum (d.h. ohne externe Felder)
die Energie nicht von der Orientierung M des Drehimpulses beziiglich der
raumfesten Achsen abhéingt, wohl aber von der beziiglich der Achsen des
Tragheitsellipsoides. Es wird also

. 1 (N2 N2 N?
Hyp =~ | =2 12.11
T <I A I, + IC> ( )

Im allgemeinsten Falle treten hierbei drei verschiedene Rotationskonstanten

B2 B2 h?
A= B= dC =
o0 he’ e ¢ = 51

(12.12)

auf, die man entsprechend (12.3) nach A > B > C sortiert.

! Man beachte, dass wir hier die orthonormierten Operatoren im Gegensatz zu den
hiufig in der Literatur gebrauchten Kombinationen N, + ilN; benutzen.
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12.1.2 Sphirischer Rotator

Am einfachsten ist naturgeméf der sphdrische Rotator (I, =1, = 1. =1I) zu
16sen, welcher Molekiile wie CH4, SFg und &hnliche, symmetrische Molekiile
beschreibt. Die Schrodingergleichung wird

. 2N(N +1
H,ot INMK) = % INMK) (12.13)
mit Rotationsenergien
R2N(N +1
wy = ENWVAD v (v 1) (12.14)

21

ganz analog zu (11.33). Allerdings sind diese (2N + 1)2-fach entartet — im
Gegensatz zum linearen Molekiil, das lediglich (2N + 1)-fach entartet ist.

12.1.3 Symmetrischer, starrer Rotator

Ebenfalls noch recht iibersichtlich ist der starre, symmetrische Rotator (auch
symmetrischer Kreisel, engl. ,symmetric top*), der durch eine wohl definierte,
mindestens dreizdhlige Symmetrieachse des Molekiils charakterisiert ist, fiir
den also zwei der drei Haupttriagheitsmomente identisch sind.

Beim gestreckten (zigarrenférmigen, ,prolate top*) symmetrischen Rota-
tor ist I, < I, = I. und somit A > B = C. Beispiele sind Methylchlorid
Cl-CH3, Chloroform CHCl3 oder Propin CH3C=CH. Abgeplattet (pfannenku-
chenartig, ,,oblate top“) heifit er im Fall I, = I, < I. und somit A = B > C.
Beispiele sind Ammoniak NHj sowie alle planaren Molekiile wie etwa Benzol
CgHg. Die entsprechenden Rotations-Tragheitsellipsoide zeigt Abb. 12.2.

Zur Losung der Schrodinger-Gleichung schreibt man dem Hamiltonian
(12.11) geschickt um. Fiir den gestreckten, symmetrischen Rotator ergibt sich

—~2

—2
_ 1 /ey <o N. N 11 =2
Hyor = 5 (Nb2 + Nf) e n <— - —> N., (1215
b

oI,  2I,

Abb. 12.2. (a) Gestrecktes Rotationsellipsoid (prolate) mit Gesamtdrehimpuls N
und Projektion K auf die Symmetrieachse, hier a. (b) Abgeplattetes Rotationsel-
lipsoid. Die Symmetrieachse ist hier ¢
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sodass die Schrodinger-Gleichung mit (12.7) geschlossen losbar wird:

_ NN +1) K2 /1 1
HthMK)_( (N+1) (

— - — NMK 12.1
o, 2 \LL Ib)> ) (1216)

Die Rotationsenergie wird also
Wy = BheN (N + 1) + (A — B) heK? . (12.17)
Fiir den abgeplatteten, symmetrischen Rotator ergibt sich entsprechend
Wk = BheN (N +1) + (C — B) heK?. (12.18)

Die Rotationsenergie hiingt jetzt offenbar auch von der Projektion |K| =

0,1,...,N des Gesamtdrehimpulses N auf die Figurenachse ab. Die sich so
ergebenden Termlagen sind in Abb. 12.3 als Funktion von N und K skizziert.

A Abb. 12.3. Termlagen des
20 | (a) treckt (b) beeplatict starren, symmetrischen Rota-
gestree N= aveeplatie tors. (a) gestreckter Rotator
30— (prolate), B =1,A4A =2, (b)
o [ —_— abgeplatteter Rotator (obla-
=} i }
. H | te), B=2,A=1
‘{3 10 { N= ,"_' —_
s —
~ 3 — 2 —
= a F—
< |2——
| — 1] —
0Jog— 0 —
KI= 0 1 2 3 01 2 3

Nach (12.17) bzw. (12.18) ist der Vorfaktor von K? im Falle des gestreckten
Rotators (A > B = () positiv, beim abgeplatteten Rotator (A = B > ()
negativ, was man sich anhand von Abb. 12.2 auf der vorherigen Seite leicht
veranschaulicht: im ersten Falle ist die Rotationsenergie am gréBten, wenn
der Gesamtdrehimpuls IN moglichst parallel zur Symmetrieachse (hier a) ori-
entiert ist, d.h. (K = N). Dagegen werden beim abgeplatteten Rotator die
Terme dann am hochsten, wenn N senkrecht zur Symmetrieachse (hier ¢),
d.h. in der ab-Ebene liegt (K = 0). Dann geht (12.18) in den entsprechenden
Ausdruck (11.33) mit I = I, fiir den linearen, starren Rotator iiber.

SchlieBlich kann N natiirlich noch unterschiedliche Orientierung im Raum
haben, was in (12.16) durch die Quantenzahl M ausgedriickt wird. Terme
mit K = 0 sind daher (2N + 1)-fach entartet, diejenigen mit |K| > 0 aber
2(2N + 1)-fach, da K positiv oder negativ sein kann.

Wir notieren hier schlieflich noch beildufig (ohne Beweis), dass fiir ein
ebenes Molekiil mit einer mindestens dreizéihligen Symmetrieachse (abgeplat-
teter, symmetrischer Rotator) I, = 21, = 21, , d.h. A = B = 2C gilt.
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12.1.4 Asymmetrischer Rotator

Im allgemeinen Fall des asymmetrischen Rotators ist I, # I, # I, und die im
letzten Abschnitt benutzten, geschickten Umschreibungen helfen nicht weiter:
Energien und Eigenfunktionen des asymmetrischen Rotators sind — auch fiir
den Fall des starren Rotators — nicht mehr in geschlossener Form darstellbar.
Dabei gehoren viele wichtige Molekiile zu dieser Klasse, so z.B. auch die mit
zweizdhliger Symmetrieachse wie HyO.

Um sich die Termlagen wenigstens im Prinzip zu veranschaulichen, ist es
hilfreich, zwischen gestrecktem und abgeplatteten symmetrischen Rotator zu
interpolieren. Dies ist schematisch in Abb. 12.4 skizziert.

gestreckt asymmetrisch abgeplattet ~ Abb. 12.4. Lage der Ener-
(prolate) (oblate)  gieniveaus (schematisch) fiir
A=2,B=C=1 A=2>B>C=1 A=B=2,(C=]1 den asymmetrischen, starren
Rotators (asymmetric top)
N K, NEKq K. e ];/ (1)<‘7 im Vergleich zum gestreckten
___2_2_(1-_—_—_’_'_'_:'___,._ 21 (links) und abgeplatteten Ro-
2 ) —emmmmEEETS 791 _,,—"' tator (rechts)
_.--"7211
5 e 212 azzzmem— 22
] —awsZemmmm Tl T
20 —--=""" 202
YO — — 10
11 _---l===::—1:1-1:::::::::--— 11
10 —-=-=""7"7" 101
00 ——=======-~ 000 T — 00

Der asymmetrische Rotator wird durch drei Rotationskonstanten A > B >
C' charakterisiert, die den drei Hauptachsen a, b und ¢ des Rotationsellipsoi-
des (I, < I < I.) zugeordnet sind. Der gestreckte Rotator (A > B = C') und
der abgeplatteter Rotator (A = B > C) sind die Grenzfélle in dieser Nota-
tion. Die zweifache Entartung der Niveaus mit K > 0 beim symmetrischen
Rotator ist jetzt aufgehoben. Man spricht auch von K-Verdopplung (K -type
doubling) ganz entsprechend zur A-Verdopplung, die wir bei den elektroni-
schen Zustédnden zweiatomiger Molekiile in Kap. 11.6.6 kennengelernt hatten:
sie folgt hier zwangsweise aus der Symmetriebrechung und wird entsprechend
durch zwei Quantenzahlen charakterisiert, die man z.B. K, und K} nennt. Im
Grenzfall des gestreckten, symmetrischen Rotators geht K, in die bisher K
genannte Projektionen des Gesamtdrehimpulses auf die Achse des kleinsten
Trégheitsmomentes iiber, im Falle des abgeplatteten, symmetrischen Rotators
wird aus K. die Projektion auf die Achse des grofiten Trigheitsmomentes.
SchlieBlich ist jeder durch |[NK,K.) beschriebene Zustand (2N + 1)-fach ent-



12.1 Rotation mehratomiger Molekiile 95

artet, da sich auch hier der Gesamtdrehimpuls N auf (2N + 1)-fache Weise
im Raum orientieren kann (wieder beschrieben durch die Quantenzahl M).

Die exakte Berechnung der Eigenzustinde und Eigenenergien gestaltet sich
einigermaflen aufwendig. Im Prinzip schreibt man den Hamiltonian (12.11) in
einer Form

~

Hyor = aN? + BN2 + 5 [(ﬁ*)Q + (1\7)2} : (12.19)

wobei N* und N~ die in (12.8) definierten Operatoren. Die Konstanten «, 3
und v bedeuten verschiedene Linearkombinationen von A , B und C, die je
nach den Verhéltnissen A : B : C so gewéhlt werden, dass die Abweichung vom
symmetrischen Rotator v moglichst klein wird. Die Eigenzustdnde |[NM ) des
Hamiltonian lassen sich dann als Linearkombinationen der Eigenzusténde von
N2 und N, entwickeln:

N
INMTI') = Z Ivx INMK)
K=_N

Mit diesem Ansatz hat man nun den Hamiltonian (12.19) unter Berticksichti-
gung von (12.10) fiir jeden Wert von N zu diagonalisieren, was fiir grofiere N
zu zunehmend komplizierteren Ausdriicken fithrt. Uberdies ist der starre Ro-
tator natiirlich nur ein erster Ansatz. Um der spektroskopischen Genauigkeit
gerecht zu werden, muss man dariiber hinaus auch Zentrifugalaufweitungun-
gen, Rotations-Schwingungs-Kopplung und Kopplung an den elektronischen
Drehimpuls im Sinne der Hund’schen Fille beriicksichtigen und ggf. auch die
Hyperfeinwechselwirkung. Auch vibronische Kopplungen, die wir im Zusam-
menhang mit dem Jahn-Teller-Effekt in Abschn. 12.3.4 besprechen werden,
konnen eine gewichtige Rolle spielen. Numerische Methoden und Nadherungen
sind hierfiir entwickelt und in Reviews und Monographien zusammengefasst
worden. Heute interpretiert man die experimentell beobachtbaren Spektren
durch direkten, numerischen Vergleich mit einem umfassend parametrisierten
Ansatz und mit Hilfe ausgefeilter Simulationsprogramme.

Wir kénnen darauf hier nicht im Detail eingehen und
skizzieren lediglich als Beispiel das HoO-Molekiil.
Aus der in Abb. 12.5 gegebenen Geometrie von
H50 und den bekannten atomaren Massen berech-

net man die drei Trégheitsmomente (in uA2) zu
Abb. 12.5. Geometrie 1o = 0.632, I, = 1.154 und I. = 1.786. Die ent-
des HyO-Molekiils sprechenden Rotationskonstanten sind wegen des

leichten H-Atoms sehr grofl (nach Bernath, 2002b,
Ag = 835839.10MHz bzw. 27.880591 cm~!, By = 435347.353 MHz bzw.
14.5216246 cm ™! und Cj = 278 139.826 MHz bzw. 9.27774594 cm ™). Die rei-
nen Rotationsspektren liegen im Submillimeterbereich und nur wenige expe-
rimentelle Daten sind verfiighar. Eine Ubersicht erhalten wir fiir den grob
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vereinfachten starren Rotator mit dem sehr bequemen, frei verfiigharen Re-
chenprogramm ,, PGopher“ von Western (2007) in der Online-Version. Die
Ergebnisse sind in Abb. 12.6 fiir 0 < N < 3 dargestellt.

300 330 331 NK K, Abb. 12.6. Rotationsterme
r des HoO-Molekiils fiir Ge-
F samtdrehimpulse N < 3. Die
TE i 321 Terme sind von links nach
2 00 B == 322 rechts entsprechend steigen-
< L 312 dem K, und fallendem K,
S L - angeordnet
~ [ 220 221 313 303
SEE R 303
100 - 211
i 212 Hpp
110
L IV RS
ol 000

12.2 Schwingungsmoden mehratomiger Molekiile

12.2.1 Normalschwingungen

Ein Molekiil aus N' Atomen hat 3\ Freiheitsgrade, da jedes Atom sich in die
drei Raumrichtungen bewegen kann. Von diesen 3N Freiheitsgraden beschrei-
ben 3 die Bewegung des Gesamtmolekiils (Translation des Schwerpunkts). Die
Rotation des Molekiils wird im allgemeinen Fall durch 3 weitere Freiheitsgrade
beschrieben (bei linearen Molekiilen durch 2 Freiheitsgrade). Es bleiben

3N -6

Freiheitsgrade (3N — 5 fiir lineare Molekiile) zur Beschreibung der internen
Bewegung, also der Schwingungen der Molekiile.

Jeder Atomkern im Molekiil kann Oszillationen um seine Gleichgewichts-
lage ausfithren. Die relativen Auslenkungen, gemessen in einem koérperfesten
Koordinatensystem, nummerieren wir der Einfachheit halber mit &; durch.
Wir haben also insgesamt (3N — 6) Koordinaten, welche die internen Bewe-
gungen aller N' Atome im Molekiil beschreiben. Bei kleinen Oszillationen um
die Gleichgewichtslage kann, wie beim zweiatomigen Molekiil, das Potenzial
in eine Reihe entwickelt werden:

3/\/6
V= VOJrZag

3/\/6

Z 562553

&i&; (12.20)
-—0 0
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Wir setzen Vy = 0, wihlen also das absolute Potenzialminimum als Ener-
gienullpunkt. Da wir um die Gleichgewichtslage entwickelt haben, sind die
partiellen Ableitungen 9V/9¢;| ¢,—0 = 0, und fiir die Gesamtenergie gilt:

3N -6 3N —6
N N 92V

1 o 1 "
W= Z mig} + 5 sz: DE.DE, I3 (12.21)

0

7

Im néchsten Schritt fithren wir massengewichtete Koordinaten
¢ = /mi&; (12.22)
und die sogenannten Hesse’schen Matriz (Hessian matriz) V ein mit:

. 0V
Y 9q;0q;

(12.23)

0

Die Hesse’sche Matrix ist reell, symmetrisch (V;; = Vj;) und positiv definit,
da das Potenzial fiir ¢; = 0 ein Minimum hat. Damit wird die Energie (12.21)

1 3N —6 1 3N —6
_ E 22 E s (1
2 2

Mit Spalten- und Zeilenvektoren, q bzw. g wie in (12.2), kann man kompakt
1~ . 1.~
W = 544 + 54 Vq (12.25)

schreiben. Im Allgemeinen ist V;; # 0, und es treten Kreuzterme ¢;q; bei der
Summation auf: die so beschriebenen Schwingungen sind gekoppelt.

Man sucht daher neue Koordinaten );, in denen diese Kopplung aufgeho-
ben ist. Da die Matrix V symmetrisch und reell ist, gibt es eine orthogonale
Matrix A, welche 1% diagonalisiert:

~ ~

ATWA=0 (12.26)

Die Elemente der Diagonalmatrix 2 sind die Eigenwerte von V.DaV positiv
definit ist, sind auch alle Eigenwerte positiv, und wir nennen sie w?. Setzt
man die entsprechend transformierten Koordinaten

Q=A"q (12.27)
in (12.25) ein, so erhélt man mit A = A" nach kurzer Rechnung

W= 3QQ+5Q0Q = 33 (@ rut@d) T4V . (1229

K3
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Die neuen Koordinaten ; nennt man Normalkoordinaten, und die Energie
ldsst sich durch eine einfache Summe iiber ¢ darstellen. Das heifit, die Bewe-
gungen sind entkoppelt, und die Q; beschreiben 3N — 6 unabhéingige harmo-
nische Oszillatoren.

Fiir die klassische Behandlung des Problems ergibt sich mit den kanoni-
schen Orts- und Impulskoordinaten-Paaren @Q; und P; = Q; die Hamilton-
Funktion mit den kinetischen und potenziellen Energien T; bzw. V;

H= % S (PP +wiQ}) =) (Ti+Vi). (12.29)

4 i
Die klassischen Bewegungsgleichungen

Qi
sind vollig entkoppelt und werden gelést durch:
Qi (t) = Qi (0) e

Die Bewegung in den Koordinaten @; sind also einfache, harmonische Schwin-
gungen mit den Frequenzen w;. Man nennt sie Normalschwingungen des Mo-
lekiils, auch Normalmoden. Die Riicktransformation in die urspriinglichen
(massengewichteten) Molekiilkoordinaten erfolgt durch lineare Superposition
aller Normalschwingungen

g=AQ oder qj = ZAijk (12.30)
k

P = —WIQi=Q; = Qi +wlQ, =0,

und beschreibt in der Regel eine komplexe Bewegung aller Atome des Mo-
lekiils. Wenn nur eine Normalmode @; angeregt ist, so wird ¢; = A;;Q;
nach (12.30); es werden also alle Atome j mit gleicher Frequenz w; und
in Phase schwingen (sofern A;; # 0): eine Normalschwingung ist iiber das
ganze Molekiil verteilt (delokalisiert). Umgekehrt kann man sogenannte loka-
le Moden, bei denen dominant nur eine Bindung schwingt, durch geschickte
Uberlagerung verschiedener Normalmoden konstruieren.

12.2.2 Energien und Ubergiinge bei Normalschwingungen

Ausgangspunkt fiir die quantenmechanische Beschreibung der Schwingun-
gen eines mehratomigen Molekiils ist die Hamilton-Funktion (12.29). Der
Hamilton-Operator fiir die (voneinander entkoppelten) Normalschwingungen

wird: s
~ h® d 1‘22

H=S H; mit H=———— + - (12.31)
2 2 107

Die Eigenfunktionen lassen sich wegen der Separierbarkeit als Produkt von
Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators schreiben:
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R1;1v2v3...(Q) - Rq}l (Ql) . RUQ (QQ) . Rvg (Qg) LN (1232)

mit 3N — 6 (oder —5) Faktoren fiir alle Q;. Fiir jede Koordinate Q; gibt es
eine Vibrationsquantenzahl v;, und die Gesamtenergie wird

W= (0i+1/2) hw;. (12.33)

Fiir grofle Molekiile ergeben sich damit erhebliche innere Energien schon bei
thermischer Anregung. Ja selbst die Nullpunktsenergien kénnen betrichtlich
werden: Das ,,Fulball“-Molekiil Cgy z.B. hat 174(!) Normalmoden (niedrigs-
te Energie entsprechend 7 ~ 500cm™!). Die Rechnung ergibt fiir Cgo eine
Nullpunktsenergie in der Groflenordnung von Wi, 2 5.4€V.

Die Auswahlregeln fiir Dipoliibergéinge gewinnt man analog zu den in Kap.
11.4 angestellten Uberlegungen. In harmonischer Niherung wird also

Av; = x1 fiir alle Q;,

und das Ubergangsdipolmoment ist

Dy = [ TIR: @) DA@ [ Ro (@) dQud .

Das permanente elektronische Diplomoment D (Q) hingt von allen Normal-
koordinaten Q = (Q1,Q2...Q;...) ab. Eine Reihenentwicklung um @; = 0
ergibt analog zu (11.74)

D.(Q) = D, (Ry) +Z (12.34)

3@;

0

Nach den Uberlegungen in Kap. 11.4.3 wird auch eine Normalschwingung Q;
nur dann infrarotaktiv sein (mit v’ = v; £ 1), wenn 0D, /0Q;| # 0. Alle
anderen Schwingungsquantenzahlen v; bleiben unveréndert.

Zur Berechnung der Normalschwingungen von polyatomaren Molekiilen
stehen heute effiziente Rechenprogramme zur Verfiigung, welche z.B. die Dia-
gonalisierung der Hesse’schen Matrix vornehmen. Wesentliche Vereinfachun-
gen ergeben sich durch Beriicksichtigung der Molekiilsymmetrie. Fiir die ver-
schiedenen Punkt-Gruppen, in die sich die Molekiile einteilen lassen, stellt die
Gruppentheorie geeignete Werkzeuge zur Bestimmung der Normalmoden zur
Verfiigung. Wir verzichten hier darauf, die Transformation in Normalschwin-
gungen im Detail zu diskutieren und stellen im Folgenden lediglich fiir einige
einfache Beispiele die Ergebnisse zusammen. Es sei aber generell darauf hin-
gewiesen, dass die hier besprochene harmonische Naherung natiirlich wieder
nur ein erster Ndherungsansatz ist, und die heutige spektroskopische Genau-
igkeit wesentlich hohere Ndherungen erfordert — und so entsprechend prézise
Strukturbestimmungen auch komplizierter Molekiile ermdoglicht.
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12.2.3 Lineare, dreiatomige Molekiile AB,

Q9 B Ein lineares, dreiatomiges Molekiil (z.B. CO3) hat
—_— s insgesamt 3N — 5 = 4 innere Freiheitsgrade, d.h.
mp My Mg 4 Normalschwingungen:? es gibt zwei Schwingungs-
M typen entlang der Molekiilachse sowie zwei Biege-

o~ schwingungen in zwei senkrecht zueinander stehen-
0=C=0

den Ebenen. Die nachfolgenden Zusammenhénge
Abb. 12.7. CO, Koordi- zwischen Normalkoordinaten und massengewichte-
naten und Massen ten Ortskoordinaten ¢; beziehen sich auf Abb. 12.7:

e o> o < Bei der symmetrischen Streckschwingung
Q1 = (1 — q3) /\/5 mit der Eigenfrequenz wy = \/k/mp bleibt das C-
Atom in Ruhe. Die Schwingungsfrequenz w; entspricht der eines an einer
festen Wand tiber eine Federkonstante k befestigten Sauerstoff-Atoms.

o o> <o Die asymmetrische Streckschwingung

Q3 = (Fql —2/mpq + \/7(13) /v2M hat die Eigenfrequenz ws =

kM/ (mampg), wobei M = ma + 2mp die Gesamtmasse des Molekiils

ist. Wird das Zentralatom sehr schwer (ma > mB) ergibt sich eine Ei-

genfrequenz w3 ~ k/mp mit der Koordinate Q3 ~ 3 (q1 + ¢3) /V/2. Dies

entspricht wieder der Schwingung der leichteren Atome B gegen eine feste
Wand (unendlich schweres Atom A).

° } ' Die beiden dquivalenten Biegeschwingungen
werden durch die Koordinaten Qo mit y1 = —Q2 (t), y2 = 2 (mp/ma) Q2 (1),
y3 = —Q2 (t) bzw. eine dazu orthogonale, ansonsten identische Bewegung

in z-Richtung beschrieben (senkrecht zur Papierebene).

Wir wollen als Beispiel das Kohlendioxid, COs, etwas genauer betrach-
ten, das wegen seiner grofien Bedeutung (Atmosphéirenphysik und -chemie,
Astrophysik etc.) heute mehr denn je von aktuellem Interesse ist (s. z.B.
Rodriguez-Garcia et al., 2007). Die Bindungslinge C= O betrégt im Gleich-
gewicht Ry = 1.166 A, die experimentell bestimmten Eigenfrequenzen sind fiir
die symmetrische Streckschwingung 7, = 1 285.4cm ™!, fiir die Biegeschwin-
gung 7y = 667.4cm~! und schlieflich fiir die antisymmetrische Streckschwin-
gung 73 = 2349.2cm '3 Die Energieterme werden durch fiinf Quantenzahlen
charakterisiert: W (vy, va,v3, ¢, N) — kurz (vlvévg), wobei die Quantenzahlen
v1,v2 und vz die beschriebenen Normalschwingungen bzw. ihre Oberténe be-
zeichnen. Die Drehimpulsquantenzahl ¢ trégt der Tatsache Rechnung, dass die

2 Man kann sich die Wahl der Koordinaten plausibel machen, indem man beach-
tet, dass der Schwerpunkt des Molekiils bei der Bewegung entlang der Normal-
Koordinaten in Ruhe bleiben muss.

% In der &lteren Literatur (z.B. Herzberg, 1991) wird fiir 71 der Wert 1388.3cm™!
und fiir 22 1285.5cm ™' angegeben, was zu einer Vertauschung der Zustinde
(10°0) und (02°0) fiihrt.
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beiden Biegeschwingungen zwar entartet sind, aber bei richtiger Phasenlage
zu einer effektiven Rotation um die Molekiilachse und damit zu unterschied-
licher Energie ﬁihren konnen. Diese Drehimpulsquantenzahl kann die Werte
[4] = va,v9 — 2,09 — .1 bzw. 0 annehmen. Schliellich ist N wieder die Ro-
tationsquantenzahl. Dle Rotationskonstanten fiir COs sind recht klein, z.B.
wird Bygo; = 0.38714044 cm~*!, die Rotationsbesetzung bei Raumtemperatur
ist also erheblich und fithrt zu einer Verbreiterung der Vibrationsbanden.
Die beiden Sauerstoffatome im COs sind elektro-negativ, d.h. sie tragen
eine kleine negative Ladung. Das Kohlenstoffatom ist dagegen leicht positiv
geladen. Aus Symmetriegriinden verschwindet aber in der Gleichgewichtsla-
ge das Dipolmoment D.(Q) = 0. Bei der symmetrischen Streckschwingung
@1 bleibt diese Symmetrie erhalten; sie ist daher nicht infrarotaktiv. Die an-
deren Moden, @2 und @3 fithren aber zu einer ,Brechung der Symmetrie*
und damit zu einer Anderung des permanenten elektrischen Dipolmoments
0D, /0Q;| # 0. Sie sind infrarotaktiv. Eine Ubersicht iiber die niedrigst
liegenden, experimentell bestimmten Vibrationsterme gibt Abb. 12.8.

Abb. 12.8. Vibrationster-
(0001) me des COs2. Durch rote,
volle bzw. gestrichelte Li-
1()) ==cee<- nien sind zwei Fermi-Paare
2000 '('1'1"0')' E gekennzeichnet (s. Text).
Graue Pfeile deuten IR-aktive
Ubergiinge an

W(l)l,l)z,l):),,f) /cm’!

(0200)

] — (02%0)
1000 W

] (01'0)

: NOOOO)
0

Beim Vergleich der symmetrischen und antisymmetrischen Streckschwin-
gung mit den obigen Uberlegung zur Normalschwingungsanalyse fillt auf, dass
mit wy; = \/k/mp und ws = \/kM/mamp das Verhiltnis w3 /w; = 1.915 sein
sollte, wiahrend der experimentelle Wert bei 1.828 liegt. Der Grund hierfiir
ist eine nahezu Entartung der Zusténde (1000) und (0200) bei sonst gleicher
Symmetrie. Diese sogenannte Fermi-Resonanz bedingt eine Wechselwirkung
der beiden Terme: die Zusténde werden gemischt und die Terme stoflen sich
ab, wie wir dies auch bei vermiedenen Kreuzungen erfahren haben. Ahnliches
passiert auch zwischen den Zustéinden (1110) und (0330). Diese beiden Fermi-
Paare sind in Abb. 12.8 rot markiert. Fermi-Resonanzen kommen in vielen
Bereichen der Atom- und Molekiilphysik vor.

Ebenfalls angedeutet sind in Abb. 12.8 einige Infrarotiibergéinge (graue
Pfeile). Von besonderer Bedeutung sind die mit 9.4 und 10.4 pm gekennzeich-
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neten Ubergiinge: dies sind die wichtigsten Laseriibergéinge im CO,-Laser, der
u. a. von grofler technischer Bedeutung ist. Wegen der eng liegenden Rota-
tionslinien kann man COs-Laser unter Einsatz verschiedener Isotope in ei-
nem Spektralbereich von 9.2 ym bis iiber 11 um quasi kontinuierlich abstim-
men. Die Infrarotspektren von COs sind hervorragend dokumentiert (so in

P-Zweig Q-Zweig R-Zweig
e N N
1.00 ~N— —
L TP e A LAZAATARRARAALAY A NARARAR
' f
S 0.96 f
g [
g 092 |
g 0.88
§ .
=~
0.84
1180 1900 1920 1940 1960 1980
v/cm'!

Abb. 12.9. Infrarotbanden des Schwingungsiibergangs (11'0) « (00°0) im 2C'%0,
in einer Simulation von Tashkun und Perevalov (2008) bei 297 °C, 1 atm und einer
Absorptionslinge von 100 cm. Man beachte, dass fiir diesen senkrechten Ubergang
neben P- und R-Zweig auch ein @Q-Zweig beobachtet wird

einer ganz dem CO2 gewidmeten Datenbank von Tashkun und Perevalov,
2008). Wir zeigen in Abb. 12.9 als Beispiel ein simuliertes CO5 Rotations-
Schwingungsspektrum des (schwachen) Ubergangs (1110) — (0000). Das
Spektrum ist auch insofern interessant, als es hier neben dem P- und R-
Zweig auch einen Q-Zweig gibt. Bei den zweiatomigen Molekiilen (s. Kap.
11.4.4) hatten wir AN = 0 ja aus Paritéitsgriinden ausgeschlossen. Nun ist
CO4 zwar auch ein lineares Molekiil. Die Anderung des Dipolmoments mit der
Schwingung, welche nach (11.72), (11.73), (11.74) und (11.75) ja den Schwin-
gungsiibergang bestimmt, liegt bei dieser Biegeschwingung aber senkrecht zur
Molekiilachse, sodass die Mittelung tiber Y37,,(0, )Yy (O, P) in diesem Fal-
le nicht verschwindet und der Ubergang erlaubt ist (sogenannter ,,senkrechter®
Ubergang).

12.2.4 Nicht lineare, dreiatomige Molekiile AB-

In diesem Fall gibt es 9—6 = 3 Schwingungs-Moden @;. Wir diskutieren
beispielhaft das Wassermolekiil, HoO. Auch hier liegt wieder eine kleine La-
dungsverschiebung vor: Das Sauerstoffatom ist leicht negativ geladen, die bei-
den Wasserstoffatome leicht positiv. Die drei Schwingungsmoden sind in Abb.
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12.10 illustriert. Fiir alle drei Moden gilt D, /0Q;| # 0. Sie sind also in-

Abb. 12.10. Normalschwin-
V2 o V3 o gungen von H2O: @1 symme-
H* H trische Streckschwingung, Q2
Biegeschwingung, )3 asym-
metrische Streckschwingung

V1

H* H*

frarotaktiv, jedoch sind die Absorptionsquerschnitte fiir die drei Moden sehr
unterschiedlich (o(v1) : o(v2) : o(r3) =~ 0.07 : 1.47 : 1.00). Es leuchtet ein,
dass die Anderung des Dipolmoments fiir die symmetrische Streckschwingung,
v1, am geringsten ist . Die Eigenfrequenzen fiir die drei wichtigsten Isotopolo-
ge im Vibrationsgrundzustand sind in Tabelle 12.1 zusammengestellt, und die
Termlagen der niedrigsten Vibrationsniveaus sind in Abb. 12.11 abgebildet.
Das Termschema lédsst bereits ahnen, dass das gesamte Vibrationsspektrum

Tabelle 12.1. Eigenfrequenzen des Wassermolekiils im Grundzustand fiir die drei
wichtigsten Isotopologe

vi/em ' vo/em™ ! vz/cm™t
H, %0 3657.053 1594.746 3755.929
HD 160 2723.68 1403.48 3707.47

D> 0O 2669.40 1178.38 2787.92

Abb. 12.11. Vibrationster-

W(vy,09, 07) / cm™! .
(v1.02, v3) me des H>O. Rote Linien mar-

1 (210) (031) (ﬁ) kieren die drei Grundschwin-
8000 A(200) (05()) (002) (130) (101) gungsterme, dariiber sind

| (120) ( 1) die jeweiligen Harmonischen

6000 - (w) o1l eingetragen. In den Spalten
| (030) (ﬁ) (_) rechts sind beobachtet Kom-

01 ) binationsschwingungsterme

4000 +(100) (020) dargestellt. Verwendet wur-
den spektroskopische Daten

2000 - (010) nach Tennyson et al. (2001)

0 (000)

des Wassermolekiils hoch kompliziert ist: die harmonische Néherung ist hier
nur begrenzt anwendbar, und zahlreiche Obertonbanden werden beobachtet.
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Wie bei den zweiatomigen Molekiilen sind die Schwingungsanregungen jeweils
von der Rotationsstruktur iiberlagert, die bei diesem asymmetrischen Rotor
entsprechend der Diskussion in Abschn. 12.1.4 natiirlich viel komplizierter
ist als bei den zweiatomigen Molekiilen. Die Kopplung von Vibration und
Rotation, die Zentrifugalaufweitung usw. fithren zu einer Vielzahl nicht tri-
vial auswertbarer Absorptions- und Emissionslinien in einem Spektralbereich
vom nahen Infraroten bei 1595cm™! (6.3 um) iiber das ganze sichtbare Ge-
biet hinweg (12500 bis 25000 cm™1) bis hin ins nahe UV-Gebiet. Inzwischen
sind weit iiber 20 000 Vibrations-Rotationsiibergéinge hoch prézise vermessen
und wohl analysiert (Tennyson et al., 2001). Wir zeigen in Abb. 12.12 einen
kleinen Ausschnitt aus einem Fourier-Transformations-Absorptionsspektrum
im sichtbaren Spektralgebiet, um die Komplexitidt der Spektren zu illustrie-
ren. Auch als ,Treibhausgas“ spielt das Wassermolekiil eine wichtige Rolle,
da es iiber das gesamten Spektrum der Sonne ein Vielzahl von signifikanten
Absorptionsbanden besitzt (s. z.B. Bernath, 2002a).

Abb. 12.12. Fourier-
0.10 Transformations-
R Absorptionsspektrum
bei Rotations-
0.08 Vibrationsanregung von
H, %0 in einem kleinen
Ausschnitt des sichtbaren
0.06— Spektralgebiets nach Car-
leer et al. (1999). Es werden
kombinierte Oberténe der
Grundschwingungen mit ent-
sprechender Rotationsstruk-

l T l
16870 16880 16890 16900 tur beobachtet
Wellenzahlen / cm’!

Intensitét / willk. Einheiten

=)

o

N
|

12.2.5 Inversionsschwingung im Ammoniak
Tunnelaufspaltung

Das Ammoniak-Molekiil hat eine pyramidale Struktur, wie in Abb. 12.13a
skizziert. Der Bindungswinkel o = 106.67° weicht nur leicht vom idea-
len Tetraeder ab, dessen Winkel 109.5° sind, der Bindungsabstand N-H ist
Ry = 1.0137TA. Der Gleichgewichtsabstand der Inversionskoordinate x ist

R, = RoyJcos? () — sin® (§) = 0.383A. NHy hat, wie in Abb. 12.13b
illustriert, 3 x 4 — 6 = 6 Eigenschwingungen: die symmetrische Streckschwin-
gung mit der Eigenfrequenz v; = 3336.6 cm™!, die sogenannte Regenschirm-
oder Inversionsschwingung mit v, = 950cm ™!, sowie asymmetrische Streck-
schwingungen vz = 3443.8 cm~! und Biegeschwingungen v4 = 1626.8 cm™?.

Die beiden letzteren sind je zweifach entartet.
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Abb. 12.13. NHs: (a) Koor-

(a) b) 4 dinatensystem: z ist der Ab-
X 4 « N ®) NV - N 32 stand von der (H-H-H)-Ebene
0-+— n,;\?» HH /f\ zum N-Atom, R. = 0.383 A

\,Q\ 106.7° N der Gleichgewichtsabstand
R H H V3 \ Vg4 der Inversionsschwingung;
e N~ /N\ ~  (b) Normalschwingungen,
H/IjI\H H7 7 H . ;
H X ¥ / v3 und v4 sind je zweifach
} entartet

Etwas ndher wollen wir uns hier mit der wichtigen Regenschirmschwin-
gung (umbrella mode) befassen. Das leicht negativ geladene N-Atom an der
Spitze der Pyramide kann gegen die leicht positive geladene Hs-Ebene schwin-
gen — wegen der Massenverhéltnisse sollte man genauer sagen: die H-Atome
schwingen gegen das (nahezu) ortsfeste N-Atom. Wie bei einem richtigen Re-
genschirm kann das Ammoniak-Molekiil auch umklappen, d.h. in Abb. 12.13a
kann das N-Atom auch unterhalb der Hs-Ebene liegen. Die Barriere fiir das
Umklappen (Inversion) ist mit ca. 0.3eV (~ 2400cm™!) etwa dreimal héher,
als die Anregungsenergie der Regenschirmschwingung. Diese Inversion kann
aber durch einen Tunnelprozess bereits im Vibrationsgrundzustand auftreten.

Wir untersuchen nun anhand eines eindimensionalen Modells die Auswir-
kung des Tunnelprozesses auf Wellenfunktionen und Energieeigenwerte. Dazu
betrachten wir die Bewegung eines Teilchen mit der reduzierten Masse

w=3mpgmy/(Bmpg +mpy)

in einem Potenzial mit Barriere. Nach Damburg und Propin (1972) benutzt
man ein Modellpotenzial

V(z) =k (R —2%)"/ (8R?) (12.35)

mit der Kraftkonstante & = pw3 und den beiden Gleichgewichtslagen = =
+R., das in Abb. 12.14a skizziert ist (gestrichelte rote Linie). Im Bereich des
Vibrationsgrundzustands der 15 Mode ist V(z) eine gute Néherung, gibt aber
die Barrierenhohe nicht richtig wieder. Wir haben daher V(z) nach Augenmafl
korrigiert (volle rote Linie).

Im klassischen Bild kann ein Teilchen der Energie W < Vj, die Barrie-
re nicht iiberqueren. Die quantenmechanische Behandlung der Tunnelprozess
erfolgt heute problemlos durch numerische Integration der eindimensionalen
Schrodingergleichung entlang der Inversionskoordinate auf einer méglichst gu-
ten Potenzialhyperfliche. Die in Abb. 12.14a kommunizierten Termlagen ent-
sprechen den experimentell bestimmten Werten, die theoretisch sehr genau
reproduziert werden.

Zum physikalischen Verstédndnis des Tunnelprozesses und der daraus re-
sultierenden Aufspaltungen ist es aber hilfreich, von den Eigenfunktionen des
harmonischen Ostzillators auszugehen. Im Vibrationsgrundzustand, wo die bei-
den Minima durch eine hohe Barriere getrennt sind, gehen wir zunéchst davon
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0 V(x) / el H Abb. 12.14. Schnitt
(a) AN ‘ N H (b) durch die NH; Hy-
HH_/N ~ perflache in Rich-
tung der Inversi-
onsschwingung (rote
Linien) und entspre-
chende harmonische
Néaherung (grau).
Die Termlagen fiir
die vo- Mode sind
durch horizontale Li-
nien angedeutet — (a)
korrekte Werte un-
ter Beriicksichtigung
der Tunnelaufspal-
tung, (b) harmoni-
sche Néherung
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aus, dass die Schwingung ganz im linken oder ganz im rechten Potenzialmini-
mum stattfindet. Angepasste harmonische Potenziale nach Abb. 12.14b sind
als graue Linien in Abb. 12.14a angedeutet. In dieser nullten N#iherung sind
die Eigenfunktionen nach Tabelle 11.1 auf S. 11 z.B. fiir den Grundzustand

w2 (4 R.)?
(@ |vy) = ¢ (2) = 7= 2h 7 und
Hw2

— z—R.)?
@) = g (@) = g=e 2

je nachdem ob sich das Molekiil in der Néhe des linken oder rechten Minimums
befindet. Die entsprechenden Energielagen des harmonischen Oszillators sind
in Abb. 12.14b aufgetragen und durch die Vibrationsquantenzahl vy = 0,1, ...
charakterisiert. Jeder Term ist entsprechend den beiden méglichen Lagen zwei-
fach entartet.

Nun sind die beiden Lagen aber physikalisch vollig dquivalent, wir kénnen
sie gar nicht unterscheiden und miissen die Zustinde daher symmetrisieren
oder antisymmetrisieren — ganz analog etwa zu den elektronischen Eigenfunk-
tionen des Hj -Molekiils (s. Kap. 11.5.2). Anders ausgedriickt: Das Potenzial

V (x) hat gerade Symmetrie, d.h. der Paritiitsoperator P und der Hamilton-
Operator H des Systems vertauschen: [ﬁ , 73} = 0. Wir definieren gemeinsame

Eigenzustéinde durch symmetrische und antisymmetrische Linearkombinatio-
nen:

) = 75 [+ o)) ) = 5 [1o) o)
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Fiir den Vibrationsgrundzustand |v2i = 0> sind die zugehorigen Wellenfunk-
tionen ¢4 () und ¢_ (x) in Abb. 12.15 skizziert.

-

0.17

H o(x) H Abb. 12.15. Realistische
N e K . .
H—N | A . N—H onstruktion der Symmetrie-
H” ~o(X) | \H angepassten Grundzustands-
/\ ! wellenfunktionen fiir das Dop-
—t—t ‘L pelminimumspotenzial des
N\ (%) NH;. Oben die beiden loka-

\]/

dz// 0.1

0.1

-0.1

JOJ -

lisierten Funktionen, ¢; ()
und ¢, (z) (schwarze Linien),
unten die symmetrischen und
antisymmetrischen, ¢4 ()
bzw. p_ (z) (rote Linien).
Links ein vergroflerter Aus-
schnitt aus dem klassisch
verbotenen Bereich um z =0
herum

Storungstheoretisch fithrt dieser Ansatz zur Aufhebung der Entartung.
Die Energien W+ und W, fiir die entsprechenden Eigenzusténde |U;' ) und

|1)2_ > findet man, indem man die Diagonalmatrixelemente der Abweichung
des Inversionspotenzials V' (z) von den beiden isolierten harmonischen Os-
zillatorpotenzialen berechnet. Wir wollen das nicht im Einzelnen ausfiihren,
stellen aber fest, dass die symmetrische Eigenfunktion ¢, (2) im Bereich der
Barriere (kleinere potenzielle Energie) eine grofiere Wahrscheinlichkeitsam-
plitude hat als die antisymmetrische ¢_ (x). Daher werden die Energien der
symmetrischen Zustédnde tiefer liegen als die der antisymmetrischen, wie dies
in Abb. 12.14a dargestellt ist. Da die Wahrscheinlichkeitsamplitude im Be-
reich der Barriere um so grofer ist, je néher die Energie W, an die Barriere
kommt, werden die hoher liegenden Zusténde stérker aufgespalten sein. Die-
ser Trend setzt sich natiirlich oberhalb der Barriere fort. Fiir den Grundzu-
stand entspricht die Aufspaltung einer Frequenzdifferenz der beiden Moden
von (Wo- — Wy+) /h = Awg /21 = 23.870 GHz.

Zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion

Nun kann man natiirlich die Frage stellen: wie schnell tunnelt das Molekiil?
Nehmen wir also an, zum Zeitpunkt ¢ = 0 hatten wir das Molekiil in einem
der beiden Minima prépariert, sagen wir im rechten. Sein Zustand sei also:

| (t

0)) = uf) = % [Jod) + |v7)]



108 12 Mehratomige Molekiile

Die zeitliche Entwicklung des so préparierten Zustands ist gegeben durch:
o (6) = == [e7Wor /M o) + 7o /0 o)

Nach kurzer Rechnung findet man fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:
| (2, 1)[* = cos® (Awot/2) [@r ()] + sin® (Awot/2) |1 ()|

Dies ergibt folgendes Bild: Zur Zeit ¢t = 0 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
im rechten Potenzialtopf konzentriert. Nach der Zeit t = 7/ (2Awg) haben
wir eine Gleichverteilung, und zur Zeit ¢ = 7/Awy ist die Dichte in den lin-
ken Potenzialtopf ,,getunnelt“. Danach kehrt sich der Prozess um, und nach
t = 27/Auwy ist der Ausgangszustand wieder erreicht. Die Wasserstoffato-
me des Ammoniak-Molekiils oszillieren mit der Frequenz Av = Awg /27 =
23.870 GHz (also in 42ps) von einer zur anderen Seite des Stickstoffatoms.
Daher wird Awg/27 Inversionsfrequenz genannt und entspricht genau der
Energiedifferenz zwischen den beiden Zustinden ¢g- und ¢g+ .

Da die Wellenfunktionen Pot und Poy unterschiedliche Paritét haben, sind
zwischen den beiden Zusténden elektrische Dipoliibergénge erlaubt. Fiir den
untersten Zustand liegen dieser Ubergiinge bei Ammoniak im Millimeterwellen-
Bereich mit Av = 23.87 GHz (A = 12.56 mm; 7 = 0.796 cm ™ 1).

Mikrowellen- Abb. 12.16. Schema des NH3; Maser-
resonator aufbaus. Durch ein elektrostatisches
Feld werden die beiden Zusténde ¢g+
Molekiilstrahl und ¢g- unterschiedlich abgelenkt
. — und koénnen so getrennt werden, sodass
-~~~\s im Resonator eine Besetzungsinversion

inhomogenes ~“~\ entsteht

elektrisches Feld

Am Beispiel der Inversionsschwingung im Ammoniak konnte Townes (Gor-
don et al., 1955) erstmal demonstrieren, dass eine Verstirkung von elektro-
magnetischer Strahlung durch stimulierte Emission moglich ist. Dieser Ma-
ser (Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiation) ist der
Vorgénger des Lasers. Voraussetzung fiir stimulierte Emission ist stets die
hohere Besetzung eines energetisch hoher liegenden Zustands, eine sogenannte
Besetzungsinversion. Dies ist ein Zustand, der im thermischen Gleichgewicht
nicht erreicht werden kann. Da die Ubergangsenergie hAw, < kT ist, sind
beide Zusténde pg+ und pg- bei Raumtemperatur nahezu gleichbesetzt.

Man kann die beiden Zustédnde aber in einem Molekularstrahl mit Hilfe ei-
nes inhomogenen elektrischen Felds (Stark-Effekt) rdumlich trennen, wie dies
in Abb. 12.16 sehr schematisch skizziert ist. Das Verfahren basiert darauf,
dass die beiden Zusténde ein entgegengesetztes, permanentes Dipolmoment
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besitzen, und sich so im inhomogenen elektrischen Feld trennen lassen (ana-
log zu dem in Kap. 1.13, Band 1 behandelten Stern-Gerlach Effekt fiir den
Elektronenspin in Magnetfeldern). Die im energetisch hoher liegende Zustand
po- befindlichen Molekiile im Strahl werden auf diese Weise in einen Mikro-
wellenresonator gelenkt. Dieser ist auf die Inversionsfrequenz abgestimmt und
erlaubt es, die Verstdrkung entsprechender Mikrowellen nachzuweisen.

12.3 Symmetrien

Das Verstindnis des Aufbaus kleiner Molekiile vereinfacht sich betrichtlich,
wenn man ihre Symmetrieeigenschaften beriicksichtigt. Mit Hilfe der (mathe-
matischen) Gruppentheorie lassen sich Anzahl und Eigenschaften von Nor-
malschwingungen und Molekiilorbitalen auch fiir komplexere Molekiile relativ
leicht ableiten. Vor allem sind Symmetriebetrachtungen fiir die Spektroskopie
mehratomiger Molekiile und die Bestimmung von erlaubten und verbotenen
Ubergiingen von zentraler Bedeutung. Eine leicht verstindliche Einfithrung in
die Anwendung der Gruppentheorie in der Molekiilphysik gibt Engelke (1996),
sehr umfassend ist die Darstellung in Bunker und Jensen (2006). Viele weite-
re Lehrbiicher aber auch Webseiten (z.B. Goss, 2009; Wikipedia contributors,
2009, 2010; Vanovschi, 2008) widmen sich den Molekiilsymmetrien und ih-
ren Anwendungen sehr ausfiihrlich. Wir kommunizieren daher hier lediglich
einige Grundbegriffe, die z.T. spiter wieder benutzt werden. Eine vertiefte
Behandlung wiirde den Rahmen dieses Lehrbuchs sprengen.

12.3.1 Symmetrieoperationen

Symmetrieoperationen in der Molekiilphysik sind lineare Transformationen ei-
nes Molekiils im Raum. Sie iiberfiithren dquivalente Atome ineinander und das
Molekiil insgesamt in eine von der Ausgangslage ununterscheidbare Geome-
trie. Man definiert acht Operation:

Identitét bzw. Drehung um 360°
Drehung beziiglich einer Symmetrleachse um den Winkel 27/n mit
n=23,. EsglltC’"*

L
Cy

~

o Spiegelung an einer Ebene; es gilt 6 -6 =62 =F

6, spezielle Spiegelung an einer horizontalen Ebene senkrecht zur Haupt-
symmetrieachse (Achse mit dem héchsten n)

0, spezielle Spiegelung an einer vertikalen Ebene, welche die Hauptsym-

metrieachse enthélt

einen spezieller Fall von &, bei dem die vertikale Ebene die zwei

Symmetrieachsen senkrecht zur Hauptsymmetrieachse halbiert

Inversion oder Punktspiegelung am Ursprung

Drehspiegelung oder unechte Rotation: eine Rotation um 27/n mit

nachfolgender Spleg\elung an einer Ebene senkrecht zur Drehachse,

also Sn = ahCn = C)op,. Es gilt Sy = 7 sowie 0 = C’2 und 102 =0y

Q>
IS

§Q>S.>
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12.3.2 Punktgruppen

Die genannten Symmetrieoperationen lassen sich zu Gruppen im mathemati-
schen Sinne zusammenfassen. Sie werden Punktgruppen genannt, da die Ge-
samtheit aller Symmetrieoperationen mindestens einen Punkt im Raum inva-
riant ldsst. Nach Schonflies unterscheidet man die nachstehend aufgefiihrten

Molekiil

Abb. 12.17. Entscheidungsbaum zur Bestimmung der Molekiilsymmetrien in der
Nomenklatur nach Schonflies
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Punktgruppen, die man — wie in Abb. 12.17 illustriert — auf eindeutige Weise
den Symmetrieeigenschaften eines Molekiils zuordnen kann.

Gruppen niedriger Symmetrie

C7 diese triviale Gruppe enthélt alle Molekiile, die iiberhaupt keine Sym-
metrie haben; z.B. CHF ClBr)

C; = S5 enthilt als Symmetrieoperation nur die Inversion 2; z.B. anti-
CQHQBI‘QCIQ

Cs nur eine Spiegelebene 6; z.B. ON Cl

Drehgruppen

C,, nur Rotation um einen Winkel 27/n um eine Achse; z.B. hat HyO4
(Wasserstoffperoxid) Cy-Symmetrie

Cpnn  Rotation um 27/n sowie Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur
Rotationsachse, dp; z.B. gehort B(OH)s zur Csp-Gruppe

Cpny Rotation um 27 /n sowie n-Spiegelungen an Ebenen parallel zur Ro-
tationsachse, 6,; z.B. hat HoO (Wasser) Cs,- und NH3 (Ammoniak)
C'3,-Symmetrie

Spezielle Punktgruppen

Cwp lineare Molekiile ohne Inversionszentrum, z.B. HCI, N,O
Do, lineare Molekiile mit Inversionszentrum, z.B. Hy, COs

Drehspiegelgruppen

S, nur Symmetrieoperationen §n Man beachte: Sy entspricht C;, und
falls n ungerade ist, entspricht S, = C,;. Nur die Gruppen Sy, Sg,
Ss, ... haben ihre eigene Berechtigung; z.B. gehort SyN4F4 zu Sy

Diédergruppen

D, eine CA'n—Achse (Hauptachse) und n ag—AChsen senkrecht zur Haupt-
achse

D, wie D,, zusitzlich eine Spiegelebene &}, senkrecht zur Hauptachse;
z.B gehort CoHy (Athen) zur Gruppe Dy, und CeHg (Benzol, der
einfachste aromatische Ring) zur Gruppe Dgy,

D,q wie D,, zusitzlich n Spiegelebenen &4 parallel zur Hauptachse; z.B.
hat CoHg (Athan) Dszg-Symmetrie
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Tetraedergruppe

T

Ty

Ty

Gruppe der echten Tetraederrotationen: E, 463, 46%, (Achsen von
Ecke zu Flichenmitte), 3C5 (Achsen von Seitenmitte zu Seitenmitte),
also insgesamt 12 Symmetrieelemente

wie T' und zusétzlich noch die Operationen, die sich durch Ebenenspie-
gelungen (Multiplikation mit 64) ergeben, also 24 Symmetrieelemente
z.B. CH4

wie T und zusétzlich noch die Operationen, die sich durch Drehspie-
gelung (Multiplikation mit 7) ergeben, also ebenfalls 24 Symmetrie-
elemente, z.B. CgoBray

Oktaedergruppe

0

Oy,

Gruppe der echten Wiirfelrotationen: E , 86’3 (Achsen sind die Wiirfel-
diagonalen) 362 und 66’4 (Achsen von Fldchenmitte zu Flichenmitte),
6C% (Achsen von Seitenmitte zu Seitenmitte), somit 24 Symmetrie-
elemente

vollstandige Oktaedersymmetriegruppe: O und zusétzlich noch die
Operationen, die sich durch Drehspiegelungen (Multiplikation mit 2)
ergeben, also 48 Symmetrieelemente, z.B. SFg

Tkosaedergruppe

Die Tkosaedergruppe umfasst:

e den echten Ikosaeder bestehend aus 20 kongruenten, gleichseitigen Dreie-
cken mit 30 Kanten und 12 Ecken,

e den Dodekaeder bestehend aus 12 kongruenten, gleichseitigen Fiinfecken,
30 gleichlangen Kanten und 20 Ecken und

e den abgestumpften Tkosaeder (,truncated icosaeder”, deutscher Fufiball),
bestehend aus 12 Fiinfecken und 20 Sechsecken. Man kann ihn sich ent-
standen denken aus einem echten Ikosaeder, dessen 12 Ecken zu Fiinfecken
abgeflacht wurden. Er hat die volle Symmetrie des Tkosaeders.

Bei den Symmetrien unterscheidet man:

1

I,

Drehungen und Drehspiegelungen mit 60 Symmetrieoperationen. Ein
Beispiel ist das kleine Fulleren Cyq

wie I und zusétzlich noch die Operationen, die sich durch Multipli-
kation mit 7 ergeben, also 120 Symmetrieelemente. Prominentestes
Beispiel ist das Buckminster-Fulleren Cgg.

12.3.3 Eigenzustinde mehratomiger Molekiile

Aus der Atomphysik ist uns die volle, 3-dimensionale Rotationsgruppe ver-
traut (O(3) bzw. SO(3) genannt, je nachdem ob mit Inversion oder auf echte
Rotationen beschrinkt). Sie bestimmt das Drehimpulsverhalten der Atome.



12.3 Symmetrien 113

Es liegt auf der Hand, dass bei mehratomigen Molekiilen diese volle Freiheit
der Rotationen den Symmetrieoperationen der Punktgruppen weichen muss,
wodurch die Beschreibung komplizierter wird — auch oder gerade weil alle
oben beschriebenen Punktgruppen nur Untergruppen von O(3) sind. Einen
Vorgeschmack davon haben wir schon bei zweiatomigen Molekiilen erhalten.
Dort konnten wir aber die elektronischen Zustéinde noch auf {ibersichtliche
Weise aus den Projektionen der Kugelflichenfunktion auf die Symmetrieach-
se ableiten. Bei nichtlinearen drei- und mehratomigen Molekiilen werden die
Verhéltnisse wesentlich komplexer. Die Symmetriegruppen helfen dabei, die
Ubersicht zu bewahren.

Jede Punktgruppe lésst sich nun durch einen Satz irreduzibler Représen-
tationen I darstellen, die an die Stelle der Drehimpulszustinde |LM) der
Atomphysik treten. Letztere sind ja ihrerseits nichts anderes als irreduzible
Darstellungen der vollen O(3)-Drehgruppe. Seit den dreifiiger Jahren des letz-
ten Jahrhunderts charakterisiert man nach Mulliken (Nobelpreis fiir Chemie,
Mulliken, 1966) die Symmetrie der Zustdnde entsprechend einer Buchstaben-
und Indizierungskonventionen, die in Tabelle 12.2 zusammengestellt ist.

Wie in der Atomphysik werden elektronische Orbitale mit kleinen Buch-
stabe, Gesamtzustinde mit grofien Buchstaben geschrieben. Vibrationen wer-
den meist durch Kleinbuchstaben charakterisiert; dabei wird der Buchstabe t
durch f ersetzt. Bei den Punktgruppen Cs, und Do behélt man die Nomen-
klatur 3, T, A, ... von Kap. 11 bei. Die als Entartung gekennzeichnete Eigen-
schaft der Molekiilzusténde beschreibt die Zahl der M6glichkeiten, die gleichen
Symmetrieeigenschaften durch unterschiedlicher Anordnung der Zustéinde im
Raum zu generieren. Dies entspricht in der Atomphysik der 2L+ 1 fachen Ent-
artung der |LM) Drehimpulszustdnde durch unterschiedliche Projektionen M
beziiglich der z-Achse. Die Buchstaben mit ihren Indizes treten also anstelle
der Zustandbezeichungen 2°*1 L der Atomphysik (%S, 'P etc.), wobei auch die
Multiplizitéit 2541 von Gesamtzustéinden mit wohl definiertem S in bewéhrter
Weise angegeben wird. Nach diesem Schema zur Bezeichnung von Zusténden,
Orbitalen oder Normalschwingungen steht z.B. 3Alg fiir einen totalsymme-

Tabelle 12.2. Bezeichnung der irreduziblen Représentationen der 3D-
Punktgruppen nach Mulliken. Cy, steht fiir Rotation um die Hauptachse, C% bzw.
CY fiir Rotation um eine bzw. zwei zur Hauptachse senkrechte, zweizihlige Achsen

Symbol Entartung Symmetrie Indizierung Symmetrie beziiglich
A 1 + bez. Ch, i 6, Cy CY 6,
B 1 — bez. Cp g,u tief +,—
E 2 "/ hoch 4k =
T 3 1,2 tief i
G 4 3 tief - -
H 5 3 tief keine —
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trischen Triplettzustand. Bei einer Elektronenkonfiguration {... (negg)4 .
nummeriert die Quantenzahl n die unterschiedlichen Orbitale gleichen Cha-
rakters (analog zu den nf in der Atomphysik), und speziell die ey4-Orbitale
sind gegeniiber zwei Drehungen antisymmetrisch, beziiglich Inversion symme-
trisch und hier mit 2 x 2 = 4 Elektronen gefiillt — was nach dem Pauli-Prinzip
gerade dem Maximum fiir einen zweifach entarteten Zustand entspricht.
Jede (endliche) Punktgruppe besitzt nun N irreduzible Darstellungen I
(i = 1 bis N), wobei N die Zahl der Symmetrieoperationen dieser Gruppe
ist. Wirkt eine bestimmte Symmetrieoperation auf einen Molekiilzustand, der
durch eine solche irreduzible Darstellung I; charakterisiert wird, so fiithrt das
zu einer linearen Transformation. Man kann diese z.B. in Form einer Matrix
darstellen (bei den |LM) Zustinden geschah dies durch die Drehmatrizen).
Die Spur dieser Matrix ist ein sogenannter Charakter der Reprisentation, al-
so des Molekiilzustands. Es zeigt sich, dass die irreduzible Repréasentation
einer bestimmten Punktgruppe durch die Gesamtheit ihrer Charaktere in die-
ser Gruppe vollstdndig beschrieben wird. Die Charaktere fiir alle irreduziblen
Darstellungen einer Punktgruppe fasst man in der sogenannte Charaktertafel
zusammen. Fiir die einfacheren Gruppen und Symmetrieoperationen geben
die Charaktere +1 bzw. —1 jeweils an, ob der Zustand unter dieser Sym-
metrieoperation sein Vorzeichen beibehélt oder édndert. Bei den entarteten
Zusténden erkennt man das Ergebnis nicht auf einen Blick, da hierbei Linear-
kombinationen der verschiedenen entarteten Zustédnde transformiert werden.

Hier wollen wir Charaktertafeln lediglich an
einem etwas komplexeren Beispiel illustrie-
ren: an der vollstdndigen Oktaedergruppe
Oy,. Sie spielt nicht nur in der Molekiilphysik
eine wichtige Rolle, sondern beschreibt z.B.
auch die Struktur von Mischkristallen mit
kubischem Gitter. Man denke sich, wie in
Abb. 12.18 skizziert, ein zentrales Kation im
Zentrum des Oktaeders positioniert, die Li-
ganden an seinen 8-Ecken, d.h. im Zentrum
der Wiirfelflichen. Die Charaktertafel der
Op-Gruppe, Tabelle 12.3, bildet eine 10 x 10
Matrix. Links oben steht die Bezeichnung
der Punktgruppe, hier Oy, darunter in der
ersten Spalte die Mulliken-Symbole fiir die Repréasentationen [7;. In der ersten
Reihe stehen die Symmetrieoperationen der Gruppe (die Zahlen davor ge-
ben die jeweilige Anzahl unterschiedlicher Drehungen bzw. Spiegelungen an).
Hauptinhalt der Charaktertafeln sind die Charaktere der irreduziblen Darstel-
lungen (d.h. der durch sie beschriebenen Molekiilzusténde). Die Charaktere
in der zweiten Spalte, welche sich auf den Einheitsoperator beziehen, geben
die Entartung der Représentationen an. Die Représentation Ay, in der ers-
ten Reihe steht fiir eine totalsymmetrische Wellenfunktion, deren Charaktere
alle +1 sind. Die beiden zusétzlichen, letzten Spalten deuten auflerdem an,

Abb. 12.18. Oktaeder in kubi-
scher Umgebung
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Tabelle 12.3. Charaktertafel der O;, Punktgruppe

E 8Cs 6C2 6C, 3C, 7654 836 364 364
A, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z? +y? + 22
Ay 11 -1 -1 1 1 -1 1 1 -1
Bg 2 -1 0 0 2 2 0 -1 2 0 (322 — %, 2% — y?)
Ty 3 0 -1 1 -1 3 1 0 -1 —1(Rs,Ry,R.)
Toyy 3 0 1 -1 -1 3 -1 0 -1 1 (zy,yz, zz)
A, 1 11 d=1 =1 =1 =i =i
Agy 1 1 -1 -1 1-1 1 -1 -1 1
B, 2 -1 0 0 2-2 0 1 -2 0
Tiw 3 0 -1 1 —=1-3 -1 0 1 1(z,y,32)
Tou 3 1 -1 -1-3 1 0 1 -1

wie sich die Kartesischen Basisvektoren (z,y, z), die entsprechenden Rotatio-
nen (Ry, Ry, R.) und die in z,y, z bilinearen bzw. quadratischen Funktionen
bei diesen Transformationen verhalten: sie werden den irreduziblen Reprisen-
tationen zugeordnet, welche sich auf gleiche Weise transformieren. Aus der
Zuordnung von z,y, z liest man zugleich die irreduzible Représentation des
Dipoloperators ab: fiir die Op-Gruppe ist dies nach Tabelle 12.3 offensicht-
lich Ty,. Diese Zuordnung wird sich in Kap. 15.4.2 als entscheidend bei der
Diskussion von dipolinduzierten Ubergiingen erweisen.

Das prominenteste Molekiilbeispiel fiir diese Gruppe ist das Schwefel-
hexafluorid, SFg, bei welchem sechswertiger Schwefel jeweils ein Fluoratom
bindet. Das Schwefelatom im Zentrum hat den gleichen Abstand Ry (SF) =
0.156 nm von allen 6 Fluoratomen in den Ecken des Oktaeders. Die totalsym-
metrische Streckschwingung (gleiche Verlingerung bzw. Verkiirzung aller S-F
Abstiinde) hat eine Eigenfrequenz w, = 769cm~! (dhnlich wie Cly). Ganz
selbstverstéindlich ist eine solche Geometrie nicht, wie wir im folgenden Ab-
schnitt sehen werden. Sie basiert hier auf den voll gefiillten Orbitalen. Die
atomare Elektronenkonfiguration fiir die Valenzelektronen von S ist 3s23p?,
die Elektronenkonfiguration (s. z.B. Tachikawa, 2002) des oktohedralen SFg
ist (1t2y)%(5t14)%(1t24)%, insgesamt ein 'A;, Zustand. Neben den 6 Valenz-
elektronen des Schwefels tragen also noch jeweils zwei Elektronen der Fluora-
tome (2s22p°) zu den insgesamt 16 Bindungen bei. Das SFg wird technisch
u.a. als Elektronenquencher eingesetzt, weil es ein zusétzliches Elektron bin-
den kann (Elektronenaffinitit zwischen 0.4 und 1.5eV). Dieses fiillt dann ein
6a14-Orbital, das negative Ion SFy behélt die oktaedrische Struktur, wird
aber etwas aufgeweitet (Ro(SF) = 0.1732nm), und 2A;, beschreibt den Ge-
samtzustand.

In Abschn. 12.4.1 werden wir die sehr héufig anzutreffende Punktgrup-
pe Cs, am Beispiel des HoO-Molekiils etwas néher kennen lernen, bei der
Behandlung des Benzols in Abschn. 12.6 werden die Orbitale im Rahmen der
Dgp-Gruppe zu klassifizieren sein, und in Kap. 15.6.2 wird uns Dgj, im Zusam-
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menhang mit der interessanten Spektroskopie des Nag begegnen. Die Charak-
tertafeln aller in der Molekiilphysik relevanten Symmetriegruppen sind z.B. in
den zu Eingang dieses Abschnitts genannten Biichern und Internetseiten gut
dokumentiert. Dort findet man auch weitere niitzliche Informationen: Korrela-
tionstabellen erlauben beim Wechsel von einer zur anderen Symmetriegruppe
(z.B. bei Erniedrigung der Symmetrie durch Verzerrung der Kernanordnung)
die Zuordnung der irreduziblen Darstellungen in einer Symmetriegruppe zu
der in einer anderen. Produkttabellen geben Ubersicht iiber die Verkniipfung
verschiedener Symmetrieoperationen (Repriisentationsprodukte) sowie iiber-
Dipol-erlaubte bzw. -verbotene Ubergiinge (Ubergangsprodukte).

12.3.4 Jahn-Teller-Effekt

Im Kontext dieser Symmetriebetrachtungen sei auf einen wichtigen, bereits
1937 von Hermann Arthur Jahn und Edward Teller (JT) behandelten Effekt
(JTE) hingewiesen. Das JT-Theorem besagt:

Die Kernkonfiguration jedes nichi-linearen (mehr als zweiatomigen)
Molekiilsystems in einem entarteten elektronischen Zustand ist instabil
in Bezug auf Kernbewegungen, welche die Symmetrie erniedrigen und
die Entartung aufheben.

Das bedeutet im Prinzip, dass Potenzialhyperflichen von mehratomigen Mo-
lekiilen im Minimum nicht entartet sein kénnen. Aus heutiger Sicht ist das
JT-Theorem etwas unklar, wenn nicht sogar unkorrekt formuliert. Der wesent-
liche Punkt ist, dass eine elektronische Entartung von Potenzialhyperflichen,
die im Rahmen der Born-Oppenheimer-Niherung bestimmt wurde, zu einer
Kopplung zwischen Kernkoordinaten und elektronischen Koordinaten fiithrt
(sogenannte vibronische Kopplung), die einer gesonderten Behandlung bedarf.
Die Literatur hierzu ist umfangreich (s. z.B. Bersuker, 2001, und Zitate dort),
und wir beschrinken uns hier auf eine kurze, einfiihrende Skizze.

Der JTE ist von sehr grundsitzlicher Bedeutung, macht er doch die Gren-
zen der Born-Oppenheimer-Ndherung deutlich. Schon 1934 hatte R. Renner
die Situation fiir lineare, dreiatomige Molekiile untersucht und fand, dass ent-
artete elektronische Zustinde bei der Biegeschwingungen aufspalten (heute
spricht man vom Renner-Teller-Effekt, RTE). Ein verwandtes Verhalten hat-
ten wir bereits bei zweiatomigen Molekiilen als vermiedene Kreuzungen der
Potenzialkurven von Zusténden gleicher Symmetrie kennengelernt. Bei mehr
als einem Freiheitsgrad sind solche Kreuzungen auf Flichen reduzierter Di-
mensionalitdt allerdings moglich. So kénnen sich bei zwei relevanten Frei-
heitsgraden die entsprechenden Potenzialhyperflichen in einem Punkt schnei-
den. Das fithrt zu sogenannten konischen Durchschneidungen, die uns spéter,
auch in Band 3, noch o6fter begegnen werden. Diese entsprechen aber eben
keinem Minimum adiabatischer Potenzialflichen, sondern sind beziiglich der
Kernkoordinaten instabil, wie es das JT-Theorem fordert. Solche vibronischen
Kopplungen spielen auch dann eine Rolle, wenn elektronische Zusténde zwar
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nicht entartet sind, aber sehr dicht beieinander liegen. Man spricht dann
vom Pseudo-Jahn-Teller-Effekt (PJTE). Allen drei Effekten (RTE, JTE und
PJTE) gemeinsam sind die vibronischen JT-Kopplungen, welche die Born-
Oppenheimer-Niherung ergdnzungsbediirftig machen.

Héufig wird der Jahn-Teller-Effekt anhand der Stauchung bzw. Streckung
von Molekiilkomplexen mit gleichseitiger Oktaeder Geometrie Oy, erldutert
(s. Abschn. 12.3.3). Diese konnen bei Verbindungen von Metallatomen auf-
treten, die mehrere d-Elektronen besitzen, z.B. beim doppelt geladenen Kup-
ferion (Cu?*, Konfiguration 3d”), welches Komplexe vom Typ Cu(Hp0)2"
bildet. Um die Verhéltnisse zu verstehen, ist es niitzlich, sich an die Win-
kelabhéingigkeit der d-Orbitale zu erinnern (Kap. 2 in Band 1). In der Atom-
physik benutzt man in der Regel die komplexe Darstellung (Eigenfunktionen
des Bahndrehimpulses mit den Quantenzahlen L und M), gelegentlich auch
die reelle, bei welcher L und |M| gute Quantenzahlen sind, die man aus Tabel-
le 2.1 ableitet und iiblicherweise mit d.2,d,., d,.,dz2_,» und d, bezeichnet
(|]M] =0,1,1,2 und 2):

t2g : dwz - ij dLy = 1‘73 yz — %
r T T
1 z2 — o2 (12.36)
dz2 = —= (322 — T2) dzz, 2 =
272 Y r2

Alternativ und fiir den oktaedrischen Fall symmetrieangepasst, kann man
die beiden letzteren auch zusammenfassen als:

eg:  (2d2+dy2_y2) /B und (2d,2 — dye_y2) /V5B (12.37)

So ergeben sich drei tg4- und zwei e,-Orbitale, die in Abb. 12.19 skizziert
sind.*

Elektronen in e,-Orbitalen sind also kleeblattartig zu den 6 Liganden in
den Ecken des Oktaeders hin ausgerichtet, wéhrend die t5,-Orbitale (ebenfalls
kleeblattartig) auf die 8 Kanten zeigen, also genau zwischen die Liganden.
Geht man davon aus, dass die Liganden Anionen sind, so erwartet man fiir e4-
Elektronen eine stirkere Abstoung als fiir ¢o4-Elektronen. Daher spalten die
im isotropen O(3)-Raum entarteten finf d-Niveaus auf in zwei hoher liegende
eg- und drei tiefer liegende ¢54-Niveaus, wie in Abb. 12.20 links dargestellt.

Abbildung 12.20 illustriert dariiber hinaus, wie im speziellen Fall eines
Cu?T-Tons im Zentrum die neun 3d-Elektronen auf die Orbitale zu vertei-
len sind (ein prominentes Beispiel ist der Cu(H,O)z*-Komplex). Fiir das
hoher liegende, zweifach entartete ey-Orbital sind dabei nur noch drei Elek-
tronen verfiighbar, wodurch sich ein Elektronenloch ergibt. Die drei Elek-
tronen konnen also mit ihrer Spinausrichtung auf zwei energetisch vollig
dquivalente Weisen die beiden Suborbitale fiillen (1] + 7 bzw. T + 1]). Nach
der Storungstheorie spalten solche Zustédnde in Anwesenheit eines geeigneten

4 Man beachte: Op-Symmetrie (s. Tabelle 12.3) wird jeweils nur in Kombination
der zwei eg4- bzw. drei t24-Orbitale realisiert. Mathematisch und zeichnerisch wird
das etwas uniibersichtlich, weshalb die Darstellung der Abb. 12.19 gew#hlt wurde.
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Abb. 12.19. Winkelanteil
der fiinf d-Orbitale in reeller,
an die Op-Symmetrie ange-
passter Darstellung. Aufge-
tragen sind die entsprechend
dem Vorzeichen kolorierten
Betrdage der Wellenfunktionen

Wechselwirkungspotenzials auf (hier die molekulare Umgebung). Im vorliegen-
den Fall geht die Op-Symmetrie durch Stauchung oder Streckung des Oktaeder
(je nach chemischer Umgebung) in Dy, iiber, wie in Abb. 12.20 rechts skiz-
ziert. Dabei korrelieren die e,-Orbitale mit a1, und b1y und die to4-Orbitale
mit by, und zwei entarteten e, (jetzt beziiglich der Dyj-Gruppe). Bei der in
Abb. 12.20 gezeigten Streckung liegt das a;4-Orbital um d; energetisch tiefer
als b4, und e, um 0 unter boy. Dabei gilt A > §; > J5. Bei einer Stauchung
drehen sich die Orbitallagen gerade um.

Wir haben es hier also mit einer speziellen Auspriagung des JTE zu tun:
Aufspaltung und Symmetrieverinderung bei entarteten Zustédnden. Inter-

5 d-Orbitale
(entartet) _
dp T

do

x2-)2

g HHH )

Streckung

2 entartete
Zusténde

DV b(dey 1
egﬁl<::ii:‘: gl

€g (dxpdyz)

b

4 N 1o

Abb. 12.20. Jahn-Teller-
Effekt bei Verbindungen des
Cu®" (Elektronenkonfigurati-
on 3d”). Wiirden die Orbitale
eg und tz4 der Op-Gruppe
(Mitte) mit diesen Elektro-
nen gefiillt, so ergédbe sich
eine Spinverteilung wie durch
die kleinen roten Pfeile an-
gedeutet. Drei Elektronen in
den ey-Orbitalen kénnen aber
auf zwei energetisch entartete
Weisen untergebracht werden
(angedeutet durch den gestri-
chelten Pfeilbogen). Daher
kommt es zur Jahn-Teller-
Aufspaltung mit Stauchung
bzw. Streckung des Oktaeder
(Dan-Gruppe)
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essanterweise zeigt der entsprechende Nickelkomplex Ni(HyO)2" keine JT-
Verschiebung: die Elektronenkonfiguration von Ni ist 3d®, sodass die €g-
Orbitale mit nur zwei Elektronen zu fiillen sind. Das wiederum ist nur auf
eine Weise moglich, folglich gibt es keine entarteten Zustdnde und somit auch
keinen JTE.

Wir schlieflen diesen kurzen Exkurs zum Jahn-Teller-Effekt mit dem Hin-
weis, dass eine konsequente Behandlung der dabei auftretenden vibronischen
Kopplung zwischen elektronischen und nuklearen Freiheitsgraden nicht im
Rahmen der Born-Oppenheimer-Niherung moglich ist. Wie bereits in Kap. 11
erliutert und in den nachfolgenden Abschnitten weiter ausgefiihrt, berechnen
die auf der BO-Nédherung basierenden Standardmethoden der Quantenchemie
die elektronische Struktur vielatomiger Molekiile bei festgehaltenen Kernko-
ordinaten. Die Kerndynamik spielt sich auf den so ermittelten adiabatischen
Potenzialhyperflichen (APES, adiabatic Potenzial energy surfaces) ab. Da-
gegen koénnen vibronische JT-Kopplungen nicht einfach als kleine Storungen
behandelt werden, auch wenn die Kernbewegung selbst klein sein mag. Viel-
mehr werden die APES, welche ja die Schwingungsfrequenzen und ihre Anhar-
monizitdten bestimmen, selbst durch die vibronische Kopplung mit anderen
elektronischen Zusténden kontrolliert (Bersuker, 2001). Wir werden in Kap.
15.6.2 und 17.4.3 auf vibronische Kopplungen noch ausfiihrlich zuriickkommen
(dort auch nicht adiabatische Kopplungen genannt).

12.4 Elektronische Zustinde dreiatomiger Molekiile

Bei zweiatomigen Molekiilen haben wir gelernt, dass eine Molekiilbindung
dann zustande kommt, wenn hinreichend viel Elektronendichte im Gebiet zwi-
schen den Atomkernen vorhanden ist, also ein moglichst grofier Uberlapp
zwischen den Atomorbitalen besteht. Diese Bedingung gilt natiirlich auch fiir
mehratomige Molekiile und bestimmt deren Geometrie. Wir kénnen also fol-
gende Bindungsregel aufstellen:

Eine Bindung zwischen zwei Atomen tritt in der Richtung auf, in
der die atomaren Wellenfunktionen, welche die Molekiilorbitale bil-
den, sich am stdirksten tberlappen.

Im Folgenden werden wir also versuchen,

e aus bekannten atomaren bzw. molekularen Orbitalen Geometrien vorher-
zusagen oder
e aus beobachteten Geometrien auf die beteiligten Orbitale zu schliefen.

12.4.1 Ein erstes Beispiel: H,O

Wir beginnen mit diesem auf den ersten Blick scheinbar einfachen und eminent
wichtigen Beispiel, an dem man eine Menge Grundsétzliches iiber mehratomi-
ge Molekiile lernen kann. Das Rotations- und Schwingungsspektrum des HoO-
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Molekiils hatten wir ja bereits in Abschn. 12.1.4 und 12.2.4 als auflerordent-
lich komplex kennengelernt. In kondensierter Phase weist Wasser denn auch
63 Anomalien seiner physikalischen Eigenschaften auf, die letztlich eine Folge
der molekularen Struktur und Dynamik sind. Fiir eine umfassende Fakten-
sammlung iiber Wasser in seinen verschiedenen Aggregatzustinden verweisen
wir auf die gut gepflegte und breit angelegte Web-Seite von Chaplin (2008).
Hier nur folgendes Zitat zur weiteren Motivation: ,, Wasser ist der Hauptabsor-
ber von Sonnenlicht. Die 13 000 Milliarden Tonnen Wasser in der Atmosphére
beseitigen etwa 70% der Strahlung, hauptsichlich im infraroten Spektralbe-
reich, wo Wasser starke Absorptionsbanden zeigt. Wasser tragt wesentlich
zum Treibhauseffekt bei, der sicher stellt, dass unser Planet bewohnbar ist.
Es sorgt dabei auch fiir eine negative Riickkopplung durch Wolkenbildung,
welche die globale Erwarmung dampft*“. Der Treibhauseffekt ist also keines-
wegs ein durchweg negatives Phdnomen, wie man angesichts der aktuellen,
offentlichen Diskussion meinen kénnte. Es kommt einfach auf die optimale
Balance an, welche die Natur in unserer Atmosphire eingestellt hat, und an
welcher der Mensch moglichst wenig dndern sollte!

Zuriick zum isolierten HyO-Molekiil. Koordinatendefinition, Geometrie
und Symmetrie sind in Abb. 12.21 illustriert. Auch die Richtung des per-
manenten Dipolmoments (Vektor D) des Wassermolekiils entlang der Sym-
metrieachse ist angedeutet. Mit [D| = 2.35D = 7.84 x 1073 Cm = 0.489 ¢ A
ist es recht grof} (vergleiche Tabelle 11.2 auf S. 14), was seiner elektronischen
Konfiguration geschuldet ist.

trie beim HsO-Molekiil. Links die De-
finition der Molekiilparameter, rechts
die der Koordinaten und Symmetrie-
operationen der Cs, Punktgruppe (in
der Literatur findet man manchmal
auch = und y vertauscht). D deu-
tet das permanente Dipolmoment des
H>O-Molekiils an

‘ Abb. 12.21. Geometrie und Symme-

Y<

Wir nutzen die Gelegenheit, um unsere kleine Einfiihrung in die Symme-
triegruppen (Abschn. 12.3) etwas zu vertiefen. HoO gehért zur Punktgruppe
Cay, deren Symmetrieoperationen rechts in Abb. 12.21 angedeutet sind: eine
Drehung um die zweizihlige Molekiilachse z, charakterisiert durch Cy, und
je eine Spiegelung in Bezug auf die xz-Ebene und die yz-Ebene, charakte-
risiert durch &,(xz) bzw. 6,/ (yz). Tabelle 12.4 stellt die Co,-Charaktertafel
vor, die hier eine 4 x 4 Matrix ist, entsprechend den vier moglichen Sym-
metrieoperationen einschlieBlich Einheitsoperator E (erste Reihe). Die Be-
nennung der irreduziblen Reprisentationen der Gruppe (erste Spalte), d.h.
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Tabelle 12.4. Charaktertafel fiir die Punktgruppe Cs, und Basisfunktionen

E C; 6,(x2) 6, (yz)
A 1 1 1 1 =z 22,2, 2*
A, 1 1 —1 -1 R. xy
B; 1-1 1 — 1Ry Tz
By 1-1 —1 1 y,R. Yz

der moglichen Gesamtzusténde, Orbitale oder Schwingungen, folgt dem in
Abschn. 12.3 erlduterten Schema. Die Zustéinde dndern entsprechend der Ta-
belle ihr Vorzeichen oder nicht, wenn die Symmetrieoperationen auf sie ange-
wandt werden. Die beiden letzten Spalten enthalten die sogenannten Basis-
funktionen: das sind lineare bzw. quadratische Kombinationen von z, y, z oder
auch die axialen Vektoren R;, R, und R, in die jeweiligen Richtungen: polare
wie axiale Vektoren dndern sich nicht unter der jeweiligen Drehung. Inversion
dagegen dndert das Vorzeichen der polaren Vektoren, nicht aber das der axia-
len. Um die Bildung der molekularen Orbitale zu verstehen, erinnern wir
uns daran, dass das Sauerstoffatom (s. Kap. 10 in Band 1) die Elektronenkon-
figuration (1s)* (25)® (2p)* hat. Die 1s- und 2s-Schale sind abgeschlossen und
nehmen nicht bzw. nur wenig (2s) an der Bindung teil. Im Koordinatensystem
nach Abb. 12.21 sind von den 4 Elektronen in der 2p-Schale zwei mit entgegen-
gesetztem Spin im 2p,-Zustand und je eines mit gleichem Spin im 2p,- bzw.
2p.-Zustand. Die beiden letzteren sind ungepaart und kénnen daher mit je ei-
nem Wasserstoffatom im 1s-Orbital eine Bindung eingehen. Dies fithrt zu den
in Abb. 12.22 gezeigten sp-Hybridorbitalen, wie wir sie schon in Kap. 11.7.3
beim LiH kennengelernt hatten. Die beiden hier mafigeblichen Orbitale kann
man als (1s+2p.) bzw. (1s+42p,) schreiben. Im molekularen Koordinatensys-
tem nach Abb. 12.21 entspriche dies nach Tabelle 12.4 einem a;-Orbital, was
in dieser reinen Form zu einem Bindungswinkel von 90° fithren wiirde. In der
Tat tréigt ein Orbital dieses Typs erheblich zur HoO-Bindung bei. Allerdings
ist das Schema doch sehr grob vereinfachend, denn wir haben z.B. den gleichen
Ursprung fiir die 1s- und 2p-Orbitale angenommen. Experimentell beobachtet
wird ein H-O-H Winkel von 104.474°, was die lediglich schematische Aussa-
ge von Abb. 12.22 unterstreicht. Wie bereits in Abschn. 12.1.4 berichtet, ist
die experimentell bestimmte Bindungslange Roy = 0.95718 A. Der Ursprung
der H-1s-Orbitale ist also deutlich verschieden von dem der O-2p-Orbitale.

Abb. 12.22. Entstehung von zwei bindenden sp-
>4 Hybridorbitalen beim H2O — sehr schematisch

y s+py Stp, z
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AuBlerdem ist auch die Abstolung der Protonen zu beriicksichtigen, sowie die
Beimischung weiterer Orbitale.

In Abb. 12.23 ist skizziert, wie die MOs aus den Atomorbitalen aufgebaut
werden, wobei die MO-Bezeichnung a1, b1, bo auf die Elemente der Charak-
tertafel Tabelle 12.4 auf der vorherigen Seite Bezug nimmt. Schematisch zeigt
Abb. 12.23 rechts auch, wie die Elektronendichteverteilung der besetzten Or-
bitale und einige unbesetzte Valenz-Orbitale aussieht. Die Energien W der
besetzten Orbitale sind in Abb. 12.23 mafstiiblich gezeichnet.® Es ist inter-
essant zu notieren, dass diese Bindungsenergien der Elektronen im freien Mo-
lekiil ndherungsweise auch in der fliisssigen Phase gelten — wegen der sich um
jedes Molekiil herum bildenden Solvathiille sind sie lediglich um etwa 1.5 bis
2eV Kkleiner (s. z. B. Winter et al., 2004, 2007). Die Bindungsenergien der

W/ev H,0 &l
A o R y ;
1 3b,
| unbesetzt .
| 2b, »
0 / Eﬁ
4 /0 2pz -
10 2py AN
-20
- besetzt
-530
-540 -

Abb. 12.23. Entstehung der tiefsten MOs des Wassermolekiils aus den AOs von O
und H (links). Schematische Ladungsverteilung dieser MOs (Ca,-Geometrie) nach
Chaplin (2008). Man beachte: fiir die 1b1- und 3a;-Orbitale ist die Papierebene die
xz-Ebene, fiir alle anderen Orbitale aber die yz-Ebene

5 Aus Photoionisationsenergien in der Gasphase bestimmt wurden folgende Bin-
dungsenergien —W = 539.9eV (la1), 32.6¢eV (2a1), 18.8eV (1b2), 14.89¢eV (3a1)
und 12.6eV (1b1). Nach Koopman’s Theorem sollten diese Werte den Orbital-
energien entsprechen.
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unbesetzten Hiillenorbitale werden in Hartree-Fock-N&herung angegeben.%

Die Konfiguration von HzO im elektronischen Grundzustand ist demnach
(1a1)?(2a1)?(1b2)?(3a1)?(1b1)? in der Terminologie der Symmetriegruppe Ca,.
Alle Orbitale sind mit je zwei Elektronen besetzt, sind also spinabgeséttigt.
Nach der eingangs formulierten Bindungsregel sind die Orbitale 2a1, 1b2 und
3a; bindend. Das innere Orbital la; bleibt unbeteiligt. Das gilt aber auch
fiir das Valenzorbital 1b; (das HOMO), welches ebenfalls mit zwei Elektronen
besetzt ist und mit den (spinabgesiittigten) Orbitalen (2p,)* des O-Atoms
(pr in der Geometrie von Abb. 12.21 auf S. 120) korreliert. In diesem sim-
plen Modell bilden die (1b1)2—Elektronen also ein ,lone pair® (s. auch Kap.
11.7.4). Detaillierte quantenchemische Rechnungen zeigen allerdings eine eher
glatte Elektronendichteverteilung beim isolierten Wassermolekiil und lassen
das ,lone pair“ nicht erkennen. Fiir die Eigenschaften des Wassermolekiils,
vor allem auch fiir die Struktur des fliissigen Wassers, sind sie jedoch von
erheblicher Bedeutung und ermoglichen z.B. eine tetraedrische Koordination
des Wassermolekiils in Solvathiillen wie auch im fliissigen Wasser.
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Abb. 12.24. Links: Photoabsorptionsspektrum des HoO-Molekiils. Die Energie des
Photons ist als Ordinate, der Absorptionsquerschnitt o als Abszisse aufgetragen,
um direkt mit den Energien der Potenzialdiagramme vergleichen zu kénnen. Mitte:
Schnitt durch die Potenzialfliche in CA'QU—Symmetrie (beide OH-Bindungen werden
gestreckt). Rechts: CA’S—Symmetrie (nur eine OH-Bindung wird gestreckt). Die Poten-
ziale sind nach Rechnungen von van Harrevelt und van Hemert (2000) gezeichnet.
Wir haben die dort veroffentlichten Werte allerdings so skaliert, dass die experimen-
tell beobachteten Spektren energetisch mit den Potenzialen iibereinstimmen

6 nach Chaplin (2008): 6eV (4a1), 8eV (2b2) und 28eV (3bs).
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Fiir die Spektroskopie des freien Wassermolekiils (in der Gasphase) muss
man natiirlich die Gesamtenergien kennen, die — wie wir schon von den Ato-
men wissen — ja nur mittelbar mit den Orbitalenergien zusammenh#ngen. Die
elektronische Gesamtwellenfunktion ergibt sich wieder als Linearkombination
der Produkte der Elektronenorbitale. Sie muss ebenfalls den Symmetriebe-
ziehungen fiir die Punktgruppe Cs, geniigen und wird mit Grofbuchstaben
gekennzeichnet. Der Grundzustand des H,O ist ein totalsymmetrischer X 1A;-
Singulett-Zustand. Auch hier schreibt man links oben wieder die Multiplizitét
(28 + 1), wobei S der Gesamtspin ist, und X ist — wie bei den zweiatomi-
gen Molekiilen — eine spektroskopische Abkiirzung fiir den Grundzustand (die
Tilde setzt man zur Unterscheidung von den zweiatomigen Molekiilen).

Wenn man die elektronischen Struktur solcher mehratomigen Molekiile,
insbesondere die angeregten Zustdnde verstehen will, muss man sich verge-
genwirtigen, dass die elektronischen Energien W, (R) jetzt von mehr als ei-
nem Parameter R abhingen. Man hat es nicht mehr mit Potenzialkurven
sondern mit Potenzialhyperflichen zu tun, auf denen auch die Kernbewegung
ablduft. Ublicherweise stellt man Potenzialflichen als Schnitte entlang einer
relevanten Koordinate oder als zweidimensionale Hohenlinienbilder in zwei
Koordinaten dar. Fiir das freie Wassermolekiil zeigen wir in Abb. 12.24 links
ein Absorptionsspektrum im UV- und VUV-Spektralbereich aus dem X 1A ;-
Grundzustand in die angeregten Zustiinde A, B etc. Daneben — energetisch
direkt vergleichbar — zeigt Abb. 12.24 zwei Beispiele fiir Schnitte durch die
Potenzialhyperfliche des HyO, welche die Komplexitit des Problems veran-
schaulichen: in beiden Fillen ist das Pote/r\lzial entlang der Rop-Koordinate
gezeigt. Einmal jedoch (Mitte) bleibt die Cq,-Symmetrie erhalten, d.h. beide
OH-Bindungen werden symmetrisch aufgeweitet (Mitte), wiihrend im zweiten
Falle (rechts) nur eine Bindung aufgeweitet wird, d.h. die Symmetrie wird
gebrochen, und es bleibt nur noch die Reflexionssymmetrie 6, (zy) beziiglich
der zy-Ebene. Wir lernen wieder ein Stiickchen Gruppentheorie: Diese Punkt-
gruppe C; hat nur zwei Elemente: A’, wenn das Vorzeichen unter Reflexion an
der Molekiilebene erhalten bleibt, und A’ wenn es sich dndert. Der Vergleich
mit der Charaktertafel fiir Cy, (Tabelle 12.4 auf S. 121) zeigt, dass A1 und By
bei der Symmetriebrechung in A’ iibergehen, As und By in A”.

Wir sehen den dramatischen Unterschied zwischen symmetrischer und
asymmetrischer Streckung: wihrend im ersteren Falle der A1B;-Zustand ge-
bunden zu sein scheint, offenbart die zweite Geometrie, dass er in Wahrheit
rasch dissoziieren kann, denn in Cs-Symmetrie ist A 1A” stark repulsiv. Dies
spiegelt sich direkt im Absorptionsspektrum wider (links in Abb. 12.24): die
Absorptionsbande fiir den Ubergang vom X- zum A-Zustand ist breit und
unstrukturiert, es gibt also wegen der kurzen Lebensdauer des A-Zustands
keine scharfen Energien, die man Schwingungen zuordnen konnte. Dagegen
sind von den hoher angeregten elektronischen Zustinden offenbar einige ge-
geniiber beiden Verformungen bindend (es gibt je ein Energieminimum), und
folglich ist das Absorptionsspektrum zunehmend schiirfer strukturiert. We-
gen der sehr groflen Zahl dicht liegender Rotations- und Vibrationszustédnde
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werden aber stets mehr oder weniger breite Banden beobachtet, die sich nur
partiell auflosen lassen.

12.4.2 Ammoniak, NHs und Methan, CH4

Die Orbitalbildung beim Ammoniak, NH3, geschieht in d&hnlicher Weise: Hier
sind alle drei Zusténde 2p,, 2p, und 2p, ungepaart, der Bindungswinkel sollte
in unserem einfachen Hybridmodell, bei welchem wir ein H(1s)-Orbital mit je
einem dieser Orbitale kombinieren, ebenfalls wieder 90° betragen. Beobachtet

werden aber 106.7°. Eine schematische, aber realistischere Darstellung der
beteiligten Orbitale NH3 zeigt Abb. 12.25.

N Abb. 12.25. Geometrie und Elektronendich-
te im elektronischen Grundzustand des NHs.
: Man erkennt deutlich den Ursprung der bin-
- - denden Orbitale aus den hybridisierten spg y, -

R Orbitalen
106.7°

Ahnlich ist die Situation beim Methan. CH, bildet einen Tetraeder mit
4 gleichwertigen CH-Bindungen, wobei der Bindungswinkel 109.47° betrigt.
Das Kohlenstoff-Atom mit der Elektronen-Konfiguration (1s)* (2s)* (2p,) (2py)
sollte daher nur zwei Bindungen eingehen. Wir sehen, dass das einfache Bild
der Atomorbitale nicht richtig sein kann. Im néchsten Abschnitt wollen wir
die dabei auftretende Hybridisierung an dem besonders wichtigen Beispiel des
C-Atoms ausfiihrlicher besprechen.

12.5 Hybridisierung

12.5.1 Bildung der sp3-Orbitale

Das Konzept geht auf Linus Pauling (1931) zuriick, der 1954 dafiir den Nobel-
preis erhielt. Es bildet letztlich die Grundlage fiir ein theoretisches Versténdnis
der gesamten organischen Chemie. Dabei werden ggf. auch mehr als zwei
Atomorbitale kombiniert, und auch angeregte Orbitale kénnen an der Bin-
dung beteiligt sein. Beim C-Atom muss hierzu z.B. ein 2s-Elektron in das
leere 2p,-Orbital gebracht werden:

C-Atom: (25)” (2p,) (2py) — (25 1) (202 1) (204 1) (22 1)

Diese Reorganisation innerhalb des Atoms kostet Energie, die allerdings durch
die starke Bindungsenergie kompensiert wird, wie in Abb. 12.26 illustriert.
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4 H(1s) + C(sp®) S Abb.. }2..26. Energieverhiltnisse bei der sp-
——— Hybridisierung der Kohlenstoff AOs zur Er-
klarung der Kohlenstoffchemie am Beispiel
8.56 eV -25.31eV CH,
4 H(ls) +
C(2sy(2p,)(2p,) Py
CHy

Damit sind im Prinzip vier Bindungen rea-
lisierbar: drei durch die 2p,-, 2p,- und 2p.-
Orbitale in z-, y- und z-Richtung und eine
durch das 2s-Orbital. Wie in Abb. 12.27 ge-
zeigt, wiren diese vier Bindungen aber ganz
offensichtlich nicht gleichwertig (dreimal po-
artig und einmal so). Auch wiirden sie zu
einem Bindungswinkel von 90° fithren und
nicht zu den beobachteten 109.47° beim Me-
than und anderen Kohlenwasserstoffen.

Durch sogenannte Hybrid-Atomorbitale, also durch lineare Kombination die-
ser Orbitale kann man aber andere Geometrien realisieren. Bei der sp?-
Hybridisierung werden die 2s- und 2p-Orbitale im Verhéltnis 1 : 3 gemischt:

Abb. 12.27. Orbitale
des C-Atoms

1) = 7 [125) — |2pa) + 12py) + [2p2)]
12) = —= [|25) — [2p) — 12py) — [2p2)]
f (12.38)
3) = 7 [125) + |2p2) — 12py) + [2p2)]
14) = —[j25) + [2p,) + 2py) — 2p2)]

Sl-

Diese vier neuen, dquivalenten Hybridorbitale (AOs) in Abb. 12.28 sind
insofern gleichwertig, als jeweils alle vier urspriinglichen Atomorbitale mit glei-
chem Gewicht beitragen. Andere Linearkombinationen sind ebenfalls moglich.
Man iiberzeugt sich leicht, dass die hier gewéhlten orthonormiert sind und —
wie in Abb. 12.29 illustriert — einen Tetraeder aufspannen. Die p-Anteile der
sp*-Hybride (), = [4) — [2s) /v/4 mit j = 1,2,3) bestimmen die Richtung.
Da die so definierten |j),, reell sind, kann man sie wie Vektoren behandeln. So
berechnet man z.B. den Winkel zwischen |1) und |2) (den Tetraederwinkel)
aus dem Skalarprodukt:

cosf = (112), /1/(LI1),/(2]2), = —1/3 = [0] =109.47° (12.39)
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Abb. 12.28. Die vier atomaren sp-
Hybridorbitale (AOs) nach (12.38).
Aufgetragen ist hier wie auch in Abb.
12.27 der Winkelanteil des Betrags der
Wellenfunktion
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Abb. 12.29. Kombination der vier
sp®-Hybridorbitale nach (12.38) zu ei-
nem Tetraeder. Zur Illustration ist hier
die Quadratsumme der vier Ladungs-
verteilungen skizziert

Zur Beschreibung einer Molekiilbindung sind die vier Hybridorbitale (12.38)
wie gewohnt mit geeigneten Orbitalen der Nachbaratome zu iiberlagern.
Wiirde man lediglich ihre Betragsquadrate addieren, so ergébe sich eine ku-
gelsymmetrische Ladungsverteilung. Uberhdht man sie aber in ihren jeweili-
gen Richtungen, so ldsst sich daraus der erwartete Tetraeder bilden, wie in
Abb. 12.29 gezeigt. Generell findet man, dass die Ladungsverteilungen in der
Realitédt viel glatter sind, als es die prototypischen, in der Chemie benutzten
Sinnbilder es suggerieren (so etwa in der Skizze fiir Ammoniak in Abb. 12.25).

12.5.2 o-Bindung

Zur Beschreibung des CHy muss man also das hybridisierte Kohlenstoffatom
mit vier Wasserstoffatomen zusammenfiihren und aus den hybridisierten C-
und den H(1s)-Atomorbitalen vier Molekiilorbitale (MOs) bilden:

1) = Clalls), +b[1)]
|02) = Clalls), +b[2)]
|o3) = Cla|ls); +0[3)]
|04) = Cla|ls), +b[4)]

Dabei ist [1s); das 1s-Orbital des j-ten H-Atoms und C' = 1/va? + 2abS + b?

die Normierungskonstante mit dem Uberlappintegral S (s. Kap. 11.5). Wegen
der Ahnlichkeit mit den o-Orbitalen zweiatomiger Molekiile nennt man die-
sen Bindungstyp o-Bindung. Auch diese 0-MOs kénnen wieder mit je zwei
Elektronen gefiillt werden, im vorliegenden Fall also mit vier Elektronen vom
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C-Atom und je einem von den vier H-Atomen. Wir erhalten damit das Tetra-
eder formige Methan-Molekiil, wie es schematisch in Abb. 12.30 skizziert ist.”

Abb. 12.30. Die vier jeweils mit zwei Elektro-
nen besetzten o-MOs beim Methan, CHy

Auch bei den Kohlenstoffketten mit Einfachbindungen spielen o-Bindungen
eine wesentliche Rolle. Die Kohlenstoffatome werden durch den Uberlapp
zweier sp>-Hybrid-Wellenfunktionen zusammengehalten, welche die o-Orbitale
bilden. Dies ist, wiederum sehr schematisch, in Abb. 12.31 fiir das Beispiel

Athan (CyHg) skizziert.

Abb. 12.31. o-Bindung im
) Athan

C(sp?) C(sp?) o-Bindung
H

‘\09 6 u
H” / 154 pm\

12.5.3 Doppelbindung

Ebene Molekiile mit einer C=C-Doppelbindung erklirt man durch sp?-
Hybrid-Atomorbitale, die aus den 2s-, 2p.- und 2p,-Orbitalen gebildet werden.

" Die dabei meist gezeigten, typischen , Wiirste“ entsprechen nicht der realen La-
dungsverteilung der Orbitale. Diese ist wesentlich glatter und lésst die Richtungs-
charakteristik der Bindungen in der Regel nur andeutungsweise erkennen
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Legen wir die z-Achse parallel zu Molekiilachse (und damit zur Doppelbin-
dung), dann ergeben sich die drei sp*>-AOs als:

|sp2oy) = (1/\/5) 125) + /2/3 [2p.)
[sp02) = (1/V3) 125) = /176 |20:) + (1/V2) [2p,) (12.40)
[sps) = (1/V3) 28) = V176 |2p2) — (1/v2) [2p)
Auch diese haben o-Charakter. Den Winkel zwischen diesen sp?c-AOs be-
Abb. 12.32. Bildung der sp*-

Hybrid-Atomorbitale nach
(12.40)

rechnet #hnlich wie bei den sp3c-AOs. Analog zu (12.39) ergibt sich aus den
p-Anteilen der Orbitale [sp®o1) und |sp®os) fiir cosf = —1/2, d.h. |6] = 120°.
Die drei |sp20j>—0rbitale sind also in der yz-Ebene in einem gleichseitigen
Dreieck angeordnet. Das vierte Orbital ist ein p,-Orbital, welches senkrecht
zur yz-Ebene steht, wie in Abb. 12.32 illustriert. Man beachte, dass die Wel-
lenfunktionen des p,-Orbitals negative Reflexionssymmetrie gegeniiber Spie-
gelung an der yz-Ebene hat.

Im Athylen, CoHy, bilden die drei sp?>-Hybridorbitale jedes Kohlenstoff-
atoms insgesamt drei o-Bindungen (zwei zu je einem H-Atom und eine zum
jeweils anderen C-Atom). Es bleibt je ein 2p,-Elektron iibrig. Diese beiden
Orbitale bilden zusammen eine zusétzliche Bindung, deren Elektronenvertei-
lung senkrecht zur yz-Ebene, also zur der o-Bindung ausgerichtet ist, wie
dies in Abb. 12.32 illustriert ist. Man spricht — wieder in Anlehnung an den
zweiatomigen Fall — von einer m-Bindung. Aus der Geometrie dieser Orbitale
ist unmittelbar einsichtig, dass die Doppelbindung eine Cs, -Symmetrie des
Molekiils bewirkt, bei der alle vier H-Atome in einer Ebene liegen. Nach Ta-
belle 12.4 auf S. 121 hat der hier beschriebene Grundzustand des Athylens
offensichtlich Bo-Charakter.

12.5.4 Dreifachbindung

Schliellich ist noch der dritte wichtige Typ der Hybridisierung beim Koh-
lenstoffatom zu diskutieren: das sp-Hybrid, das fiir alle Dreifachbindungen
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Abb. 12.33. Die Doppelbin-
dung bei Athylen: eine o- und
eine m-Bindung.

n-Bindung

).

z

benétigt wird. Das einfachste Beispiel ist das Azetylen, CoHs, ein lineares
Molekiil. Das sp-Hybridorbital wird aus 2s- und 2p,-Orbitalen gebildet:
|spo1) = [12s) + [2p.)] /V2

12.41
|spow) = [12s) — [2p2)] /V2 -

Die beiden Orbitale zeigen in +z bzw. —z Richtung. Zusammen mit den ent-
sprechenden AOs der Nachbaratome ergibt sich also je Nachbar ein bindendes
o-Orbital (sowie ein antibindendes o*-Orbital, welches ggf. zu hoher angereg-
ten Zustédnden beitragen kann).

Abb. 12.34. Dreifachbin-
dung des Azetylens. Oben:
getrennte Atome mit sp-
Hybriden, und p.- bzw. py-
AOs am C, sowie H(1s)-
Orbitale. Unten: gebundenes
Molekiil mit o- und 7-MOs.
Die rot schraffierten Bereiche
der m-MOs deuten unter-
schiedliches Vorzeichen der
Wellenfunktion an

Die beiden anderen Elektronen —im 2p,- bzw. 2p,-Orbital — bilden gemein-
sam mit einem benachbarten C-Atom zwei zusétzliche m-Bindungen. Insge-
samt wird so eine Dreifachbindung zwischen zwei Kohlenstoffatomen moglich,
wie in Abb. 12.34 fiir das Beispiel Azetylen skizziert.

Die om-Doppel- bzw. Dreifachbindung besitzt eine gewisse Starrheit, wel-
che eine Drehung um die C = C-Achse erschwert. Im Gegensatz dazu ist die
Barriere fiir Drehung bei einer o-Einfachbindung gering. Dieser Unterschied
hat einen wichtigen Einfluss auf die molekularen Eigenschaften vieler organi-
scher Molekiile, z.B. bei der cis-trans Isomerisierung.
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Auch bei den zu Anfang dieses Kapitels diskutierten Molekiilen H,O und
NHj; spielt die Hybridisierung eine wichtige Rolle um die Bindungswinkel von
104.5° und 106.7° zu erkldren. Im Gegensatz zum C-Atom sind beim N- und
O-Atom die drei 2p, , .-Orbitale bereits besetzt und miissen nicht durch An-
regung aktiviert werden.

12.6 Konjugierte Molekiile und Hiickel-Methode

Die Klasse der konjugierten organischen Molekiile besteht aus einer Ket-
te von Kohlenstoffatomen, die untereinander durch die (in einer Ebene lie-
genden) o-Bindungen mit sp?-Hybridorbitalen und 7-Bindungen des dazu
senkrechten 2p-Orbitals gebunden sind. Beispiele hierfiir sind das Butadien,
C4Hg, oder das zyklische Benzol, C4Hg. Das Grundgeriist dieser Molekiile
wird durch die Eigenschaften der sp>-Hybridorbitale bestimmt (z.B. 120° Bin-
dungswinkel). Die zusétzlichen 7-Bindungen sind in den konjugierten System
delokalisiert. Die naive Annahme (durch die géingige chemische Schreibweise
—C=C—C=C— suggeriert), dass die om-Doppelbindungen zwischen be-
stimmte C-Atompaare geklemmt seien, ist nicht richtig! Speziell beim Benzol,
in Abb. 12.35 gezeigt, sind die 6 C-Atome vollig Aquivalent. Die 7-Bindungs-
elektronen kénnen sich mehr oder weniger frei zwischen den C-Atomen be-
wegen und sind nicht in bestimmten Gebieten des Molekiils lokalisiert, wie
das bei den Elektronen einer o-Bindung der Fall ist. Dies gilt zumindest im
energetisch tiefsten MO, wie wir im n#ichsten Abschnitt diskutieren werden.
Das Benzol gehort zur Symmetriegruppe Dgp. Die Hauptsymmetrieachse
(Cﬁ) steht senkrecht auf der Ringebene, einige Co-Achsen sind in Abb. 12.35
angedeutet. Laut Charaktertafel Tabelle 12.5 besitzt die Dgj-Gruppe insge-
samt 11 Symmetrieoperationen (neben dem Einheitsoperator). Man iiberzeugt

. zA Abb. 12.35. MOs beim
AR i Ce Benzol (symmetrischer 6er-
Q | . g " Ring, Symmetriegruppe Dgp).
Oben: die Struktur wird durch

é /*\*‘k—/’/x’iﬁ D die 18 aspQ—Orbitale definiert

_________ r&e-;?’\'j-_ : C, (6 fiir die H-Bindung, und
Y

12 fiir die o-0-Bindung).

Oy ./; \ Unten: hinzu kommen 6
“Cy e C, 7p.-Orbitale, welche in der
zZh energetisch niedrigsten Konfi-

, —el guration frei beweglich sind
.
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Tabelle 12.5. Charaktertafel fiir die Punktgruppe Dgp, und Basisfunktionen

E 2Cs 2Cs C2 3C5 3Cy 7283 286 65 364 36

1 -1-2 0 0-2 -1 1 2 0 0 (z,9)
-1 -1 2 0 0-2 1 1-2 0 0

A, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z? +y?, 22
Ay 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 R,
By 1 -1 1-1 1 -1 1 -1 1-1 1 -1
Byy 1 -1 1-1 -1 1 1 -1 1-1 -1 1
Eyg 2 1 -1-2 0 0 2 1 -1-2 0 0(Rs,Ry) (yz,22)
B 2 -1 -1 2 0 0 2 -1 -1 2 0 0 (z® — y*, zy)
A1 1 1 1 1 1-1 -1 -1-1 -1 -1 2
A, 1 1 1 1 -1 -1-1 -1 -1-1 1
e 1 -1 1-1 1 -1-1 1 -1 1 -1
By, 1 -1 1-1 -1 1-1 1 -1 1 1 -1
2
2

sich leicht, dass die m-Elektronenkonfiguration in Benzol (Abb. 12.35 un-
ten) den Charakter as, hat: keine Vorzeichenénderung bei Drehungen um
die Hauptachse (66,63,62), ebenso wie bei Spiegelungen an Ebenen durch
die Hauptachse (G4,5,); alle Operationen, die Oben und Unten irgendwie
vertauschen, dndern das Vorzeichen. Die o-Orbitale (Abb. 12.35 oben) sind
insgesamt totalsymmetrisch (a14), die Elektronen sind spinabgeséttigt. Daher
wird der Grundzustand des Benzols insgesamt ' Ag,,.

Zur Berechnung der Bindungsenergien und Verteilung der 2p.-Elektronen
in konjugierten Molekiilen benutzt man h#iufig eine von Ernst Hiickel schon
1931 entwickelte Methode, die letztlich eine Anwendung der fiir Hi benut-
zen Variationsrechnung darstellt (siehe Kap. 11.5.1). Wir wollen die Hiickel-
Methode am Beispiel des Benzols illustrieren und konzentrieren uns dabei auf
die m-Orbitale der 6 Kohlenstoffatome. Das ist zwar recht simpel, gibt aber
dennoch brauchbare Resultate zur Einschétzung der elektronischen Struktur.
Wie gerade diskutiert, haben die o-Bindungen in diesem planaren Molekiil ei-
ne andere Symmetrie als die m-Bindungen. Daher kann man die entsprechen-
den Orbitale im Hamilton-Operator trennen — sie haben keine gemeinsamen
Nichtdiagonalelemente — und kann die Losungen unabhéngig voneinander er-
mitteln. Die o-Bindungen sind wesentlich stérker, als die m-Bindungen. Die
- und 7*-Bindungen liegen in der Bandliicke zwischen ¢ und ¢*. Daher sind
es gerade die m- und 7*-Orbitale, welche das spektroskopische Verhalten kon-
jugierter Molekiile bestimmen, insbesondere die Absorption und Fluoreszenz
im sichtbaren und UV-Spektralgebiet. Wir werden hier also ausschliefflich die
mp,-Orbitale behandeln.

Die Hiickel-Niherung kann man wie folgt zusammenfassen:
1. (p; Ip;) = 0;; alle Uberlappintegrale sind Null
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2. (pi| H|p;) = a die Diagonalelemente des Hamiltonian entsprechen den
atomaren Orbitalenergien,
3. (pi| H |p;) = B6;j+1 nur benachbarte Orbitale wechselwirken miteinander.

Dabei beschreibt |p;) das 2p,-Orbital am C-Atom j. Die Werte fiir o (Coulomb-
Integral) und B (Resonanzintegral) sind beide negativ und werden als am
Experiment kalibrierbare Parameter behandelt. Man beginnt mit der Kon-
struktion von Molekiilorbitalen aus Atomorbitalen (MO aus LCAO):

) = cilp) (12.42)
k

Da beim Benzol alle C-Atome dquivalent sind, muss |cj|2 fiir alle j gleich
sein. Am einfachsten ist es nun, die Hamiltonmatrix aufzustellen und nach
den Standardregeln zu diagonalisieren. Analog zu (11.97) hat man es jetzt
mit einer 6 X 6 Determinante zu tun, deren Wurzeln zu finden sind. Nach den
eben aufgestellten Regeln ergibt sich:

a-W g 0 0 0 16
3 a-w 8 0 0 0
0 g a-W g 0 0 |_
0 . 5 aiw 8 o =0 (12.43)
0 0 0 8 a-W 3
I} 0 0 0 68 a—-W

Die Auswertung fithrt zu den Losungen:
Wo=a+238, Wi=a+8, Wis=a-0, Wy=a-203 (12.44)

Zwei dieser Energieniveaus (W, und Wiys) sind zweifach entartet.

zA Alternativ kann man fiir Ringmolekiile mit n C-
)2 Atomen und identischen konjugierten Bindungen ei-
ne allgemeine Losung des linearer Gleichungssys-
tems (11.92) auch aus der Symmetrie herleiten. Hier-
R; zu definiert man als Ausgangswellenfunktion ¢ (r)

N ein Kohlenstoff-2p.-Orbital, das im Mittelpunkt des

: Benzolrings lokalisiert ist, wie in Abb. 12.36 skiz-

Abb.  12.36.  7p.- ziert. Die sechs Atomorbitale ¢; ergeben sich mit
Orbital im Benzolring dem Ortsvektor R; des C-Atoms j zu:

pj(r)=¢(r—R;j)

H sei der effektive Hamiltonian fiir die 7-Elektronen. Wegen der Symmetrie
des Molekiilrings ist H invariant gegeniiber einer Drehung um 360°/n. Er
muss also mit C),, dem Operator einer Drehung um 360°/n, vertauschen:

{H@n] -0
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Es gibt daher gemeinsame Eigenfunktionen von H und C,,. Die Eigenwerte
von H (die Energien W) konnen mit den Eigenwerten von C,, identifiziert
werden. Ohne hier auf die Details dieser Uberlegung einzugehen, erscheint es
sofort plausibel, dass dabei eine Losung vom Typ

2
Wy = a+ 23 cos (%k) (12.45)

herauskommt, die fiir n = 6 die Werte nach (12.44) ergibt. Graphisch las-
sen sich diese Energien nach Abb. 12.37 auftragen. Die spezielle Symmetrie
dieser Ringsysteme erlaubt es, dies fiir alle Ringe in Abb. 12.38 noch etwas
suggestiver darzustellen.

e A

- kf 3 -2
-1 AN B _ 7
—\ou LUMO k_2/‘/_ o+ 2B cos(4n/6) =a - B
-2 4 AN //
_________ * __________________1__________
34
11—; HOMO ,ﬁ-La +28 cos(2n/6) = o+ 8
-4 1 AN K= 0
; o+2p
-5 T T T T T T > k

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abb. 12.37. Orbitalenergien der m-Elektronen des Benzols im Hiickel-Modell. Die
rot gestrichelte Kurve zeigt (12.45), die roten Punkte geben die Orbitalenergien
fiir k = —2 bis 43, welche die Energieterme (volle rote Linien) festlegen. Die drei
niedrigstliegenden Orbitale sind mit je zwei 7-Elektronen unterschiedlicher Spinaus-
richtung besetzt (schwarze Pfeile)

= o+ 2f cos(2x j/6) N
~ 010 1UF

Abb. 12.38. Graphische ,,Losung” der Energiedeterminante fiir Ringsysteme nach
dem Hiickel-Verfahren

Um die Gestalt der MOs zu diskutieren, braucht man nun noch die Ko-
effizienten der |p;) in (12.42), die sich aus der Losung der Sdkulargleichung
ergeben. Man verifiziert leicht, dass
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27!-7',]C
Cj+1 =€ % " Cj,

wobei natiirlich ¢; ¢ = ¢; ist. Die Losung fiir die Koeffizienten {c;} ist also

s - 2 2

c;k) = e%k'jcé’c) mit ’cg.k)‘ = ’c(()k)‘

d.h. fiir den Einelektronzustand |k) ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron
am Atom j anzutreffen, unabhéngig von j. Die m-Elektronen sind symmetrisch

delokalisiert. Die symmetrieangepassten Wellenfunktionen ergeben sich zu

r)= chk)<p(r = )Ze ki (r — Rj) (12.46)
J

mit £ = 0,+£1,+2, 3. Die Normierungskonstante c ) ist beim Benzol 1/1/6.
Die Molekulorbltale werden nun mit den sechs 2p.-Elektronen nach dem

Pauli-Prinzip aufgefiillt. Es ergibt sich das in Abb. 12.37 skizzierte Bild. Die

Niveaus & = =1 sind also die HOMOs. Wenn wir hohere Niveaus fiillen,

erhalten wir angeregte Zusténde des Benzol.

Die Gesamt-Grundzustandsenergie ergibt sich additiv aus den Einzelorbitalen:

Wi =2(a+28)+4(a+p) =6a+ 80

Bei der Annahme von lokalisierten Doppelbindungen wére die Gesamt-Grund-
zustandsenergie:®
Wioe = 6 + 613

Durch die Delokalisierung wird also die zusétzliche Energie 28 gewonnen.
Explizit werden die Eigenfunktionen (12.46)

¢3(b2g)0< —1 + Y2 — Y3+ P4 — 5 + Pg

¢:|:2 (€2u) 31@14—6 Tlgog—%ei%”(pg—i—e 3 @44—6 SD +ei4ﬂ'i<p6
¢:ﬁ:1 (elg) gi@1+€i2%ig02+6i7rig03+6i7 <p4+€ B (P5+ei27m¢6
¢o(a2u)0<901+<p2+903+<p4+s05+<p6,

hier nach ihrer Energie geordnet. In Abb. 12.39 sind links ihre Symmetrieei-
genschaften skizziert, entsprechend den Elementen der Punktgruppe Dg;, (vgl.
Tabelle 12.5). Einen dreidimensionalen Eindruck dieser sechs m-Orbitale gibt
Abb. 12.39 rechts.

Hierzu sei auch auf die Web-Seite von Nash (2004) verwiesen, wo man diese
Bilder mit Hilfe des universellen Programms Chime (kostenloser Browser-
Plugin) beliebig drehen und betrachten kann.

8 Zur Erinnerung: Bei zweiatomigen lokalisierten Bindungen galt: e. =
(Hi1 + Hi2) / (1 4+ S). Mit der hier benutzten Definition der Parameter wird dar-
aus e+ = a + (3, wenn man vom Uberlappintegral S absieht.
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Abb. 12.39. Sym-
metrieeigenschaften
(Dgn) der 6 Benzol
m-Orbitale (links).
Bezeichnung der
Orbitale entspre-
chend den Elemen-
ten der Dgp-Gruppe
(Mitte, schwarz)
und deren Hiickel-
Energie (Mitte, rote
Schrift). Rechts: 3D-
Darstellung der Ge-
samtelektronendichte
nach Nash (2004)

Die hier vorgestellte Hiickel-Methode eignet sich natiirlich nur fiir eine
sehr qualitative, erste analytische Beschreibung der Energien und der Struk-
tur der Orbitale (HOMOs), ist aber sehr vielseitig und erlaubt durchaus eine
Abschétzung des Verhaltens groferer Molekiile und Cluster. So kann man
z.B. die obigen Betrachtungen auch allgemein auf N regelmifiic angeordne-
te, identische Atome erweitern. Man kommt damit zu einem eindimensionalen
Modell fiir den Festkorper. Die Eigenfunktionen gehen dann iiber in die Bloch-
Funktionen und an Stelle der diskreten Energieeigenwerte erhélt man Ener-
giebdnder. Die Methode ist mit dem in der Festkorperphysik héufig benutzten
Tight-Binding- Verfahren eng verwandt.
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