Einfiihrung

Dieses Buch ist eine Einfiihrung in die Theorie der automorphen Formen. Begin-
nend mit klassischen Modulformen, fiihrt es bis zur Darstellungstheorie der ade-
lischen GL(2) und den zugehorigen L-Funktionen. Die klassischen Modulformen
sind hierbei ein roter Faden, der an allen Stellen als Beispiel fiir die entwickelte
Theorie dient. Wir fiihren sie als holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene
mit einem Invarianzverhalten unter ganzzahligen Transformationen ein. Indem wir
Funktionen auf der Halbebene als Funktionen der Gruppe SL,(R) auffassen, ermog-
lichen wir den Einsatz darstellungstheoretischer Methoden in der Theorie der auto-
morphen Formen. Schlieflich werden die Grundringe auf Adele-Ringe erweitert,
was dazu fiihrt, dass zahlentheoretische Fragestellungen sozusagen in die Struktur
eingebaut werden und mit analytischen Methoden behandelt werden konnen. Die
Vorkenntnisse, die der Leser mitbringen sollte, umfassen etwas Algebra und kom-
plexe Analysis im Umfang einer jeweils einsemestrigen Einfiihrungsvorlesung. Es
sollte zum Beispiel bekannt sein, was eine Gruppenoperation ist oder ein Ring, fer-
ner sollte der Leser im Stande sein, den Residuensatz anzuwenden. Dariiber hinaus
sind Kenntnisse der Lebesgueschen Maf}- und Integrationstheorie von Vorteil. Man
braucht aus dieser Theorie einerseits die Grundbegriffe wie o-Algebren und Mafle
und andererseits einige Sétze wie die Konvergenzsitze der majorisierten und mo-
notonen Konvergenz oder die Vollstindigkeit der L”-Ridume. Diese Dinge sind in
einem kleinen Appendix zur MaB- und Integrationstheorie zusammengefasst. Die-
ses Buch setzt den Schwerpunkt auf das Verhiltnis von automorphen Formen zu L-
Funktionen. Um die Zuginglichkeit zu erhohen, wird versucht, die zentralen Resul-
tate dieses Gebiets mit minimalem Theorieaufwand zu erreichen. Notwendigerwei-
se muss dann auf die groftmogliche Allgemeinheit der Darstellung verzichtet wer-
den, fiir den interessierten Leser werden weiterfiihrende Literaturhinweise gegeben.

Im ersten Kapitel wird der klassische Zugang zu Modulformen iiber doppelt-
periodische Funktionen gewihlt. Durch Betrachtung der Weierstraischen g-Funk-
tion gelangt man rasch zu den Eisenstein-Reihen und damit zur Theorie der Mo-
dulformen. Diese Theorie wird, fiir die klassische Modulgruppe, im zweiten Kapi-
tel betrachtet, wo auch die L-Funktionen eingefiihrt werden. Nach Dieudonné hat
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die Theorie der automorphen Formen zwei Revolutionen erlebt: die Intervention
der Lie-Gruppen und die Intervention der Adele. Die Lie-Gruppen intervenieren im
dritten Kapitel, die Adele im Rest des Buches, wobei wir versuchen, die Kontinui-
tat der Darstellung zu bewahren, indem wir immer wieder auf die ersten Beispiele,
die klassischen Spitzenformen, zuriickkommen. Die Kapitel vier und fiinf bereiten
den Boden fiir die Doktorarbeit von John Tate, die im sechsten Kapitel dargestellt
wird, allerdings in einer vereinfachten Form, da wir nur iiber den rationalen Zah-
len arbeiten und nicht iiber einem beliebigen Zahlkorper. Fiir unsere Zwecke ist
das eher forderlich, da wir die zentralen Ideen so besser herausarbeiten konnen. Im
siebenten Kapitel werden automorphe Formen auf der Gruppe der invertierbaren
zweil mal zwei Matrizen mit adelischen Eintrdgen untersucht und im achten Kapitel
iibertragen wir die Ideen von Tates Doktorarbeit auf den Fall von zwei mal zwei
Matrizen und erhalten hierdurch die analytische Fortsetzung der L-Funktionen. Fiir
die klassischen Spitzenformen rechnen wir am Ende nach, dass die neue, allgemei-
nere Methode in diesem Spezialfall dasselbe Ergebnis liefert wie die Methode aus
dem zweiten Kapitel. Ich bedanke mich fiir das Korrekturlesen dieses Buches und
viele niitzliche Hinweise bei Ralf Beckmann, Judith Ludwig, Frank Monheim und
Martin Raum.

Tiibingen, Mai 2010 Anton Deitmar

Notation

Wir schreiben N = {1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen und Ny =
{0, 1,2, ...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null, sowie Z, Q, R und C
fiir die Mengen der ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen.

Ist A eine Teilmenge einer Menge X, so bezeichnen wir mit 14 : X — C die
Indikatorfunktion von A, d.h., es ist

1 fallsxe A4,

14(x) =
AC) =00 fallsx g 4.
Ein Ring ist stets kommutativ mit Eins. Ist R ein Ring, so bezeichnen wir mit R*
die Gruppe der Einheiten von R, d. h., die multiplikative Gruppe der invertierbaren
Elemente von R.
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