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2.3 Łoś’ Theorem .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Ultra-rings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4.1 Ultra-fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4.2 Ultra-rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4.3 Ultrapowers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4.4 Ultra-exponentiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5 Algebraic Definition of Ultra-rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.6 Sheaf-theoretic Definition of Ultra-rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.1 Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1.1 Complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.1.2 Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1.3 Flatness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1.4 Tor modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.5 Tor-criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Faithful Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.1 Faithfully Flat Homomorphisms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.2 Flatness and Regular Sequences. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.3 Scalar Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

vii



viii Contents

3.3 Flatness Criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.1 Equational Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.2 Coherency Criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3.3 Quotient Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.4 Cohen-Macaulay Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.5 Colon Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3.6 Local Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.7 Dimension Criterion for Flatness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4 Uniform Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.1 Ultra-hulls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.1.1 Ultra-hull of a Polynomial Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.1.2 Ultra-hull of an Affine Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.1.3 Ultra-hull of a Local Affine Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2 The Schmidt-van den Dries Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.3 Transfer of Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.3.1 Finite Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.2 Prime Ideals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3.3 Singularities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4 Uniform Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.4.1 Linear Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.4.2 Primality Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.4.3 Comments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5 Tight Closure in Positive Characteristic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.1 Frobenius. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.1.1 Frobenius Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.1.2 Kunz Theorem .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Tight Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.3 Five Key Properties of Tight Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.4 Integral Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.5.1 The Briançon-Skoda Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.5.2 The Hochster-Roberts Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.5.3 The Ein-Lazardsfeld-Smith Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.6 Classical Tight Closure in Characteristic Zero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

6 Tight Closure in Characteristic Zero. Affine Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
6.1 Difference Hulls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.1.1 Difference Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
6.1.2 Five Key Properties of Difference Closure. . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.2 Tight Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.3 Ultra-closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90



Contents ix

6.4 Big Cohen-Macaulay Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.4.1 Big Cohen-Macaulay Algebras in Prime Characteristic . . . 91
6.4.2 Big Cohen-Macaulay Algebras in

Characteristic Zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7 Tight Closure in Characteristic Zero. Local Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
7.1 Artin Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.1.1 Constructing Algebra Homomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
7.1.2 Artin Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
7.1.3 Embedding Power Series Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
7.1.4 Strong Artin Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

7.2 Tight Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.2.1 Lefschetz Hulls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.2.2 Tight Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

7.3 Functoriality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
7.4 Big Cohen-Macaulay Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.4.1 Relative Hulls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
7.4.2 Big Cohen-Macaulay Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

8 Cataproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
8.1 Cataproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

8.1.1 Cataproducts. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
8.1.2 Dimension Theory for Cataproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
8.1.3 Catapowers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
8.1.4 Cataproducts in the Non-local Case. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

8.2 Uniform Behavior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
8.2.1 Weak Artin-Rees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
8.2.2 Uniform Arithmetic in a Complete

Noetherian Local Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

9 Protoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
9.1 Protoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

9.1.1 Proto-graded Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
9.1.2 The Category of Proto-graded Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
9.1.3 Protopowers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
9.1.4 Protoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
9.1.5 Algebraic Protoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

9.2 Uniform Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
9.2.1 Noetherian Proto-gradings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
9.2.2 Non-degenerated Proto-gradings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
9.2.3 Flat Proto-gradings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

9.3 Proto-gradings Over the Integers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
9.4 Prime Bounded Proto-gradings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142



x Contents

10 Asymptotic Homological Conjectures in Mixed Characteristic . . . . . . . . . . 149
10.1 The Ax-Kochen-Eršhov Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

10.1.1 Ax-Kochen-Eršhov Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
10.1.2 Artin’s Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

10.2 Asymptotic Properties via Protoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
10.2.1 Affine Proto-grade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
10.2.2 Approximations and Transfer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
10.2.3 Equal and Mixed Characteristic Approximations . . . . . . . . . 154
10.2.4 Cataprotoproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
10.2.5 Asymptotic Direct Summand Conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
10.2.6 The Asymptotic Weak Monomial Conjecture

and Big Cohen-Macaulay Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
10.2.7 Pseudo-singularities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

10.3 Asymptotic Properties via Cataproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
10.3.1 Ramification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
10.3.2 Asymptotic Improved New Intersection Conjecture. . . . . . 165
10.3.3 Towards a Proof of the

Improved New Intersection Theorem .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

A Henselizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
A.1 Hensel’s Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
A.2 Construction of the Henselization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
A.3 Etale Proto-grade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

B Boolean Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
B.1 n-Boolean Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
B.2 Stone Representation Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
B.3 ω -Boolean Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
B.4 Periodic Rings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199



http://www.springer.com/978-3-642-13367-1




