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Numerische Methoden

Bevor der Computer (franz. ordinateur) die Welt verdnderte, konnte sich die
Numerische Mathematik — von Spoéttern gern als phanomenologisch bezeichnet
— kaum zu den Konigsdisziplinen der Mathematischen Wissenschaften rech-
nen. Ob es heute der Fall ist, sei dahin gestellt, aber im Verbund mit Modellie-
rung und Simulation ist sie in der Hierarchie aufgestiegen und letztere miissen
sogar teilweise zur Existenzberechtigung der anderen Fécher herhalten. In den
Sechziger Jahren des vorigen Jahrhunderts wurden noch Integrimeter, Inte-
graph und harmonischer Oszillator in Vorlesungen iiber Instrumentelle Ma-
thematik behandelt. Langst sind sie der Vergessenheit anheimgefallen ebenso
wie alle numerischen Verfahren fiir die Handrechenmaschine z.B. das Wurzel-
ziehen durch Subtraktion ungerader Zahlen.

Mit der stiirmischen Entwicklung des Computers zum Laptop konnte die Nu-
merische Mathematik mit einigem Abstand erfolgreich mithalten. Mathema-
tische Tafelwerke sind durch den Taschenrechner ersetzt, und lineare Glei-
chungssystem — eine zentrales Problem — werden heute mit drei unscheinbaren
Glyphen A\b gelost, ohne einen Stilbruch zu begehen. Eine Fiille von Mono-
graphien dokumentiert das bisher Erreichte, exemplarisch genannt seien nur
[Golub], [Hairer] und [Rheinboldt70]. Auch scheint die Kurve der Publikati-
onszahlen mit rein numerischen Themenstellungen etwas flacher zu werden,
wéhrend auf der anderen Seite problembezogene Anwendungen zunehmen.

Wenn Numerische Methoden in einem einzigen Kapitel beschrieben wer-
den sollen, ist Mut zur Liicke angesagt. Der Verfasser geht davon aus, dass
der Leser in erster Linie vorhandene Codes anwenden will, was aber nicht
ohne ein Mindestmafl an Verstdndnis und Einfithlungsvermégen geht. Un-
ter dieser Prémisse soll hier in die Denkweise der Numerik eingefiihrt aber
auch anspruchsvollere Entwicklungen wie Mehrzielverfahren und differential-
algebraische Probleme angesprochen werden. Der Numerische Teil des Buches
erschopft sich nicht in den hier behandelten Themen, weitere Problemkrei-
se werden spéter behandelt, wenn die notwendigen theoretischen Grundlagen
vorhanden sind.

E. Gekeler, Mathematische Methoden zur Mechanik,
Springer-Lehrbuch Masterclass, 2nd ed., DOI 10.1007/978-3-642-14253-6_2,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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2.1 Interpolation und Approximation

Vielfach liegt eine Funktion f nur als Datensatz vor oder muss durch eine
leichter integrierbare Funktion ersetzt werden. Dann wird sie im Regelfall
stiickweise durch ein Polynom mdfigen Grades approximiert, weil Polynome
hohen Grades in grofieren Intervallen stark oszillieren. Es sei

1I,, die Menge der reellen Polynome p,, vom Grad <n

Mit der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation ist I1,, ein Vektorraum
der Dimension n + 1, dessen Basis {qo(z),...,¢,(2)} je nach den gestellten
Anforderungen geeignet gewahlt wird.

(a) Das allgemeine Interpolationsproblem Gegeben sei

eine Folge von Stiitzstellen {z;}2,, z; € R,
eine Folge von Stiitzwerten {f;}52,, fi € R,
eine Folge von Funktionen {¢;}32,, g; € Cla,b].

Die Stiitzstellen x; sollen alle verschieden sein, fiir den anderen Fall verweisen
wir auf [Hoellig] § 3.1. Gesucht ist eine Folge von Funktionen

n—1
{hn}ozy, hn(z) = Z a;9;(x) (2.1)
i=0

mit der Interpolationseigenschaft
hn(zj)=f;, 7=0:n—1. (2.2)

Schreibt man a = [ag,...,a,—1]T und f = [fo,..., fa_1]T, dann ist (2.1) fiir
festes n dquivalent mit dem linearen Gleichungssystem
n—1
Aa = f7 A= I:gl(mj):l i,j=0" (23)
und das Interpolationsproblem (2.1), (2.2) ist eindeutig l6sbar, wenn die Ma-
trix A regulér ist.

Satz 2.1. (EE-Satz, HAAR-Bedingung) Wenn alle n Stitzstellen x;, j =0
n — 1, verschieden sind und jede nicht identisch verschwindende Linearkom-
bination von n Funktionen g;, ¢ =0 :n — 1, hdchstens n — 1 Nullstellen hat,
dann ist die Matriz A reguldr und damit das Interpolationsproblem eindeutig
losbar.
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Beweis. Ist die Matrix A singuléir, dann gibt es einen Vektor ¢ € R,, mit
¢ A =0 €R,. Dann hat aber die Linearkombination h(z) := > ;—0.n—1¢;9;(2)

die n verschiedenen Nullstellen xg, ..., x,_1 wegen
h(l‘]) = Zizo;n_lcigi(xj) = O7 j =0:n— 1,
im Widerspruch zur Voraussetzung. 0O

Die HaAR-Bedingung ist insbesondere fiir eine Folge {p, }52, von Polynomen
P € I, erfiillt, weil dann jede nicht identisch verschwindende Linearkombi-
nation h(z) := > i—0.n—1¢;ipi(x) als Polynom vom Grad < n — 1 héchstens
n—1 Nullstellen haben kann. I.A. hat aber die Matrix A in (2.3) eine schlechte
Kondition, deswegen wird dieses lineare Gleichungssystem nicht zur Berech-
nung der Gewichte a; verwendet.

(b) Interpolationspolynome Zur Bestimmung einer linearen Rekursions-
formel fiir Interpolationspolynome sei {jo,...,jm}t C {0,...,n} eine Index-
menge mit lauter verschiedenen Eintrégen, dann ist das Interpolationspoly-
nom pj,, .. (x) € II,,, nach dem EE-Satz eindeutig bestimmt durch

pila) = Jl),m=0, (2.4)
Pjo,..., jm(xi):f(xi)aZZ]O;"'a]mam:]-:nv
insbesondere ist pj,. .. ;. (z) unabhingig von der Reihenfolge der Indizes.
Lemma 2.1. (AITKEN) Fir j=0:n—m, m=1:n gilt

Dj,...j+m(T) = S — (@ —=25)pjt1,...j4m (@) = (T =2jpm)Pj.... j4m—1(x)] .

Ljtm — Lj

Diese Formel wird in verschiedenen Anwendungen zur schnellen Berechnung
von Interpolationspolynomen an einer festen Stelle x verwendet.

Satz 2.2. (CaucHY-Restglied) Die Funktion f sei (n+1)-mal differenzierbar

in [a,b], und es sei [u,v,...,w| das kleinste Intervall T C R mit u,v,...,w €
7.
Vazéela,b 3& € xo,... T,z

FOrIE)

f(@) = pala: f) = w(x), wx)=(r—z0) - (x—2n). (25)

(n+1)!

Beweis SUPPLEMENT\chap02.

(c) Interpolation nach Lagrange Wir betrachten die Approximation einer
Funktion f durch ein Interpolationspolynom in der separierten Form

f(x) = pula; f) = Zf(x»qi(x) (2.6)
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mit der Basis {qo, ..., qn} von II,, der LAGRANGE-Grundpolynome
Lor—x
—z;
i(T) = —, 1=0:n. 2.7
() ,H,,xi—xj (2.7)
J=0,j#1

Wegen ¢;(z;) = 6ij (KRONECKER-Symbol) ist die Interpolationseigenschaft
pn(xi; f) = f(x;) gesichert.

Eigenschaften:

(1°) Die Interpolation nach LAGRANGE ist von hohem theoretischen aber ge-
ringen praktischen Wert, weil bei Hinzunahme einer weiteren Stiitzstelle
alle Grundpolynome g¢;(x) neu berechnet werden miissen.

(2°) Nach dem EE-Satz ist die Formel fiir alle Monome f(z) = 2% k=0:n,
exakt: Y i—on(2:)Pqi(z) = 2%, k = 0:n, insbesondere gilt die Zerlegung
der Eins Y i—omnqi(x) = 1.

(3°) Bei dquidistanten Stiitzstellen, h = 1/n, x; = xo +ih, x = xo + sh,
s € [0, n], vereinfacht sich die Formel (2.6) wegen

r—x;  (20+sh)—(xo+jh) s—3j

T — T, (zo + th) — (o + jh) 1—J

erheblich zu

pala(eif) = fadate(s) . ale) = ] =2 @)
=0 7=0,5#1

Diese Darstellung wird zur Konstruktion von numerischen Quadraturfor-
meln verwendet wie auch zur Konstruktion von Ndherungsverfahren fiir
Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialsysteme.

(d) Interpolation nach Newton Es sei f[z;,,...,z;,,] der Hochstkoefhizi-

ent von pj,, . ;. (), dann gilt nach Lemma 2.1
f[xjv cee 7zj+m} = f[xj+1, — ijrm] — f[xj, — ,xj+m71] . (29)
Tj+m = Tj

Diese dividierten Differenzen hingen nicht von der Reihenfolge der Indizes
ab, weil die zugehorigen Polynome diese Eigenschaft haben. Wahlt man die
NEWTON-Basis fiir IT,, , no(z) =1, nj(z) = (x —x0) - -~ (x — xj-1),

7 =1:n, dann gilt

pO,...,n(x;f) = Zajnj(m) , A = f[l'o, ce. ,.Z‘j] )
=0

= (- (an(z = Tn-1) + an1)(@ = Tn—2) + an—2) -+ )(x — 20) + ao

(2.10)
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wegen der fiir dieses Polynom typischen Rekursionsformel

Po,...n(x) =Do,..n-1(x) + apm(z), w(x)=(r—20) - (x —xp_1) € I,

und der Interpolationseigenschaft.

(@) .
Das TAYLOR-Polynom p,,(z; f) = Z " — )" steht sozusagen am

i=0:n
anderen Ende der Skala bei der Approx1mat10n mit Polynomen. Mit Hilfe von

(2.9) ldsst sich eine natiirliche Beziehung zwischen den TAYLOR-Koeffizienten
und den dividierten Differenzen als Koeffizienten des NEWTON-Polynoms her-
stellen:

@

Lemma 2.2. flx;,..., %1% = BT E€ @iy o, Tigk] -

Beweis. Es sei p; . i+k(x) das NEWTONsche Interpolationspolynom vom Grad
< k zu den Knoten (z;, f;), j =t :i+k—1, und (iyx, fitr) = (T, f(T)),
wobei alle Abszissen x; und T verschieden sein sollen. Dann gilt einerseits an
der Stelle z; 1, =7

f@) =pi,ivk(®@) =i, ivk—1(T) + fl2is o 2igk)(T —20) - (T — Tigp-1)
und andererseits die Restgliedformel fiir p; . i4x(2)

(k)
f(f) = Di,...i+k— 1( ) f k(f) (l'—l’z) (f—l‘zq_k_l). O

(e) Bei Hinzunahme der Ableitungen von f an den Stiitzstellen z; ent-
stehen Interpolationspolynome nach HERMITE:

f( ) ~ h2n+1 Z 5172 hO 1, + f (Iz)hl z( )] € Il
=0

mit den HERMITE-Grundpolynomen

ho,i(z) = [1 —2¢i(x;)(z — xi)]qi(x)z = ho(xx) = 8, hg’i(zk) =0,
hii(z) = (z — x;)qi(x)? = hy(xg) =0, hﬁ)i(xk) =6,

wobei ¢;(x) die LAGRANGE-Grundpolynome sind. Das Restglied hat die glei-
che Form wie in (2.5):

£ (E)
— 0 W

CESI z), wx)=(r—1x0)% - (x—,)%

f(@) = honyi(z, f) =
Die Erhohung des Grades n bei einem Interpolationspolynom verbessert i.a.
nicht die Approximationsgiite, daher ist segmentweise Interpolation mit ein-
fachen Polynomen vorzuziehen. Bei globalen Glattheitsforderungen an die zu-
sammengesetzten Polynome ergeben sich dann die interpolierenden Spline-
Funktionen, vgl. (g).
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Abb. 2.1. Interpolationspolynom vom Grad n = 4, 6 fiir f(z) = 1/(1 + 2?)

(f) Approximation mit Beziér-Polynomen In einem festen — nicht
gestiickelten — Intervall werden wesentlich bessere Approximationsergebnis-
se erzielt, wenn die strenge Interpolationsbedingung p,(z;; f) = f(x;) fir
Stiitzpunkte im Innern aufgegeben wird. Aus der Zerlegung der Eins

1(x+(1z))”i<?) (1- )" ZB"

=0 =0

ergibt sich die Basis der Bernstein-Polynome B}*(z) von II,, und die allgemei-
ne Darstellung von p,, € II,, als BEZIER-Polynom mit den BEZIER-Punkten
bi )

Pnbez() = bo By (z) + ...+ b, By (z) . (2.11)

Die Nullstellen aller B*(x) liegen auf dem Rand des Einheitsintervalls [0, 1],
und im Innern existiert genau ein Extremalpunkt (Maximumpunkt). Daher
haben die BERNSTEIN-Polynome keine Wendepunkte im Einheitsintervall, und
durch die Approximation einer Funktion f mit BEZIER-Polynomen werden
keine unerwinschten Wendepunkte eingeschleppt. Allerdings muss man sich
auf die Approzimation im Einheitsintervall beschrinken, andernfalls muss um-
skaliert werden; im Ubrigen ist auch hier die stiickweise Approximation vor-
zuziehen.

Eigenschaften:
n n Z
) SoBr =1, Y (1) B s
i=0 i=0

(2°) Mit den Vorwdirts-Differenzen Ab; = b;y1 — b;, Akp; = A(Ak_lbi) be-
rechnet man die Ableitungen

k n—
P () :n_ ,ZA’“ )B}*(x),

=0

woraus die o.g. wichtige Eigenschaft

Vi:Ap; >0 = Vaelo,1]:p®(z)>0

folgt. Ferner hangen die k-ten Ableitungen in = 0 bzw. x = 1 nur von
den BEzIER-Punkten by, ..., b bzw. b,_g,..., b, ab.
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Sind s — r + 1 aufeinanderfolgende BEZIER-Punkte {b,,...,bs} fiir die
Abszissen x = (i —r)/(s — 1), i =r : s, gegeben, dann ist

= S nB )

das zugehérige BEZIER-Polynom vom Grad < s — r (hingt von der Rei-
henfolge der Punkte ab!). Mit Hilfe des Additionstheorems fiir Binomial-
koeffizienten lésst sich die lineare Rekursionsformel von DE CASTELJAU
herleiten,

br,...,s(x) = (1 - x)br,...,s—l( ) + Ibr+1 ..... ( ) )

die an Stelle der algebraischen Darstellung (2.11) zur punktweisen Berech-
nuUNg von Pp hes () verwendet wird.

Die Punkte (z;,b;) = (i/n, f(i/n)) € R*, i = 0 : n, heiBen BEZIER-
Knoten oder ebenfalls BEZIER-Punkte. Das BEZIER-Polynom héngt an
dem zugehdrigen BEZIER-Polygon wie ein Zirkuszelt an seinen Masten
und schmiegt sich immer besser an, wenn der Polynomgrad und entspre-
chend die Knotenanzahl erhéht wird. Allgemeine Raumkurven ergeben
sich, wenn die BEZIER-Punkte b; in (2.11) durch Vektoren ersetzt werden,

nbez i <> ) ER™, f(z) e R™.

1=

Die Approzimation mit BEZIER-Polynomen liefert ein fundamentales Er-
gebnis der Funktionalanalysis:

Satz 2.3. (WEIERSTRASS) Es sei f € C[0,1] und
T Zf( )B” mit den BERNSTEIN-Polynomen B['(zx),
dann gilt lim,, o Maxo<z<1 |f(z) — Bpf(z)| =

Der Beweis dieses Satzes ist eine einfache Folgerung aus einem iiberra-
schenden Ergebnis von KOROVKIN:

Satz 2.4. Es sei Ly, : Cla,b] — Cla, b] ein Folge von linearen und positiven
Operatoren, d.h.

V f,9 €Cla,b] Viela,b]: f(t) <g(t) = Lu(f) < Ln(g),
und es sei fi(t) =1, f2(t) =t, f3(t) =t>. Wenn
Jim ([ Lo fi = filloo =0 i =1:3,
gilt, dann folgtV f € Cla,b] : limy, o0 | Lnf — flloo =0.

Beweis [Kosmol] § 4.4.5.
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Beweis von Satz 2.3. Die Operatoren B, sind offenbar linear und positiv,
und es gilt

t—t?
Bn(fht):la Bn(ant):tv BTL(f37t):t2+ n )

daher sind die Voraussetzungen von Satz 2.4 erfiillt. O

Einen direkten, ebenso interessanten Beweis von Satz 2.3 findet man in
[Yosida] § 0.2.

Abb. 2.2. LAGRANGE-Grundpolyno- Abb. 2.3. BEZIER-Polynom, n = 3 mit
me, n =3 Umskalierung

—05—t L L L L L L 05— T L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 ) 05 1 15 2 25 3

Abb. 2.4. HERMITE-Grundpolynome, n = 3

(g) Interpolationssplines Eine (stetige) BEZIER-Kurve besteht stiickwei-
se aus BEZIER- Polynomen, die jeweils an den Enden ihres Definitionsinter-
valls die Interpolationseigenschaft haben. Wir betrachten den Spezialfall ei-
ner BEZIER-Kurve im Intervall Z = [0, n - m], m € N. In den Teilintervallen
Ir = [n(k — 1), nk], k =1:m, soll die Kurve aus BEZIER-Polynomen vom
Grad n mit den BEzIER-Punkten by, ..., byk11) bestehen, sie soll also an
den Stellen nk vorgegebene Werte f(nk) annehmen (n fest) (Abb. 2.5).
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Abb. 2.5. BEzIER-Kurve und Spline, m = n = 3

Definition 2.1. (1°) Eine segmentierte stetige Kurve mit Polynomsegmenten
vom Grad < n heifit (Polynom-)Spline, wenn sie insgesamt (n — 1)-mal stetig
differenzierbar ist. Fiir n = 3 heifft der Spline kubischer Spline.

(2°) Es sei T = [a,b], und es sei durch a = 9 < 1 < ... < Ty, = b eine
Segmentierung (Unterteilung) A, von I gegeben, dann ist

S3(Am) :={s € C*(T), YV € [xi_1,x;) : s (x) = konst, i = 1:m}
der Vektorraum der kubischen Splines.

Die Dimension von S3 ist m+3 = (m+1) + 2, es sind also zwei Bedingungen
frei.

Fiir £ € Ny sei

k

pr(z) =a”,
ai(t,z) := (t — )% = Max{(t — )*,0} (FOPPL-Symbol).

qr(t,z) hat k — 1 stetige Ableitungen nach beiden Argumenten und die k-te
Ableitung macht einen Sprung der Héhe k! bzw. (—1)Fk!.

Satz 2.5. (Basis-Splines, B-Splines) Die Menge Sy, (Ay,) ist ein linearer Raum
der Dimension m + n. Die Elemente

pOa---7pn7qn('7xl)7~-~7Qn('7xm71)

bilden eine Basis von Sq(Ay).

Beweis. [Hammerlin], S. 246.

Wir betrachten nun den Fall n = 3. Fasst man s € S3 als BEZIER-Kurve auf,
so gilt fiir die BEZIER-Punkte bei Abstand ;11 — z; = 1:

s(zk) = bag wegen s € Cla, b
2b3y, = bag—1 + b3+t wegen s € Cl{a, b] (2.12)
2b3k_1 — b3p_o = di = 2b3k+1 — b3k+2 wegen s € C2[a, b] .



86 2 Numerische Methoden

Hieraus folgt
4b3p_1 — 2b3p_2 = 2dy, 4b3g 1 — 2b3p42 = 2dy,
2b3(k—1)+1 — ba(k—1)42 = dk—1, 203p41)—1 — D3(kt1)—2 = dr11,

und dann durch Addition der linken und der rechten Gleichungen

3bsk—1 = dg—1 + 2dj, 3bsk+1 = 2di + di+1 |- (2.13)

Die Zahlen bzg41 und bg41)—1 = bag42 dreiteilen also die Strecke zwischen
dy, und dj41.

Ferner gilt fiir alle inneren Punkte bsy, £ =1:m — 1, nach (2.12) und (2.13)
6bsy, = 3bzp—1 + 3b3py1 = dr—1 + 4dy + dpy1 - (2.14)
Zusammen mit (2.13) fiir b3 und bs,,—1, d.h. fiir k =m und k=0,
3bsm—1 = dm—1+ 2dm, 3by =2dg+dy,

ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem fiir den Vektor mit den

unbekannten Koeffizienten [dy, ..., d,,]T (DEBOOR-Punkte), falls die Daten
auf der rechten Seite vorgegeben sind:

210 007 4 3,

14 1 0| 4 6bs

ool =l s | (2.15)

0 . 1 4 1| dm—1 6b37m—3

000 12l dm 3b3m—1
Zu {dy,...,dm,bo, bsm} existiert nach obiger Konstruktion genau ein Spline

s € S3(A) (Abb. 2.6). Er heifit kubischer Interpolationsspline wegen s(xy) =
bgk:fkfﬁrk:():m.

3F

25

2

1.5

1

0.5

ol

Abb. 2.6. Interpolationsspline m = n = 3

Berechnung Es sei fy = b3, £ = 0 : m gegeben und der interpolierende
Spline s € S3(A,) in [a,b] = [0, m], x;41 — x; = 1 gesucht.
(1°) Es sei f'(a), f'(b) gegeben. Berechne by, bs,,—1 aus

f'(a) = 5'(0) =3(b1 = bo), f'(b) = s'(m) = 3(bsm — bsm—1),
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berechne dy, . ..,d,, aus (2.15), berechne bsx11, b3xr2 aus (2.13),
berechne s(x) in [zg, zk11] als BEZIER-Polynom nach DE CASTELJAU,

xk + § Zb?)k—i-z )

in den lokalen Koordinaten ¢ € [0, 1].

(2°) Wenn s”(a) = s”(b) = 0 gesetzt wird, ergeben sich natiirliche Splines,
s € N3(A,,). Zu ihrer Berechnung wird dg = by und d,,, = bs,,, fest vorgegeben,
dann gilt mit n = 3

SH(O) = ’fl( )(bg — 2b; + bo) = 6( do + bo) =0,
s n(n —1)(b3m — 2b3m—1 + bam—2) = 6(—dy + b3y) = 0.

Berechne (di,...,d,_1)T aus (2.15) ohne die erste und letzte Zeile (weil dy
und d,, fest)

410 007 di ] 6bs — by

141 .0 6bg

0" .0 = : (2.16)
0.1 41 6b3m—6

100 0 1 4]|dpy]| LO03m-3—Dbsm

Es gilt s”(zx) = 6(b3x —di,)/h?, k=1:m —1, h = x;41 — x; konstant, daher
erfiillen die ,Momente* s”(z) ein dhnliches Gleichungssystem wie die Werte
d.

Wenn die exakte Kriimmung x(z) = f”(z)/(1 + f'(2)?)%/? von f : = —
f(x) ndherungsweise durch f”(x) ersetzt wird, erweisen sich die natiirlichen
kubischen Interpolationssplines als Biegelinien (,,Straklatten‘):

Satz 2.6. Es sei s € N3(A,,), d.h. ein natiirlicher Spline und A, beliebig,
mit s(x;) = f;, i =0:m. Dann gilt

b
513 == / (s"(x))?dz = Min {|g]3, g € C?[a,b], g(x:) = fi}.

Beweis. Es sei g eine beliebige Vergleichsfunktion mit der gleichen Interpola-
tionseigenschaft, dann gilt ¢”(x)? = (s”(z) + ¢"(z) — s"(x))?, also

b b b b
/ g”(a:)Qdarz/ (S//)2d$—|—2/ s"(g"—s")dm—!—/ (¢" — ") ?dx. (2.17)
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Mit partieller Integration folgt fiir den gemischten Term

b
/ s//(g// o S//) dx g _ S ‘b Z/ /// / da?,
a x;

m

i_n:/:ils”’(' dx—Z/ (g — & dsc:Zci(g—s)

=1

T4

:0’

Ti—1

weil nach Voraussetzung g(x;) = s(z;) = f;. Also folgt die Behauptung, wenn
die Randterme verschwinden, d.h., wenn gilt

b
=0

a

s”(g’ _ SI)

Diese Bedingung ist u.a. in den folgenden drei wichtigen Fallen erfiillt:

(1°) wenn s”(a) = 0 = s”(b) (natiirlicher Spline),

(2°) wenn ¢'(a) = s'(a) = f'(a) fest, ¢g'(b) = s'(b) = f/(b) fest,

(3°) wenn s, g periodisch sind mit der Periode b — a . O
Bei einem Intervall [a,b] anstatt [0,m] muss umskaliert werden; ebenso ist
eine Abdnderung notwendig bei nicht dquidistanten Stiitzstellen. Auf eine

weitergehende Behandlung der Spline-Funktionen soll aber an dieser Stelle
verzichtet werden; vgl. jedoch SUPPLEMENT\chap02.

2.2 Orthogonale Polynome

Es sei II,, die Menge der Polynome p, € II,, vom exakten Grad n
und Ho6chstkoeffizient Eins.

(a) Konstruktion Es sei —0o < a < b < 00, und es sei w : [a,b] — R4 eine
nichtnegative Gewichtsfunktion mit den folgenden Eigenschaften:

b
Voraussetzung 2.1. Die Momente my, := / w(z)z® dx, k € Ny, existieren

a
(ev. als uneigentliche Integrale), und es ist mg > 0.

Zwei Polynome p und ¢ heilen dann orthogonal (beziiglich des gewihlten
Integrationsintervalls und der Gewichtsfunktion w), wenn

b
(P, q) 5:/ w(z)p(z)q(z)dr =0.



2.2 Orthogonale Polynome 89

Satz 2.7. (Ezxistenz und Konstruktion) (1°) Unter Voraussetzung 2.1 gilt
VieNy Mp, ell;:i#k = (pi,pr) =0.

(2°) Die Orthogonalpolynome sind eindeutig bestimmt durch die dreigliedrige
Rekursionsformel (mit xp : x — xp(x))

p-1(x) =0, po(x) =1, pip1(x) = (¢ — diy1)pi(x) — ¥7 pic1(x), 0 >0,

. 0 1=0
6i = (TPpi, Pi (3 i77'>0a 12 = ’ . ’
1= (apnp)/ (i p). 0 2 it {(Pi»Pi)/(Pi17Pi1)72> 1.

(2.18)

Beweis durch GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierung [Stoer], sieche auch
SUPPLEMENT\chap02.

Natiirlich gilt fiir orthogonale Polynome p, € II, stets p € II,_; —
(p,pn) = 0, weil die orthogonalen Polynome als linear unabhéngige Funktio-
nen eine Basis des IT,,_1 bilden. Im restlichen Teil dieses Abschnitts betrachten
wir orthogonale Polynome p,, geméfl Satz 2.7.

Satz 2.8. Die Wurzeln x; von p, sind reell, einfach und liegen im offenen
Intervall (a,b).

Beweis. Es seien 1, ...,z alle Wurzeln von p,, , die in (a,b) liegen und un-
gerade Vielfachheit haben, dann wechselt also p,, genau an diesen Stellen das
Vorzeichen. O.B. sei etwa
k
a<z<...<zxp<b, qx):= H(x—a:i), k<n,
i=1

dann wechselt p,(z)g(x) das Vorzeichen in (a,b) nicht, und es gilt also
(pn,q) # 0. Daher muss gelten Gradq = k = n, sonst ergibt sich ein Wi-
derspruch zu obigen Folgerung aus Satz 2.7. O

(b) Die Formeln von Rodriguez Zur expliziten Konstruktion von Ortho-
gonalpolynomen p,, € II,, beachten wir die allgemeine Orthogonalitdtsbedin-

gung

b
YV qn_1 € II,,_1 : / w(@)pn(2)gn—1(x)dz =0, n=0,1,... (2.19)
a

und machen den Ansatz

ar 1 dr

Dann ergibt sich aus (2.19) die Differentialgleichung
L drun() ] _Ta@) ] (2.20)
d.l?n—"—l (.A.)(SC) dxm w(g/‘)
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b
Die n-malige partielle Integration von / ul™ (2)gn-1(z) dx = 0 ergibt

n

b
ul? Vg —ul g -+ (*1)nflunq(n71)} =0.
Diese Gleichung ist sicher erfiillt fiir die Randbedingungen
u(a) =0, uP(d) =0, i=0:n—1. (2.21)

Satz 2.9. Unter Voraussetzung 2.1 hat das Randwertproblem (2.20), (2.21)
stets eine Lisung u, und p, := u,/w ist ein Polynom vom Grad n.

Beweis [Szegoe].

Das obige Randwertproblem hat 2n Randbedingungen fiir eine Differential-
gleichung der Ordnung 2n + 1; es ist also eine Bedingung zur Normierung
frei.

Beispiel 2.1. LEGENDRE-Polynome: (a,b) = (—1,1),
w(z) = 1u"™ =0, ugf)(:tl) =0,i=0:n-1.
pu(z) = ’Yndxin(J82 -1

Die Konstanten ~y,, werden in unterschiedlicher Weise festgelegt. (Abb. 2.7).
Beispiel 2.2. JACOBI-Polynome: (a,b) endlich, w(z) = (x — a)*(b — x)?,
a>—-1, 6>-1.

L
n (x —a)*(b—x)P dz"

pu(@) = [(z = a)" " (b — )" 7]

Insbesondere ergeben sich fiir (a,b) = (0,1) und (o, 8) = (0,0), (1,0), (0,1),
(1,1) verschobene LEGENDRE-Polynome, die spiter noch gebraucht werden:

v, n Ld n
P1a(T) = dmﬁ(f (1-m) ) ) p2.n(T) = deﬁ(x H(l — ) )
1 dn 1 dr
— — (x"(1 = n+1 _ L+l 1— n+1 .
Pa.n () T2 2 (™1 —2)"*), pan() =) e (1-2x)

(2.22)

Beispiel 2.3. TSCHEBYSCHEFF-Polynome T, (x) mit (a,b) = (—1,1),

w(z) = (1 — 2?)71/2 sind ebenso wie die LEGENDRE-Polynome spezielle
JAacoBI-Polynome. Wegen der besonderen Form der Gewichtsfunktion wird
bei der Entwicklung einer Funktion nach diesen Polynomen der Fehler an den
Intervallenden besonders stark bewichtet. Aus der urspriinglichen Orthogona-
litdtsbedingung
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vQ'n—l(a:‘) ell,_1: /1 Tn(x)qn_l(z)

ergibt sich durch Substitution z = cos ¢ die Orthogonalitétsbedingung

/ T, (cos ©)gn—1(cosp)dp = 0.
0

Wegen
cos(n + 1)p + cos(n — 1) = 2 cos p cos ny (2.24)

fiir n € N ist cos ny ein Polynom in cos ¢, und (cos ¢)* ist eine Linearkombi-
nation von cosjp, 7 =0:k, also

n—1 n—1
dn1(cos @) = S yy(cos ) = 3 b cos(kep)
7=0 k=0

Daher gilt (2.23) genau dann, wenn

/ T, (cosp)cos(jp)dp =0, j=0:n—1,
0

= T,(cosg) = cos(np) = | Tp(x) = cos(narccosz) |, n=0,1,....

Abb. 2.7. LEGENDRE-Polynome, Abb. 2.8. TSCHEBYSCHEFF-Polynome,
n=2:6 n=2:5

(¢) Minimaleigenschaft von Tschebyscheff-Polynomen Die Rekursions-
formel (2.24) zeigt, dass Ty, (x) = cos(n arccos(x)) den Hochstkoeffizient 27!
hat.

Satz 2.10. Es sei p,(x) ein Polynom vom Grad < n mit dem Hdéchstkoeffizi-
enten 2"~1. Dann gibt es mindestens ein x € [—1,1] mit |p,(x)| > 1.

Beweis. Es gelte |p,(x)] < 1 fir alle z € [-1,1]. T;,(x) nimmt an seinen n + 1
Extremalstellen z; = cos(im/n), i = 0 : n, im Intervall [—1, 1] alternierend die
Werte +1 an. Daher ist T, (z) — p,(z) an den Extremalstellen abwechselnd
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positiv oder negativ. D.h. T),(z) — p,(x) hat in (—1, 1) mindestens n Nullstel-
len. Wegen gleicher Hochstkoeffizienten ist aber T,,(z) — p,(z) ein Polynom
vom Grad < n — 1. Daraus folgt T, (z) — pn(z) = 0 im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. O

Folgerung 2.1. FEs sei q, ein Polynom vom Grad n mit Hochstkoeffizient a,, .
Dann gibt es ein x € [—1,1] mit |q,(z)| > a, /2" 1.

Beweis. Es sei a,, # 0 und ¢ (z) = ¢,(2)2""!/a,. Das Polynom ¢ hat den
Héchstkoeffizent 21, daher gilt |¢;;(x)] > 1 nach Satz 2.10 fiir mindestens
ein zg € [—1,1]. Daraus folgt |gn(20)| = |} (z0)an/2" "t > a, /277 1. O

Fiir ein beliebiges Polynom g¢,(z) — insbesondere auch fiir ein TAYLOR-
Polynom — gibt es eine eindeutige Entwicklung nach TSCHEBYSCHEFF-Poly-

nomen, N

gn(x) = Z ¢iTi(x), zel-1,1], Ti(z) = cos(iarccos(x)),
i=0

weil diese Polynome wegen der Orthogonalitdt linear unabhéngig sind.

Satz 2.11. Sind S, (z) = Y., ¢;Ti(x) die Partialsummen einer Entwicklung
nach TSCHEBYSCHEFF-Polynomen, dann gilt

Mox_1 << [ S (2) = S (@) = Inf,, Max_1<ozt [Sup (@) = pu(@)] .

wobei p,, ein beliebiges Polynom vom Grad < n ist.

Beweis. Es gilt Sp(x) — Sp—1(z) = e Th(z), also |Sy(z) — Sp—1(z)| <
len|, —1 < @ < 1. Fiir ein beliebiges Polynom p,,_; vom Grad n — 1 hat
Sy, — pn—1 den Hochstkoeffizient ¢, 2"~!. Also gilt nach der Folgerung zu Satz
2.10 fiir mindestens ein z € [—1,1]

|Sn(2) — pn_1(z)| > cn2"_1/2”_1 =c,. O

Grob gesagt nehmen also bei einer Entwicklung nach TSCHEBYSCHEFF-
Polynomen die Koeflizienten betragsweise am schnellsten ab.

2.3 Numerische Integration

Bekanntlich ist das Integrieren eine Kunst und das Differenzieren Handwerk,
vom numerischen Standpunkt gesehen kehrt sich aber die Sachlage in gewisser
Weise um. Das Integrieren ist ein gliattender Prozess, was sich in der numeri-
schen Approximation vorteilhaft auswirkt, die Ableitung dagegen muss stets
durch einen Differenzenquotienten ersetzt werden, bei dem im Z&hler und im
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Nenner Subtraktion anndhernd gleich groler Zahlen auftritt, also die gefiirch-
tete Ausloschung fiithrender Ziffern. Es sei aber an dieser Stelle erwahnt, dass
eine asymptotische Entwicklung im Sinne von §2.4(c) zu verbliiffend genauen
Resultaten fithren kann; vgl. [Rutishauser].

Wegen der Indizierung ohne Null bei MATLAB® und wegen der GAusSschen
Quadraturformeln ist es hier sinnvoll, mit n anstatt n + 1 Stiitzstellen zu
arbeiten, damit die einzelnen Regeln besser miteinander verglichen werden
konnen.

(a) Quadratur nach Lagrange Der Rechenaufwand einer numerischen In-

tegrationsformel hingt von der Anzahl der Stiitzstellen ab, an denen der In-

tegrand f ausgewertet werden muss. Wir gehen von einem Interpolationspo-

lynom p,—1(x) vom Grad n — 1 und LAGRANGE-Typ aus, d.h. nach (2.6) in
leicht modifizierter Form

n n

F@) = puala; /) =Y fa)a@), a@) =[]

i=1 =1y

SC*.TJ‘

€ Hn—l I
Ty — Tj

(2.25)
und erhalten nach Integration iiber das Intervall (a, b)

b n b n
I(f) = / f(z)dx = Zf(x,)/ qi(z) dx =: Zf(x,-)ai =:I,(f). (2.26)

wobei die n Stiitzstellen x; wieder alle verschieden sein sollen. Im Ubrigen ist
ihre Wahl jedoch frei, insbesondere kénnen sie auch auflerhalb des Integrati-
onsintervalls liegen. In diesem Abschnitt soll aber gelten

<21 < ... <Tp_1<zxp<h.

Eine Quadraturformel hat den Genauigkeitsgrad N, wenn genau alle Poly-
nome vom Grad < N exakt integriert werden. Der Genauigkeitsgrad einer
LAGRANGE-Formel (2.26) mit n Stiitzstellen (!) ist mindestens N = n — 1.
Der mazimale Genauigkeitsgrad einer solchen Formel ist N = 2n — 1. Setzt
man némlich das Polynom f(z) = II[,(x — x;)* € I3, ein, so ist I,(f) =0
und das exakte Integral I(f) > 0.

Die NEWTON-COTES-Formeln sind ebenfalls vom LAGRANGE-Typ (2.25),

aber die Stiitzstellen werden #quidistant gewiihlt, x; = a + (i — 1)h, h =
(b—a)/(n—1), n > 2. Mit der Substitution = a+ (s — 1)h folgt nach § 2.1

a@) = o+ (=D =)= [] F=FeMuals), se i),
j=1, j#i
b n d n
o= [a@is = [Catarc-omGas=n [ e =na,,

L(f) = Zf(xz‘)ai = hY  f(@:)Bi.

i=1
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Die Gewichte 3; sind jetzt rationale Zahlen, die nur noch von der Stiitzstel-

lenzahl n abhéngen und sich damit bei Anderung der Intervallgrenzen nicht
n

mehr dndern; fir f(z) =1 ergibt sich Zﬁi =n—-1,n2>2.

=1

Beispiel 2.4. Mittelpunkiregel (ein Knoten):

1) =0-af (50) + 30— 0%,

(Sehnen-) Trapezregel (n = 2 Knoten, h = b — a):

b—a 1

1) = 252 (@) + FB)] - 50— 0)*1(€),

KEPLERsche Fassregel (n = 3 Knoten, h = (b —a)/2):

b—a

10 =250 1@+ 47 (S50) + 50 - G o).

Die KEPLER-Regel wird im angelséichsischen Sprachgebrauch SIMPSON-Regel
genannt. Mittelpunktregel und KEPLER-Regel haben den gleichen Genauig-
keitsgrad n . Allgemein ist aus Symmetriegriinden der Grad n statt n — 1 fiir
ungerades n bei NEWTON-COTES-Formeln.

Uber die — von Formel zu Formel verschiedenen — Zwischenstellen ¢ € (a, b)
ist i.A. nichts N#heres bekannt, deswegen scheidet i.d.R. eine Abschétzung
des Restgliedes R, (f) in

iiber das CAUCHY-Restglied — vgl. Satz 2.2 — aus. Mit dem FOPPL-Symbol
(z—t)& := Max{(z—t)", 0} gilt aber das folgende Resultat von PEANO, vgl.
[Stoer]:

Satz 2.12. Wenn die Quadraturformel (2.26) mit n Knoten den Genauig-
keitsgrad N hat, dann gilt fiir alle f € CN*1[a, b]

b
Rn(f):/ FNFD K, (t) dt Kn(t):%Rn(ht), heiaxes (z— )Y

Dabei ist R, (h:) der Fehler fiir die Funktion hy :  — (z — t)¥ anstatt f. In
vielen Fillen wie z.B. bei den NEWTON-COTEs-Formeln, wechselt K, (t) im
Integrationsintervall (a,b) nicht das Vorzeichen. Dann ergibt der Mittelwert-
satz der Integralrechnung

Ra(f) = fND(¢) / b K, (t)dt, €€ (a,b). (2.28)
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N+1

Setzt man hier fiir f die spezielle Funktion ¢ : x — x ein, dann folgt

b b
Rn(¢):(N+1)!/ Kn(t)dt:>/ Kn(t)dt = Ru(0)/(N+ 1)1, (2.29)

Fazit: Wenn die Integrationsformel (2.26) den Genauigkeitsgrad N hat und
K, (t) im Integrationsintervall nicht das Vorzeichen wechselt, dann ergeben
(2.28) und (2.29) fiir den Fehler

FHVE)

N+1) Ru(p), o:x— 2Nt € e (a,b) (2.30)

Rn(f) =

(Restglied nach PEANO); R, (p) kann aber stets exakt berechnet werden!

(b) Summierte Quadraturformeln Wie schon in § 2.1 erwéihnt, wird die
Approximation von f durch ein Interpolationspolynom i.d.R. nicht besser,
wenn der Polynomgrad n erhoht wird. Man bleibt daher bei Polynomen nie-
deren Grades und unterteilt stattdessen das Integrationsintervall.

Die resultierenden summierten Quadraturformeln sind sogar bei stetigem In-
tegranden f beliebig genau in Abhéngigkeit von der Stiitzstellenanzahl. Mit
x; =a+ih, i=0:m, h = (b—a)/m, m € N erhalten wir z.B. aus der
Sehnentrapezregel die wichtige summierte Sehnentrapezregel

m—1
()= [f@co) +2 3 S+ f(xm)] = 1(f) ~ Wb~ @) £(6)

i=1

(2.31)
und aus der KEPLER-Regel die SIMPSON-Regel

m—1 m—1
=14 [f(xo) 22 Y Sl +ay f (T f(xm)]
=0

=1
L
2880f ).

+ ht(b—a)
Die Formel (2.31) sticht noch durch eine besondere Eigenschaft hervor:

Lemma 2.3. Ist f € C*°(R) (b — a)-periodisch, dann gilt
b
T(h; f) = / f(z)dz 4+ O(h?) VpeN.

Bei glatten periodischen Funktionen konvergiert also die summierte Sehnen-
trapezregel schneller als jede Potenz der Schrittweite h (!).

(¢) Quadratur nach Gaufl Wird an Stelle des LAGRANGE-Polynoms das
Interpolationspolynom in der HERMITEschen Form integriert — vgl. § 2.1(e),
so erhilt man Quadraturformeln vom Typ
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n b b
I(f) =) l flai) / ho,i(z)dz + f'(x;) / hl,i(x)dx] (2.32)

mit = ‘ ’
hoi(x) = [1 = 2¢j(x:)(x — 2:)] @i (2)?, hoi(z) = (¢ — z)qs(2)®  (2.33)

und den LAGRANGE-Grundpolynomen ¢;(x) € II,_;. Die Formel hat den
Genauigkeitsgrad N = 2n — 1 bei n-maliger Auswertung von f und n-maliger
Auswertung der Ableitung von f .

Werden nun die Stiitzstellen x;, ¢ = 1 : n als Nullstellen von Orthogonal—

polynomen p,,(z) € II, beziiglich des Skalarprodukts (f, g) / f(z
gewihlt, dann folgt aus § 2.2

b b
hi,i(z) de = / (x — xi)qi(x)Q dr =0

wegen (x — x;)¢;(x) = pup(x) und ¢;(z) € IM,—1. AuBerdem gilt dann
b

b
ho,i(z) dz = / ¢i(z)? dx, daher ergeben sich bei dieser Wahl aus (2.32)

und (2.33) Quadr;turformeln

foz/ g:(z)? da (2.34)

mit maximalem Genauigkeitsgrad N = 2n — 1 bei n Stiitzstellen.

Fiir eine allgemeine Gewichtsfunktion w(x) mit den Eigenschaften aus § 2.2
fassen wir das Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 2.13. (Quadratur nach GAUSS) Es seien p, € II,, Orthogonalpolynome
b
beziiglich des Skalarprodukts (f, g) := / w(@)f(x)g(x)dx, es seien xq, ..., T,

die Nullstellen von p, , und es sei

A= [pl(mj)]z O] 1 Q:[(pmpo)vov"'vo}:r'

(1°) Die Matriz A ist requldr.
(2°) Istb=A"cund b= [B1,..., 3,7, dann gilt

b n
Vpé€lly 1: / w(x)p(z)dx = Zﬁlp(xz) , (2.35)
a i=1
d.h. die Quadraturformel
b n
[ @@ de =Y 85(w) + ool ) (2.36)
a i=1

hat den maximalen Genauigkeitsgrad N = 2n — 1.
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(3°) Fiir das Restglied in (2.36) gilt

(2n)
Vfe Czn[a, b] 3¢ € (a,b): Ryw(x; f) = f(2n)('£) (Pn, Pn) -

(4°) Wenn umgekehrt (2.35) gilt, dann sind die Stitzstellen x; die Nullstellen
der Orthogonalpolynome p,, (), und es gilt Ab=c mitb= [B,...,0B.]T .

(5°) Wenn eine Formel (2.36) den Genauigkeitsgrad N > n — 2 hat, sind die
Gewichte B; positiv.

Beweis [Stoer].

(d) Suboptimale Quadraturformeln sind ein wichtiges Hilfsmittel bei der
Konstruktion von impliziten RUNGE-KUTTA-Verfahren maximaler Ordnung
im néchsten Abschnitt; dazu sei

b: [ﬁla--wﬁn]Tv T = [xla-“axn]T? F(&): [f<x1>7,f($n)]T

Satz 2.14. Fir d,e € {0, 1} existiert eine eindeutige Quadraturformel
1
| £0dt 60 7(0) + 5 F @) + £ raf 1) (237)
0

mit Genauigkeitsgrad N=2n+6+ec— 1, der fiir diesen Formeltyp mazimal
1st.

Wihle die GAUss-Gewichte und -Knoten nach Satz 2.13 bez. der Gewichts-
funktion w*(t) = t°(1 — ¢)¢ in [0, 1] und setze b = [3;/w*(z;)]?;. Dann ist
die Regel optimal fiir (d,¢) = (0,0). Fiir (d,e) = (1,0) oder (4,¢) = (0,1)
ergeben sich die iibrigen Gewichte aus 1 = 63, f(0) + b e + ef8n41f(1). Fiir
(6,e) = (1,1) ergeben sich die beiden iibrigen Gewichte aus

1

5 =040 2+ Bnpr, 1=PFo+b e+ futa
Ein Vergleich mit den verschobenen LEGENDRE-Polyomen in (2.22) zeigt, dass
die Stiitzstellen x1, ..., x, einer Regel (2.37) mit insgesamt n Knoten jeweils
die Wurzeln der folgenden Polynome sind:

(575) = (070) 3P1,n($), ((5, 5) = (1,0) : me,nfl(«T)
(0,€) = (0,1) : (1 — x)pgn—1(z), (0,€) = (1,1) : (1 — z)pa n—2a(x).

Beweis von Satz 2.14 siehe SUPPLEMENT\chap02a. Ein Programm zur Berech-
nung der Knoten und Gewichte in allen vier Fillen findet man in
KAPITELO2\SECTION_1_2_3. Zur Integration iiber das Intervall (a,b) miissen

Knoten und Gewichte umskaliert werden gemif z; = a + (b — a)z;, b; =
(b—a)b;, i=1:n.

(2.38)
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Beispiel 2.5. GAuss-Quadratur mit LEGENDRE-Polynomen:
1 n
[ f@do= 3 pisw)
-1 i=1

Tabelle 2.1. GAUSS-LEGENDRE-Formeln mit n Stiitzstellen

n Z; ﬁz
2 +1v3 1
3 0 8
+3V15 5
4|+ [525 — 70v/30)*| L+ L/30
+L [525+70v3]? | 1 - L/30
5 0 128

225
+.L [245 — 14/70) /| 181 4 13 /7

+.L [245 4+ 14/70) /| 16L _ 13 /G

Diese Formeln gelten fiir das Integrationsintervall [a, b] = [—1, 1]. Bei der
Transformation auf ein Interval [a/, b'] miissen die Gewichte und die Stiitz-
stellen transformiert werden:

. Y —a Y —a

!l
w; = b—awi’ T, =a +

Zum Beispiel miissen bei der Transformation auf das Einheitsintervall [0, 1]
die Gewichte halbiert und die Stiitzstellen z} = (1 + x;)/2 verwendet werden.

(e) Baryzentrische Koordinaten dienen zur vereinfachten Darstellung von
Polynomen und ihrer Quadratur in Dreiecken oder allgemeiner in n-Simplices
im R™. Wir beschréinken uns hier auf die Ebene und betrachten ein be-
liebiges Dreieck T im kartesischen (z,y)-Koordinatensystem mit den Ecken
Pi(x,y:), 1 =1,2,3, die im Gegenuhrzeigersinn numeriert sind. Der doppelte
Flacheninhalt

21T = (w2 —x1)(y3 —y1) — (w3 — 1) (Y2 — y1) = T21y31 — Ta1y21, (2.39)

(x91 = x9 — 1 usw.) ist dann positiv, solange T nicht degeneriert ist. Mit den
Bezeichnungen aus Abb. 2.9 sind die (dimensionslosen) baryzentrischen oder
Schwerpunktkoordinaten fir 0 < (; < 1 definiert durch
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_ Flédche von T;

G = Fliche von T’ 1=1,23

Es gilt also

P1 >~ (17070), P2 >~ (0,1,0), P3 >~ (0,0,l)
und (1 + (2 + (3 = 1, damit sind die baryzentrischen Koordinaten linear
abhdngig.

Py, P,(%,¥,)
Abb. 2.9. Baryzentrische Koordinaten

Der Zusammenhang zwischen kartesischen und baryzentrischen Koordinaten
wird fiir (z,y) € T durch die Fldchenformel hergestellt:

lz vy lzy lz y
2T = |1a ya|, 2Tol =|1azys|, 2[T5| =|1z1 91 |.
lzsys Txy 122 yo

Entwickelt man jeweils nach der ersten Zeile und teilt durch 2|T|, dann ergibt
sich fiir ein beliebiges kartesisches Koordinatensystem

1

(= ﬁ [((z2ys — 3Y2) — Y32@ + Z32Y]
1

G = 2|T| [(z3y1 — z1y3) + Y317 — 31Y] (2.40)
1

(3= m [(T1y2 — T2y1) — Y212 + T21Y]

(man beachte die zyklische Permutation der Indizes modulo 3). Diese Bezie-
hungen gelten allgemein ohne dass der Ursprung des KOS im Zentrum des
Dreiecks liegen muss. Sie werden verschiedentlich angewendet etwa bei der
Berechnung von Ableitungen, z.B. 0¢1/0z = y23/(2|T|) etc.. Auflésen zweier
Gleichungen in (2.40) nach = und y liefert die Beziehung zwischen kartesischen
und baryzentrischen Koordinaten

1=CG+ G+
x = x1(1 + 22(2 + 3(3 |- (2.41)
y = y1€1 + y2C2 + ¥3(3

Im Einheitsdreieck S(€,n) mit den Ecken Q1(0,0), Q2(1,0), Q3(0,1) gilt die
Beziehung

(2.42)

G=1-¢-7n,06=¢§, G=1
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und
/ &n? déd / 1 / T egpagay - P (2.43)
n n = n n = . .
S 0o Jo (p+q+2)!
Daraus folgt die fiir allgemeine Dreiecke T' C R? giiltige Formel von HOLAND
und Bell (1969)

min!p!

CET—— (2.44)

/T PRt deidcs = 2/T]

durch Substitution [Bell]. Ihre direkte Verallgemeinerung auf Tetraeder T' C
R3 mit Volumen |T| lautet

I Inlol
/ (e cicd dudydz = 6/T) — P
T

(m+n+p+q+3)°

(2.45)

Beispiel 2.6. [Ciarlet79] Es seien z; € R™, i =1 : n+ 1, die Ecken eines
n-Simplex im R", z.B. eines Dreieckes 7' im R? oder eines Tetraeders im R?.
Es seien z;; = (z; + z;)/2 fiir i < j die Mittelpunkte der Kanten z;;, =
(z; +z; +x4)/3 fiir i < j <k, und z;;; = 2z, +z;)/3 fiir i # j. Mit II,,
bezeichnen wir wieder den Vektorraum der Polynome vom Grad < m mit n
Variablen im R™. Dann gelten die folgenden Identitdten im R™:

Vpelliip=> ictmp1p(z;)(
Vpelly:p= Zi:1zn+1p@i)@(2§i -1+ Zz‘<g‘p(£¢j)4@§j
Vpells:p=2""> icimi1p(2,)G (36 — 1)(3¢ — 2)
+ 270 aep(@)96¢ (3G — 1)
O icjerD(@ijr)27GC5Ck
Vpellz:p= Zi:l:n+1p(§i) (-2@3 +3¢ = TG Zj<k,j7£i,k7éi<jCk>
+ 27 Z i<j<kp(£ijk)€hi<j<k
+ iz V(@) (z; — ) GG (2G + ¢ — 1)
Bis auf die ersten beiden sind diese Darstellungen nichttrivial, und sie sind
nicht eindeutig wegen der linearen Abhéngigkeit der baryzentrischen Koor-
dinaten (;. Eine entsprechende Darstellung fiir MORLEYs Polynom zweiten
Grades und das Polynom fiinften Grades von ARGYRIS’ in R? findet man in

§ 12.5 bzw. in [Gekeler08], §12.2 (c). (Beide beniitzen die Normalableitungen
in z;;). Siehe auch SUPPLEMENT\chapO9e\chap09f.

Die Integration von Interpolationspolynomen iiber Dreiecke und allgemeinere
geometrische Gebilde ist eine grundlegende Aufgabe bei der Konstruktion von
finiten Elementen; siehe Kap. 9. Fiir Dreiecke kann man die Formel fiir die
affin lineare Transformation

r=z1+rné+ 31, ¥=1uy1+y21§+y3n, (2.46)
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anwenden und anschliefend mit der Formel (2.43) iiber das Einheitsdreieck S
integrieren oder man integriert direkt mit Hilfe von baryzentrischen Koordi-
naten und der Formel (2.44) von BELL, z.B. ergibt sich

T
Vpell: /Tp(x,y) dudy = % > ic1sp(z;)

T
Vpell: /Tp(x,y) dudy = % D icici<sp(a;)

(f) Gebietsintegrale (f1) Die Quadratur nach GAUSS wird auch zur Inte-
gration iiber das Einheitsquadrat verwendet:

1 1 n
[1/,1f($’y)dx%ZZﬂiﬁjf(l‘i,xj).

i=1 j=1

Mit den Daten aus Tab. 2.1 ist diese Formel exakt fiir Polynome

N
p(x,y)zZZaikxiyk mit N<2n—1,n=2:5.

k=0

N
=0

(£2) Stiitzstellen und Gewichte zweier beliebter GAUSS-Formeln im Einheits-
dreieck S(&, n) mit den Ecken Q(0,0), Q(1,0), Q(0,1),

/S F(& ) dedn ~ 5 S v (€ m),
=1

sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Tabelle 2.2.
nit & M Yi
211/2 0 1/3
21/21/2 1/3
30 1/2 1/3 _
a (64 +v15)/21
511/31/3 0.225 ( )/

b (9 — 2v15)/21
c (6—+/15)/21
d (9+2V15)/21

2 a a (155+ /15)/1200
(155 4+ +/15) /1200
(155 + v/15/1200
(155 — v/15)/1200
(155 — v/15)/1200
(155 — 4/15) /1200

EN < RN BN U
o A0 O
Q.0 o o W
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Abb. 2.10. Stiitzstellen nach GAUSS im Einheitsdreieck

Die Formeln sind exakt fiir Polynome p(&,7) = Y- o<itk<n@ir £'n* vom Grad
n < 2 bzw. n <5 (im Einheitsdreieck). Eine Formel fiir n = 3 mit vier Knoten
hat eine negatives Gewicht v und ist daher nicht empfehlenswert, eine weitere
Formel fiir n = 3 mit positiven Gewichten hat sieben Knoten wie die Formel
firn=>5.

Integrationsregeln fiir Polynome
m
[ $dedy = (1137 1@.50)
T i=1

iiber ein beliebiges Dreieck T' ergeben sich in einfacher Weise durch Substitu-
tion mit (2.46).

(f3) Bei der direkten Integration von Polynomen iiber ein Dreieck T in glo-
balen (x,y)-Koordinaten sind letztlich Integrale von Monomen zu berechnen.
Durch Substitution von (2.41) erhélt man

Prs = / iUTyS dil'dy
T
= 2|7 /S(xlCl + w2G2 + 23¢3)" (y1¢1 + y2lo + y3(3)* dedls | (2.47)

o7 / (1 + 291€ + 310)" (21 + yor& + yarm)® dé diy
S

Damit werden die Integrale P.; in Summen von Integralen der Form (2.44)
bzw. (2.43) zerlegt. Die zweite Formel beniitzt wieder die Substitutionsregel
(2.46) fiir die Abbildung g : S — T von (9.21).

Fiir Polynome vom Grad n < 5 sind die Ergebnisse in Tab. 2.3 angege-
ben [Bell], wobei aber aus Griinden der einfachen Darstellung der Ursprung
des KOS im Zentrum des Dreiecks liegt. Die einfache Darstellung in die-
ser Tabelle gilt nicht mehr fiir Polynome héheren Grades und fiir KOS mit
anderem Ursprung, aber heutzutage ersetzt ein Programm grofle Tabellen.
KAPITELO2\SECTION_1_2_3\belll.m liefert die Werte des Integrals (2.47) fiir

beliebige r, s € N in einem KOS mit beliebigem Ursprung (mit MATLAB®
SYMBOLIC MATH. TOOLBOX).
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Tabelle 2.3.
Order Prs(z,y) = [ a"y® dedy
n=r+s

1 Prs(z,y) =0

2 Prs(z,y) = |T| (27y7 + w595 + x3y3) /12
3 rs(l’y y) = [T (z7yi + zhys + x5y3) /30
4 Prs(z,y) = [T| (2] + 23y5 + 25y3) /30
5 Prs(z,y) = 2|T| (21y] + x5y; + 25y3) /105

References: [Kardestuncer], [Stoer].

2.4 Anfangswertprobleme

In diesem Abschnitt werden Vektoren nicht unterstrichen!
(a) Das Euler-Verfahren Gesucht ist eine Losung x : [0, T] — R™ des
Anfangswert- oder CAUCHY-Problems

2'(t) = f(t,z(t), 0<t < T, x(0) =zo. (2.48)

Das Problem heiflt autonom, wenn f nicht explizit von ¢ abhéngt.

Zur numerischen Losung von (2.48) kann entweder z’(¢) durch eine Differen-
zenformel ersetzt werden, oder aber man wandelt die Differentialgleichung in
eine Intergalgleichung um,

t
z(t+71) = 2(t) +/ f(s,x(s))ds, T Schrittweite,
t

und ersetzt das Integral durch eine numerische Integrationsformel. Der ein-
t+1
fachste Fall / f(s,x(s)ds ~ 7f(t,x(t)) filhrt zum expliziten EULER-

Verfahren,

ylt+7)=y@t)+7f(t,y@®), t=77, 7=0,1,..., y(0) =x(0) = z¢. (2.49)

Das Einsetzen der exakten Losung in die Ndherungsformel (2.49) ergibt den
Defekt oder nach Division durch 7 den Diskretisierungsfehler

z(t+71)—x(t)

T

d(t,z,7) = — f(t,z(¢)) .

Er misst die Genauigkeit, mit der die exakte Losung der Ndiherungsformel
(2.49) geniigt und stellt bei einem expliziten Verfahren wie im vorliegenden
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Fall auch den lokalen Fehler dar. Ist ndmlich y(t) = x(t) ezakt, dann folgt fiir
einen Schritt

xt+7)—ylt+7)=at+71)—2@) +7f(t,z(t)) = 7d(t,z, 7).

Der Diskretisierungsfehler wird stets mit einer TAYLOR-Entwicklung berech-
net, z.B. gilt mit dem Integralrestglied

1
z(t+71)=2()+ 71 f(t,z(t)) + 7'2/ (1-0)x"(t+o7)do,
0
also fiir das Verfahren (2.49)
1
ld(t, 2, 7)|| < Tl/ |2 (t + 0 7)|| dor
0

Man sagt daher: Das Verfahren (2.49) hat die Ordnung p =1.

Fiir den globalen Fehler e(t) = x(t) — y(t) folgt durch Subtraktion unter Ver-
wendung der L1PSCHITZ-Beschrinktheit

e(t+7) =e(t) +7[f(t () - f(ty@®)] +7d(t,z,7),
et + )l < (1 + Lr)[le(@)] + 7 [ld(t, z, T)] -

Eine Induktion ergibt dann die Abschétzung des globalen Fehlers, wobei noch
aus optischen Griinden die Ungleichung (1 + z)™ < €"*, |z| < 1, verwendet
wird:

Lemma 2.4. (Fehlerabschitzung, Konvergenz) Ist x € C%[0,T] Lésung von
(2.48) und ist f LIPSCHITZ-beschrinkt, dann gilt

Lt
et —1
lle@®)| < eLtHe(O)H + TMa’XOSSStT ld(s,z,7)||, t=nT, n=1,2,....

Die Schrittweite 7 hebt sich also einmal heraus. Grundsétzlich unterscheiden
sich die Ordnung des lokalen und des globalen Fehlers um den Faktor Eins.

Bei dieser A-priori-Fehlerabschdtzung geht die unbekannte Losung z in die
Fehlerschranke ein. A-posteriori-Fehlerabschdtzungen, die den Fehler mit Hil-
fe der berechneten Daten einschrénken, sind schwierig herzuleiten, daher
begniigt man sich i.d.R. mit Fehlerschitzungen. Fir ' = Lx mit L > 0
ist die obige Abschétzung scharf, und das Problem ist fiir grofies L-T schlecht
konditioniert. Fiir L < 0 ist die Abschétzung nicht sinnvoll, woraus sich die
Notwendigkeit ergibt, neben der Diskretisierungsordnung weitere Giitekrite-
rien fiir numerische Verfahren einzufiihren.
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(b) Allgemeine Einschrittverfahren

Beispiel 2.7. Die Iterationsvorschrift

yit+7)=yt) +T(wft+ 7yt +7)+ (L —w)f(t,y®)] |, (2.50)

0 <w <1, ergibt fiir w = 0 das explizite EULER-Verfahren, fiir w = 1 das
implizite EULER- Verfahren und fiir w = 1/2 die Trapezregel. Fiir w = 1/2 hat
das Verfahren die Ordnung p = 2 und sonst die Ordnung p = 1.

Ein allgemeines Einschrittverfahren ldsst sich schreiben als
yt+7)=yt) +72(ty@t),7), t=4r, j=0,1,..., y(0) =20, (2.51)
oder als

Yj+1 = Y5 +T¢j(yj77—)7 .7:0717 )

mit y; := y(j7), wenn die Schrittweite konstant ist. Die Verfahrensfunktion
& muss einigen naheliegenden Bedingungen geniigen, die aber im Regelfall
erfiillt sind; vgl. [Hairer]. Das Verfahren heifit explizit, wenn zur exakten Be-
rechnung die rechte Seite f der Differentialgleichung nur an endlich vielen
Stellen ausgewertet werden muss, im andern Fall heifit das Verfahren implizit.

Der Diskretisierungsfehler ist wie in (b) definiert, und das Verfahren heifit
konsistent (mit der Differentialgleichung), wenn fiir ein p > 1 und fiir alle
Losungen x € CPT10, T gilt

1
I'(x) := Supy<r<r- Supgci<r - ;”d(taﬂfﬁ)” < 0. (2.52)

Die maximal mogliche Zahl p in (2.52) heifit Ordnung des Verfahrens fiir die
gegebene Differentialgleichung und Ordnung allgemein, wenn das Verfahren
die Ordnung p fiir alle hinreichend glatten rechten Seiten f von (2.48) hat.
An der Aussage von Lemma 2.4 dndert sich nichts.

(c¢) Asymptotische Entwicklung, Extrapolation
Lemma 2.5. Wenn das Verfahren (2.51) die Ordnung p > 1 hat sowie
D(t, x(t),0) = f(t, (1)), grad, O(t,x(t),T) = grad, f(t, z(t)) + O(7)

gilt, und 0P /01 in einer Nullumgebung von T stetig ist in 7, dann gibt es eine
von 7 unabhéngige Fehlerfunktion r mit

y(t) = x(t) + r(t)™? + O(rPT), 7 -0 |.
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Beweis [Hairer], Bd. I, § 2.8.

Diese asymptotische Aussage hat zwei wichtige Konsequenzen, wenn wir das
Verfahren (2.51) einmal mit der Schrittweite 7 und dann noch einmal mit der
reduzierten Schrittweite g7, 0 < ¢ < 1, anwenden,

y(t,7) = ax(t) +rt)? + O(rPH),
y(t,q7) = 2(t) +r(t)(gr)? + O(TP ).

(1°) Die bewichtete Differenz

()= LA ZIET) ) 4 0t (259

liefert ein verbessertes Verfahren mit der Ordnung p+ 1 statt p mit vergleichs-
weise wenig Rechenaufwand.

Beispiel 2.8. Das Testproblem 2’ = Az hat die Losung x(t) = ke t. Wir
wéhlen z(0) = 1, A = 1, und wenden die Trapezregel an, einmal mit der
Schrittweite 7 = 1 und zum Vergleich zweimal mit der Schrittweite 7 = 0.5:

1405
h = 1 N ]. = =
v =105 3
N 14025 1+025 25  _
h=05:5(1) = — P05 D a7

T 1-025 1-025 9

Eine Anwendung der Mittelung (2.53) mit p = 2 und g = 1/2 ergibt praktisch
ohne zusétzlichen Rechenaufwand die Verbesserung

1/ 2 100 — 27
=1 (4. e 3> - = 2703708,

mit dem Fehler ¢ = 0.0145... .
(2°) Die einfache Differenz

y(t,7) —y(t,qr) = r(t)(qr)P(¢"? — 1) + O(P*1),

Vgr)P ~ y(t,7) —y(t,q7)

t
7( pE—

)

liefert eine gute Schéatzung fiir den globalen Diskretisierungsfehler. Mit einer
Diagonalmatrix D von Gewichten, mit Toleranzen und Sicherheitsfaktoren,
die in einer Konstante C' zusammengefasst werden kénnen, sowie weiteren
Sicherheitsschranken ergibt

Tneu = Talt * C- HD[y(qT) - y(t)wil/p

eine hervorragende Schrittweitensteuerung. Besonders giinstig ist die asym-
ptotische Situation bei eingebetteten Verfahren der Ordnung p, die gleichzeitig
eine Niherung z(t) der Ordnung p — 1 liefern,
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y(t) = x(t) +r(t)T? + O(7PH),
A(t) = z(t) + 7)1 + O(rP).

Die Differenz ergibt dann direkt eine Schéitzung fiir den Fehler von z(¢):
2(t) —y(t) = ()P~ + O(7P) ~ 2(t) — (t) .
(d) Runge-Kutta-Verfahren

Beispiel 2.9. Das explizite Verfahren von HEUN entsteht aus der impliziten
Trapezregel (2.50) durch die Substitution

fir1(Y1) = fi (i +7155)) o fi(ys) = flto +J7,y5) -

.
Trapezregel (p =2): Y11 =y;+ 5 (fj(yj) + fj+1(yj+1))

Verf. von HEUN (p = 2) : yj11 = y; + %(fj(yj) + fiv1(y; + Tfj(yj)))

Die Berechnung erfolgt in jedem Schritt nach dem Schema (t = to + j7)
T
Ra(t) = f(ty;), ka(t) = FE+ 7y +7h), g =y + 5 (ka(t) + ko (1))

Die Verallgemeinerung dieser Idee fithrt zu den mehrstufigen Verfahren oder
RUNGE-KUTTA-Verfahren.

Beispiel 2.10. Das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren ist ein vierstufiges
Verfahren mit der Ordnung p = 4, bei dem viermal die Funktion f in Zwi-
schenstufen ausgewertet und dann in einem Vorwértsschritt eine Linearkom-
bination der Ergebnisse gebildet wird; dieser letzte Schritt entsteht meistens
aus einer numerischen Integrationsformel (hier der KEPLERschen Fassregel):

Bit) = f(t.). ka(t) = (t+ 505 + S Ra(D)

ha(t) = f (t+ St Ba(t)) » ka(t) = f(t+ 7,35 + 7 ks (1)

Yi+1 = yj + T% (kl(t) + 2ka(t) + 2k3(t) + k4(t)) :

Das Beispiel zeigt, wie die Ordnung von Einschrittverfahren auf kunstvolle
Weise erh6ht werden kann, wenn mehrere Zwischenstufen eingefiihrt werden,
sogar Verfahren beliebig hoher Ordnung kénnen auf diese Weise konstruiert
werden (Verfahren von GRAGG-BULIRSCH-STOER).

Ein allgemeines r-stufiges Einschrittverfahren fiir ' = f(¢,z) € R" ist eine
Rechenvorschrift der Form
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ki(t) = f | t+ w7, y(t) +7'Zaijkj(t) ,i=1:r
g=1 (2.54)

ylt+7) =y(t) + 7> Biki(t)
=1

mit den Funktionswerten k;(t) := f(t + ~vi7,u;(t)) als unbekannten Grofen.
Fiir das Studium der Eigenschaften ist aber die nachfolgende Darstellung
glinstiger, dazu sei I die Einheitsmatrix,

A=) €R",b=[8], c=[v;], e =[1] alle in R", sowie
AxB  =|a;B]] KRONECKER-Produkt ,
U(t) = [u; ()], Hilfsvektoren, u;(t) € R™,
F(t,U®) = [ft+y7w(t))i eR™.
Die Rechenvorschrift (2.54) ist dann #dquivalent zu der Form mit Zwischen-
werten

Ut) =exy(t)+(AxI)F(tU(t) € R™"
yt+7)=y@t)+7(bx HDTF(t,U(t)) €eR®

Zum Beispiel ldsst sich das Verfahren von HEUN auch schreiben als

(2.55)

up =y;, uz =y; +7fi(u1), yir1 =y +7(f(ur) + fipi(uz)) .

Die HilfsgroBen u;(t) konnen als Naherungen von xz(t++;7) aufgefasst werden,
was aber nur fiir die Herleitung von Ordnungsbedingungen bedeutsam ist.

Eigenschaften und weitere Bezeichnungen:

(1°) Das Verfahren (2.55) heiBt explizit bzw. semi-implizit, wenn (nach einer
ev. Umnumerierung) die Matrix A eine streng untere bzw. eine untere
Dreiecksmatrix ist; in den anderen Féllen heifit das Verfahren implizit.

(2°) Im Regelfall liegen die Werte v'7 im Interval [0, 7], sind aber nicht im-
mer alle verschieden; vgl. Beispiel 2.10. Die Zwischenwerte u;(t) sind wie
gesagt Niherungen an den Zwischenstellen ¢ + v%7. Das System der Zwi-
schenstufen ist eindeutig l6sbar, wenn f LIPSCHITZ-beschrinkt und die
Schrittweite 7 hinreichend klein ist, bei expliziten Verfahren entfiillt die
zweite Bedingung.

(3°) Mit Hilfe der BUTCHER-Matrix [A|b|c] o.4. ldsst sich ein Verfahren (2.55)
in Kurzform beschreiben, z.B. gilt fiir das Beispiel 2.10 in optisch ange-
passter Schreibweise

0 0 0

0
RIS
/6

1/61/31/31/6|

o O O
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(4°) TIst W(t) die Losung von W (t) = e x z(t) + 7(A x I)F(t,W(t)), dann ist

x(t+7) — x(t)

d(t,z,7) = — (bx D)TF(t, W (1))

der Diskretisierungsfehler.
(5°) Ein Verfahren (2.54) hat die Ordnung p > 1, g.d.w. b'e = Zﬁ’ =1.
i=1

(6°) Tabelle der erreichbaren Ordnung p* von expliziten RUNGE-KUTTA-
Verfahren bei vorgegebener Stufenzahl r nach [Butcher]:

r1123456789|r>10
p* 1123445667 <r—2|

Daher nimmt das RUNGE-KuTTA-Verfahren der Ordnung p = 4 eine be-
sondere Stellung ein.

(e) Mehrstellenverfahren Die mehrmalige Auswertung der rechten Seite
f der Differentialgleichung bei mehrstufigen Verfahren kann sehr zeitraubend
sein. Die Ordnung des Verfahrens lisst sich aber auch erhéhen, wenn im Sinne
einer Extrapolation die bisher berechneten Werte y; , y;—1, ... beriicksichtigt
werden. Zum Beispiel ist ein bekanntes implizites Verfahren der Ordnung p =
2 mit sehr guten Stabilitdtseigenschaften durch die Vorschrift

3Yjvr — 4y +yj—1 =27 fj(yj+1), J=1,2,...,

gegeben. Allgemein haben Mehrstellenverfahren oder Mehrschrittverfahren
die Form

k k
Z aiijri =T Z 5ifj+i(yj+i> 5 j = 0, 1, ey (256)
i=0 i=0
mit o # 0 und |ag| + |Bo] # 0. Ist B = 0, so ist das Verfahren explizit im
andern Fall implizit. Die Funktion f muss hier in jedem Schritt nur einmal
ausgewertet werden, dagegen miissen die Startwerte yi,...,yr—1 durch ein
anderes Verfahren vorgegeben werden.

Eigenschaften und Bezeichnungen:
k

k
(1°) Mit den Polynomen o(¢) = Zozl(i, a(¢) = Zﬁi(f und dem Transla-
=0 i=0
tionsoperator E : y(t) — Ey(t) := y(t + 7), lésst sich (2.56) vereinfacht
schreiben als

o(E)y; =710(E)f;, j=0,1,... |. (2.57)

(2°) Einsetzen der Testgleichung =’ = Az ergibt mit n = 7A

m(E,n)y; == o(E)y; —no(E)y; =0, j=0,1,....
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Mit Hilfe des charakteristischen Polynoms w(E,n) ergibt sich sofort der
Diskretisierungsfehler des Verfahrens zu

Td(t,z,7) = o(E)x(t) — T (E)x'(t).

Ordnung und Konsistenz sind wie in (b) definiert. Im Gegensatz zu den
RUNGE-KUTTA-Verfahren lidsst sich aber bei Mehrstellenverfahren eine
vorgegebene Ordnung p leicht erreichen, wenn die Koeffizienten so abge-
glichen werden, dass die Approximation exakt ist fiir alle ,, Differentialglei-
chungen“ /(t) = t* ,k = 0 : p. Weitere Moglichkeiten zur Konstruktion
von Mehrschrittverfahren ergeben sich, wenn der Abgleich {iber Funktio-
nen e'’, sin(jt), cos(kt) oder eine gewisse Kombination aller dieser Grund-
funktionen erfolgt.

Lemma 2.6. Ein Mehrschrittverfahren (o, o) hat die Ordnung p > 1
g.d.w.

sm

k
0(1) =0 und Z(aizmﬂiiml> =0, m=1:p.

i=0

Insbesondere hat das Verfahren die Ordnung p > 1, wenn g(1) = 0 und
o(1)—o(1)=0.

Fiir den Diskretisierungsfehler ergibt sich in einfacher Weise

t+kT
Ird(t,z,7)|| < constTp/ 2+ (5)]] ds,
t

und dann durch Induktion eine Fehlerabschétzung mit der gleichen qua-
litativen Aussage wie in Lemma 2.4. Dazu muss aber das Polynom p die
Wurzelbedingung erfiillen:

Die Wurzeln von p sind betragsweise < 1,
und die Wurzeln vom Betrag Eins sind einfache Wurzeln.

Damit bei der Anwendung keine ,, Geisterlosungen® auftreten, sollte das
Mehrschrittverfahren stark stabil sein, d.h. das Polynom p hat genau eine
Wurzel ¢ vom Betrag Eins, ndmlich ¢ = 1, und diese ist einfache Wurzel
von g.

Zusammenfassung
mehrstufige Verfahren Mehrstellenverfahren
starten selbst starten nicht selbst
Rechenaufwand hoch Rechenaufwand nieder
Schrittweitensteuerung einfach Schrittweitensteuerung schwierig
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(g) Stabilitit

(gl) Die Differentialgleichung «'(t) = f(t,z(¢)) heit stabil, wenn die Diffe-
renz je zweier Losungen im ganzen t-Intervall beschréankt bleibt und asym-
ptotisch stabil, wenn die Differenz zusétzlich fiir ¢ — oo gegen Null geht, vgl.
§1.5(c). Die Instabilitéit der Differentialgleichung iibertriigt sich in jedem Fall
auf die numerische Approximation, trotzdem kann eine gute Schrittweiten-
steuerung hervorragende Ergebnisse liefern. Bei einer stabilen Differentialglei-
chung fallen iiber einen lingeren Zeitraum gesehen die Losungen betragswei-
se exponentiell ab oder sie bleiben wenigstens beschréinkt. Diese Eigenschaft
muss sich natiirlich auf die numerische Approximation vererben, was aber
nicht immer gewéhrleistet ist:

Beispiel 2.11. 2/ = Az, 2o = [1,0, -7, 2(t) = [2(t),y(t), 2(t)]T.

—21 19 —-20
A= 19 =21 20|, Eigenwerte : Ay = —2, Ag 3 = —40 £ 40¢.
40 —40 —40

Die Lésung
Lo 1 a0 .
x(t) 2¢ + 3¢ (cos 40t + sin 40¢),
X(t)
Loy 1 _so . 2
y(t) = —e ™ — 3¢ *(cos 40t + sin 40¢), Bl

2(t) = —e 1% (cos 40t — sin 40t).

verhélt sich ab ¢ = 0.1 wie die Losung von
2’ = Bz mit

Abb. 2.11. Bsp. 2.11, Loésung

Sy
I
oo
|
owno
coo

Wihrend das explizite EULER-Verfahren mit dieser Schrittweite vollig inak-
zeptabel ist, liefert die Trapezregel brauchbare Ergebnisse. Bei dem expliziten
Verfahren ist eine kleine Schrittweite unnétig bei groflem t, wéihrend eine
grofie Schrittweite die hochfrequenten (aber schnell abklingenden) Anteile der
Losung explosionsartig verstéarkt.
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+——10° x(t)

Abb. 2.12. Bsp. 2.11, EULER Abb. 2.13. Bsp. 2.11, Trapez-
explizit, 7 = 0.1 regel, 7 = 0.1

(g2) Zum Studium dieses Phénomens wenden wir das mehrstufige Verfahren
(2.55) auf die Testgleichung '(t) = Ax(t) an und erhalten mit n = 7

U(t) = ey(t) + TAAU(¢) U(t) = (I —nA)~tey(t)
y(t +7) = y(t) +TATU(t) ylt+71) = [1 +nbT (I — nA)_le} y(t).

Daraus ergibt sich fiir die Testgleichung die Iterationsvorschrift
yir1 = R(n)y;, R(n)=1+np"(I-nA)"te, R(oo):=1-b"A""e, (2.58)

(wobei R(oo) nur fiir regulire Koeflizientenmatrix A definiert ist). Aus der
CrAMERschen Regel folgt nach kurzer Rechnung die Stabilititsfunktion
(n) = det (I —nA+neb™)  P(n)
! det(I —nA) QMm)’

(2.59)

mit Polynomen P und @, und bei expliziten Verfahren ist Q(n) = 1. Die
Menge

S={necC, |Rom| <1}

in der komplexen n-Ebene heifit Stabilititsbereich des Einschrittverfahrens.
Betrachten wir nun das System z’(t) = Ax(t) mit einer diagonalisierbaren
Matrix A, A=UAU!,
(A Diagonalmatrix der Eigenwerte )\; von A), dann folgt fiir das Einschritt-
verfahren

Yjr1 = UR(r AU y; = UR(TA)U 'y

mit der Diagonalmatrix
R(tA) = diag(R(TA1),- .., R(TAn)) -

Es miissen also alle 7; := 7; im Stabilitdtsbereich S liegen, wenn jede Losung
wenigstens beschriankt bleiben soll. Dies ist die COURANT-FRIEDRICHS-LEVY-
Bedingung fiir die Schrittweite 7. Sie muss bei allen stabilen Problemen be-
achtet werden aber auch in vielen anderen Fillen; siehe z.B. § 9.7 (d).
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Beispiel 2.12. Fiir die Testgleichung 2’ = Az gilt mit n = h A

(A) EULER-Verfahren explizit (p =1): y;41 = (1 +n)y;,
(B) EULER-Verfahren implizit (p = 1): yj+1 = (1 —n) " ly;,
24
(C) Trapezregel (p = 2): Yj+1 = ﬁij
1

(D) Verfahren von HEUN (p = 2): Yjp1 = (1 +n+ 2772) Yj -

(A) (B) ©

IMn IMn ) IMn

! | . S
o8 S o8 os
Komplement
— Ren 1 Ren -1 Ren
o5 05 von S 05
4 4 B S

15 15 15

5 2 15 1 05 o 05 1 “os o 05 1 15 2 25 3 5 2 15 1 05 o 05 1

Abb. 2.14. Stabilitdtsbereiche fiir Beispiel 2.12 ohne (D)

Hat ein Verfahren vom Typ (2.55) die Ordnung p > 1, dann gilt einerseits fiir
den Diskretisierungsfehler 7d(t, z,7) = O(7P*!) und andererseits folgt fiir die
Testgleichung mit A = 1 und z(0) =1

y(r) = R(7)y(0) = R(7), =(r)=e€".
Subtraktion ergibt
rd(r,x,7) = 2(1) —y(7) = " — R(1) = O(7PT1).

Folglich gilt fiir jedes RUNGE-KUTTA-Verfahren der Ordnung p

2

_ n np p+1
R(?])—1+77+?++E+0(7) ),

und alle ezpliziten RUNGE-KUTTA-Verfahren mit haben die gleiche

P

Stabilitdtsfunktion R(n) = Zni/ih weil dann P(7) ein Polynom vom Grad
i=0

p ist nach (2.59). Wegen der Symmetrie zur reellen Achse ist in Abb. 2.15

jeweils nur die obere Hélfte des Stabilititsbereichs eingezeichnet.
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©
1
(]

©
1l
[6)]

Abb. 2.15. Stabilitdtsbereiche fiir explizite RKV mit p=r=1:6

(g3) Wenden wir die Testgleichung auf ein Mehrschrittverfahren (2.56) an, so
ergibt sich nach (2.57)

k k
m(Eny; =Y vmEy; =Y vmyj+i=0,j=0,1,...,
i=0 i=0
oder, mit Y; = [y, yj+1,---,Yj+k—1)7 € R¥ als Einschrittverfahren geschrie-
ben,
[ 0 1 0 0 0 1
0 01 . 0
Yipr =Fe(n)Y;, Fr(n) = 0 E 0
0 -0 0 1
L=y (mO0/vk(n) - .. ... —Y—1(n) /(1)

(2.60)
Die FROBENIUS-Matrix Fy(n) hat das charakteristische Polynom
det (AI — Fr(n)) = w(A,n), daher heifit sie auch Begleitmatrix zum Poly-
nom 7. Auflerdem besitzt sie zu jedem Eigenwert genau einen Eigenvektor.
Andererseits muss sie nach Satz 1.1 eine M-Matrix sein — vgl. § 1.1 (c4),
wenn alle Folgen (2.60) beschriankt bleiben sollen, daher ist der Begriff des
Stabilititsbereichs bei Mehrstellenverfahren etwas abzuéndern:

Definition 2.2. Es sei (0, o) ein Mehrschrittverfahren mit dem charakteri-
stischen Polynom w(¢,n) = 0(¢) — no(¢), und es sei 7(¢,00) = o(¢). Dann
besteht der Stabilititsbereich S € CU {00} aus der Menge aller Punkte 1, fiir
die gilt:

(1°) Alle Wurzeln (;(n) von w(C,n) erfillen |¢;(n
(2°) Alle Wurzeln ¢;(n) von w(¢,n) mit |(;(n)] =
sind einfache Wurzeln von w(¢,n).

<1
1 (unimodulare Wurzeln)
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(h) Steife Differentialsysteme Ein System /() = Axz(t) heifit steif, wenn
fiir alle Eigenwerte \; von A gilt

ReA; < 0und Max; | Re A;| > Min,; | Re )] .

Ein solches System entsteht z.B., wenn Massepunkte untereinander gleichzei-
tig durch sehr weiche und sehr harte Federn verbunden sind. Zwangsliufig
treten steife System bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen auf,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.13. Das Eigenwertproblem
y'(x) =Xy, y(0) =y(1) =0, (2.61)
hat die charakteristischen Paare
(A3, y;(2)) = (—5%a?, sin(jnz)), j € N.
Wird die zweite Ableitung diskretisiert vermoge
y"(jh) = h72 [y((G + Dh) = 2y(ih) + y(t, (7 = DA+ O(R?), h=1/(n+1),

dann entsteht das Eigenwertproblem AY = Y € R™,

=21 0 ...... 0 071 ¥ ] [ y(h) T
1 -2 1 ......... 0 : :
0 . .
AY =h72| @ T T o= |, (262)
0
0 1 -2 1 : :
L0 0 ...... 0 1 —2] | y(nh) | Ly(nh) |

mit den charakteristischen Paaren

~ _ . ihm . Jkm " .
(A, Y5) ( sin 5 sin | = - J n

Ausnahmsweise stimmen hier die Eigenvektoren des diskretisierten Problems
mit den Werten der Eigenfunktionen des analytischen Problems (2.61) an den
entsprechenden Stellen iiberein. Fiir die Eigenwerte gilt

~ ih
A2 = —h?4sin® (]2“) = —*m? + O(F*h*) = \; + 0(j*h?), j=1:n.

Fiir jedes feste j ist X? eine Approximation zweiter Ordnung des Eigenwerts
—4272 der Differentialgleichung, insbesondere wachsen die Eigenwerte von
(2.62) betragsméBig iiber jede Schranke, wenn die Schrittweite h gegen Null
geht.
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Diskretisieren wir nun das parabolische Anfangsrandwertproblem

ug(t, ) = uge(t,x), 0< <1, 0<¢,

u(t,0) =af(t), u(t,1) =b(t),u(0,2) = uo(z), uo(0) = a(0), uo(1) = b(0),
(2.63)

ebenso wie (2.61) in der Raumverinderlichen z, so ergibt sich das Anfangs-

wertproblem

U'(t) = AU(t) + B(t),
U(t) = [u(t,h),...,u(t,nh)]T, B(t) =h"2?a(t), 0,...,0, b(t)]T,

mit der Matrix A aus (2.62). Das Modellproblem (2.63) kann wenigstens fiir
a(t) = b(t) = 0 exakt gelost werden. Soll es mit einem numerischen Verfahren
gelost werden, so muss nach der COURANT-FRIEDRICHS-LEVY-Bedingung die
Schrittweite 7 so klein gewiihlt werden, dass der Punkt 7A2 ~ —47/h? noch
im Stabilitétbereich S liegt. Bei den impliziten Verfahren (B) und (C) entfillt
dagegen diese Schrittweitenbeschrankung, weil die ganze negative Halbgerade
zu S gehort. Aus diesem Grund werden Formkriterien fiir den Stabilitétsbe-
reich eingefiihrt: Ein Verfahren heifit

A-stabil <~ {neC,Ren<0}CS

A(a)-stabil <= {neC, n#0, |t —Argn|<a}=8,CS

A(0)-stabil <= T a > 0: Verfahren A(«)-stabil

Ap-stabil <= (—o00,0]CS

L-stabil <= Verfahren A-stabil und limge,——occ R(1) =0
oder A-stabil und R(co) = 0 bei Existenz .

(2.64)

(R Stabilitétsfunktion); s. auch [Hairer] II, p. 45, Prop. 3.8 und p. 269.

Wegen der Darstellung (2.59) fiir die Stabilitédtsfunktion kann ein explizites
RUNGE-KUTTA-Verfahren niemals eine der in (2.64) genannten Eigenschaften
haben, das gleiche ldsst sich auch fiir explizite Mehrschrittverfahren einfach
nachpriifen. Man erkennt das Dilemma: Bei expliziten Verfahren und muss im
Beispiel 2.13 die Schrittweite 7 in ¢-Richtung proportional zum Quadrat der
Schrittweite h in xz-Richtung gewihlt werden. Bei impliziten Verfahren ver-
groBert sich dagegen der Rechenaufwand erheblich. Im Ubrigen haben nicht
alle impliziten Verfahren automatisch eine der Eigenschaften (2.64). Im Einzel-
fall 1dsst sich dies am besten durch Plotten des Stabilitéitsbereichs nachpriifen.

Regel:

Fiir Anfangswertprobleme mit instabiler Differentialgleichung nur ex-
plizite Verfahren mit Schrittweitensteuerung verwenden!
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(i) Weitere Beispiele Wir beschreiben kurz einige Verfahren aus der
MATLAB® ODE Suite.

(1°) MATLAB® ode45.m Eingebettetes explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren
nach DORMAND & PRINCE; vgl. [Dormand]:

N
_b B
T0 0 0 0 0 0 0 1
1/5 0 0 0 0 0 0
3/40 9/40 0 0 0 0 0
44/45 —56/15 32/9 0 0 0 0
19372/6561 —25360/2187 64448 /6561 —212/729 0 0 0
9017/3168  —355/33  46732/5247 49/176  —5103/18656 0 0
35/384 0 500/1113 125/129 —2187/6784  11/84 0
35/384 0 500/1113 125/120 —2187/6784  11/84 0
| 5179/57600 0 7571/16695 393/640 —92097,/339200 187/2100 1/40 |

c=1[0,1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1]

Verwendet man die zweitletzte Zeile fiir b, ergibt sich ein Verfahren der Ord-

nung p = 5 und mit der letzten Zeile ein Verfahren der Ordnung p = 4. Das
sechsstufige Verfahren hat die Ordnung p = 5, die siebte Stufe wird nur zur
Fehlerschétzung verwendet. Der Stabilitdtsbereich ist der Gleiche wie bei ei-
nem expliziten sechsstufigen RUNGE-KUTTA-Verfahren der Ordnung p = 6;
vgl. Abb. 2.15.

(2°) ROSENBROCK-Verfahren sind vielleicht nicht die ultima ratio aber doch
das Ergebnis einer langen Reihe von Uberlegungen zur Effizienz von Ver-
fahren fiir steife Systeme. Die sich widersprechenden Forderungen an eine
hohe Ordnung, geringen Rechenaufwand und beste Stabilitdtseigenschaften
wie L-Stabilitét, vgl. (2.64), haben schliefilich zu einem Kompromiss gefiihrt.
Ausgangspunkt ist ein RUNGE-KUTTA-Verfahren, bei dem die Koeffizienten-
matrix eine untere Dreiecksmatrix ist (diagonal implizite Verfahren). Wenn
wir uns zunéchst auf eine autonomes System ' (t) = f(x(t)) beschrénken, hat
es nach (2.54) die Form

ki(t) = +TZalj t)+ Tagk(t) ] ,i=1:r,

y(t+7) =y(t *TZ@ i

Die Gleichungen werden nun linearisiert, z.B. konnen die die Funktionswerte
k;(t) durch

i—1
ki(t) = f(gi(t)) + grad f(gi(t))aski(t), gi(t) =y(t)+7 Z aizk;(t)
j=1
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ersetzt werden. Nach einem Vorschlag von [Calahan] werden zusétzlich die
r Matrizen grad f(g;(t)) durch eine einzige Matrix J := grad f(y(t)) ersetzt,
was den Rechenaufwand pro Iterationsschritt noch einmal erheblich reduziert.
Bei den ROSENBROCK-Verfahren wird dann die Kombination

k(0 = 1 50+ X ek 1) ) +7 Y k0
yt+7)=y@)+7 Z Biki(t)
i=1

gewdhlt, um eine groflere Freiheit in der Wahl der Koeffizienten zu erreichen.
Das MATLAB®-Programm ode23s.m von [Shampine82] ist von diesem Typ,
dabei wird die letzte Auswertung von f im vorhergehenden Schritt als erste
Auswertung im neuen Schritt verwendet:

Wkl = f() + TdT

fo= 1 (14 grato) + 57
Wko = f1 — k1 +Wky
y(t+71) = y(t) + 7ko
fa=ft+7ylt+7))
Wks = fo —e(ka — f1) — 2 (k1 — fo)

Gt +7) = ylt+7) + & (k1 = 2k + o)

d=1/2+V2), e=6+V2,

T= 2 f(ty(t), J=grad f(ty(t)), W =1—hd].

ot
Das zweistufige Verfahren hat die Ordnung p = 2, der Wert y(¢t + 7) wird nur
zur Fehlerschétzung verwendet. Einsetzen der Testgleichung a'(t) = Ax(t)

ergibt mit n = 7\ wieder die Iterationsvorschrift

1+ (1 —2d)y+ (d* —2d+1/2)1?
N 1 — 2dn + d?n? ’

Ynt1 = R(N)yn, R(n)
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Komplement

von S

3 o 2 4 6 B 0 12 4

Abb. 2.16. Stabilitidtsbereich des Rosenbrock-Verfahrens

(3°) MATLAB® ode113.m Pridiktor-Korrektor-Verfahren
Es seien die Rickwdirtsdifferenzen definiert durch

VOf(t) = f(t), V() = ft) - flt—1),
V2f(t) = V(Vf(t) = f(t) = 2f(t — 1) + f(t — 27), etc.,
und es sei pi(z; f) ein Interpolationspolynom vom Grad k mit der Interpola-

tionseigenschaft
pe(G+)7) = f((G+i)7), 1=0:k,

wobei zunéchst j € Ny fest gegeben ist. Dann lésst sich dieses Polynom in der
NEWTON-GREGORY-Form schreiben als

k

nirsmn =3 (TG, (7)1 =1 e

i=0
(3.1°) Durch Integration von (2.65) iiber das s-Intervall (—1, 0),

0

0
Tjtk — Tjth—1 :7'/_1 f((j+k+s)7,a:(t))ds27'/1pk((j+k:+s)7';f) ds,

entstehen die impliziten ADAMS-Verfahren mit & Stellen und der Ornung k+1:

k

Yirk — Yjrh1 =T Y %V fituWirn), 5=0,1,...,
=0

e §+z‘1)
[

(3.2°) Durch Integration iiber das s-Intervall (0, 1) entstehen aus

1 1
Tkl — Tk =T / F(G 4kt )7 a(t)) ds = 7 / peoa((G+ K +8)7; ) ds,
0
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die expliziten ADAMS-Verfahren mit k£ Stellen und der Ordnung k :
k—1

Uitk = Yirk-1 =T Y%V fier-1(en-1), 5=0,1,...,
=0

. ! §+z‘1>
. de.
Vi /O ( ; 3

Die Koeffizienten ~; und v, héngen nicht von der Stellenzahl k£ ab und lassen
sich rekursiv berechnen.

(3.3°) Zusammen ergeben beide beide Verfahren ein Pradiktor-Korrektor-
Verfahren fiir nichtsteife Differentialgleichungen:

Im Pridiktorschritt wird einmal ein explizites Verfahren (3.2°) der Ordnung
k angewendet. Im Korrektorschritt wird mit dem impliziten Verfahren (3.1°)
der Ordnung k + 1 iteriert, wobei aber ein Iterationsschritt fiir die Ordnung
k des kombinierten Verfahrens geniigt.

Tabelle 2.4. Explizite Adams-Verfahren und implizite Adams-Verfahren

k|l Bo B B2 B3 Bs Bs|| Bo B1 Be B3 Bs Ps
1 1
1 1 3 3
o _1 3 1 8 5
2 2 12 12 12
3 5 _16 23 1 5 19 9
12 2 12 21 24 24 21
4 9 37 _ 59 55 _ 19 106 _ 264 646 251
21 21 21 21 720 720 720 720 720
5| 251 1274 2616 2774 1901 27 173 482 _ 798 1427 475
720 ~ 720 720 720 720 T440 1440 1440 1440 1440 1440
Gl_ 475 2877 7208 9982 _ 7993 4277
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Abb. 2.17. Stabilitdtsbereiche expliziter und impliziter ADAMS-Verfahren

(4°) Riickwirtsdifferenzenverfahren (dhnliche Verfahren werden in odes15s.m

verwendet). Wegen
d (s+i—1 0 firi=0
ds < i )

1
s=0 fﬁ.lI‘Z.EN
(3
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folgt aus (2.65) durch Ableiten nach s

fI((G+k)r) ~

\HP—‘

s p((F+ k) f) =

~.

|
Z* (G +k)7).

In dieser Gleichung ist die rechte Seite gegeben und die linke gesucht. Fiir die
Umkehrung schreiben wir y(t) = F(¢) statt f(¢) sowie f(¢t) = F'(t) statt f'(¢)
und erhalten

E
;_n

T Fitk(Yitr) Z; Yitk

Hieraus entstehen die impliziten Riickwértsdifferenzenverfahren

k

> i = mBefik(Wien), G =0,1,...,
=0

mit &k Stellen und der Ordnung k (Tab. 2.5).

Abb. 2.18. Stabilititsbereiche der Riickwirtsdifferenzenverfahren

In Abb. 2.18 besteht die obere Hélfte des Stabilititsbereichs jeweils aus dem
Auflengebiet der eingezeichneten Kurven und den Kurven selbst, es gilt also
stets oo € int(S). Fiir k& > 6 erfiillen diese Verfahren nicht mehr das Wurzel-
kriterium.

Tabelle 2.5. Riickwirtsdifferenzenverfahren

ElBrlag a1 o a3 a4 o5 ag

/-1 1
211 4 3
6| -2 9 -18 11

12} 3-16 36 -48 25
60|-12 75-200 300 -300 137
60| 10 -72 225 -400 450 -360 147

S U W N
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(j) Voll implizite Runge-Kutta-Verfahren haben in jiingerer Zeit wieder
grofleres Interesse gefunden im Zusammenhang mit der Losung differential-
algebraischer Gleichungen, die bei vielen technischen und mechanischen Pro-
blemen auftreten. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind mehrheitlich schon
seit den Arbeiten von BUTCHER bekannt, die nachfolgende algebraisierte Form
ist aber vermutlich [Crouzeix75] und [Crouzeix80] zu verdanken. Fiir ausfiihr-
liche Beweise siehe SUPPLEMENT\chap02b.

Aus Darstellungsgriinden fithren wir fiir diesen Abschnitt die folgende Be-
zeichnung ein:

Eine numerische Quadraturformel hat die Ordnung p, wenn sie den
Genauigkeitsgrad p — 1 hat, d.h. wenn sie exakt ist fiir alle Polynome
mit p Koeffizienten; vgl. § 2.3(a).

Wird ein r-stufiges RUNGE-KUTTA-Verfahren (RKV) der Ordnung p mit der
BUTCHER-Matrix (A, b, ¢) auf die triviale Differentialgleichung «'(t) = f(t)
angewendet, dann entspricht die duflere Gleichung — auch Kellerzeile genannt,
némlich die Gleichung

a(t+7) - alt) = /+ FEydt =3 Bof(t 4 4im) + O
i=1
fir t =0, 7 = 1 einer numerischen Quadraturformel
/ 0 d~ S 56 (2.66)
i=1
Werden hier die Monome f(t) = t*~! eingesetzt, so zeigt sich auf Grund der

Linearitét, dass diese Formel die Ordnung ¢ hat, g.d.w.

- 1
2: k—1

7Y :—7]{:]_: .
i:lﬁ,yz k ¢

Ebenso lassen sich den inneren Gleichungen eines RKV Quadraturformeln
zuordnen geméif

Vi T
fydt~> airf(w), i=1:7.
0 i=1
und sie haben die Ordnung o, wenn
~ k1Ll
Zaij%' :%Viazzl:rvk:119~ (2.67)
j=1

Bei einem RKV der Ordnung ¢ muss die duflere Gleichung notwendigerweise
die Ordnung ¢ haben. Die grifite gemeinsame Ordnung der Formeln (2.67)
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heifit innere Ordnung des RKV. Damit hat ein ezplizites RKV die innere
Ordnung ¢ = 1, weil die erste Gleichung den Grad Null hat.

Die Bedingungen fiir die Koeffizienten voll impliziter r-stufiger RKV der Ord-
nung p lassen sich in erstaunlich einfacher Weise beschreiben. Dazu bedarf
es aber einer Zusatzbedingung, die fiir beliebige stetige Funktionen f durch
partielle Integration gewonnen wird:

/01 o /(f fls)dsdz = ,1/01(1 —a¥) f(x) dx. (2.68)

Wird das dufere Integral der linken Seite durch die duflere Gleichung und die
inneren Integrale durch die entsprechenden inneren Gleichungen eines RKV
approximiert, so ergibt sich insgesamt fiir die linke Seite

1 x T Vi T T
/ zk=1 / f(s)dsdz ~ Zﬁi'yf_l / f(s)ds =~ Zﬁpyf_l Zakjf(yj) .
0 0 i=1 0 i=1 j=1
Approximieren wir dagegen die rechte Seite von (2.68) durch die duBlere Glei-

chung des RKV, so ergibt sich

1t 1 o
A SUCES DLV

Wir fordern nun, dass beide Approximationen gleich sind, wenn wir fiir f
nacheinander die LAGRANGE Polynome ¢; € II,_1 mit ¢;(v,;) = &%, i =

1,...,7, einsetzen. Dann erhalten wir als Ergebnis die gewiinschte zusétzliche
Bedingung
a 1
Zﬁﬂfflaz‘j:%ﬁj(l—'ﬁ),jzl:r,k:zl:g. (2.69)
i=1

Zur Formalisierung der Ordnungsbedingungen definieren wir nun die folgen-
den vier Eigenschaften eines RKV:

P

(0) : <= das Verfahren hat mindestens die Ordnung o
(0) : <= die duBlere Gleichung hat mindestens die Ordnung o
(0) : <= das Verfahren hat mindestens die innere Ordnung o

(0) : <= (2.69) gilt fiir k=1,...,p0

o)

. (2.70)

Y O

Ferner seien

b:[ﬂlvﬁ% "'7ﬂT]T€RT7C:[Fyl7’yQa "'77T}T€Rr7 C:dlag(c),
e=[1,..., 1T eR", 2o =11,1/2,...,1/gT € Re.
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Dann sind die Eigenschaften (2.70) nach (2.66), (2.67) und (2.69) gleichbe-
deutend mit

A(p) <= RKV hat Ordnung o

1
B(o) <= ch’Hezg, k=1:p
MR Y o (2.71)
Clp) <= AC e—kC e, k=1:9

1
D(g) «— bvrCcr1a= %(bT —bTC*), k=1:9

Satz 2.15. (BUTCHER, CROUZEIX, EHLE) Wenn alle Stitzabszissen v; ver-
schieden sind, gilt

(1°) B(o) AC(§) AND(n) = A(Min{e, 26 =2, {+n+1}),
(2°) B(o) NC(r) = D(e—r),
(3°) B(o) AD(r) = C(o—r), wenn alle Gewichte 3; ungleich Null sind.

Wenn also alle Abszissen 7; verschieden sind und das RKV die Eigenschaft
B(p) hat, dann bestimmt C(r) oder D(r) eindeutig die entscheidende Eigen-
schaft A(p). Zur weiteren Algebraisierung V' = [/ ']} ;_; die VANDERMON-
DEsche Matrix), . Dann kénnen wir an Stelle von (2.71) in Matrix-Vektor-Form
schreiben

B(o) — VgTb =2z,
Clo) <= AV, =diag(c)V,diag(z,) =: W, e R", |. (2.72)
D(o) <= V. diag(b)A = (ze” — W) diag(b)

Die Koeffizientenmatrix A eines RKV ist daher eindeutig bestimmt durch
C(r), wenn alle ~; verschieden sind, und sie ist eindeutig bestimmt durch
D(r), wenn alle Gewichte 3; ungleich Null sind.

Folgerung 2.2. Gauss-Verfahren. Die maximale Ordnung der duferen Glei-
chung, also der Quadraturformel (2.66) ist p = 2r bei r Stiitzstellen nach
§2.3(c). Sie wird erreicht, wenn man die Nullstellen v;, i = 1 : n, von
pin(x) in (2.38) wihlt. Fir o = 2r sind aber C(r) und D(r) nach Satz
2.15(2°) und (3°) dquivalent. Unter der angegebenen Voraussetzung folgt dann
aus (1°)
B(2r) A (C(r) v D(r)) — A(2r).
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Folgerung 2.3. BUTCHER- Verfahren. Wenn ¢ > r ist und alle ~; verschieden
sind, dann folgt Satz 2.15 (1°) und (2°)

B(o) ANC(r) = A(p), p=Min{p,2r +2,r+o—r+1} =p.

Bei festem Abszissenvektor ¢ erhdilt man die BUTCHER- Verfahren der Ordnung
0 nach (2.72) aus
(A,b, c) = (WVfT,Vflz,c) .

Folgerung 2.4. EHLE- Verfahren. Wenn o > 2r — 2 ist, alle ; verschieden
und alle B; ungleich Null sind, folgt aus Satz 2.15 (1°) und (3°)

B(o) AD(r) = Alp) ,
p=Min{o,2(0—71)+2,0—r+r+1} =Min{o,2(0 —7) + 2} = 0.

Bei festem Abszissenvektor ¢ erhdilt man die EHLE-Verfahren der Ordnung
0> 2r —2 nach (2.72) aus

(A,b,c) = (B"'V ' (ze" —=WTB,V'Z,c).

Fiir die Komponenten des Abszissenvektors ¢ werden die Wurzeln der Poly-
nome in (2.38) gewihlt:

GAuss-Verfahren: 0 = 2r, p1,r(x) [:E
Verfahren vom Typ I: o =2r — 1, zps ,_1(x) [xr —x)"” 1](r 2
Verfahren vom Typ II: o =2r —1, (1 — x)ps,—1 [xr I T](T 2
Verfahren vom Typ IIT: p = 2r — 2, (1 — 2)ps,—2 = [aﬁT 1 —z)! (r=2)
(2.73)
Das Ergebnis ist in der folgenden Tabelle zusammengefasst:
Tabelle 2.6.

Typ Bedg. an v; Ordnung BUTCHER EHLE CHIPMAN
GAUSS (2.73)(1°) 2 4= @4 —
RaADAU I B/A (2.73)(2°) 2r—1 ® e
RADAU IT A/B (2.73)(3°) 2r—1 @b ® —
LosaTTO III A/B/C| (2.73)(4°) 2r —2 4 et Af

Die CHIPMAN-Verfahren haben die Eigenschaft C(r) und Ae; = fier, e; =
[61k]%_, woraus die Koeffizientenmatrix A vollstéindig berechnet werden kann.
A-stabile Verfahren sind mit ®? bezeichnet, L-stabile Verfahren mit dem
zusétzlichen Index L.
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Beispiel 2.14. Bei den Verfahren Radau IT A ist «,, = 1, daher stimmen
die Kellerzeile und die letzte Zeile von A miteinander {iberein, was bei der
Anwendung auf differential-algebraische Probleme vorteilhaft ist. Das 3-stufige
Verfahren der Ordnung p = 5 ist A-stabil und L-stabil, seine Daten sind in
der folgenden BUTCHER-Matrix angegeben:

88—7v6  296—169v6 —243v6 |4—6
360 1800 225 10
Ale 2964+169v6  88+7v6  —2—3v6 |4+V6
1800 360 225 10
b 16—6 16+/6 1 1
36 36 9
16—/6 16+/6 1
i 36 36 9 ]

Literatur: [Hairer], [Shampine97].

2.5 Randwertprobleme

Gesucht ist eine Losung « : [0, 1] — R™ des Randwertproblems
'(t) = f(t,z(t), 0<t <1, g(z(0), z(1)) =0 € R", (2.74)

wobei wir uns aus optischen Griinden und auch wegen der Implementierung
auf das Einheitsintervall beschrianken. Bei einem anderen Definitionsintervall
muss umskaliert werden: Fiir ein Problem

u'(s) = h(s,u(s)), 0<s<T, gu(0), u(T)) =0€R".
ergibt die Substitution s =T't
2 (t)=Th(Ttz(t)), 0<t<1, g(z(0), z(1)) =0 R".
(a) Das lineare Problem hat die Form
2 (t) = At)x(t) + c(t), 0 <t <1, Rox(0) + Riz(1)) =d € R™  (2.75)

Der Einfachheit halber wéhlen wir eine dquidistante Unterteilung des Defini-
tionsintervalls,

0:t1<t2<...<tm<tm+1:1,tj:(j—l)’r,’r:]./m,

beginnend mit dem Index j = 1, um die Kompatibilitit mit der MATLAB®-
Indizierung zu wahren. Hat die numerische Approzimation der Differential-
gleichung auf dem einzelnen t-Intervall [¢;, t;41] die Form
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Piyi + Qjyj+1 =15

dann ergibt sich ein lineares Gleichungssystem

_Pl Ql 0 ... 0 0 Y1 r1
0 P,Q -~ 0 :
Lny:=| =~ = | =R @7
L : :
0 '.' '.. '..PQO E Tm
_Ro 0 - - .- 0 R1_ | Y1 | _d_

fiir die gesuchten Werte y;, dessen Matrix regulér sein muss.
Beispiel 2.15. (1°) Trapezregel

T T
Vit =Y T g [Ajr1yi+1 + Ajy] = 3 (cj+1+¢)

T T T
Pyp=-I-34;, Q;=1~- g4, 1= 5 (¢ + ).

(2°) Boxzschema

.
Yir = Y5 = 5 Ajr1/2 Wi +95) = T ¢y,

T T
Pj = —I— §Aj+1/2, Qj = I— §Aj+1/27 ’I“j = TCj+1/2, T = 1/m
(3°) Mehrzielverfahren
(3.1°) Lose fiir j = 1,...,m das inhomogene Problem mit homogener An-
fangsbedingung

a'(t) = A(t)x(t) +c(t), t; <t <tji1, y(t;) =0;

die Losung an der Stelle ¢, sei r;.
(3.2°) Lose fir j = 1,...,m die n homogenen Anfangswertprobleme mit in-
homogenen Anfangsbedingungen

X'(t)=A(t)X(t), t; <t <tjs1, X(t;) = I (Einheitsmatrix);

die Losung an der Stelle ¢;; sei die Matrix V;. Dann gilt

Y1 =1 +Viy; = yjp1 —Viy; =r;, = | Pj=-V;, Q;=1]|.
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(b) Im nichtlinearen Fall wird auf die gleiche Weise ein nichtlineares Glei-
chungssystem aufgestellt und mit dem NEWTON-Verfahren gelost. Wir be-
schrinken uns auf das Mehrzielverfahren und verwenden das Flussintegral
&(t;tg, xo) aus Abschnitt 1.6. Die numerische Losung sei wieder mit y be-
zeichnet.

Mehrzielverfahren:
(1°) Wéhle eine moderate Anzahl m von SchieSpunkten im Intervall [0, 1],

[(tlayl)a ceey (tmaym)] , Yj € Rna t1 =0, tmt1 = 1.
(2°) Berechne
tj+1
Sﬁ(tj-ﬁ-l;tjayj) = y]+/ f(t,l‘(t))dt, jzl:ma
tj

durch Loésung der Anfangswertprobleme
a'(t) = f(tx(t) t; <t <tjp, a(t;) =y;. (2.77)
(3°) Lose das Gleichungssystem

Yjir1 — P(tiy15ty,y;) =0, j=1:m, g(y1,Yms1) =0, (2.78)

mit dem NEWTON-Verfahren. Das nichtlineare Gleichungssystem (2.78) hat
die Form

F(Y) =0 e R™™*  mit dem Knotenvektor Y = [y1,...,yms+1)" . (2.79)

Soll dieses System mit dem NEWTON-Verfahren gelost werden, so muss
grad F(Y) berechnet werden, wozu der Gradienten von @ an den Stellen
(tj,y;) bendtigt wird,

ti+1
grad, ®(tj11:t;,v) =1+ / grad f(t, x(t)) grad, ®(t;t;,v)dt.  (2.80)
t
Das Vektorfeld zu diesem matrixwertigen Flussintegral ist
W (t) = grad f(t, ()W (1), W(t) € R",,

und die Anfangsbedingung fiir (2.80) ist W (¢;) = I. Es sind also im Intervall
[tj,tj41] die n Anfangswertprobleme

w,(t) = grad, f(t,z(t)wr(t) € R™, t; <t <tjy1, wp(tj) =ex, k=1:n,
(2.81)
zu 16sen, wobei z(t) die Rolle eines Parameters spielt und e;, € R™ der k-te
Einheitsvektor ist.
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Entscheidend fiir das Mehrzielverfahren ist die simultane Losung der n +
1 Anfangswertprobleme (2.77) und (2.80) in jedem Intervall [¢;, ¢;41]. Die
Matrix grad F(Y) hat dann die gleiche Form wie die Matrix L(7) in (2.76)
mit

Pj = —grad, ®(tj115t5,y;), Qj=1|.

Das Verfahren entfaltet seine volle Kraft erst, wenn die Schiepunktabszissen
t; geeignet gewéhlt werden, was man aber dem Computer iiberlassen kann.
Auflerdem muss das NEWTON-Verfahren durch eine geeignete Schrittweiten-
steuerung globalisiert werden. Die Startwerte konnen nicht beliebig sein, in
einfachen Féllen geniigt aber eine lineare Funktion, die die Randbedingungen
erfiillt.

(c) Randwertprobleme mit Parameter Gesucht ist ein Element aus der
Losungsschar x(-,a) : [0, 1] — R™ des Randwertproblems

' (t;a) = f(t, z(t;a);a), 0<t <1, g(x(0;a), z(1;a);a) =0 € R™, (2.82)

wobei der reelle Parameter a in einem gewissen Intervall frei variieren darf.
Weil das Problem nun einen zusétzliche Freiheitsgrad hat, héngt die nume-
rische Losung von der gewidhlten Anfangsnaherung fiir z und a ab, von der
man eine ziemlich genaue Vorstellung haben muss.

t

D(t;t0, z0,a) =z0+ | f(t,z(t;a);a)dt
t
’ tj+1
D(tjt15ts,y5(a),a) = y;j(a) +/ f(t,z(t;a);a)dt
tj

das zu (2.82) gehorende Flussintegral. Zur Losung des Gleichungssystems
(2.79), also jetzt

F(V)=0e RO+ vV — [, .. ymi1;a]” Knotenvektor, (2.83)

mit dem NEWTON-Verfahren benttigt man zusétzlich die Ableitung

0 0 ti+1 9
H; = %Q(tﬁl;tj,yj(a)aa) = %yj(a) + /t %f(t,x(t;a);a) ds

ti+1 b
+ / grad,, f(t,z(t;a);a)=—x(t;a) dt .
¢ oa

Es ist also im Intervall [¢;, t;41] zusétzlich das Anfangswertproblem

W) = s Tt altsa)ia) + grad, f(t2(t:a);a)uys)

0i(t)) = 2-)(a) € B, wi(t) =0,

(2.84)
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zu l6sen. Wichtig ist auch hier, dass im Mehrzielverfahren alle n + 2 Anfangs-
wertprobleme (2.77), (2.81) und (2.84) simultan gelost werden. Man beachte,
dass wahrend der ganzen Iteration neben der numerischen Approximation V'
auch die Ableitungen v, ;, j = 1 : m + 1, berechnet werden, nur dann sind
befriedigende Resultate zu verzeichnen.

Die JacoBI-Matrix grad F (V') ist nun eine (m-n, m-n+ 1)-Matrix der Block-
form

P Q.0 ...0 0 H ]
0 P,Q - -0 H
I : (2.85)
L0 Ho
[ Jzo O -vc - 0 gz, Ya i

deswegen wird im GAUSS-NEWTON-Verfahren die MOORE-PENROSE-Inverse
[grad F(V)]T verwendet, vgl. Abschnitt 1.1(g). In jedem GAUSS-NEWTON-
Schritt ist ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem

[grad F(V})](Vit1 = Vj) = —F(V})

zu 16sen, wozu der Algorithmus aus § 1.1(h3) verwendet werden kann. Damit
das Verfahren nicht gegen die triviale Losung konvergiert, muss eine gute
Anfangsnidherung V; vorliegen. Bei einfacheren Problemen kann auch das Box-
Schema entsprechend modifiziert werden.

Beispiel 2.16. [Stoer]

no 0)=0, z1(1) =1

zh = 5sinh(5zy) T = = 2
Als Starttrajektorie wird die gerade Verbindung der Punkte (0, 1(0)) und
(1,z1(1)) gewihlt. Es gilt aber lims_j 326, 21(t) = oo, daher muss die
zunéchst dquidistante Anfangsunterteilung des Intervalls [0, 1] dem Problem
angepasst werden.
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) 2l bound
of x2(t)
’ ) ‘
I
t shooting points t
Abb. 2.19. Beispiel 2.16 Abb. 2.20. Beispiel 2.16, Anpassung

2.6 Periodische Probleme

(a) Probleme mit bekannter Periode Gesucht ist eine T-periodische
Losung = : R — R™ des Randwertproblems

2(t) = f(t,z(t)), 0<t < T, 2(0) = «(T) € R". (2.86)

Hier ist mit z(t) immer auch z(t + o), a € R, eine T-periodische Lésung,
fiir die Eindeutigkeit ist daher eine Phasenbedingung notwendig, aber trotz-
dem bleibt das Problem numerisch instabil. Mégliche Phasenbedingungen sind
etwa

(1°)  p(x(0)) =2 —n=0, n#0;
(2°)  p(x(0) := fe(2(0)) =0 = 23,(0) = 0.
Damit ergeben sich aber n + 1 Randbedingungen fiir n unbekannte Funktio-

nen. Wenn ein Punkt auf dem Orbit bekannt ist, lassen sich befriedigende
Ergebnisse auch mit einem guten Loser fiir Anfangswertprobleme erzielen.

(b) Probleme mit unbekannter Periode Wenn die Periode 7' unbekannt
ist, dann empfiehlt sich eine Transformation auf ein parameterabhéngiges Pro-
blem mit bekannter Periode, z.B. hat die Lésung = von

#(s) =T f(Ts,(s)), 7(0) = 7(1) (2.87)

die Periode Eins in s und x(t) = Z(t/T) ist eine Losung von (2.86) mit der
Periode T. Die weitere Behandlung des Problems verlduft wie in Abschnitt
2.5(c) fur parameterabhéngige Probleme. Wegen der Randbedingung in (2.87)
und dem in § 2.5(a) beschriebenen Sachverhalt ldsst sich das relativ einfache
Boxschema hier nicht anwenden. In den nachfolgenden Beispielen wird das
Mehrzielverfahren mit fester Intervallunterteilung verwendet. Als Starttrajek-
torie dient die Losung eines Anfangswertproblems mit geschdtztem Startwert.
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Beispiel 2.17. Nervenmembranmodell [Deuflhard84]

1
U = 3(ug +ug — gu? +A)

1
Uy = —g(ul — 0.7+ OSUQ)

Umwandlung in ein parameterabhéngiges Problem mit Periode T'=1:

1
x) =3T(x2 + 21 — gx:{’ + )

T
xh = fg(acl —0.740.823) .
Das Anfangswertproblem (2.84) hat die Form

1
v] =3(x2+ 21 — gfﬂ? +A) + 3T(1 — 23)vy + 3Tvy
0.8T

1
vh = —g(xl —0.740.823) — 30 3

Testproblem : A = —1, Startwerte (2,29, 7°) = (3,1.5,12).

Vo .

Beispiel 2.18. Wirmeleitproblem [Deuflhard84]
1'1,1 = —U(u1 — UQ)
ug = u1(7’ — U3) — U9
ﬂg = U1Ug — bU3 .
Umwandlung in ein parameterabhéngiges Problem mit Periode T' = 1:
) = —oT(x1 — x2)

1
ahy =Tz (r — x3) — x2)
ah =T (z1x9 —bas) .
Das Anfangswertproblem (2.84) hat die Form

v) = —o(z1 — x2) — 0T (v1 + v2)
vh=ax1(r—a3) —xy  + T[(r —x3)vy — v — 2103
vt = 2129 — bxg + xovy + T(x103 — bug).

Testproblem : ¢ = 16, b = 4, r = 153.083. Startwerte (29,29,29%,T%) =
(0, —28, 140, 0.95).

Beispiel 2.19. ARENSTORF-Orbits [Arenstorf] Beim entarteten Dreikérper-
problem sind drei Kérper (Erde, Mond, Satellit) mit den Massen m;, mg und
mg = 0 gegeben, sowie die folgenden Vereinfachungen:

(1°) Erde, Mond und Satellit bewegen sich in einer Ebene.
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(2°) Der Abstand Erde-Mond ist konstant gleich Eins.
(3°) Der Einfluss der iibrigen Himmelskorper wird vernachléssigt.

Wahlt man die Achse Erde-Mond als x-Achse mit dem gemeinsamen Schwer-
punkt der beiden Himmelskorper als Ursprung, einen Umlauf des Mondes als
Zeiteinheit und setzt yu = ma/(my + mz) ~ 1/81,45 (relative Mondmasse),
w = 1—p, so ergibt sich ein System von zwei Differentialgleichungen, vgl.
§ 6.2(e). Fiir die Umwandlung in ein 1-periodisches Problem mit der ur-
spriinglichen Periode T' wird auf das entsprechende MATLAB®-Programm
verwiesen.

Beispiel 2.20. Die inhomogene DUFFINGsche Gleichung
il + at + Bu + yu® = § cos(wt)

ist ein Modellproblem zum Studium von Periodenverdopplung, Ubergang
zum Chaos und (im homogenen Fall) fiir Bifurkation periodischer Losungen
[Seydel94]. Harmonische Losungen haben hier die gleiche Periode T' = 27 /w
wie die rechte Seite, im andern Fall entstehen , seltsame Attraktoren® (strange
attractors). Tranformation auf ein parameterabhiingiges System mit Periode
Eins durch Substitution von t = T's, T = 27 /w, ergibt wie oben mit y;(s) =
u(t)

i =Tyz, vy =—T(oy2 + Byr + 7y} — dcos(2ms)) .

In Abb. 2.24 ist « = 0.2, 8 = 0, v = 1, und am Anfang § = 5. Fir
eine Starttrajektorie wird zuerst ein Anfangswertproblem gelost, anschlieend
einfache Fortsetzung bis § = 7. Geschiitzte Anfangsperiode ist T' = 12, finale
Periode T' = 10.2209.

Abb. 2.21. Beispiel 2.17 Abb. 2.22. Beispiel 2.18
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2 =] o 1 2

Abb. 2.23. Beispiel 2.19 Abb. 2.24. Beispiel 2.20

2.7 Differential-algebraische Probleme

In der Mechanik wird ein Extremalproblem im Regelfall iiber die Variati-
onsgleichungen gelost — vgl. § 4.1. Wenn zusétzliche Zwangsbedingungen
vorliegen und diese Bedingungen Gleichungsrestriktionen sind, dann ent-
steht ein differential-algebraisches Problem, das nach einer ev. Diskretisierung
der Raumverénderlichen (Linienmethode) zum einen Teil aus einem System
von gewohnlichen Differentialgleichungen und zum andern aus einem System
von algebraischen Gleichungen besteht, wobei die letzteren in vielen Féllen
Fldchen im Raum beschreiben (holonome Zwangsbedingungen), auf denen
die Losung des Differentialsystems lebt. Letztlich ist man dann mit einem
Randwertproblem oder einem Anfangswertproblem konfrontiert, das bei an-
spruchsvolleren Aufgaben hochgradig nichtlinear ist. Numerische Verfahren
zur Losung nichtlinearer Randwertprobleme benétigen eine konsistente Start-
trajektorie, die oft schwierig zu finden ist. Wenn ein solches Problem aber
kiinstlich in ein Kontrollproblem umgewandelt wird, konnen moderne nume-
rische Methoden der Optimierung eingesetzt werden, die ohne Starttrajekto-
rie auskommen — vgl. §4.4. Fiir differential-algebraische Probleme, die reine
Anfangswertprobleme sind, wurden spezielle RUNGE-KUTTA-Verfahren ent-
wickelt, von denen in diesem Abschnitt einige behandelt werden. Das Problem
der konsistenten Anfangswerte tritt hier ebenfalls auf, es ist aber im Regel-
fall nur ein nichtlineares Gleichungssystem und mit den iiblichen Methoden
zu 16sen. Fiir praktische Beispiele zu diesen Verfahren verweisen wir auf den
Abschnitt 11.3 {iber Mehrkdrperprobleme.

Im Folgenden sei (z, y) die theoretische Losung und (u, v) ihre
numerische Approximation.

(a) Problemstellung Wir betrachten zunéchst ein singulires Anfangswert-
problem in der separierten Form

#'(t) = f{t=(t),y(®) € R", (2(0),5(0)) = (z0, %o),

ey (t) = g(t,z(t),yt)) eER™, 0<e< 1 (2.88)
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mit hinreichend glatten Daten. Fasst man die abhingigen Verénderlichen in
2(t) = [z(t), y(t)]T zusammen, so kann das Differentialsystem auch in der
Form

M2 (t) = F(t,2(t)) € R"T™ | 2(t) = [z(t), y(t)]T (2.89)
geschrieben werden mit einer Matrix M € R**™, , . die fiir € = 0 singuldr
wird. Probleme von der Form M (z(t))z'(t) = F(t,z(t)) werden am Besten
umgewandelt in ein System

=y, M(z)y—F(z)=0. (2.90)

Voraussetzung 2.2. (1°) Das Problem (2.88) sei firt € [0,T], 0 < T,
emndeutig losbar.

(2°) Fiir e =0 sei Vyg(z,y) in der Nihe der Losung (x,y) regulér.

Ist € = 0, dann spricht man von einem differential-algebraischen Problem
(DA-Problem), und die Anfangswerte miissen dann konsistent sein, d.h. es
muss g(zo,yo) = 0 gelten. Bei der numerischen Lésung miissen solche Start-
werte zunéchst berechnet werden oder wenigstens naherungsweise bekannt
sein. Unter Vor. 2.2(2°) heifit das DA-Problem vom Index 1, g ist in der
Nihe der Losung auflssbar nach y, y(t) = G(¢, z(t)), und man erhilt durch
Einsetzen theoretisch ein gewohnliches Anfangswertproblem mit dem Diffe-
rentialsystem z'(t) = f(t, z(t), G(t, z(t))).

Beispiel 2.21. VAN DER PoL-Gleichung.

Der lineare Oszillator &+ ai+x = 0 ist gedimpft
fiir & > 0 und instabil fir « < 0. Wird der Pa-
rameter a durch M(xZ —1), u > 0, ersetzt, so
erhilt man fiir grofle |z(t)|-Werte eine Dadmpfung
und fiir kleine |z(t)| eine Verstirkung. Umwand-
lung in ein System erster Ordnung ergibt

B =ay, do=p(l —22)xe — 21

setzt man x, = y;, Y2 = pxe,s = t/p und
schreibt anschlieBend pu? = 1/e, so ergibt sich
nach einer Neubenennung

A G R N
L N R N S S I R S

Abb. 2.25. VAN DER PoOL-
=y, Ey:(l—mz)y—x. Gleichung

In Abb. 2.25 ist das Phasenportrit fiir e = 0.05 und die Kurve (1—22)y—z = 0
eingezeichnet.

(b) DA-Probleme werden vorwiegend mit speziellen RUNGE-KUTTA-Verfahren
gelost, obwohl auch Mehrstellenverfahren angewendet werden koénnen ins-
besondere die Riickwiirtsdifferenzenverfahren aus § 2.4(i)(4°). Ist zunéchst
e > 0, dann folgt mit den Bezeichnungen aus § 2.4(d) bei einem gemeinsa-
men Verfahren fiir die getrennten Gleichungen
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U(t) =exu(t)+7(Ax )F(t,U(t),V(t)) €R"™
eV(t) =cexov®t)+7(AxI)G,U®),V(t) eR™™
ut+7) =ut)+7bx DTE@EU®1), V(1)) €R"

ev(t+7)=co®t)+70bx DTG U®),V(t) €R™;

dabei sind U(¢) und V (¢) die Vektoren der Zwischenstufen. Ist nun die Matrix
A des Verfahrens reguldr, dann folgt aus der zweiten Gleichung

(2.91)

TG(LU(),V(t) = (AT x D[V (1) = (e x v(1))],

und bei Einsetzen in die letzte Gleichung lisst sich der Parameter € streichen.
Insgesamt erhélt man auf diese Weise eine direkte Approzimation des DA-
Problems mit RUNGE-KUTTA-Verfahren,

U(t) =exu(t)+7(Ax )F(t,U(t),V(t)) cR™"
0 =G, U(t), V(1)) e R™™
ult +7) = ult) + (b x DTF(,U), V(L) crr  (292)

v(t+7)=(1-bTA e)u(t) + (bx N)T(A™L x )V (t) e R™,

und es gilt R(0o) = 1 — b7 A~ te fiir die Stabilitéitsfunktion; vgl. (2.58). Al-
lerdings wird bei diesem Typ von Verfahren die algebraische Nebenbedin-
gung g(u,v) = 0 i.d.R. nur niherungsweise erfiillt. Dieser Nachteil wird
aber beseitigt, wenn die letzte Gleichung in (2.92) durch die Forderung
9(Unt1,Vny1) = 0 ersetzt wird. Dieser indirekte Verfahrenstyp stellt eine kon-
sistente Approximation von z'(t) = f(z,G(z)) bei Systemen vom Index 1
dar. Wenn zusdtzlich zur Regularitdt von A noch die letzte Zeile von A mit
dem Vektor b der Gewichte in der Kellerzeile iibereinstimmt (steif genaue
Verfahren), dann ist g(upn+1,vnt1) = 0 wegen der zweiten Gleichung in (2.92)
automatisch erfiillt, und die letzte Gleichung in (2.92) entfillt. Zum Beispiel
haben die in § 2.4(j) beschriebenen RUNGE-KUTTA-Verfahren vom Typ Ra-
DAU II A die genannten Eigenschaften und eignen sich daher in besonderer
Weise zur Losung von DA-Problemen.

Wenden wir ein RUNGE-KUTTA-Verfahren auf das Differentialsystem M x’ =
f(t, x)_.mit requldrer Matrix M an, so erhalten wir in der gleichen Weise wie
beim Ubergang von (2.91) zu (2.92) die Vorschrift

(I x MY(U(t) — e x u(t)) = 7(A x I)F(t,U(t)) € R™"

wlt +7) = (1— BT A e)u(t) + (b x DT(AL x U(E) eRm, 29

und diese Vorschrift bleibt auch bei singuldrer Matrix M sinnvoll, aber dann
hingt das Verfahren von der Kondition der Matrix I x M — 7(A x I) also
insbesondere von der Schrittweite 7 ab.
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(c) Regulire Matrizenpaare Ist (A, u) charakteristisches Paar des verall-
gemeinerten Eigenwertproblems

(A+AB)u=0, A, BecR",,
dann ist x(t) = eMu Losung des Differentialsystems
Bz’ + Az = c(t) e R" (2.94)

mit ¢(¢) = 0. Ist hier z.B. A= B, det(A) =0, dann ist A 4+ AB singulér fiir
alle A € R, daher wird bei linearen Systemen (2.94) stillschweigend vorausge-
setzt, dass das Matrizenpaar (,matrix pencil®) (A, B) reguldr ist mit
det(A+AB) #0.

Satz 2.16. (WEIERSTRASS, KRONECKER) Fiir regulire Paare (A, B) gibt es
requldre Matrizen P, Q, so dass gilt

C o0 I 0} ; (2.05)

PAQ:[O I]’ PBQ:{O T

dabei ist T = diag(Th, ..., Tx) eine Blockdiagonalmatriz mit Blécken
T, € R™,,, derin§ 1.1(c3) beschricbenen Form undni +...+ni =n.

Beweis [Hairer|, Bd. II, § 6.5.
Multipliziert man (2.94) mit P und verwendet die Zerlegung

-] o

dann ergeben sich zwei getrennte System fiir y und z,
Yy =Cy+ft), TZ +z=g(t). (2.96)

(d) Differentialindex Das zweite System in (2.96) muss rekursiv gelost wer-
den. Ist z.B. k =1 in Satz 2.16 und T' =T, € R™,,,, dann geht man von der
letzten Zeile 2, = gm(t) € R aus und hat dann sukzessive die Komponenten
zi(t), i =m—1:1,aus z(t) = ¢(t) — zi(ﬁl)(t) zu berechnen, wozu die
Ableitungen gfnm), ceey gél) benotigt werden. Mit diesen Ableitungen lasst sich
Tz + z = g(t) auch als explizites System schreiben,

D 42D — gDy =1, m— 1, 20 = g1, (2.97)

Allgemein ist der Differentialindex die Anzahl der notwendigen Ableitungen,
um ein implizites Differentialsystem F(¢,2'(t),z(t)) = 0 analytisch in ein ex-
plizites System umzuformen. Das explizite System z’(t) = f (¢, z(t)) hat defi-
nitionsgem#f den Index Null, und z.B. das System (2.97) hat den Index m,
weil m-mal abgeleitet werden muss.
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System mit Index 1. Wenn die Matrix Vyg(z, y) in der Nédhe der Losung (z,y)
von

xl(t) = f(t,x(t),y(t)), g(t,x(t),y(t)) (298)

regulédr ist, dann folgt aus 0 = V,g(z,y)z’ + Vyg(z,y)y zusammen mit
(2.98)(1°) das explizite System

o= f(z,y), ¥ =—-Vy(z,9) ' Vag(z,y)f(z,y).

Das System (2.98) hat in diesem Fall den Index 1.

System mit Index 2. Es sei Vyg(x,y) in der N&he der Losung von (2.98)
singuldr. Aus g(z,y) = 0 folgt h(x,y) := Vzg(z,y) f(z,y) = 0 und

Voh(z,y) = Vi,9(z,9) f(2,9) + Vag(z,y) Ve f(2,y)
Vyh(mvy) = Vyvzg(xvy)f(xvy) + vmg(xvy)vyf(x’ y) .

Wenn V,h(z,y) regulér ist, dann ist 2’ = f(z,y), h(z,y) = 0 ein System mit
Index 1. Das System (2.98) hat in diesem Fall den Index 2. Nach Auflosung
von Vzh(z,y)z’ + Vyh(z,y)y' = 0 erhélt man wieder ein explizites System
erster Ordnung,

v = f('r’y) ’ yl = —Vyh(x,y)_lvxh(x,y)f(as,y) .

System mit Index 3. Ist sowohl V,g(z,y) als auch Vyh(z,y) in der Nihe
der Losung von (2.98) singuldr, dann folgt k(z,y) := V.h(z,y)f(z,y) = 0
aus h(z,y) = 0. Ist nun V,k(z,y) reguldr, dann hat das System z’ =
f(z,y), kE(x,y) = 0 den Index 1. Das System (2.98) hat in diesem Fall den
Index 3.

(e) In jiingerer Zeit wurden auch halb-explizite RUNGE-KUTTA-Verfahren
zur Losung von DA-Problemen

2 (t) = flz(t),y@), glz(t) =0 (2.99)
vorgeschlagen,
Uit) =exult)+7(AxI)FU®),V(t) eR™
0 = G(U(t)) c R"™
u(lt+7)=ult)+7(bx HTFU®),V(t)) €R® (2.100)
0 = g(u(t+7)) cR™.

Wenn die Koeffizientenmatrix A eine untere Dreiecksmatriz mit diag(A) = 0
und 3, # 0 ist, dann ergibt sich fiir einen Zeitschritt die folgende Rechenvor-
schrift:
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Setze u; = u

Firi = 2:r setze

U; = U+ TZ;»:I ij f(uj,v5)
berechne v;_; mit dem NEWTON-Verfahren aus . (2.101)
9(ui) =0

Setze u(t+7) =u-+7Y iy Bi f(wi,v;)

Berechne v, = v(t 4+ 7) mit dem NEWTON-Verfahren aus
glu(t+71))=0

Satz 2.17. (1°) Das Problem (2.99) sei fir t € [0, T], 0 < T, eindeutig
losbar.

(2°) Fir die Startwerte gelte g(zo) =0, Vg(xo)f(zo,y0) =0.
(3°) In der Nihe der Liosung sei Vg(x)Vy f(x,y) requlir (System mit Index
(4°) In der Matriz A und dem Vektor b in (2.100) sei

Qii-1#0,1=2:7r, B #0.

Dann haben die Systeme in (2.101) fiir hinreichend kleine T eine lokal ein-
deutige Losung.

Beweis [Brasey92], [Brasey93].

Beispiel 2.22. HEM4, 5-stufiges Verfahren der Ordnung p = 4 nach
[Brasey92].

3 _ — _ | 3
10 10
Ale 1+v6  11-4v6 i |46
_ 30 30 10
b —79-31v6 —1-4v6 24+11/6 _ |4+6
150 30 25 10
1445v6 —8+7v6 —9-7V6 9-v6 1
6 6 4 4
0 0 16—v6 16+v6 1| _
L 36 36 9 i

Nichtstationédre NAVIER-STOKES-Gleichugen in Geschwindigkeits-Druck-Form
((u, p)-Form) erweisen sich als DAE-Problem (2.99) nach einer Diskretisierung
in den Raumverédnderlichen mit einer Finite-Element-Methode; s. § 9.6. Die
Geschwindigkeit u spielt die Rolle von = und der skalare Druck p die Rolle
von y. Die Inkompressibilitdtsbedingung divu = 0 entspricht der ,algebrai-
schen“ Bedingung g(z) = 0. Deswegen bieten sich hier halb-implizite RKV
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an. Die numerischen Ergebnisse sind recht akzeptabel, insbesondere weil die
Nebenbedingung ein lineares Gleichungssystem mit konstanter Matrix fiir die
Komponenten des Drucks ergibt.

2.8 Hinweise zu den MATLAB®-Programmen

KAPITELO2/SECTION_1_2_3

Abbildungen zu den Abschnitten 2.1 und 2.2

demol.m Vier Gauss-Formeln im Intervall
demo2.m Gauss- und Bell-Formeln im allgem. Dreieck
bell.m Exakte Integration eines Polynoms
in einem allgemeinen Dreieck
gauss_1.m: Gauss-Legendre-Integration

gauss_2/3/4.m: Gauss-Integration, suboptimal, drei Faelle
gauss_t5.m: Gauss-Integration, Ordnung n = 5, allgem. Dreieck
divdif.m: Verallgemeinerte dividierte Differenzen

KAPITELO2/SECTION_4: Anfangswertprobleme
Abbildungen zu Abschnitt 2.4 und Stab.-bereiche

demol.m Arenstorf-Orbits mit dopri.m,
dopri.m MATLAB-Version der FORTRAN-Version von HAIRER
dreik_a.m Differentialsystem des eingeschraenkten

Dreikoerperproblems
stab_region.m Stabilitaetsbereiche von Einschritt-
verfahren

KAPITELO2/SECTION_5: Randwertprobleme
adaptOl.m Anpassung der Schiesspunkte in Bsp. 2.16

box.m Box-Schema fuer Newton-Verfahren

bspO1.m Beispiel Stoer-Bulirsch, Par. 7.3, Bsp. 1
demol.m Masterfile fuer Mehrzielverfahren
mehrziel.m Mehrzielverfahren fuer Newton-Verfahren
newton.m Quasi-globales Newton-Verfahren
Kapitel02/SECTION_6: Periodische Probleme

bspO1.m Nervenmembranmodell

bsp02.m Waermeleitproblem

bsp03.m Arenstorf-Orbit I

bsp04.m Duffingsche Gleichung

demol.m Masterfile fuer Mehrzielverfahren
demo2.m Periodische Loesung d. Duffingschen Gleichung

demo3.m Weitere Loesungen d. Duffingschen Gleichung
mehrziel_p.m Mehrzielverfahren fuer Newtonverfahren

und Probleme mit unbekannter Periode
newton_p.m Quasiglobales Newtonverf. fuer periodische Probleme
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