Kapitel 2
Reelle Zahlen

Zu den reellen Zahlen zahlen
- die naturlichen Zahlen 0,1,2,...
- die ganzen Zahlen 0,+1,%2,...

-die rationalen Zahlen @, m und n##0 sind ganze Zahlen
n

- die irrationalen Zahlen (z.B /2,1, e).

Definition: Absoluter Betrag (Def. 2.3, Kap. 2.1)

Der absolute Betrag |x| einer reellen Zahl x ist definiert durch |x| = {

2.1 Ungleichungen mit Betrigen

Aufgabe 2.1
Berechnen Sie alle reellen Zahlen x, fiir die gilt:

a) [x+3<6
b) x+7| <4
c) [x+5/<3
d) [3-x>6
e) [x—7| >4
f) t—5/>3
2 [lv]—3] <6
h) [|x|-7] <4
i) [|lx[—5] <3
D x+2|—x>3
k) [3—x| < |x+2]
D 1 < 1
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1 1

m) =2 >
|2x — 5]
|x— 6]
|x? — 36
x+6

n)

0) > x4 3| —2x, x# —6

Losung:

a) .LFal x> -3=x+3<6<x<3
2.Fall: x < -3= —x-3<6&x> -9
Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit —9 < x < 3.
b) x+7 <4 x—(-7)|<d& -T-4<x<-T+4
S -11<x< -3
¢) x+5] <3 x—(-I)| <3 -8<x< -2
d) LFall: x<3=3-x>6&x<-3
2.Fall: x>3=-34+x>6&x>9

Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit x < —3 oder x > 9.

e) x—7| >4 x<T—4=3o0derx>7+4=11
f) [x—5|>3<x<2oderx>8
g) LLFall x<-3=—x-3<6&x>-9
2.Fall: -3<x<0=—(—x—-3)<6&x<3
3Fal: 0<x<3=—-(x—-3) <6< x>-3
4 Fall: x>3=x—-3<6&x<9
& -9<x<9
h) ||x| -7 <d4eT-4<x<T+4e3< x| <11
<3 < x| und |x| < 11
& (x<—3o0der3 <x)und (—11 <x < 11)
< (-1l <x< —=3)oder 3<x<11)
D x| —=5<3<2<|x <8
< (x < —2oderx>2)und (-8 <x<8)
& (-8 <x< —2)oder (2<x<8)
j) LFll:x>-2=x4+2-x>3%<2>3 Widerspruch!

2.Fa11:x<—2:>—x—2—x>3<:>x<—5

5
Sx<l—=

k) 1.Fal x < -2 =3 —x < —x—2 & 3 < —2 Widerspruch!
2. Fall:

1
D —2<x§3:>3—x<x+2<:>x>§

1
S -—<x<3
3.Fallx>3:>—3—|—x<x+2<:>—3<2:>x1>3

Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit x > 5

2 Reelle Zahlen



2.1 Ungleichungen mit Betragen 15

m) x> —9#0 <= x#+3
15 15
15—|2x|7é0<:>\x\7é7<:>x7éi7

1. Fall:
|x| <3 (d.h. -3 <x<3)
=x*~9<0und 15— |2x| >0

15— 2% >x* =9 0> 2% + 20| +1-25 25> (jx| +1)?
——
>0

S <de —4d<x<4
S(-3<x<3)und (4<x<4)& -3<x<3

2. Fall:
|x| >3 (d.-h.x< =3,3<x)
— 920 15 15 15
Fall2a: 15—|2x| >0« |x| < 5 &y <A<

=152 <x*—9& ... a4< |y
15 15
< (x< —3oder3 <x)und(x<—40der4<x)und(—7 <x< 7)

15 15
@(—7 <x<—4)oder (4<x< 7)

15 15 15
Fall 2b: 15— |2x| <0« 5 < x| (x < % oder > < x)

= 15—|2x| >x* =9 & ... & |x| < 4 = Es gibt keine Losung.
15
= Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit - <x<—4oder -3<x<3

1
oder4 <x < —5
n) |[x—2|>0firallex€ R\{2}und 1+ |x—1| >Ofirallex€ R
1
Sl+x—1>x=2l< (1+x—1])*>@x-2)>

T2 T
S1+2x—1|+(x*—2x+1)>x>—4x+4
S2x—1>2-2x & |x—1|>1—-x& |l —x|>1—x
Sl-x<0&x>1

=-Die Losung besteht aus allen x mit x > 1 aufler x = 2.

20—5
0 w6 El3 4 peosi<3—l
x— 6|
5
1. Fall: x< 3 = [2x—5|=5-2x

[x—6]=6—x
Also [2x—5|<3|x—6| & 5—-2x<3(6—x)
& 5—-2x<18—3x
S x<13

= <5
x<
2
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p)

5
2Rl S <x<6 = [2x-5) =25
[x—6]=6—x
Also |[2x—5]<3|x—6] & 2x—5<3(6—x)
& 2x—5<18—-3x

& 5x <23
o <23
x< 22
5
N 5< <23
Doy
2~ 5
3.Fall:  x>6 = [2x—5|=2x-5
[x—6]=x—6
Also  |2x—5| <3|x—6] & 2x—5<3x—18
= x>13

23
Insgesamt also x < 5 oder x > 13.
|x? — 36

o >|x+3]—2x, x#-6

Fallunterscheidung:
¥ —-36>0< (x—6)(x+6)>0=x<—60derx>6
¥ —-36<0e (x—6)(x+6)<0=-6<x<6

x+3>0 =3 x>-3
x+3<0 = x< -3
1. Fall: x< -6

=x>-36>0,x+3<0

_ (x=6)xr+6)

x+6
Sx—6>-—x—3-—2x

>—x—3—2x

3

=X > Z

= keine Losung.

2.Fall: —-6<x< -3

=x>-36<0,x+3<0

= M > —x—3—2x
xX+6

S —x+6>—x—3—2x

S x> 2
r>—_=
2

= —-<x< -3
3 X

3.Fall: -3<x<6
= x*—36<0,x+3>0
= —x+6>x+3—2x
& 6>3

= —3<x<6

2 Reelle Zahlen



2.1 Ungleichungen mit Betragen 17

4.Fall: x>6
=x>-36>0,x+3>0
=>x—6>x+3—-2x
9

@ —

x> 3
=x>6
Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit fg < x < —3 oder —3 < x < 6 oder
x>6

. 9
= aus allen x mit x > 5

Aufgabe 2.2
Sei a eine beliebige feste Zahl. Finden Sie alle Zahlen x, so dass

x—a
x+a

<1

Losung:

x—al

<le|x—da<|x+a & —|x+a/<x—a<|x+d (%)
e +al

|
(Irl<b, b>0—-b<r<b)

I.Fal: x+a>0< |x+a|=x+a

" —x—a < x—a —x<x & 0<x

*

= —(x+a)<x—a<xtae und =3 und
x—a < x+a —a<a & 0<a

= x> 0fura > 0.

2.Fall: x+a<0& |x+a|=—(x+a)

(:*>)—(—(x—|—a)) <x—a<—-(x+a)Sxt+a<x—a<-—-x—a
x+a < x—a&s2a<0&a<0

= und
x—a < —x—asx<—x&2x<0x<0

=x<0flra<0.
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Aufgabe 2.3
Es seien x,y beliebige reelle Zahlen. Beweisen Sie:
a) ] <yl &% <y?
b) [x+y| <|x|+|y] (Dreiecksungleichung)

i) ohne Hilfe von (a)
ii) mit Hilfe von (a).

Losung:
a) (=)
I Iyl
| < [y = [x]* < [x[[y[ und |x]|y| < |y|?
2=y P=y 2 2 2 2
= x* < |x|ly] <y alsox” <y
(<)
Iy[>0
2 <y = a2 < Py PR < )y

b) 1)
I.Fall: x>0,y>0

Py

2.Fall: x<0,y<0
=—(x+))

2 Reelle Zahlen

(Jx] =x, |yl =yundx+y>0=|x+y|=x+Y)
x4yl =x+y=|x| +]|y|
(|x| = =x, |y| = —yundx+y < 0= |x+|

,,Gleichheit*

= |x+tyl=—(x+y)=(—x)+(-)

= |x| + |y| ,,Gleichheit*

3.Fall: x>0,y<0 = |x|=ux [y]=—y
x+:y>>0

oder:
x+y<0
=

< I+ 1yl

Den Fall x < 0,y > 0 beweist man wie Fall 3.

x+yl=x+y= x| = (=y) = [x| =y < |x[+]yl

eyl =—(x+y) = (=) + (=) = = x| + ¥

i) (x+)* =22+ 20y +y% = [x2 + 20y + |y2 < a? + 20l Iy] + P = (] + [y])?

= (x+y)% < (x| + y])?
(@)
= |x+y < x4+ 1y]| =[x + ]yl

Aufgabe 2.4
1
Man zeige, dass fiir alle x # 0 gilt: |x| + [ >2
x
Losung:

0 < (Jx| = 1)? = |x]> —2x| + 1
=2x| < x> +1
1

1 1
X[ >0, da x#0 =2=—Q2x) < —(x>+1)=|x|+—

x| ]

-
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2.2 Ungleichungen ohne Betriige

Aufgabe 2.5
Berechnen Sie alle reellen Zahlen x, fiir die gilt:

a) 3x—8<9+5x

b) 2x—17 <13+ 6x
¢c) dx—5<8+7x

d) —2x?+14x—20>0
e) 3(x—2) <x(x—2)
f) 2(x+1) <x(x+1)
g2) (2—x) <2x(2—x)
h) X2 —7<3(x—1)

i) 2+1<5(x—1)

Ix— 14 5
j - 9
2 G2 b ~
X —
k ——>5
) x—3 x—|—2>
Losung:

a) 3x—8<9+5x

—17 <2x
x>—£
- 2
b) 2x—17§13+6x®—4x§30®x2—1—0=—§
:>x>—E
- 2

13
c) dx—5<8+4+Tx& —3x< l3<:>x2—?

d) 22 +14x-20>0"'S 2 —7x+10<0

Nullstellen des Polynoms:

K —Tx+10=0

= x1=2 x=5

= x>~ Tx+10= (x—2)(x—5)

> -Tx+10<0& (x—5)(x—2)<0 (1)

Seix;:=2,x:=5:
D) x<x;= (x—x1) <0und (x—x2) <0= (x—x1)(x—x2) >0 (keine Lsg. laut (1))

i) x>x= (x—x2) >0und (x—x;) >0= (x—x1)(x—x2) >0 (keine Lsg. laut (1))

i) x] <x<xp=(x—x1)>0und (x—x) <0= (x—x1)(x—x) <0
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e)

g)

h)

2 Reelle Zahlen

Die Gesamtlosung: 2 < x < 5

1. Losungsmoglichkeit

3(x—2) <x(x—2)

=3x—6<x®—2

=x>—5x+6>0

Nullstellen der Parabel: x1=3 x=2

= Die Losung besteht aus allen x mit x < 2 oder x > 3
2. Losungsmoglichkeit

LFal: x-2<0 & x<2

3x—2)<x(x—=2) |:(x—2)mitx—2<0

=3>x

x<2undx<3=x<?2

2Fall: x—-2>0 & x>2

3(x—2)<x(x—2) |:(x—2)mitx—2>0

=3<x

x>2undx>3=x>3

3Fall: x=2

3(x—2) < x(x—2) = 0 < 0 Widerspruch! = x = 2 ist keine Losung
= Die Losung besteht aus allen x mit x < 2 oder x > 3

Losen durch Fallunterscheidung

l.LFall: x+1>0& x> —1

2+ 1) <x(x+1)e2<x

= Die Losung im 1. Fall besteht aus allen x mit x > 2.
2.Fal: x+1=0=x=-1

2x+1) <x(x+1)=0<0

= Keine Losung.

3 Fal:x+1<0=x< -1

2+ 1) <x(x+1)e2>x

= Die Losung im 3. Fall besteht aus allen x mit x < —1.

= Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit x < —1 oder x > 2 .

(2—x) <2x(2—x)
—2x24+5x—2>0 .
Nullstellen der Parabel: X1=2 xp= 5

1
= Die Losung besteht aus allen x mit 3 <x<2.

P —-7<3(x-1)

¥ —3x—4<0

Nullstellen der Parabel: x1=—1 x=4

= Die Losung besteht aus allen x mit —1 <x <4 .
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)2 +1<5x—1)ex>-5x+6<0

X =5x+6=0
54v25-4-1-6 5+V1 3
= x> —5x+6=(x—3)(x—2)
(x=3)(x—2)<0
S2<x<3
) 9x— 14 -
) x—2 x+1
9x—14 5
A S
x—) x+1
o Ox—14)(x+1)=5(x—2)—9(x—2)(x+1) 50
(x—2)(x+1)
o (x+1)(9x—14—-9(x—2)) —5(x—2) 50
(x=2)(x+1)
4 _ _
(x+1)=5(x—2) 50
(x=2)(x+1)
- —x+14 -0
(x=2)(x+1)
(x=2)(x+1)
| —co -1 2 14 o
x+1 - +  + +
x=2 - -+ +
x—14 - - - +
~— ~~
<0 <0
?xéfl oder 2 <x< 14
X —
k — -5>0
) x=3 x+2 ~
(2x—8)(x+2)—4(x—3)—5(x—3)(x+2)
& >0
(x+2)(x—3)
—3x2 —3x+26
—— >0
(x+2)(x—3)
—(v/321
Nullstellen des Zahlers: x| = w ~ —3,48
v321-3
xzsz2,48
Nullstellen des Nenners: x3=—-2 x4=3

(321 +3)

Die Gesamtlosung besteht aus allen x mit

v321-3
CI‘T <X

od <3.
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Aufgabe 2.6
Beweisen Sie fiir reelle, positive Zahlen a, b:
4 ——>¢wa
N AR
Losung:
a + i > \/;14_ \/];
Vb Va©
a b
et Vb0 |-Vab
Vb %
& ava—avVb+bVb—bya>0
& ay/a—bya—(aVb—bvVb) >0
& Vala—b)—Vbla—b) >0
& (a—b)(Va—vb) >0
LEal: a>b  (a—b)(va—Vb)>0
S———
>0 >0
2Fall: a<b  (a—b)(va—vb)>0
S———
<0 <0
~—_————
>0
3Fall: a=0»b 0>0.
Aufgabe 2.7

Zeigen Sie, dass fiir allea < b € R gilt:

at+c<b+cfirceR

ac < bc firc>0
b
4.2 fiirc > 0
c "¢
ac > bc firc<0
1 _1
—25 fira#0#bunda-b >0
a

Losung:

Wa<beb—a>0sb—a+(c—c)>0& (b+c¢)—(a+c)>0
Sat+c<b+c



2.2 Ungleichungen ohne Betrage

Qa<bob—a>0% c(b—a)>0<chb—ca>0

Sca<chsac<be

e>0s150 1 b b
Ba<bob-a>0 o “h-a)>0s--50s2<?
c c ¢ c "¢
Wa<bob—a>0 c(b—a) <0< ch—ca<0
S cb—ca+ca<0+ca<s ac> be
b>0s1>0 1
Sa<bob—a>0" <=L —(h—a)>0
b a 1 1 1
— >0 -—->0a-> .
ab ab — a b~ a b
Aufgabe 2.8
Seien p1,p2,..., p, positive Zahlen. Zeigen Sie,dass
min a; < piay + p2az + -+ ppan < max a
1<k<n p1+--+pn 1<k<n
fur alle ay,as,...,a, € R.
Losung:
Sei @ :=min{ay,a,...,a,}
A:=max{aj,az,...,a,}
Seia=a;<a <...<aq,=A
Dann gilt: (ax —a;)pr >0,k e J:={1,2,...,n} Saipr <apr,kelJ
und: (a, —ag)pr >0,k €J S apr < appr k €J

Damit folgt:

ai(pr+p2+...+py) =aipi1+ aips +...+ aipy
~—~— ~—~—

(a) (@)
<axpy < anpn
!
< aipr + apr +...+appu
~—~— ~—
(B) (B)

<anpi <anpz

<apprtappr+t...+appn =an(pr+p2+...+pn)

23

D.h.ai(pi+pr+...4pn) Saipir+apr+...+appn < an(pir+p2+...+pa)(1)

Wegen: p1,p2,....,pn>0=p1+p2+...+pp=1p>0
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1)]:
gminak:a1§a1p1+a2p2+ +anpn

< a, = maxag.
kel pi+p2t...+px keJ

Aufgabe 2.9
Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion:

a) (14+x)">1+nx firallex>—1undn>1 (Ungleichung von Bernoulli)
b) (1+x)" > 1+4nx firallex>—1,x#0undn>2 (die scharfere Fassung
der Ungleichung von Bernoulli)

Losung:

a) IA:n=1
(14+x)! =1+ 1-xist richtig
IV:(1+x)">1+4nx firallex>—lund1<n
IS:

v
(142" = 142" (1+x) > (14+nx)(1+x) = 1 +x+nx+nx’
——
>0
=14+ (n+Dx+_n x> >1+m+1)x
~
>1 >0
——
>0

b) Der Beweis der Ungleichung (b) erfolgt in derselben Weise wie der Beweis von

(a).

Aufgabe 2.10
Zeigen Sie, dass folgende Abschatzungen gelten:

a) 2(Vk+1—vk) < ﬁ <2

L
b) 2/n—2< 2ﬁ<2\/ﬁ—lfﬁrallen22,neN
k=1

Vk—+k—1)fiirallek>1, k€ N



2.2 Ungleichungen ohne Betrage
Losung:

a) 1) Beweis der linken Seite:

1 1
2(\/k+1—\/l§)<ﬁ & VEWVEFT—VE) < 3
1
o Vivk+1—-k < 3
1
& Kkt -k <3
1
& k(k+1) < 2+k
k>1, Aufgabe 3.3a 1\?
=N k(k+1) < (k+2>
2 2 1
& k”+k <k +k+1

ii) Beweis der rechten Seite:

%<2(\/E—\/k—l) & % < Vk(vVk—k—1)
& % <k—+/k(k—1)
& k(k—1)<k—%

1 2
k>1, Aufgabe 3.3a k(k—l) < (k_2>

1
& K> —k <K —k+-

4
b) i) Beweis der linken Ungleichung:
LA
2yn—=2< ) —
VR
22 Vi+1-vVk) =

1

2(\/1+ —1+\/2+ ~V24+V3+T1-V3+..+Vnt1-yn)

=2(V2—1+V3—V2+V4—V3+ ..+ Vn+1-/n)

2(\f f+f V3+VA—Va+ 4+ n—n+Vn+1-1)
w—/ ——

_() =0

=2(Vn+l—1)= 2\/n+ 2>2\/ﬁ

ii) Beweis der rechten Ungleichung:

<2\/ﬁ—1

S\

1

k

=1+

S\

~
IIM=
[N}

25

+22 (Vk=vVk—1)=1+42-(v/n—1)=2yn—1
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Beispiel:
Abschiitzung der Summe der Kehrwerte der ersten 10° Wurzeln:
10° 4
2V100 -2 < Y — <2vV100—1.
k=1 1999
=1998 -

2.3 Gleichungen ohne Betriige

Aufgabe 2.11
Beweisen Sie fiir alle n € IN und alle reellen Zahlen x # 1:
]_x2n+l
0142 (1427) =
Losung:
n l—x2n+l
(1+x)(14+22)...(1+x*) = <
(1—x)(1+2)(1+23).(1+22) =1 22"
(1= 1+ (1 +2) (1422 = 1=
(1= 1+ (1 +28) (1) = 12"
(1 7-x2n)(1 +xz)l) _ 1 . 2n+l
(1 - (xz")z) e e
Aufgabe 2.12

Fiir welche Werte von ¢ € R hat die quadratische Gleichung
a) x> —(c+2)x+1=0,
1
b) x> —(2c—)x+ (c— 2) =0
genau eine Losung?
Losung:

Sei ox? +Bx+y=0 mit a#0,B,yeR (%)
D:= B> —4ay
Gleichung (*) hat genau eine Losung < D =0
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a) x> —(c+2)x+1=0 (1)
=Dy=(c+2)?—4=(c+2)2-22=(c+2+2)(c+2-2)=c(c+4)

=D,=0&c=0o0derc=—4

)e=0: (1)e&x>*-2x+1=(x—-1)2=0=xy=1 ist2-fache Nullstelle
i) c=—4: (Nex>—(—4+2)x+1=x>+2x+1=(x+1)>=0
= xg = —1 ist 2-fache Nullstelle

b) X2 —(2c—1)x+ (c—D =0 (2)

:>Db:0<:>c:§0derc:f

1
i) c= 3 (2) & x* = 0 = xp = 0 ist 2-fache Nullstelle
3
if) e=3, (2) x> —2x+1=0< (x—1)>=0= xp = 1 ist 2-fache Nullstelle.
Aufgabe 2.13

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion

n 1— I n+1
a) Zk)/‘_l = (4 )" +nx ,x# 1, firallen>1,neN
k=1

= (1—x)?
b) Sind g # 1 eine reelle und n eine natiirliche Zahl, so gilt:
n 1— qn+1

Nd=1+q+@+¢+ - +q"=
k=0 I—¢q

Losung:

a) IA:n=1
Die Aussage ist wahr, weil:
Lol 1—2x+x2
—— (1 —x)z
=1-x9=1 N—_———

n 1— D +1
v: 3 k! = (nt D j""n
= (I—x)
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Zu zeigen: Z k=l =

n+1

1—(n4+2)x" T + (n+ 1t}

(1—x)?

=Y k4 (n4-1)x"
k=1

v 1—(n+1)x"+nx" !

(1—x)?

+(n+1)x"

2 Reelle Zahlen

1—(n+1D)x" + "+ (n+ D" (1 —x)?

(1—x)?

1—(n+ D" +nx 4 (n+ D (1 — 2x+x?)

1= (—n+2(n+ 1)) 4 (n4 1)+

(1=

(1—x)?

1—(n+2)x" " + (n41)x"+2

k=1
IS:
n+1
N k!
k=1
b) IA:n=0
1 —ql
0
= 1 =
q -
1V: .

n 1*(/]"
Yd=—"— a#l
k=0 -4
IS:

n+1

(1—x)?

l—¢q
l_qn+1

qn+] (1 _q)

1—¢q 1—¢q

—9

n+2

l—q
17q(n+1)+1

1—¢q
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2.4 Gleichungen mit Betrigen

Aufgabe 2.14

Weisen Sie nach: Fiir alle a,b, A € R:
a)la] >0
b) |a| = 0 genau dann, wenna =0
c)|Aal =[A]|a|

Losung:

a) Firalleac€R = |a| >0, denn
.. a>0 , Trichometrie der reellen Zahlen*
firalleae R = a<0

und damit:

Fira>0= |a|=a>0
Fira<0= |a|=—(a)>0

b) (=):Fira=0%|q)=a=0
(<):Sei |a|=0undsei a#0
= |a| > 0 — Widerspruch!
=a=0

¢) [Aa| =[A[-]al

) Fall: 1 =0, a€R = Aa=0= |Aa|=0=0-]a| "= || ||
i) Fall: a=0, A€ R = Aa=0= |Ad| =0=0-|a] “E”|2|-]al

i) Fall: A >0, a>0 = |A| =4, |a| =a, |Aa| = Aa
= |Aa| =Aa=A]|-]|4|

i) Fall: 1 >0, a<0 = (|A| =4, |a| = —aundAa < 0 = |Aa| = —(La))

= [Aa| = —(ha) = A(~a) = |A]-|a]

v)Fall: A <0, a<0 = (|A| =—A, |a|] = —aundAa > 0 = |Aa| = Aa)

= [Aa| = Aa = (=A)(-a) = |A|-]a]

vi)Fall: A <0, a>0 = (|A| =—A, |a] =aundda < 0 = |Aa| = —(Aa))

= |Aa|=—-Aa=|A]-|q

Aufgabe 2.15
Losen Sie die Gleichungen

a) 6x>45x| —4=0
b) 3x?> —4[x|+1=0

29
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Losung:

a) Setze|x| =:1 > 0 wegen x> = |x|? gilt:

5 4
6x* +-5)x| —4=0 < 6t2+5t40¢>6<t2+6t6) =0

5 5\?2 5\> 4
2

e+ (2) - )
* 12*(12) <1z> 6

o (123 (3) 8 _FH12:8 (11N
12)  \12 2 122 " \12

12 12
>0 5 11 6 1
S t= —_— = = =

1
Aus|x|:§:t =X =—

b) 32 —4x|+1=0 < 3x% + 1 =4
o (3x%41)% = (4)x])?
& 0t 4+ 6x2+1=16|x]
< 0t +6x2 +1=16x2
<ot 462 —16x2+1=0
<0t —10:241=0

Substitution: y:=x>>0 : 9> —10y+1=0
5++425-9

< y>0undy = 5

1
@yzgoderl

1
Riicksubstitution : x = 1 oder x = + 3

Aufgabe 2.16
Man bestimme alle x € R, fiir die gilt: |[x+2| —|x—2| = |x— 5|+ |6 —x| — 1

Losung:

x+2]—|x—=2|=|x=5]+]|6—x|—1

Fallunterscheidung:
x+2>0x> 2|([x+2<0sx< -2
x—2>20&x> 2|x—-2<0&x< 2
x—5>0x> S5|x—5<0&sx< 5
6—x>0cx< 6|6—x<0&<x> 6
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1. Fall:
x<—=2, dhx+2<0,x-2<0,x—5<0,6—x>0
= —x—2—(—x+2)=—x+5+6—x—1
s -4 =-2x+10
Sx=7

=keine Losung
2. Fall:
—2<x<2, dh.x4+2>0,x—2<0,x—5<0,6—x>0
=x+2—(—x+2)=—x+5+6—x—1
& 2x=-2x+10
5
<:>x—2
=-keine Losung
3. Fall:
2<x<5, dhx4+2>0,x—2>0,x—5<0,6—x>0
=>x4+2—x+2=—x+5+6—x—1
S 4=-2x+10
Sx=3

= Losung x =3
4. Fall:
5<x<6, dh.x+2>0,x—2>0,x—5>0,6—x>0
= x+2—x4+2=x—-54+6—x—1
&4=0

=-keine Losung
5. Fall:
x>6, dh.x+2>0,x—2>0,x—5>0,6—x<0
=>x+2—x+2=x—-5-6+x—1
S 4=2x—12
S x=38

= Losung x =8
Insgesamt: x = 3 oder x = 8.

Aufgabe 2.17
Sei d : R x R — R die Funktion, die jedem Paar (a,b) € R x R seinen ”Abstand”
d(a,b) := |a— b| zuordnet. Zeigen Sie: Fiir alle a,b,c, A € R gilt:

d(a+c,b+c)=d(a,b)
d(Aa,Ab) = |A|-d(a,b)

Losung:
a) da+c,b+c) Eate)—(b+c)|=latc—b—c|=|(a—b)+(c—c)| =

la—b| % d(a,b)

d(a+c,b+c) =d(a,b) heiBt ,, Translationsvarianz der Metrik d*
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b) d(Aa,Ab) ' |Aa—Ab| = |A(a—b)| = |Alja—b| || d(a,b).
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