10 Differenzialrechnung

Definition der Ableitung

Eine Funktion f : I — R, die auf einem offenen Intervall / € R gegeben ist,
heifit an einer Stelle x, €  differenzierbar, wenn der Grenzwert

i £ = fGo)
im ————=
=¥ X — X
XF#XQ
existiert. Diesen Grenzwert nennt man die Ableitung von f in x( und er wird

mit f'(xo) bezeichnet.

Es gibt mehrere verschiedene Moglichkeiten, den Begriff der Ableitung zu inter-
pretieren.

= Die Ableitung beschreibt die lineare Approximation.
= Die Ableitung gibt die Steigung der Tangente an.
m Die Ableitung liefert die lokale Anderungsrate.

Differenzierbare Funktionen einer Veridnderlichen sind auch immer stetige Funk-
tionen.

Die Ableitung als Funktion

Ist eine Funktion auf einem ganzen Intervall differenzierbar, so erhélt man durch
das Differenzieren eine neue Funktion, die Ableitung. Konnen diese Ableitung
und ihre Ableitungen wieder differenziert werden, so spricht man von einer r-mal
differenzierbaren Funktion. Ist die r-te Ableitung eine stetige Funktion, so heifit
die urspriingliche Funktion r-mal stetig differenzierbar.

Ableiten ist eine lineare Operation

Sind f, g : D — R differenzierbare Funktionen und a € R eine beliebige Kon-
stante, so sind auch die Funktionen f + g und af differenzierbar und es gilt

(f+9' ) =fx)+gw
und

(af)'(x) =af'(x).

Fiir die Berechnung von Ableitungen von zusammengesetzten Ausdriicken gibt es
verschiedene Regeln.
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Produktregel
Das Produkt zweier differenzierbarer Funktionen f, g: D — Ristdifferenzierbar
und es gilt fiir die Ableitung

(f&)(x) = f(x)g'(x) + f'(x) g(x).

Kettenregel
Wenn zwei differenzierbare Funktionen f: D — Rund g: f(D) — R gegeben
sind, so ist die Verkettung der Funktionen differenzierbar und es gilt fiir x € D

(8o ) = g(f) f'x).

Umkehrfunktionen streng monotoner, differenzierbarer Funktionen sind
differenzierbar

Auch die Umkehrfunktion einer differenzierbaren Funktion kann selbst differenziert
werden.

Eine besondere Klasse von differenzierbaren Funktionen sind Funktionen, die sich

in eine Potenzreihe entwickeln lassen. Solche Funktionen sind beliebig oft stetig
differenzierbar.

Die Ableitung ist null an Extremalstellen

Wenn eine Funktion f: [a,b] € R — R in X € (a, b) ein lokales Maximum
oder Minimum hat und in X differenzierbar ist, gilt

f'(®)=0.
Fiir die Analysis spielt der folgende Satz eine herausragende Rolle.

Der Mittelwertsatz
Ist f: [a,b] € R — R eine stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar ist,
dann gibt es eine Zwischenstelle z € (a, b) mit

f) = fla)=f)b-a).

Besitzen zwei Funktionen die gleichen Ableitungen, so unterscheiden sie sich hoch-
stens um eine Konstante. Es gibt auch einen Zusammenhang zwischen Ableitungen
und der Monotonie: Monoton wachsende Funktionen haben nicht-negative, monoton
fallende Funktionen haben nicht-positive Ableitungen. Indem man das Vorzeichen-
verhalten der Ableitung in der Umgebung einer Stelle X mit f'(X) = O untersucht,
kann man entscheiden, ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt.
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Eine positive zweite Ableitung bedeutet lokal ein konvexes Verhalten
einer Funktion

Diese lokale Untersuchung kann man anhand der zweiten Ableitung durchfiihren.
Ist f”(X) > 0, so liegt eine lokale Minimalstelle vor, bei f”(X) < 0 eine lokale
Maximalstelle.

Taylorreihen

Definition der Taylorpolynome

Wenn eine Funktion f: D € R — R n-mal stetig differenzierbar ist auf einem
offenen Intervall D C R, dann heil3t

" (k)
pw = 2L e sp, xer,
k=0 ’

k
das Taylorpolynom vom Grad n zu f um den Entwicklungspunkt x.
Die Differenz zwischen Funktion und Taylorpolynom wird das Restglied genannt.
Die Darstellung einer n-mal stetig differenzierbaren Funktion f: (a, b)) — R durch
J(x) = pn(x) + R(x, x0)

mit dem Taylorpolynom p, und dem Restglied R(x, xo) um einen Entwicklungs-
punkt xo € (a, b) heifit Taylorformel.

Vom Taylorpolynom zur Taylorreihe
Die Reihe

— [ (x0) ]
(}: = (x = xo)
~ !
zu einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f: (a, b)) — R heif3t Taylorreihe.

Nicht jede Taylorreihe konvergiert gegen die sie generierende Funktion. Entschei-
dend dafiir ist, dass das Restglied gegen null geht.

Die L'Hospital’sche Regel

Ist I = (a, b) ein beschrinktes Intervall, xo € 7 und f, g : I — R differenzier-
bare Funktionen mit lim f(x) = lim g(x) = 0 und g(x) # 0, g’(x) # O fiir
xX—>Xx0 xX—>XxQ

alle x # xy. Dann gilt
. () . )
lim = lim

= g(x)  von gl(x) ]

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Dieselbe Aussage gilt, wenn
I = (a, 00) und der Grenzwert x — oo oder / = (—o0, b) und der Grenzwert
Xx — —o00 betrachtet wird.
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Spline-Interpolation

Sind n € N Datenpunkte (x;, y;) € [a, b]xR, j = 1,2, ..., n gegeben, so bedeutet

Interpolation, dass eine Funktion u € V bestimmt wird mit der Eigenschaft
uxj)=y;,, j=12,...,n.

Dabei bezeichnet V eine Menge von Funktionen, die durch endlich viele Parameter

gegeben ist.

Da die Interpolation mit Polynomen zu Oszillationen und damit zur Instabilitit fiihrt,
verwendet man andere Typen von Funktionen.

Definition von Splines
Ist zu einem Intervall [a, b] eine Zerlegung der Form

A=X] <X < <Xp_1 <X,=b

gegeben, so heift eine Funktion s : [a, b] — R Spline vom Grad m € Ny mit
Defekt r € Ny beziiglich der Zerlegung, wenn die Funktion (m — r)-mal stetig
differenzierbar ist und die Einschrinkung von s auf ein Teilintervall [x;, x;41],
j=1,...,n—1, ein Polynom vom Grad m ist.

Hiufig werden kubische Splines verwendet. Mit Splines ldsst sich die Interpola-
tionsaufgabe stabil 16sen.

Ubersicht: Differenziationsregeln und Ableitungsfunktionen

Die wichtigsten Ableitungen und Regeln fiir differenzierbare Funktionen f, g : D — R
lassen sich knapp zusammenfassen.

Linearitit
(f+8) ) =f)+gx
(af) (x) =af'(x)
Produktregel
(f ) () = f'(0)glx) + f(x)g'(x)
Quotientenregel
<[> @) = J(x)gx) — f(X)g/(X)’ fiir g(x) % 0
8 (8(x))?
Kettenregel

(fog)(x) = f(g(x)g'(x)
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Potenzreihen
Mit
f&) =) ar (x—x)*
k=0
folgt

Fx) =) ka(x —x0)*!
k=1

fiir x € (xg — r, xo + r) und Konvergenzradius r > 0.

Ableitungen von Standardfunktionen, wobei a € R eine Konstante bezeichnet:

f(x) S
a 0
x4 axafl
expx expx
1
In x —
X
a* a*lna, a>0
1 1
og, X
£a xIna
sin x cosx
CcoS X —sinx
1 2
tan x 5T = 1 + tan” x
cos? x
-1 s
cotx —— =—l—cot"x
sin” x
. 1
arcsinx | ——
V1 —x2
-1
arccosx | ———
V1 —x2
1
arctan x
14 x2
. 1
arccotx | —
1+ x2
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Ubersicht: Verhalten differenzierbarer Funktionen

Das lokale Verhalten differenzierbarer Funktionen lasst sich an den Werten der Ablei-
tungen ablesen.

Bezeichnet f : D — R eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion und
(a, b) C D ein offenes Teilintervall des Definitionsbereichs, dann gelten folgende
Aussagen zum lokalen Verhalten von f auf (a, b) und den Ableitungen auf (a, b):

Extrema
f'(£) = 0<% x € (a,b) kritischer Punkt
/(& = Ound f"(X) >0 = X € (a, b) Minimalstelle
/& = 0und f"(x) <0 = X € (a,b) Maximalstelle
Monotonie

f' <0 auf (a, b) f monoton fallend auf (a, b)

f' >0 auf (a, b) f monoton steigend auf (a, b)

f' <0 auf (a, b) f streng monoton fallend auf (a, b)

111

f' > 0 auf (a, b) f streng monoton steigend auf (a, b)

Kriimmung

f" =0 auf (a, b) f konvex auf (a, b)

f" <0 auf (a,b) f konkav auf (a, b)

f"” > 0 auf (a, b) f strikt konvex auf (a, b)

F1re

| f" < 0 auf (a, b) f strikt konkav auf (a, b) |

| Ubersicht: Potenzreihen/Taylorreihen |

Zusammenstellung einiger Potenzreihenentwicklungen und die zugehdrigen Konver-
genzbereiche.

Die allgemeine binomische Reihe

I+ =" <Z>x fiir x| < 1
n=0

mit dem verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

(a)_a~...-(a—n+l)
n) n! ’




Ubersicht

55

Die Exponentialfunktion
[o0)

1
exp(x):Z —'x" , firxeC
n=0 m
=1
cosh(x):Z x, firx eC
~ 2n)!

> 1

sinh(x) :Z WXZ'H—] , firxeC
n=0

o)
(_1)n+122n(22n _ l)B . - T
tanh(x) = ot k<3

n=1

o0
1
In(x + 1)=Z(—1)”+1;x", Ix] < 1

n=1

1 1+x 1
rtanhx = - 1 = E 2l 1
artanh x 3 n(l x) 2 o lx x| <

Trigonometrische Funktionen

N —_1"
cosx = Z ((Zn;! X2 firx e C
n=0

oo _1 n
sinx = Z sz"“ fiir x € C

< @n + D!
& 22)1(22)1 _ 1)an - T
tanx = — 2l iy < =
- 2n)! 2
arccosx = — — Z ;_l)x”’“, x| <1
2n+1)2"n!
oo
1 3 ..... m—1
arcsinx = Z #xzwrl . xl <1
2+ H2ral
oo
—1y
arctan x = Z Lxz"+1 . xl <1
e 2n+1)
[o¢]
T D" o
tx="2 | 1
arccot x > Z ot l)x x| <

Mit By sind die sogenannten Bernoulll—Zahlen bezeichnet, die sich rekursiv aus

- 1
B():l und Z(n: )Bk:O

k=0
|f1'ir n € N berechnen lassen.
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